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Intuitivamente, o fluxo do material em qualquer ponto da rede é a
taxa em que ele se move. Podemos interpretar cada aresta como
um conduto para o material, tendo uma capacidade que representa
a taxa maxima que o conduto suporta.

Considere um grafo direcionado que representa uma rede de fluxo.
Imagine que um vértice fonte s produz um certo material que
escoa através da rede para um vértice terminal t, onde o material é
consumido.
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Vértices podem ser vistos como pontos de jun¢do destes condutos, Redes de fluxos servem para modelar varias situa¢des, tais como
e com excecdo da fonte e do terminal, a quantidade de material liquido (dgua, petrdleo) fluindo através de canos, partes de
que chega em um vértice é igual a quantidade de material que sai produtos através de linhas de montagem, correntes através de redes
deste (conservacdo de fluxo). elétricas e informagdo (bits) através de redes de comunicaggo.
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Redes e fluxos Redes e fluxos

Adotamos as seguintes hipSteses para uma rede (G, c, s, t):

Uma rede (de fluxo) é uma quddrupla (G, c,s, t) onde > E ndo contém lagos,

v

» G =(V,E) éum grafo direcionado, se (u,v) ¢ E entdo denotamos c(u,v) =0,

v

» c: E— R, associa a cada aresta (u,v) em E uma todo vértice pertence a algum caminhode sa te

capacidade ndo negativa c(u,v) e

v

se E contém uma aresta (u, v) entdo E ndo contém a aresta

> s e t sdo vértices especificados de G chamados de fonte e reversa (v, u).

terminal, respectivamente. A =4 = c
P A dltima condi¢do é necessaria por simplicidade, mas veremos

depois que ela pode ser facilmente garantida (ao custo de
aumentar o grafo).

Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al 1° sem de 2017 Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017



Redes e fluxos Redes e fluxos

Seja (G, c,s, t) uma rede. Um fluxo em (G, c,s, t) é uma funcdo

f:V x Vi R que satisfaz as seguintes propriedades: OVl ol T 10 11 & ¢ SR o

Restricao de capacidade:
para todo u,v € V temos que |f] = Zf(s, v)—Zf(v,s),
veV veVv
0 < f(u,v) <c(u,v).
ou seja, é o fluxo que sai da fonte menos o fluxo que entra.

Aqui a notagdo |.| denota o valor do fluxo e ndo valor absoluto

Conservacgdo de fluxo (lei de Kirchhoff): EE R

para todo u € V — {s, t} temos que

Estamos interessados no seguinte problema.
Zf(v,u):Zf(u,v). s 7

vev vev Problema do Fluxo Méximo. Dada uma rede (G, c, s, t) encontre
um fluxo f nesta rede que maximize |f|.
Note que se (u,v) & E entdo f(u,v) =0 = c(u,v).
Chamamos o valor f(u, v) de fluxo que passa por (u, v).
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Um exemplo Um exemplo

Vancouver, Edmonton, Saskatoon, Calgary, Regina, Winnipeg. Como os caminhdes viajam por rotas (arestas) entre cidades
(vértices) e tém capacidade limitada, Lucky Puck pode transportar

A Companhia Lucky Puck tem uma fabrica (fonte S) em Vancouver no maximo C(u7 V) caixas por dia entre cada par de cidades u, v.

que fabrica pucks de héquei no gelo e tem um depésito (terminal t) Lucky Puck ndo pode alterar os trajetos nem as capacidades e,

em Winnipeg para armazend-los. A companhia aluga espago em assim, ndo pode alterar a rede desenhada acima a esquerda.

caminhdes de outra firma para transportar os pucks de s a t.
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Um exemplo Um exemplo

A Lucky Puck tem que determinar o maior nimero p de caixas que Um modo de resolver o problema da Companhia Lucky Puck é
pode transportar por dia. Ela n3o se importa com o tempo de encontrar um fluxo maximo na rede.

viagem, desde que consiga mandar as p caixas da fabrica para o
depdsito. Uma solugdo étima (p = 23) estd indicada acima a
direita.

Observacdo: estritamente falando, a companhia gostaria de um
fluxo f que fosse inteiro (isto é, cada f(u, v) é inteiro). Veremos
que quando as capacidades s3o inteiros, sempre existe um fluxo
maximo que € inteiro.
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Modelando problemas com arcos antiparalelos Modelando problemas com arcos antiparalelos

Suponha que a companhia de caminhdes ofereceu a Lucky Puck a A rede apresenta um problema para nés: ela possui arestas
oportunidade de alugar espaco para 10 caixas em caminhdes indo antiparalelas (u, w) e (w, u). Como veremos, no método para
de Edmonton a Calgary. A rede resultante estd indicada acima a resolver o Problema do Fluxo Maximo é conveniente que ndo
esquerda. existam arestas deste tipo.
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Modelando problemas com arcos antiparalelos Redes com miuiltiplas fontes e terminais

Algumas variantes do Problema do Fluxo Maximo podem ter
vdrias fontes e vdrios terminais. Por exemplo, a Companhia Lucky
Puck poderia ter um conjunto de m fabricas {si,...,sn} € um
conjunto de n depdsitos {t1,..., th}.

Felizmente hd um modo de reduzir o problema do fluxo maximo
com multiplas fontes e multiplos terminais em um Problema de
Fluxo Maximo com uma Unica fonte e um unico terminal.

Um modo de contornar este problema é transfomar a rede em uma Acrescente uma nova fonte s e uma aresta (s, s;) com capacidade

rede equwa_lenteI slem arestas antiparalelas. Esc.olhlemos ulma dafj c(s,5)=ocoparai=1,...,m.
P PR BT Y ca;.o, alEE s: jtltL.”mo.s E>edo ST Acrescente um novo terminal t e uma aresta (t;, t) com
arestas (w, x) e (x, u), ambas com capacidades iguais a da aresta capacidade ¢(ti, t) = oo para i=1,...,n.
original.
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Redes com miuiltiplas fontes e terminais Método de Ford-Fulkerson

Mostraremos agora o método projetado por Ford e Fulkerson
(independentemente) para resolver o Problema do Fluxo Méximo.

Chamamos de método em vez de algoritmo pois ha varias
implementacdes do método.

O método de Ford-Fulkerson depende de trés ideias fundamentais
que transcedem o método e s3o relevantes a muitos outro
algoritmos e problemas:

» redes residuais
» caminhos aumentadores

» dualidade e cortes

Essas ideias sdo essenciais para o Teorema do Fluxo Maximo Corte
Minimo.

Um fluxo na nova rede corresponde a uma solugdo da rede original.
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Intuicao do método de Ford-Fulkerson Intuicao do método de Ford-Fulkerson

llustramos a ideia do método através deste exemplo simples. Inicialmente escolhemos o fluxo nulo em todas as arestas. O valor
Claramente, o valor do fluxo maximo é 4, mas para entender deste fluxo é zero.
melhor o método é melhor esquecer isto!
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Intuicio do método de Ford-Fulkerson Intuicio do método de Ford-Fulkerson

Encontramos um caminho de s a t. Observe que podemos Com isso, obtemos um fluxo de valor 2. Entretanto, agora parece
aumentar o fluxo nas arestas do caminho. n3o haver nenhum caminho como antes em que podemos
aumentar o fluxo.
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Intuicao do método de Ford-Fulkerson Intuicao do método de Ford-Fulkerson

Mas considere agora este (pseudo)caminho. Agora obtemos um fluxo com valor 4. Neste exemplo, é facil ver
Podemos aumentar o fluxo nas arestas que avancam e que ele é miximo pois satura cada aresta que sai de s (isso €, o
diminuir o fluxo nas arestas que recuam. fluxo atinge a capacidade maxima).
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Aumentar fluxo ao longo de um pseudocaminho Redes residuais
s=vi W v3 Z Vs Ve vz t=vg Suponha que temos uma rede (G, ¢, s, t) e um fluxo f qualquer.

————=—@=— @ —0=— @ —>0—>0
A rede residual obtida de (G, c,s, t) a partir de f é a rede
(Gf,cr,s,t) com Gr = (V. Ef) em que:

(a) se (u,v) € E e f(u,v) < c(u,v) entdo

Ss=vi W V3 Vg 1% Ve 1% t=wg
e o o e o 0 =@
u,v) € Erece(u,v) =c(u,v) — f(u,v), e
I, 1 i Ih - me +a (7) f f(v) (a) (7)

Note que a conservacio de fluxo se mantém e o novo fluxo tem f(u,v) < c(u,v) cr(u,v) = c(u,v) — f(u, v)

valor maior que o anterior (se @ > 0). 3 : : :
E preciso apenas garantir que os fluxos sejam nao negativos e
respeitem as capacidades. Estas observacdes motivam a préxima

definicdo. Interpretacao: passar fluxo por (v, v) na rede residual implica em
aumentar o fluxo de (v, v) na rede original.
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Redes residuais Redes residuais

Suponha que temos uma rede (G, ¢, s, t) e um fluxo f qualquer.

A rede residual obtida de (G, c,s, t)a partir de f & a rede A ) ce(u, v) = c(u, v) = F(u, v)

(Gf,cr,s,t) com G = (V, Ef) em que:

(b) se (u,v) € E e f(u,v) > 0 entdo :j :j :j :j
(v,u) € Ef e cr(v,u) = f(u, v) (aresta reversa).

f(u,v) >0 cr(v,u) = f(u,v) f(u,v) >0 cr(v,u) = f(u,v)

Note que como ndo ha arestas antiparalelas em G, ndo ha
ambiguidade na defini¢do de c¢f(u, v) nem de c¢(v, u).

Interpretacdo: passar fluxo por (v, u) na rede residual implica em
diminuir o fluxo de (v, v) na rede original.
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Redes residuais: um exemplo Caminhos aumentadores

G, f G5 G, f R

Note que |Ef| < 2|E|. Um caminho aumentador é um caminho de s a t na rede residual

! . Gr. Ele corresponde a um pseudocaminho da rede original.
A rede residual pode conter arestas antiparalelas. : P P g

Se tal caminho existir é possivel obter um fluxo com valor maior
para a rede original.
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Caminhos aumentadores Caminhos aumentadores

Seja P um caminho aumentador. A capacidade residual de P é Podemos dividir o conjunto de arestas de P em dois conjuntos:
definida como:
Pt :={(u,v) € P:(u,v)€E} e P~ :={(u,v) € P:(v,u) € E}.
cr(P) = min{cr(u, v) : (u,v) € P}.

Note que c¢(P) > 0. Uma aresta de P pertence a P se ela corresponde a uma aresta
de E e pertence a P~ se a sua reversa é uma aresta de E.

Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Cindida da Silva et al 1° sem de 2017 Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017

Caminhos aumentadores Caminhos aumentadores

Seja a := c¢(P) (capacidade residual de P).
Considere a seguinte funcdo de V x V em R definida como:

f(u,v)+a se(u,v)ePT,
f1Pu,v)=<¢ fluv)—a se(v,u)e P,

f(u,v) caso contrério.

Lema. Seja (G, c,s,t) uma rede. Seja f um fluxo e seja P um
caminho aumentador em G¢. Entdao f 1T P é um fluxo em
(G,c,s,t) com valor |f + P| = |f| + ¢f(P). (Exercicio!)
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Método de Ford-Fulkerson Método de Ford-Fulkerson

FORD-FULKERSON(G, ¢, s, t) FORD-FULKERSON(G, ¢, s, t)
1. f+0 1. f+0
2. enquanto existe um caminho aumentador P em Gr faca 2. enquanto existe um caminho aumentador P em Gr faca
3. f+ fTP > Gfé atualizado também 3. f+ fTP > Gfé atualizado também
4. devolva f 4. devolva f
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Método de Ford-Fulkerson Método de Ford-Fulkerson

FOrRD-FULKERSON(G, ¢, s, t) ForD-FULKERSON(G, ¢, s, t)
1. f«0 1. f«0
2. enquanto existe um caminho aumentador P em Gr faca 2. enquanto existe um caminho aumentador P em Gr faca
3. f+ f1tP > Gfé atualizado também 3. f+« f1tP > Gfé atualizado também
4. devolva f 4. devolva f
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Método de Ford-Fulkerson Método de Ford-Fulkerson

FORD-FULKERSON(G, ¢, s, t) FORD-FULKERSON(G, ¢, s, t)
1. f+0 1. f+0
2. enquanto existe um caminho aumentador P em Gr faca 2. enquanto existe um caminho aumentador P em Gr faca
3. f+ fTP > Gfé atualizado também 3. f+ fTP > Gfé atualizado também
4. devolva f 4. devolva f
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Método de Ford-Fulkerson Cortes
FOrRD-FULKERSON(G, ¢, s, t)
1. f<0 _ _ Seja (G, c,s, t) uma rede com G = (V, E). Um corte em
2. enquanto existe um caminho aumentador P em G faca (G,c, s, t) é uma particio (S, T) de V em conjuntos S e
3. f+ fTP > Gré atualizado também T:=V-StaisquescSetecT.

4. devolva f

12112

Perguntas:
» Este algoritmo para? Qual é a complexidade?

» Por que o fluxo f que ele devolve é maximo?

Para responder a essas e outras perguntas, precisamos introduzir
os conceitos de de corte e capacidade de um corte. Eles sao
fundamentais para entender porque o método de Ford-Fulkerson
funciona e, mais importante, sdo centrais em todos os algoritmos
de fluxo maximo conhecidos.
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Fluxo liquido ao longo de um corte

O fluxo liquido ao longo de um corte (S, T) é definido como

(S5, T):= Z Z f(u,v)— ZZ f(v,u).

ueSveT ueSveT

Teorema do fluxo maximo e corte minimo

Lembre-se que

fl= f(ssv) =D flv,s) = f({s},V — {s}).
veV veV
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Fluxo liquido ao longo de um corte Fluxo liquido ao longo de um corte

Lema. Sejam f um fluxo e (S, T) um corte qualquer de uma rede
(G,c,s,t). Entdo f(S, T) = |[f].

N\ 71 s

\ \

S T

Denote f(S,S5) = > ,cs > ves f(u,v). Entdo
(a) Zues zvev f(u’ V) T f(S,S) =] ers ZyET f(Xa}/)

Lembre-se que

= f(s,v) =) flv,s) = f({s},V — {s}).

veV veVv
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Fluxo liquido ao longo de um corte Fluxo liquido ao longo de um corte

(a) ZueS Zvev f(u> V) T f(SS) i ers EyeT f(XaY)

(b) ZUES ZVGV f(V, Ll) = f(sv 5) & ZXES ZyGT f(y,X)
s Subtraindo (b) de (a) obtemos:

ZZf(u,v)fzzf(v,u):ZZf(x,y)fZZf(y,x)
t

ueSveV
J N\

ueSveV xeSyeT xeESyeT
E (Z Flu,v) = Y f(v, u)) = F(SIT)
S T ueS vev vev
> (f(s,v) = f(v,5)) = (S, T)
De modo andlogo temos que vev
(B) Lues Lvev F(vsu) = F(S,5) + Les Lyer F(¥: %) Py
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Capacidade de um corte

Relacdo entre fluxos e cortes
A capacidade de um corte (S, T) é definida como

(5, T)=> "> clu,v).

Corolario. Sejam f um fluxo e (S, T) um corte qualquer de uma
ueSveT rede (G, c,s,t). Entdo |f| < (S, T).

12112

Um corte minimo em uma rede (G, c, s, t) é um corte cuja
capacidade é minima entre todos os cortes da rede.
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Relacdo entre fluxos e cortes Relacdo entre fluxos e cortes

|fl=1(S5,T) Coroldrio. Sejam f um fluxo e (S, T) um corte qualquer de uma
T Z Z F(u,v) Z Z F(v, u) rede (G, c,s,t). Entdo |f| < c(S,T).
ueSveT ueSveT zla 2Js ,
O coroldrio mostra que o valor de um fluxo maximo é menor ou
S Z Z f(u,v) igual a capacidade de um corte minimo.
ueSveT
<IN c(uv) O Teorema do Fluxo Maximo Corte Minimo diz que estas duas
ueSveT quantidades sdo sempre iguais.
=c(S5, 7).
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Teorema do Fluxo Maximo Corte Minimo Teorema do Fluxo Maximo Corte Minimo
Teorema. Seja f um fluxo de uma rede (G, c, s, t). Ent3o as Teorema. Seja f um fluxo de uma rede (G, c, s, t). Ent3o as
seguintes afirmac¢des sdo equivalentes: seguintes afirmac¢des sdo equivalentes:
(1) f é um fluxo méximo. (1) f é um fluxo méximo.
(2) A rede residual Gf n3o contém caminhos aumentadores. (2) A rede residual Gf n3o contém caminhos aumentadores.
(3) |f| = (S, T) para algum corte (S, T) de (G, c,s, t). (3) |f] = (S, T) para algum corte (S, T) de (G, c,s, t).
Prova. (1) = (2). Suponha por contradi¢do que f seja um fluxo Prova. (2) = (3). Suponha que Gf ndo possui caminhos
maximo e que Gf contém um caminho aumentador P. Ja vimos aumentadores, ou seja, ndo existe caminho de s a t em Gr.
que o fluxo f 1 P possui valor maior que o valor de f, uma Sejam

contradicdo.
S :={v € V : existe um caminho de s a v em Gf}

eT: =V —-S. NotequescSet¢T. Logo, (S, T) é um corte.
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Teorema do Fluxo Maximo Corte Minimo Teorema do Fluxo Maximo Corte Minimo

Assim, para quaisquer ue Seve T,
(2) = (3). (a) Se (u,v) € E entdo f(u,v) = c(u, v).
j ] (b) Se (v,u) € E entdo f(v,u) =0.
S :={v € V : existe um caminho de s a v em Gf}
Assim,

eT:=V-5. FS,T)=D.> flu,v) =D f(v,u)

Note que em Gy ndo existe aresta (u,v) comu e Seve T. ueS veT uesveT

Sejamuec SeveT. :ZZC(U’V)_ZZO
ueSveT ueSveT
Se (u,v) € E entdo f(u,v) = c(u,v) (sendo (u,v) € E[Gf]).

= @Sl 1)
Se (v, u) € E entdo f(v,u) =0 (sendo (u, v) € E[Gf]).

Logo, |f| = ¢c(S.T) e (3) vale.
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Teorema do Fluxo Maximo Corte Minimo Teorema do Fluxo Maximo Corte Minimo

Teorema. Seja f um fluxo de uma rede (G, c, s, t). Ent3o as
seguintes afirmac¢des sdo equivalentes:

A figura abaixo ilustra a implicacdo (2) = (3). A2 e b

(2) A rede residual Gf n3o contém caminhos aumentadores.
(3) |f] = (S, T) para algum corte (S, T) de (G, c,s, t).

Prova. (3) = (1). Pelo Corolario sabemos que |f| < ¢(S', T')
para todo corte (S’, T'). Como |f| = ¢(S, T), segue que f é um
fluxo maximo.
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Algumas consequéncias importantes Andlise do método de Ford-Fulkerson

FORD-FULKERSON(G, ¢, s, t)
Baseado na prova do Teorema do Fluxo Maximo Corte Minimo, 1. f+0

responda as seguintes questdes: 2. enquanto existe um caminho aumentador P em Gr faca

» Suponha que f é um fluxo de uma rede (G, c,s,t) e (S5, T) é 3. f« f1TP D Gréatualizado também
um corte de (G, c,s, t) tal que |f| = ¢(S, T). 4. devolva f
Podemos concluir que f é um fluxo méximo e (S, T) é um

o N ek (GG As operacgdes na linha 3 de computar f 1 P e atualizar Gr podem

ser feitas em tempo O(V + E) = O(E).
» Dado um fluxo f de uma rede (G, c, s, t) como podemos

verificar que f é de fato maximo? Qual é a complexidade A dificuldade em analisar o algoritmo é determinar quantas vezes
deste teste? a linha 2 é executada.
» Dado um fluxo maximo f de uma rede (G, c,s, t), como
podemos encontrar um corte minimo de (G, c,s, t)? Qual é a
complexidade?
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Anélise do método de Ford-Fulkerson Anélise do método de Ford-Fulkerson

FOrRD-FULKERSON(G, ¢, s, t) ForD-FULKERSON(G, ¢, s, t)

R EEL 1. f+0

2. enquanto existe um caminho aumentador P em Gr faca 2. enquanto existe um caminho aumentador P em Gr faca

3. f+ f1tP > Gfé atualizado também 3. f+« f1tP > Gfé atualizado também

4. devolva f 4. devolva f
Se o caminho P for escolhido de modo errado, o algoritmo pode Na pratica, em uma instancia tipica do Problema do Fluxo Maximo
nem mesmo terminar. Existem instancias com capacidades todas as capacidades s3o inteiras. Se as capacidades forem
irracionais em que o valor do fluxo aumenta a cada iteragdo, mas racionais é possivel multiplicar as capacidades por um inteiro
ndo converge. conveniente e obter uma instancia equivalente com capacidades

inteiras. (Exerciciol)
Este é um resultado tedrico interessante mas do ponto de vista

pratico ndo é t3o relevante: nao é possivel armazenar nimeros
irracionais em um computador (com precisdo arbitraria).
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Andlise do método de Ford-Fulkerson Instancia ruim para o método de Ford-Fulkerson

FORD-FULKERSON(G, ¢, s, t)
1. f+0
2. enquanto existe um caminho aumentador P em Gr faca
3. f« f1tP > Gfé atualizado também
4. devolva f

Suponha que as capacidades s3o inteiras.

Se f* é um fluxo &timo nesta rede, entdo o algoritmo de
Ford-Fulkerson executa no maximo |f*| iteracdes na linha 2,
resultando em tempo total O(E|f*|). No pior caso o algoritmo
poderia aumentar o fluxo de apenas uma unidade a cada iteracdo.
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Instancia ruim para o método de Ford-Fulkerson

0/C 0 0/C
()

0/ ° 0/C
G,f i

Instancia ruim para o método de Ford-Fulkerson

=102 Gr G,f C =10% Gr
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Instancia ruim para o método de Ford-Fulkerson Instancia ruim para o método de Ford-Fulkerson

0/

G,f C =102 Gy
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Fluxos maximos inteiros e aplicacoes Exercicio em sala

Teorema. Seja (G, ¢, s, t) uma rede em que c assume apenas
valores inteiros. Entdo o fluxo devolvido por FORD-FULKERSON é
inteiro, isto é, f(u, v) é inteiro para toda aresta (u,v) € E.

Prova. Inducdo no niimero de iteracdes. [ | Teorema de Menger

Teorema. (Fluxo Méximo Corte Minimo) Seja (G, c, s, t) uma O numero maximo de caminhos disjuntos nas arestas de s a t é
rede. Entdo o valor de um fluxo maximo é igual 3 capacidade de igual ao niimero minimo de arestas necessarias para desconectar s
um corte minimo. Além disso, se ¢ assume apenas valores inteiros, de t.

entdo existe um fluxo maximo que é inteiro.

Veremos que este resultado pode ser usado como caixa preta para
resolver outros problemas, ou seja, podemos reduzir outros
problemas ao Problema do Fluxo Maximo.
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Algoritmo de Edmonds-Karp

FORD-FULKERSON(G, ¢, s, t)
1. f+0
2. enquanto existe um caminho aumentador P em Gr faca
3. f+ fTP > Gfé atualizado também

4. devolva f
|

E possivel melhorar muito a complexidade de FORD-FULKERSON
se escolhermos P como um caminho mais curto de s a t em Gr na
linha 2. Isto pode ser feito usando BFS.

Algoritmos especializados de fluxo

Este é um método ébvio para procurar um caminho aumentador.
Edmonds e Karp (1972) mostraram que esta simples modificagdo
resulta em um algoritmo de complexidade O(VE?).

Chame ! o algoritmo resultante de EDMONDS-KARP.

!Dinitz (1970) publicou o mesmo algoritmo antes
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Anaélise do algoritmo de Edmonds-Karp Anaélise do algoritmo de Edmonds-Karp

Lema. Considere uma execucao de EDMONDS-KARP em uma rede
(G,c,s,t). Sejam f e f’ fluxos mantidos pelo algoritmo em duas
iteragdes consecutivas. Entdo para todo v € V — {s, t}, temos que

Para provar este resultado é preciso provar alguns lemas auxiliares.

dists (s, v) > distr(s, v),
Denote por dist¢(u, v) a distdncia de v a v em Gf. Note que por rsv) 2 (s:v)

distancia nos referimos a niimero de arestas em Gy. ou seja, a distancia de s a v na rede residual nunca diminui apés

| _ ! cada iteracdo.
Analisaremos os valores distr(s, v) e dist (s, v) para fluxos f e f/

consecutivos mantidos pelo algoritmo. Prova. Suponha por contradi¢do que para algum v € V — {s, t},
temos que
distsr (s, v) < diste(s, v).

Dentre esses vértices, escolha v com menor dists (s, v).
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Anilise do algoritmo de Edmonds-Karp Anilise do algoritmo de Edmonds-Karp

Seja P um caminho minimo de s a v em G¢ e seja (u,v) a dltima

ta de P. L IR .
SRS et Como (u,v) & Ef mas (u,v) € E, isto implica que o algoritmo

dist (s, u) = diste (s, v) — 1. aumentou o fluxo de v para u.

EDMONDS-KARP aumenta fluxo ao longo de um caminho mais
Pela escolha de v segue que: curto em Gr. Logo, (v, u) pertence ao caminho mais curto

escolhido pelo algoritmo na iteracdo com fluxo f. Logo,
dists (s, u) > distr(s, u).

dists(s, v) = diste(s,u) — 1
< diste(s,u) — 1

Ent3o (u,v) ¢ Ef. De fato, se (u,v) € Ef entdo
= diStf/(S, V) -2,

distr(s, v) < dists(s,u) +1
< distp/(s, u) + 1 o que contraria a hipStese de que dist (s, v) < dist¢(s, v). Disto
T segue que o lema vale. [ |

= dists (s, v),

o0 que contraria a hipdtese de que dists (s, v) < dist¢(s, v).
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Anaélise do algoritmo de Edmonds-Karp Anaélise do algoritmo de Edmonds-Karp

Mostraremos que cada aresta (u, v) € Ef pode ser critica no
méximo |V/|/2 vezes.

Teorema. Em uma execucdo de EDMONDS-KARP em uma rede
(G,c,s, t), o nimero total de aumentos é O(VE).

Prova. Considere uma iteracdo qualquer e seja f o fluxo mantido
pelo algoritmo. Seja P o caminho aumentador encontrado pelo
algoritmo.

Suponha que (u, v) seja critica. Como ela pertence a um caminho
aumentador mais curto P em Gf, temos que

dists(s, v) = distr(s, u) + 1.
Uma aresta (u, v) € Ef é critica nesta itera¢do se
» (u, v) pertence ao caminho aumentador P e Quando aumentamos o fluxo ao longo de P, a aresta (u, v)
desaparece da rede residual.
» cr(P) = cr(u, v). P

A aresta (u, v) s6 pode reaparecer na rede residual se diminuirmos
o fluxo de u a v. Isto s6 pode acontecer se (v, u) aparecer em
algum caminho aumentador mais curto de alguma rede residual
Gy de alguma iteracdo posterior.

Note que ao aumentar o fluxo ao longo de P, todas as arestas
criticas desaparecem da rede residual. Além disso, pelo menos uma
aresta de P deve ser critica.

Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al 1° sem de 2017 Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017



Anilise do algoritmo de Edmonds-Karp Anilise do algoritmo de Edmonds-Karp

Em qualquer iteragdo temos que:
Neste momento, temos que
0 < dist¢(s,u) < |V|—2.
dists (s, u) = dists (s, v) + 1.
Note que dists(s,u) < |V|—1 pois (u, v) pertence a um caminho

Pelo Lema temos que dists (s, v) > dist¢(s, v). Logo mais curto de s a t (por ser critica).
dists (s, u) = diste (s, v) +1 Como dists(s, u) é ndo descrescente ao longo do algoritmo, o
> dists(s,v) +1 niimero de vezes que (u, v) pode ser critica é no maximo

= distr(s, u) + 2 (IVI-2)/2=|V|/2-1<|V]|/2.
Como |Ef| < 2|E|, o nlimero total de arestas criticas durante a

. ek . - - execucdo do algoritmo é no maximo (2E)(V /2) = O(VE).
Assim, se (u, v) é critica em alguma iterac3o, ela se torna critica ’ & e )

novamente quando a distdncia de s a u aumenta de pelo menos 2.

Como em cada iteracdo ha pelo menos uma aresta critica, segue
que o nimero de iteragdes é O(VE). [ |
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Reducdo ao Problema do Fluxo Maximo

Teorema. (Fluxo Maximo Corte Minimo) Seja (G, c,s, t) uma
rede. Entdo o valor de um fluxo maximo é igual a capacidade de
um corte minimo. Além disso, se ¢ assume apenas valores inteiros,
entdo existe um fluxo maximo que é inteiro.

Aplicacdes de fluxo

Veremos que este resultado pode ser usado como caixa preta para
resolver outros problemas, ou seja, podemos reduzir outros
problemas ao Problema do Fluxo Maximo.
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Reducodes ao Problema do Fluxo Méximo Emparelhamentos em grafos bipartidos

Relembrando o esquema basico de uma reducao:
A B
T
/A /B
S| = Ss
s
A seguir:
L R

» mostraremos exemplos de reducdes em que B é o Problema
do Fluxo Maximo;

Y

Um grafo ndo direcionado G = (V/, E) é bipartido se existe uma
biparticdo (L, R) de V tal que cada aresta de E tem uma ponta
em L e outra em R.

> neste caso sabemos que este pode ser resolvido pelo algoritmo
de Ford-Fulkerson ou de Edmonds-Karp.
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Emparelhamentos em grafos bipartidos Emparelhamentos em grafos bipartidos

é O
L R
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Um emparelhamento (matching) em G é um subconjunto de Se (u,v) € M dizemos que u é emparelhado com v em M.
arestas M C E tal que quaisquer duas arestas em M n3o tem Dizemos que um vértice u é coberto por M se é ponta de alguma
ponta em comum. aresta de M.
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Emparelhamentos em grafos bipartidos Emparelhamentos em grafos bipartidos

Z

Dizemos que um emparelhamento M é maximo se ndo existe Problema do Emparelhamento Maximo (em grafos bipartidos).
emparelhamento M’ tal que |[M| < |M’|. Dado um grafo bipartido G = (V/, E) encontrar um
emparelhamento maximo em G.
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Reducdo ao Problema do Fluxo Maximo Reducao ao Problema do Fluxo Maximo

A partir de G = (V/, E) vamos construir uma rede associada a G Q\
tal que os fluxos desta correspondem a emparelhamentos de G e
vice-versa. Q\\
Seja G' = (V', E’) o grafo direcionado em que V' = V U {s, t} L |
onde s e t sdo novos Vértices e O/
E'={(u,v):uel,veR, (uv)eE} /
U{(s,u):ueliu{(v,t) O
R

:veR}

Cada aresta da re,de tem capacidade unilté:ia. Denote a rede A S e
resultante por (G',1,s,t). Note que |V/| = |V|+2e IR R R

restas da rede tem capacidade 1.
|E'| = |E| + IL| + |R| = |E[ +|V| = O(E). r
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Reducdo ao Problema do Fluxo Maximo Reducao ao Problema do Fluxo Maximo

Lema. Seja G = (V, E) um grafo bipartido com biparti¢do (L, R) e

seja (G',1,s,t) a rede associada a G.
(a) Se M é um emparelhamento em G ent&o existe um fluxo
S t inteiro f em (G’,1,s,t) com valor |f| = |M|.
(b) Se f é um fluxo inteiro em (G’, 1,5, t) entdo existe um
®) emparelhamento M em G com tamanho M| = |f].

L R 1 R Prova. Consulte CLRS para ver os detalhes. (Importante!) |

Coroldrio. O tamanho de um emparelhamento maximo M em G é
igual ao valor de um fluxo méximo f em (G',1,s, t).

Correspondéncia entre emparelhamentos e fluxos.
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Reducdo ao Problema do Fluxo Maximo Modelagem como um Problema de Fluxo Médximo

Teorema. Dado um grafo bipartido G = (V/, E) podemos encontrar

um emparelhamento maximo de G em tempo O(VE). A cidade de Punxsutawney na Pennsylvania possui r residentes
Ri,...,Rr qclubes G, ..., Cy4 e p partidos politicos Py, ..., Pp.

Prova. Podemos construir a rede associada (G’,1,s, t) em tempo Cada residente é membro de pelo menos um clube e pertence a

O(E), ja que |V'| = O(V) e |E'| = O(E). exatamente um partido politico.

Usando o método de Ford-Fulkerson, podemos determinar um Cada clube deve indicar um de seus membros para representa-lo

fluxo maximo * na rede em tempo O(E’|f*|) = O(E|f*|). Note no conselho municipal de modo que:

que f* é inteiro e portanto corresponde a um emparelhamento » dois clubes ndo podem indicar o mesmo membro e

maximo em G. Logo, |f*| < min{|L|,|R|} < |V]. Logo, o tempo

i » cada partido P; pode ter no maximo u; membros no conselho.
gasto é O(VE). [ |

Obs: O algoritmo de Hopcroft—Karp encontra um emparelhamento E possivel montar um conselho que respeite essas restricoes?

méximo em um grafo bipartido em tempo O(v/VE).
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Modelagem como um Problema de Fluxo Maximo

@ clube

s

5 t
it
R

Exemplo com g=4,r=6¢e p=3.
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Modelagem como um Problema de Fluxo Médximo

Descrevemos agora a transformagdo 75 (e porque funciona).

Seja f o fluxo maximo obtido na resolugdo do Problema de Fluxo
Maximo. Suponha que o valor seja g. Como f € inteiro, entdo
para cada C; exatamente uma aresta (G;, R;) tem fluxo um. Como
ha apenas uma resta de capacidade um saindo de R;, entdo
nenhuma outra aresta com fluxo positivo entra em R;. Isto
significa que o clube C; indica R; para o conselho. Note que as
arestas (P, t) garantem que n3o hd mais que v, membros do
partido Py no conselho.

Por outro lado, se existe uma indicacdo de cada clube que respeita
as restricdes para montagem do conselho, é facil definir um fluxo
na rede com valor g.

Portanto, se o valor do fluxo maximo da rede é g entdo é possivel
montar o conselho, caso contrario, ndo é possivel.

Modelagem como um Problema de Fluxo Maximo

Modelagem. Construimos a seguinte rede.

Os vértices Ry, ..., R, representam os residentes, os vértices
G, ..., Cq representam os clubes e os vértices Pq,..., P,
representam os partidos politicos. Temos ainda um vértice fonte s
e um vértice destino t.
Temos

» uma aresta (s, ;) paracadai=1,...,q,

» uma aresta (G, R;) se o R; é um membro de C;,

» uma aresta (R;, Px) se o R; pertence a Py, e

> uma aresta (P, t) para cada k =1,...,p.

Uma aresta (P, t) tem capacidade vy e as demais arestas tém
capacidade unitdria. Isto completa a descricdo da transformacdo 7.
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Modelagem como um Problema de Fluxo Médximo

@ clube

<.\
@ residente

uy @ patido

.\U2 t

Exemplo com g=4,r=6¢e p=3.

Qual é a complexidade da reduggo (77, 75)?
Qual é a complexidade do algoritmo resultante (compondo com
Edmonds-Karp)?
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Reducao a um Problema de Fluxo Maximo Reducao a um Problema de Fluxo Maximo

Neo precisa mandar um pacote de dados para seus aliados através

- e ; 4
da imensa rede de computadores conhecida como Matrix. Esta
informacdo é vital para a sobrevivéncia da raga humanal! . 10
A rede pode ser vista como um grafo direcionado G = (V, E) onde 4 ¢
a informac3o estd em um vértice fonte s e precisa ser enviada a
um vértice terminal t. Para ndo chamar a atenc3o indevida do 8 Z
controlador da rede, Neo pode enviar por cada aresta (v, v) no
méximo uma quantidade c(u, v) de dados. 8
Suponha que a quantidade total de dados seja k. Para saber se é Se o fluxo méximo da rede for maior ou igual a k, Neo conseguira
possivel enviar a informacdo de s a t, Neo pode resolver o mandar a informacdo. Caso contrdrio, ele terd que tomar outras
Problema de Fluxo Méximo na rede (G, c, s, t). providéncias (que ndo vem ao caso aqui).
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Reduc3o a um Problema de Fluxo Maximo Reduc3o a um Problema de Fluxo Maximo

Meses depois, Neo viu-se novamente na mesma situacao de ter que
enviar um pacote de informag¢des de um ponto s a outro ponto t.
No entanto, desde a tltima vez a Matrix evoluiu e melhorou seus

sistemas de deteccdo. Neo agora s6 pode passar no maximo p(v) PFM com Capacidade nos Vértices (PFMCV). Dada uma rede
dados por um vértice v sem ser detectado. (G, c,p,s,t) encontrar um fluxo méximo em (G, c, s, t) que
respeite a restricao adicional:

S F(v,u) < plu)

veV

Neo percebeu que agora ele tem que resolver o seguinte problema.

t para cada u € V — {s, t}.

Observagao: Uma rede (G, c, p,s, t) é uma uma rede (G, c,s, t)
com uma fung¢do capacidade p: V — {s,t} — R..
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Reducao a um Problema de Fluxo Maximo Reducao a um Problema de Fluxo Maximo

No entanto, Neo percebeu que é possivel reduzir o PFMCV ao
Problema de Fluxo Maximo (PFM) usual da seguinte forma.

Para cada vértice v € V — {s, t} substituimos v por dois vértices

v e v/ ligados por uma aresta (v”,Vv’) e substituimos cada aresta
original (u, v) pela nova aresta (v, v"). Aqui convencionamos que
s"=sd=set' =t =t

A capacidade de cada aresta (v, v') é p(v) parav e V —{s,t} e
a capacidade de cada aresta (u’,v") é igual a capacidade da aresta
(u, v) na rede original.

E facil mostrar que um fluxo maximo nesta instancia do PFM

corresponde a um fluxo maximo da instancia original (G, c, p, s, t).
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Reduc3o a um Problema de Fluxo Maximo Reduc3o a um Problema de Fluxo Maximo

Eis outro exemplo bélico. Na Segunda Guerra Mundial os alem3es
frequentemente usavam a rede ferrovidria para transportar
suprimentos de um ponto s a outro ponto t. Os aliados queriam
interromper este processo.

Note que aqui fizemos duas reducdoes:

» a primeira reducdo foi modelar o problema do Neo como um
PEMCV e

» a segunda foi a reducdo do PFMCV ao PFM.

A composicio dessas duas reducdes é uma reducdo do problema do
Neo ao PFM.

Qual é a complexidade da redugdo?
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Reducao a um Problema de Fluxo Maximo Reducao a um Problema de Fluxo Maximo

A rede ferrovidria era modelada como um grafo n3o direcionado. A
razao é que os trilhos podiam ser usadas nas duas dire¢ées. Cada
aresta tinha uma capacidade que indicava a resisténcia a
bombardeios.

Os aliados queriam destruir todos os caminhos de s a t. Um jeito
caro de fazer isto seria simplesmente bombardear todas as arestas.
Mas obviamente isto ndo é necessario.

4
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Reduc3o a um Problema de Fluxo Maximo Reduc3o a um Problema de Fluxo Maximo

Podemos construir uma rede de fluxo (G, c, s, t) substituindo cada
aresta ndo direcionada (u, v) por um par de arestas orientadas
(u,v) e (v, u). Esta rede tem arestas antiparalelas, mas ja vimos
como nos livrar delas.

Um modo mais barato é encontrar um corte (S, T)emques € Se
t € T e tal que a soma das capacidades das arestas do corte fosse
minima.
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Reducao a um Problema de Fluxo Maximo Reducao a um Problema de Fluxo Maximo

E facil ver que a capacidade de (S, T) na rede corresponde 2
capacidade de (S, T) no grafo original e hd uma correspondéncia
de solucBes (cortes) entre as duas instancias. Logo, esta redugdo
resolve o problema inicial.

Pelo Teorema do Fluxo Maximo Corte Minimo o valor de um fluxo
maximo é igual a capacidade de um corte minimo na rede. O
algoritmo de Ford-Fulkerson ou de Edmonds-Karp pode ser usado
para encontrar um corte minimo (S, T) (lembra?).
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