Lista de exercicios de fixagdo! — Fluxo em redes — IC-UNICAMP — 12 semestre de 2017

Fluxos e Teorema do fluxo maximo e corte minimo

Questao 1. (CLRS) Exercicios complementares (2ed): 26-1.1 a 26-1.7, 26-1.9, 26-2.1 a 26-2.10, 26-3.1 a
26-3.5.

Questao 2. Quais das seguintes afirmagdes sdo verdadeiras e quais sdo falsas? Justifique sua resposta apre-
sentado uma prova ou um contra-exemplo.

1. Se f é um fluxo mdximo de uma rede entdo f(a) = 0 ou f(a) = c(a) para toda aresta a € E.

2. Toda rede possui um fluxo méaximo f tal que f(a) =0 ou f(a) = c(a) para toda aresta a € E.
3. Se todas arestas tém capacidades diferentes entdo existe um tinico corte minimo.
4.

Suponha que (S,7) é um corte minimo em uma rede (G,c,s,7). Se multiplicarmos as capacidades
de todas as arestas por um nimero A > 0 entdo (S,7) também € um corte minimo na nova rede
(D,Ac,s,t).

5. Suponha que (S,7) é um corte minimo em uma rede (G,c,s,t). Se aumentarmos as capacidades de
todas as arestas de um nimero A > 0 entdo (S,7') também é um corte minimo na nova rede (D, ¢, s,1).

Questio 3. Seja (G,c,s,t) uma rede de fluxo. Um fluxo inteiro é par (impar, respectivamente) se f(a) é
par (impar, respectivamente) para toda aresta a € E. Prove ou mostre um contra-exemplo para cada uma das
afirmacdes seguintes.

1. Se todas as capacidades sdo inteiros pares, entdo existe um fluxo maximo que € par.

2. Se todas as capacidades sdo inteiros impares, entdo existe um fluxo maximo que é impar.
Questao 4. (Teorema de Menger)

(a) Dados vértices s e t em um grafo direcionado G, dizemos que uma colegdo Py, P, ..., P, de caminhos
com inicio em s e final em 7 € aresta-disjunta se para quaisquer caminhos P; € P;, P, ¢ P; ndo t€ém
arestas em comum. Demonstre que, dado grafo G e vértices s e ¢, 0 nimero mdximo de caminhos
disjuntos nas arestas de s a ¢ € igual ao nimero minimo de arestas necessdrias para desconectar s de t.

(b) O problema dos caminhos aresta-disjuntos (CAD) consiste em, dados um grafo G e vértices s e t em
G, encontrar uma coleg¢do aresta-disjunta méxima de caminhos de s a z. Mostre que CAD <,o; FM.

Algoritmos especializados de fluxo

e Alguns dos exercicios abaixo sdo de modelagem, isto €, mostrar como reduzir um problema a um
Problema de Fluxo Maximo (PFM). Vocé deve descrever como construir a rede (quem sdo os vértices
e as arestas, quem € a fonte e o terminal, € como sdo as capacidades das arestas). Obviamente nao
basta fazer um desenho, mas vocé pode colocar para ajudar na explicacao.

Questao 5. Considere a variante de CAD definido no Exercicio 4, chamada NCAD, em que o grafo G de
entrada € ndo direcionado. Mostre que NCAD <,;; CAD.

Questio 6. (Decomposi¢io de fluxo). Seja (G, c,s,t) uma rede. Dizemos que um fluxo f é basico se:

e existe um caminho P de s at e um valor o > 0 tal que f(e) = @ se e € P e f(e) = 0 caso contrdrio; ou

e existe um ciclo C e um valor o > 0 tal que f(e) = a se e € C e f(e) = 0 caso contrério.
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Denotamos um tal fluxo por (P, @) ou (C, ).

Uma decomposicao de um fluxo / em caminhos e ciclos é um conjunto de fluxos basicos (P, ;) (i =
1,2,....,k) e (Cj,Bj) (j =1,2,...,q) em que P, ¢ um caminho de s a r ¢ C; é um ciclo em G tais que
[fl=loul+-+lowl+[Bi| + - +[Byl.

Mostre que todo fluxo f possui uma decomposicdo em caminhos e ciclos. Mostre que tal decomposicao
pode ser encontrada em O(V +E).

Questio 7. Mostre como encontrar um fluxo méximo em uma rede G = (V,E) em uma sequéncia de no
mdaximo |E| caminhos aumentantes. (Dica: come

Questio 8. Mostre que se f é um fluxo mdximo de uma rede (G,c,s,t) produzido pelo algoritmo de
Edmonds-Karp entdo f possui uma decomposi¢do em caminhos (ou seja, ndo usa fluxos basicos corres-
pondendo a ciclos).

Questao 9. Diga se a frase a seguir é falsa ou verdadeira, justificando sua resposta: “Todo fluxo mdximo em
uma rede admite uma decomposicdo em caminhos.”

Questio 10. Seja (G,c,s,t) uma rede com capacidades inteiras. Suponha que apés resolver o PFM para
esta instancia, o dono da rede decidiu aumentar a capacidade de uma aresta a de k unidades. Mostre como
encontrar o fluxo maximo da nova instancia em tempo O(KE). Se o dono decidisse diminuir a capacidade
da aresta a de k unidades, seria possivel resolver o novo problema em tempo O(kE)?

Observacgao: note que basta descobrir como resolver o problema quando k = 1. Na segunda parte, use o
teorema de decomposi¢ado de fluxo.

Questdo 11. Seja (G, c,s,t) uma rede. Responda os itens a seguir:

1. Descreva um algoritmo para encontrar o corte minimo [S,S] tal que qualquer outro corte minimo [R, R]
satisfaz S C R.

2. Dado um fluxo méximo em uma rede, descreva um algoritmo para encontrar o corte minimo [S, 5] tal
que qualquer outro corte minimo [R, R] satisfaz R C S.

3. Descreva um algoritmo que determina se (G, c,s,t) possui um tnico corte minimo.

Aplicacoes de fluxo

Questio 12. O problema do casamento na Tavola Redonda. Um certo dia o Rei Artur caprichosamente
decidiu que era tempo das donzelas da corte de Camelot se casarem. Na corte havia n donzelas e n cavaleiros.
Apesar de Artur ser conhecido como um regente impiedoso, ele ndo queria casar nenhuma donzela com
algum cavaleiro de quem ela ndo gostasse. Assim, ele pediu a Merlin que arranjasse o casamento de todas
as donzelas de modo que isto ndo ocorresse. Suponha que cada donzela fornece a Merlin uma lista dos
cavaleiros com quem ela aceitaria se casar. Como se vé, além de autoritario, o rei Artur era machista e
preconceituoso. Mostre como Merlin pode determinar se € possivel realizar estes n casamentos forcados.

Questao 13. O problema do jantar. Virias familias saem juntas para jantar. Para aumentar a interacao
social?, cada pessoa gostaria de se sentar em uma mesa em que niio houvesse outro membro da sua familia.
Suponha que no total existam p familias e a familia i tem a; membros. Suponha que hd g mesas disponiveis
€ que a mesa j tem capacidade para acomodar b; pessoas. Mostre como formular este problema como um
PFM.

Questao 14. Suponha que Neo quer enviar uma informagao de um ponto (vértice) s a outro ponto ¢ em uma
rede com capacidades unitdrias (isto é, cada aresta tem capacidade igual a 1). A Matrix pode impedir isto
destruindo um conjunto de arestas da rede (o que seria equivalente a remover as arestas do grafo orientado).
Mostre como a Matrix pode determinar um conjunto minimo de arestas cuja remog¢do destr6éi todos os
caminhos de s a . Justifique.

2Suponha por absurdo que todos vio desligar seus smartphones.



Questao 15. Considere novamente o exercicio anterior, mas agora suponha que a Matrix quer desligar um
conjunto de vértices da rede (o que seria equivalente a remover tais vértices do grafo orientado). Mostre
como a Matrix pode determinar um conjunto minimo de vértices cuja remog¢ao destr6i todos os caminhos
de s at. Justifique.



