Projeto e Andlise de Algoritmos

Reducdo entre problemas

Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva et al. Conceitos de reducdo entre problemas

Primeiro Semestre de 2017

Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Cindida da Silva et al 1° sem de 2017 Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017

Seja P um problema e suponha que n é um parametro que denota Esquema bésico de uma reduc3o de Turing:
o tamanho de uma instancia de P.
» Uma cota superior para P é uma fungdo g(n) tal que existe Problema A: Problema B:
algum algoritmo que resolve P com complexidade O(g(n)). » Instancia: I > Instancia: /g
» Uma cota inferior para P é uma fun¢do f(n) tal que todo » Solucdo: Sa » Solucdo: Sp

algoritmo que resolve P tem complexidade Q(f(n)).
Definicao. Uma reducdo do problema A ao problema B é um par

» Um algoritmo é 6timo para um problema P se sua
de transformacdes 7y, 75 tal que para toda instancia /4 de A:

complexidade coincidir com uma cota inferior de P.

p Tl d » 77 transforma /4 em uma instancia /g de B, e
Por exemplo, o problema da ordenag3o tem cota inferior ! = N

Q(nlgn) e existe algoritmo de ordenagdo de complexidade
O(nlgn) (heapsort e mergesort). la.

» 75 transforma uma solucdo Sg de /g em uma solucio S, de
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Esquema bdsico de uma reducdo de Turing:

A B > Quero resolver um sistema linear Mx = b onde M é uma
7 matriz de posto completo. (Este é o problema A.)
= : . .
Ia Is » Disponho de um programa que resolve sistemas lineares

Px = d em que P = (p;j) é uma matriz quadrada simétrica
(isto é, pjj = pji). (Este é o problema B.)

M| =TT rrrrrr—r S
7s

Podemos fazer uma reducao de A para B.

Quando usar reducbes? 1 )
¢ » Dado um sistema Mx = b, construo a matriz P= M "M e o

. S 2 1<l -
Situagdo 1: quero encontrar um algoritmo para resolver ° vetor d = MTh.
problema A e conheco um algoritmo que resolve B, ou seja,
determinar uma cota superior para o problema A;

> Algebra Linear: Um vetor x é solugdo de Mx = b se e
somente se é solucdo de MTMx = MTb, ou seja, Px = d.

» Situacdo 2: quero determinar uma cota inferior para o
problema B e conheco uma cota inferior para o problema A.

Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Cindida da Silva et al 1° sem de 2017 Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017

Exemplo Reducoes

Definicao: Um problema A é redutivel a um problema B em
tempo f(n) se existe uma redu¢do como esquematizada abaixo:

> Um vetor x é solucao de Mx = b se e somente se é solucdo de

MTMx = MTh, ou seja, Px =d. A B
- T

» A redugcdo mostra como resolver o problema A, compondo a i) S
redugcdo com o algoritmo que resolve o problema B.

» Conclusdo: resolver sistemas lineares da forma Px = b It =505
quando P é simétrica é pelo menos t3o dificil quanto resolver US
um sistema linear Mx = b em que M é uma matriz qualquer
de posto completo. onde n = |la| e, 7/ e Ts custam O(f(n)).

Notacao: A <y, B.
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Observacoes Observacoes

A B
T
o —————————— /B> A B
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SA — SB
» Conhecendo um algoritmo 7 que resolve B, temos 7S
imediatamente um algoritmo 74 que resolve qualquer
instancia de A: » Se mg tem complexidade g(n) (cota superior de B) e
TA =T OTROTS. g(n) € Q(f(n)) entdo g(n) também é uma cota superior de A.

» Se g(n) € Q(f(n)), a cota superior ainda vale?

> a complexidade de 74 é a soma das complexidades de 7/, 15 €
Ts e deve ser expressa em funcdo do tamanho de n = |/4].
Isto resulta em uma cota superior para A.
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Observacoes Observacoes
A B A B
T Ty
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7s TS
> Se Q(h(n)) é uma cota inferior para © prf)blema! Ae » Em uma reducdo ndo é necessdrio explicar como resolver o
f(n) € o(h(n)), entdo Q(h(n)) também é cota inferior para o e PR A

problema B.
> Por que temos a restricdo de que f(n) € o(h(n))?
> Lembre-se que o(h(n)) e Q(h(n)) sdo disjuntos.

» a complexidade da reducao é a soma das complexidades de 7,
e 75 (ou equivalentemente, a maior das duas).
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Exemplos de reducoes Exemplos de reducoes

Problema do casamento de strings (SM)
Problema do casamento ciclico de strings (CSM) Entrada: alfabeto X e strings sobre X_:

Entrada: alfabeto X e strings sobre ¥ de tamanho n: /. O 07 O O o e 5

A O NG D e A R U G Objetivo: encontrar a primeira ocorréncia de B em A ou concluir

Objetivo: decidir se B é um deslocamento ciclico de A. fussBinaeiEsubeadaianderAs

Ol el e a1l 0 S Ou seja, determinar o menor k € {0,1,...,n— 1} tal que
i A ; = b;j paratodoi=0,1,....m—1ou
a; = b;j paratodo i=0,1,...,n—17 a(i+k) mod n PP kiR
(i+k) mod n P devolver k = —1.
Exemplo: para A = acgtact e B = gtactac (n =7) temos k = 2. Exemplo: para A = acgttaccgtacccg e B = tac (n =15 e m = 3)

temos k = 4.
Como se resolve o CSM?

Observacao: o problema SM pode ser resolvido em tempo
O(n+ m) pelo algoritmo KMP de Knuth, Morris and Pratt (1977).

Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Cindida da Silva et al 1° sem de 2017 Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017

CSM < SM Exemplos de reducées

Reducdo: CSM <, SM
> Instancia de CSM: Icsy = (A, B, n).

Problema da existéncia de triangulo (PET)

Entrada: grafo conexo G = (V, E) sem lacos com n = |V] e

» 7, constrdi a instancia de SM: m = |E|
Ism = (A, 2n, B, n), onde A’ = A||A. Objetivo: decidir se G contém um tridngulo.
Exemplo:

Portanto, 7; custa O(n).

» Se k ¢ a solugido de SM para /sy, entdo k também é a solugdo
de Icsy. Logo, 75 custa O(1) e a redugdo custa O(n).

Exemplo:

> lcsym = (acgtact, gtactac, 7)
> Isp = (acgtactacgtact, 14, gtactac,7) SIM NAO
> Ssm = Scsm = {k =2}
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Observacoes sobre o PET Exemplos de reducoes

» H4 um algoritmo trivial de complexidade O(n®): verificar

todas as triplas de vértices.

S E e CENTTNEIE Bt oM (67373 GEYEN it O} BTN ATENETATCE Problema da Multiplicagdo de Matrizes Quadradas (MMQ)

esparsos. Entrada: matrizes quadradas (de inteiros) A e B de ordem n.
» Supomos que G é dada pela sua matriz de adjacéncia
A= A(G).

2[C 30 32 =S AL 3
> Se A=A XA, entdo aj = >, aiay. Entdo

Objetivo: calcular o produto P = A x B.
Observacoes:
» h4 um algoritmo Sbvio de complexidade O(n?);
a,zj >0« Jke{l,...,n} tal que ajx = ayj = 1. » MMQ pode ser resolvido em tempo O(n'°g7:2'8°7) pelo

algoritmo de Strassen (1969) ou em tempo O(n?37%) pelo
algoritmo de Coppersmith e Winograd (1990).
» Portanto, (/,/, k) corresponde a um tridngulo se, e somente
2 11
se, a,-j>0ea,J_1.
> Note que aj =0 parai=1,...n.
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PET < MMQ PET < MMQ

Reducao: PET <, MMQ
> Instancia de PET: Iper = A(G). L

» 7, constréi a instancia de MMQ: 5
Immg = (A, A, n), onde A = A(G). 3 4
Portanto, 7/ custa O(n?). A(G) P =A(G) x A(G)
> Se Symg = P é a solugdo de MMQ para Iy, entdo a BEENGIEEE |1 2345
solugcao de /peT € obtida pelo algoritmo abaixo: 10 1 100 1200 2 1
para /=1 até n faca 20100 11 20182l
para j = 1 até n faca 3100 10 9 W [ 2 [l
se pj >0 e ajj =1 entdo devolva SIM 40110 1 42 10 3 1
devolva NAO 50 1010 5 N O O A >

Logo, Ts custa O(n?).
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Exemplos de reducées MMQ < MMS

Reducdo: MMQ <, MMS

Multiplicagdo de Matrizes Simétricas (MMS) > Instancia de MMQ: o = (A, B, n).

Entrada: matrizes simétricas (de inteiros) A e B de ordem n. » 7 constrdi a instancia de MMS: s = (A', B',2n) onde
Objetivo: calcular o produto P = A x B. L 0 A L o BT
Observacdes: AT “|B 0
> MMS é um caso particular de MMQ: a redu¢do MMS <> P O(n?
MMQ é imediata: ortanto, 7y custa O(n®).
Portanto, MMQ € pelo menos t3o dificil quanto MMS. > A solugdo de MMS é:
» Serd que MMS é pelo menos t3o dificil quanto MMQ (menos i L AB 0
Sbvio). Pl — AB — [ amntes }
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MMQ < MMS MMQ < MMS

» Observacao: se T(n) é a complexidade de um algoritmo para

» A funcdo 75 pode ser implementada pelo algoritmo abaixo: MMS e T(2n) € O(T(n))l, entdo pela reducdo acima, temos

para i = 1 até n faca > copia AB para P um algoritmo de complexidade O(T(n) + n?) para resolver
para j = 1 até n faca MMQ.
" u
Pij <= Py » Por qué? Temos que a ordem das matrizes de Iys é 2n.
Logo, 75 custa O(n?). Assim, o tempo para resolver Iyys é O(T(2n)) = O(T(n)).
» Por esta reducdo, se MMQ tem cota inferior em Q(h(n)), Somando iStS a0 custo da redugdo (O(n%)), obtemos
entdo MMS também tem cota inferior em Q(h(n)). O(T(n) + n%).

Note que h(n) € Q(n?). (Por qué?)

!propriedade atendida por funcdes suaves (por exemplo, polindmios).
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Erros comuns ao usar reducoes Reducoes polinomiais

> Nesta disciplina estamos interessados em algoritmos

» Usar a reducdo na ordem inversa: por exemplo, fazer a polinomiais para resolver problemas.

reducio A < B e concluir que A é pelo menos to dificil > Escrevemos A <,.}; B se existe uma redugdo de custo
quanto B. polinomial de A para B e dizemos que A é polinomialmente

» Dada a reducdo A < B, achar que toda instincia de B tem redutivel a B.

que ser mapeada em alguma instancia de A. O mapeamento » Ent3o se B pode ser resolvido por um algoritmo polinomial, A
77 é injetor (ndo necessariamente bijetor). também pode.

> Usar o algoritmo produzido por uma redugdo sem se » Esta nog¢do torna-se mais importante no estudo da Teoria da
preocupar com a existéncia de outro mais eficiente. Complexidade quando estudamos a aparente inexisténcia de

algoritmos polinomiais para uma grande classe de problemas:
problemas NP-dificeis/NP-completos.
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Reducdes para obter cotas inferiores

» Veremos algumas reducdes que nos permitem obter cotas
inferiores para varios problemas.

E— E@~=lamEiIEECild o=l pnoble RS Upehb |G e Fak s sl
inferior Q(h(n)).
Reduc¢des para obtencdo de cota inferior > Se A <f(n B e f(n) € o(h(n)), entdo B também tem cota

inferior Q(h(n)).
» Atencao! Resultados sobre cota inferior dependem do
modelo de computacao adotado.

Por exemplo, o Problema da Ordenagdo tem cota inferior no
modelo de arvores bindrias de decisao.
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Reducdes para obter cotas inferiores Reducdes para obter cotas inferiores

Problema da Unicidade de Elementos (UE)

Problema da Ordenagdo (ORD) Entrada: sequéncia de elementos comparaveis de comprimento n

Entrada: sequéncia de elementos comparaveis de comprimento n
X = (X1, X2, ..., Xn)-

X = (x1,%2, -y Xp)-
A R Objetivo: decidir se os elementos s3o todos distintos.

Objetivo: encontrar uma permutacdo ordenada de X. Observacées:

Observacao: no modelo de arvores binarias de decisao, o » no modelo de arvores binarias de decisao, o problema tem
problema tem cota inferior Q(nlg n). Informalmente, qualquer cota inferior Q(nlg n).

algontm.o de ordenagdo baseado em comparagdes tem > a prova deste fato é semelhante i prova da cota inferior do
complexidade Q(nlg n). Problema da Ordenacdo (omitimos aqui).

> o problema pode ser resolvido em tempo O(nlgn). (Como?)
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Problema da Envoltéria Convexa (EC)

Reducdo: ORD <, EC

Entrada: conjunto {(x1,v1),...,(xn, de n pontos no plano.
i {(a,m) Cen, o)} > Instdncia de ORD: lprp = (x1, X2 ..., Xp).

Objetivo: encontrar o menor poligono convexo que contém os n o
) polig q » 7, constrdi a instancia de EC:

pontos.
. lec = {(X13X12)7(X27X22)7---v(Xer%)}'
S o+ Logo, 7/ custa O(n).
Observacoes:

> a saida é a ordem ciclica anti-horaria dos vértices do poligono; - 1 : . s 5
Y] . . Xp X X3 X X X4 X Xi
> problema classico de Geometria Computacional: pode ser O R e LA

resolvido em tempo O(nlg n).

Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al 1° sem de 2017 Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017




ORD =<, EC

» A solugdo de /g é uma ordem ciclica de pontos.

» 75 determina o ponto que tem menor abcissa e lista os
préximos pontos seguindo a ordem ciclica.
Claramente, 75 custa O(n).

Xo Xg X3X1 X2 X4 X7 Xp

» Segue que Q(nlgn) é uma cota inferior para EC.
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UE <, PMP

Reducao: UE <, PMP
» Instancia de UE: Iyg = (x1, X2, ..., Xn)-

» 7, constrdi a instancia de PMP:

IPMP = {(le O)a (X2a 0)7 RN} (Xm O)}

Claramente, 7; custa O(n).

X9 X8 X3 X1 X0 = X X4 X7 X5
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Par Mais Préoximo Em Duas Dimensoes

Problema do Par Mais Préximo (PMP)
Entrada: colecdo {(x1,y1),...,(xn,¥n)} de n pontos no plano.

Objetivo: encontrar um par de pontos que estejam a menor

distancia.
Observaciao:

» problema classico em Geometria Computacional: pode ser
resolvido em tempo O(nlgn).
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UE <, PMP

> A solugdo de Ipyp é um par de pontos (x;, 0), (xj,0).
» 75 verifica se a distancia entre os dois pontos é zero.

Se SIM ent3o a resposta de /yg é NAO.
Caso contrario, a resposta de /e é SIM.

Claramente, 75 custa O(1).

T T T T T T T T T T T T T T T T T T

X9 Xg X3 X1 X2 =X X4 X7 X5

> Logo, Q(nlgn) é uma cota inferior para PMP.
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3-SOMA Colinearidade

Problema da Colinearidade (COL)
Problema da 3-Soma (3SUM)

Entrada: conjunto {(x1,y1),. .., (Xn,¥n)} de n pontos no plano.
Entrada: sequéncia X = de reais. e - 5
SLELE] Caponm R aAdsileal Objetivo: determinar se trés dos pontos dados pertencem a uma
Objetivo: determinar se existem indices distintos i, j e k tais que: mesma reta nao horizontal.
Xi + Xx;j + x, = 0. d .. o )
Exemplo: X = (4,-6,1,8,7,—5); solugdo i =1, j =3 e k =6. NI .
Observacgaes: . -
» problema pode ser resolvido em tempo O(n?); (Como?)
» acreditava-se que Q(n?) é uma cota inferior para 3SUM! Observacao:
» Grgnlund, Pettie motraram que hd algoritmo o(n?)!!! (2014) » problema pode ser resolvido em tempo O(n?);
> mas ainda se acredita que n3o da pra fazer melhor que n? (1)

» acredita-se que Q(n?) é uma cota inferior para COL, mas
ninguém sabe provar isto!

Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Cindida da Silva et al 1° sem de 2017 Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017

3SUM =<, COL 3SUM <, COL
Reduciio: 3SUM <, COL > A solu¢do de /o, (se houver) é uma tripla de pontos

[ colineares. Claramente, cada um desses pontos deve estar em
> Instancia de 3SUM: f3sym = (x1, %2, - - Xn)- um dos eixos horizontais. Ou seja, tem a forma:

» 7, constréi a instancia de COL:
(X,‘, 0)7 (_Xj/27 1)7 (ka 2)'
ICOL = {(X,', 0), (7X,'/2, 1), (X,',2) o = 1, 2, ceey n}.
Portanto, x; + x;j + xx = 0.

Claramente, 7/ custa O(n). » De modo andlogo, se x; + x; + xx = 0, entdo os pontos

citados s3o colineares.

X2 X X3 X1 X5 X4

X2 X X X X5 X
Exemplo: X = (4,-6,1,8,7,—5) oG 3 1 5 X4

Exemplo: X = (4,-6,1,8,7,—5)
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O Problema 3SUMplus consiste em dados uma sequéncia
» Logo, 75 custa O(1), X = (x1,X2,...,x,) de reais e um real b, determinar se existem

» Como a redug3o é linear, se Q(h(n)) é uma cota inferior de trés indices distintos 7, e k tais que x; + xj + xx = b.

3SUM, entdo Q(h(n)) também é uma cota inferior de COL. » Mostre que 3SUM <, 3SUMplus.
Entretanto, a tnica cota inferior conhecida € o trivial Q(n). » Mostre que 3SUMplus <, 3SUM.

» Suponha que o Professor Sabit Udo descobriu (corretamente)
uma cota inferior de Q(n'°) para 3SUMplus.

Quais das afirmacgdes abaixo podemos concluir que sio
verdadeiras?

X2 X6 X3 X1 X5 X4 (1) N3o existe algoritmo O(n*®) para 3SUMplus.
L] (1) N3zo existe algoritmo O(n'-®) para 3SUM.
Exemplo: X = (4,-6,1,8,7, -5) (111) Existe um algoritmo O(n'°) para 3SUMplus.
(IV) Existe um algoritmo O(n'°) para 3SUM.
Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Cindida da Silva et al 1° sem de 2017 Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017
Reducdo de Turing
Existem reducdes de P; para P», fazendo vdérias aplicacdes de P».
| T
Exemplos de reducdes 12:=Ti(I1)

S
Instancia [/ —» ——™ S1:=Ts(S)
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Exemplo de Reducao de Turing Sistema de Representantes Distintos

Problema de Multiplicacdo de Inteiros

Dados inteiros a e b, calcular a - b.

Dada cole¢do de conjuntos S, ..., S temos que R = {ri,..., rc}
Problema do Quadrado é um Sistema de Representantes Distintos (SRD) se r; € S; para
todoi=1,..., k.

Dados inteiro x, calcular x2.

Proposicao: Se pudermos fazer nimero constante de somas : v

el S i e I Problema do Sistema de Representantes Distintos
subtragdes e divisdo por 2 entdo podemos reduzir Multiplicacio de
Inteiros para Quadrado. Dada cole¢do de conjuntos Sy, ..., Sk, encontrar um SRD.
Prova: Note que

(a+ b)? — 2% — b?

a-b= >
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Sistema de Representantes Distintos Sistema de Representantes Distintos

Considere os seguintes conjuntos:
Teorema de Hall

Ecoldgicos: Ana, Alberto

. L S1,...,5c tem um SRD se e somente se
Ruralistas: Jo3o, Alberto LOR R0t

Feministas: Ana, Maria [{SyUS,U...US; }|>m
Entdo, {Ana, Jodo, Maria} formam um SRD.

para {i1,...,im} €{1,2,3,...,k} e 1< m<k.
|

N3o ha SRD para a cole¢do abaixo: Isso é, qualquer subcolecdo de m conjuntos tem pelo menos m
» 5 ={1,2} itens distintos.
» S, ={3,4}
> S3={3,4} » Podemos usar o Teorema de Hall, de maneira direta, para
» S, ={1,2,4} testar todas possiveis subcole¢ées de conjuntos.
> S5 ={2,4} » Mas o nimero de possiveis subcolegdes é O(2).
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Sistema de Representantes Distintos Edicdo de String

Problema do Emparelhamento Maximo - EM

Dado grafo bipartido G = (X, Y, E), onde X e Y sdo conjuntos de
vértices e E é o conjunto de arestas, encontrar um
emparelhamento (conjunto de arestas sem extremos em comum)
de cardinalidade maxima. » Remog3o de um caracter

As seguintes operacdes sdo possiveis em strings:

> Insercdo de um caracter

» Troca de um caracter por outro

Proposicao: Problema do SRD < Problema do EM.

Dada cole¢do Sy, ..., Sk, instdncia de um SRD, sobre conjunto A, Problema de Edicdo de String - ES
defina grafo G = (X, Y, E) onde :

Dadas strings A e B, transformar A em B com o menor nimero de
operacoes.

» X=5USU...US,
> Y:{1,27...7k}
> E={(aj)]a€S e 1<j<k}

Note que o SRD tem solucdo sse G tem emparelhamento de

tamanho k. [ |
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L — Problema do Caminho Minimo em Grafo Orientado
Se A = babb e B = bbc, transformamos A em B com duas Dado grafo orientado G(V/, E), onde cada aresta ij possui custo
operacoes: cj > 0, e vértices s e t, , encontrar um caminho de custo total
babb minimo de s a t em G.
J Remover a
bbb 5
J Trocar ultimo b por ¢
bbc 5 t s t
4= = - a 5 5k
Exercicio: O Problema de Edicdo de String pode ser resolvido por 1 -
programacao dindmica. G(V.E,w) Um caminho minimo de s para t
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Edicdo de String Edicdo de String

Proposicao: Problema de Edicdo de String < Problema do
Caminho Minimo em grafos orientados.

Prova: Dadas strings A= a1a>...a, € B = biby... b, (instdncia
do Problema ES) construimos um grafo da seguinte forma:

v

Arestas horizontais correspondem a insercdo de um caractere

e possuem custo 1.
I bl b2 bm

Arestas verticais correspondem a remoc¢do de um caractere e
possuem custo 1.

Arestas diagonais correspondem a uma troca e tem custo 1
caso os caracteres sejam diferentes, e 0 caso sejam iguais.

1

al

v

........... ; O problema é encontrar um caminho minimo do vértice / ao

NN
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Edicao de String Edicao de String

Dados strings A = caa e B = aba construa grafo G:

F.

1 a b a

Temos que mostrar que um caminho minimo em G de [ até F
corresponde a uma edigdo minima.

» Dado uma edicdo minima, a partir do caracter vazio temos 4

opgdes (inserir, remover, trocar/match) que correspondem as
arestas no grafo.

» Uma edicdo de strings corresponde a um caminho e este por
sua vez corresponde a uma edic3do.

» Portanto um caminho minimo serd uma edicdo minima.

custo de edicdio é2=1+0+1+0
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Considere 100.000 caracteres com frequéncias e codifica¢cles:

Relembrando: a b c d e f
N L Frequéncia da letra 45 13 12 16 9 b
> Codificacdo para compresséo de dados Codificacio usando 3 bits 000 001 010 011 100 101
» Cada caractere deve ter representacdo bindria uUnica Codificacdo de tamanho varidvel 0 101 100 111 1101 1100
» Ha codificagdes com nimero de bits fixo e varidvel .
> Codificagdo Prefixa: Codificagdo de um caracter ndo é prefixo de i 43

outro

» Exemplo de codificacdo prefixa:
a b c d e f

0 101 100 111 1101 1100 @
» Codificacdo prefixa pode ser representada por uma arvore de z & z & 5
Huffman 49 013 (13 (@19 (:9) (5)
> Caracteres sdo representados nas folhas Codificagdo Fixa: 100.000 x 3 = 300.000 bits
Codificagdo Variavel: Z freq(s) - 100.000 - |codigo(s)| = 224.000 bits
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Cdédigo de Huffman Cédigo de Huffman
Dado texto com caracteres (1, Ca, ..., Cp, Faremos uma reducio do problema de ordenac3o de inteiros para o
» cada caractere C; tem frequéncia f;, cédigo de Huffman.
» obter cédigo S; para C;, onde s; = |S;| e Proposicao: Sejam Ci, Gy, ..., C, caracteres com frequéncias

n fi,fo, ..., f, onde
> minimizamos ¢ = E Fip

i—1
= ST daj=2
» Os cddigos devem satisfazer a restricdo de prefixo. Z T T[RRI T == Pl o i
i=1

» Construa arvore de Huffman correspondente a codificagdo

Ent3o a arvore de Huffman étima terd C, como folha no nivel 1,
C,—1 como folha no nivel 2, e assim sucessivamente com C; e (
no nivel n — 1.

Teorema: Existe um algoritmo que calcula a arvore étima para
um conjunto de caracteres Cy, Gy, ..., C, com frequéncias
fi,fo,...,f, em tempo O(nlogn).
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Cédigo de Huffman Cédigo de Huffman

» |Instancias baseadas no tltimo teorema terdo uma arvore de

Prova: Seja T* uma &rvore 6tima para uma instancia como a Huffman com a seguinte forma:

enunciada. Suponha por absurdo que em T* o caractere C,, ndo
esteja no nivel 1. Adicione uma nova raiz em T retirando C, do
seu lugar e colocando este como filho da nova raiz. T* também é
adicionada a esta nova raiz.

O custo da nova arvore diminuiu de pelo menos 7, e aumentou de

n—1
>

=i

Portanto T n3o era 6tima o que é um absurdo. Podemos repetir
0 mesmo raciocinio para os demais caracteres C,, 1,C, 2,.... N

1110 1111
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Cdédigo de Huffman Cédigo de Huffman

. Caso geral:
Tentativa:

» Ao fazer a redugdo P; > P2 devemos considerar uma instancia

> i i 3 | a 7 .
Considere uma instancia para o problema de ordena¢do com genérica de P;.

ndmeros xi, X2, ..., X, com uma diferenca grande de valores _ I
! » Podemos salvar a nossa reducdo considerando uma entrada
i =1 X1,...,X, qualquer para o problema de ordenacdo.
E :Xi <xjparaj=2,...,n » Neste caso usamos frequéncias 21,22, ... 2%,

i=1

. NENE ! > Note que para qualquer valor j temos
» Crie uma instancia para o problema de cédigos de Huffman P e 1

com caracteres C; e frequéncia x; para i =1,...,n. j—1

~ p Z i J

» Baseado no teorema, a solugdo serd uma arvore onde E e
podemos facilmente ordenar os nimeros xi, ..., X,. i=1

O que estd faltando? S . :
» Portanto a instancia criada gera uma arvore como a desejada.
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