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Problema do(s) Caminho(s) Minimo(s) Exemplo: grafo direcionado aciclico

Seja G um grafo direcionado e suponha que para cada aresta (u, v)
associamos um peso (custo) w(u, v). Usaremos a notagdo (G,w).

» Problema do Caminho Minimo entre Dois Vértices:
Dados dois vértices s e t em (G, w), encontrar um caminho
(de peso) minimo de s a t.

» Aparentemente, este problema n3o é mais facil do que o

Problema dos Caminhos Minimos com Mesma Origem: " T
Dados (.G,w) es € V[G], encontrar para cada vértice v de G, Jist(s,v) [0 oo [2]6 5
um caminho minimo de s a v.
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Exemplo: grafo direcionado sem arestas negativas Exemplo: grafo direcionado com arestas negativas

v S|r|x|y|w]|t
dist(s,v) || 0 [ 8 |5 |7 |9 |11
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Ideias comuns a todos os algoritmos Estimativa de distancias

> Usaremos uma ideia similar a usada em Busca em Largura nos

. i bt » Para cada v € V[G] queremos determinar dist(s, v), o peso
algoritmos de caminhos minimos que veremos.

1 i de um caminho minimo de s a v em (G, w)
» Para cada vértice v € V[G] associamos um predecessor 7[v]. (distancia de s a v.)
» Ao final do algoritmo obtemos uma Arvore de Caminhos

— . » Os algoritmos de caminhos minimos associam a cada
Minimos com raiz s.

v € V[G] um valor d[v] que é uma estimativa da distancia
» Um caminho de s a v nesta arvore € um caminho minimo de s dist(s, v).
avem(Guw).
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Subestrutura 6tima de caminhos minimos Subestrutura 6tima de caminhos minimos

) L ) | A subestrutura étima ndo vale se (G,w) contém ciclos negativos.
Teorema. Seja (G,w) um grafo direcionado sem ciclos negativos e

seja s u -4 v
PZ(Vl,Vz,...7Vk)

um caminho minimo de v; a v. 1

Ent3o para quaisquer /,j com 1 </ < <k

[Brl= (g, Vs ol oy I .
j = (vio Vig1, -, ) O caminho minimo de s a v é (s, u,v) com peso 1 + 1 = 2.

. . = Porém, (s, u) ndo é um caminho minimo de s a u.
€ um caminho minimo de v; a v;.

O caminho minimo de s a u é (s, v, u) com peso 3 —4 = —1.
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Inicializacao Relaxacao

Tenta melhorar a estimativa d[v] examinando (u, v).

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
1 para cada vértice v € V[G] faca

©-
- [\
©-
©-
- [\
®-

2 d[v] + o0 : :

3 7[v] ¢ NIL ' '

4 d[s]«0 ! RELAX(u, v,w) ! RELAX(u, v,w)
i i

O valor d[v]| é uma estimativa superior para o peso de um caminho
minimo de s a v.

<
<
<
<

i“
Z

Ele indica que o algoritmo encontrou até aquele momento um
caminho de s a v com peso d[v].
_ _ RELAX(u, v,w)
O caminho pode ser recuperado por meio dos predecessores 7| |. 1 se d[v] > d[u] +w(u,v) entdo
2 dlv] < d[u] + w(u, v)
3 w[v] + u
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Relaxacao dos vizinhos Caminhos Minimos

Em cada iteracdo o algoritmo seleciona um vértice u e para cada
vizinho v de u aplica RELAX(u, v,w).

Veremos trés algoritmos baseados em relaxacao para tipos de
instancias diferentes de Problemas de Caminhos Minimos.

» G é aciclico: aplicagdo de ordenacdo topoldgica

> (G,w) n3o tem arestas de peso negativo: algoritmo de
Dijkstra

» (G,w) pode ter arestas de peso negativo, mas ndo contém
ciclos negativos: algoritmo de Bellman-Ford.

RELAX(u, v,w)

1 se d[v] > d[u] + w(u, v) entao
2 d[v] < d[u] + w(u, v)

3 mlv] + u
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Caminhos minimos em grafos aciclicos Exemplo

Entrada: grafo direcionado aciclico G = (V, E) com funcdo peso w
nas arestas e uma origem s.

Saida: vetor d[v] = dist(s, v) para v € V

e uma Arvore de Caminhos Minimos definida por [].

DAG-SHORTEST-PATHS(G, w, s)
Ordene topologicamente os vértices de G
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, 5)
para cada vértice u na ordem topoldgica faca
para cada v € Adj[u] faga
RELAX(u, v,w)
devolva d, 7

SO W N
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Exemplo Exemplo
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DAG-SHORTEST-PATHS(G, w, 5)
Ordene topologicamente os vértices de G
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE( G, s)
para cada vértice u na ordem topoldgica faca

para cada v € Adj[u] faca

RELAX(u, v,w)

devolva d, 7 Vamos mostrar alguns lemas/observacdes que serdo dteis na
andlise de corretude deste e dos outros algoritmos.

A corretude de DAG-SHORTEST-PATHS pode ser demonstrada de
varias formas.

SO wWw N

Linha(s) | Tempo total
1 O(V +E)

2 o(V)
3-5 O(V +E)

Complexidade de DAG-SHORTEST-PATHS: O(V + E)

Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al 1° sem de 2017 Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017



Algoritmos baseados em relaxacao Algoritmos baseados em relaxacao

As propriedades que veremos sio para algoritmos que satisfazem as Ao longo do “algoritmo” as seguintes propriedades sempre valem:
restricoes abaixo. .
’ > (Lema 24.11, CLRS) d[v] > dist(s, v) para v € V e d[v]
> O algoritmo ¢ inicializado com nunca aumenta. Além disso, se d[v] fica igual a dist(s, v),
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s). entdo seu valor nunca mais muda.
» Um valor d[v] (e m[v]) sé pode ser modificado através de uma > (Coroldrio 24.12, CLRS) Se ndo existe caminho de s a v,
chamada de RELAX(u, v,w) para alguma aresta (u, v). entdo temos que d[v] = dist(s, v) = co em qualquer iterac3o.
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Algoritmos baseados em relaxacdo — continuacao Corretude de DAG-SHORTEST-PATHS

> (Lema 24.15, CLRS) Seja P um caminho minimo de s a v
cuja dltima aresta é (u, v) e suponha que d[u] = dist(s, u)
antes de uma chamada RELAX(u, v,w). Ent8o apés a
chamada, d[v] = dist(s, v).

Como os vértices estdo em ordem topoldgica, as arestas de
qualquer caminho minimo P = (v; = s, vs, ..., vk) sdo relaxadas
na ordem (v, v2),...,(Vk—1, Vk)-

Logo, pelo Lema 24.16 o algoritmo computa corretamente

> (Lema 24.16, CLRS) Seja P = (v = s, v1,. .., v) um d[v] = dist(s, v) para todo v € V.
caminho minimo de v1 a vk e suponha que as arestas Também é facil ver que 7[] define uma Arvore de Caminhos
(vi,v2),...,(vk—1, vk) sdo relaxadas nesta ordem. Ent&o Minimos (Exercicio!).

d[vk] = dist(s, vk).
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Corretude de DAG-SHORTEST-PATHS Corretude de DAG-SHORTEST-PATHS

Outra forma de mostrar a correcio de DAG-SHORTEST-PATHS é

observar que vale a seguinte recorréncia para dist(s, v): DAG-SHORTEST-PATHS(G, w, s)

1 Ordene topologicamente os vértices de G

2 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)

3 para cada vértice u na ordem topoldgica faca
4 para cada v € Adj[u] faca

5 RELAX(u,v,w) 6 devolva d, 7

A correcdo de DAG-SHORTEST-PATHS segue por indugdo e da
validade da férmula de recorréncia

dist(s,v) = min_ dist(s, u) + w(u, v).
u:vEAdJ[u]
dist(s,v) = min_ dist(s, u) + w(u, v).
u:veAd_][u]
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Pergunta 1. Como se resolve o problema de encontrar um caminho
de peso maximo de s a t em um grafo direcionado aciclico (G,w)?

Pergunta 2. Como se resolve o Problema do Caminho Minimo de s Algoritmo de Dijkstra
a t em tempo linear para um grafo direcionado em que todas as
arestas tem o mesmo peso C > 07
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Algoritmo de Dijkstra Algoritmo de Dijkstra

O algoritmo de Dijkstra recebe um grafo direcionado (G, w) (sem

arestas de peso negativo) e um vértice s de G
Veremos agora um algoritmo para caminhos minimos em grafos

. ) e devolve
que podem conter ciclos, mas sem arestas de pesos negativo.

] ] . ) T > para cada v € V[G], o peso de um caminho minimo
O algoritmo foi proposto por E.W. Dijkstra e é bastante similar ao de s a v (d[v] = dist(s, v))

algoritmo de Prim para o problema da Arvore Geradora Minima.

» e uma Arvore de Caminhos Minimos com raiz s.
Um caminho de s a v nesta arvore é um caminho minimo de s
avem (G w).
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Revisdo: algoritmos baseados em relaxacao Revisdo: relaxacao

Tenta melhorar a estimativa d[v] examinando (u, v).

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
1 para cada vértice v € V[G] faca

©-
- [\
©-
©-
- [\
®-

2 d[v] + o0 : :

3 7[v] ¢ NIL ' '

4 d[s]«0 ! RELAX(u, v,w) ! RELAX(u, v,w)
i i

O valor d[v]| é uma estimativa superior para o peso de um caminho
minimo de s a v.

<
<
<
<
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Ele indica que o algoritmo encontrou até aquele momento um
caminho de s a v com peso d[v].
_ _ RELAX(u, v,w)
O caminho pode ser recuperado por meio dos predecessores 7| |. 1 se d[v] > d[u] +w(u,v) entdo
2 dlv] < d[u] + w(u, v)
3 w[v] + u
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Revisao: relaxacao dos vizinhos Revisdao: algoritmos baseados em relaxacao

Em cada iteracdo o algoritmo seleciona um vértice u e para cada
vizinho v de u aplica RELAX(u, v,w).

As propriedades que veremos sio para algoritmos que satisfazem as
restricoes abaixo.

» O algoritmo ¢ inicializado com
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s).

» Um valor d[v] (e m[v]) sé pode ser modificado através de uma
chamada de RELAX(u, v,w) para alguma aresta (u, v).

RELAX(u, v,w)

1 se d[v] > d[u] + w(u, v) entao
2 d[v] < d[u] + w(u, v)

3 mlv] + u
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Revisdo: algoritmos baseados em relaxacao Ideia do algoritmo de Dijkstra

» Suponha que encontramos até o momento um conjunto S
formado pelos vértices mais préximos de s.

> (Lema 2411, CLRS) d[V] = diSt(S, V) para v € Ve d[V] (Na primeira iteragﬁo S = {5})
nunca aumenta. Além disso, se d[v] fica igual a dist(s, v),
entdo seu valor nunca mais muda.

Ao longo do “algoritmo” as seguintes propriedades sempre valem:

> A ideia é estender o conjunto S acrescentando o vértice u em
V — S que esteja mais préximo de S.
> (Coroldrio 24.12, CLRS) Se n3o existe caminho de s a v, Um detalhe importante é como encontrar tal vértice.

entdo temos que d[v] = dist(s, v) = co em qualquer iterac3o. » O algoritmo mantém também uma Arvore de Caminhos

Minimos formada apenas por vértices de S.
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Algoritmo de Dijkstra Exemplo (CLRS modificado)

DUKSTRA(G,w, s)

1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
2 S« 0

3 Q+« V[G]

4 enquanto Q # () faca

5 u <+ EXTRACT-MIN(Q)
6 S+ Su{u}

7 para cada vértice v € Adj[u] faca
8 RELAX(u, v,w)

9 devolva d,

O conjunto @ é implementado como uma fila de prioridade com
chave d.

O conjunto S n3o é realmente necessario, mas simplifica a analise
do algoritmo.

Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Cindida da Silva et al 1° sem de 2017 Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017

Exemplo (CLRS modificado)
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Exemplo (CLRS modificado) Exemplo (CLRS modificado)
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Correcao do algoritmo Alguns invariantes simples

Os seguintes invariantes valem em cada itera¢do do algoritmo

Precisamos provar que quando o algoritmo para, temos que D1IKSTRA (linha 4).
> d[v] = dist(s, v) para todo v € V[G] e > Se d[x] < oo entdo 7[x] € S.
» 7[] define uma Arvore de Caminhos Minimos. > O conjunto
Mais precisamente, o conjunto {0 m[x]) : x € S —{s}}
{(x[x],x) : x € V[G] — {s},d[x] < o0} induz uma arvore com conjunto de vértices S.
forma uma Arvore de Caminhos Minimos. » Para cada vértice x em S, o caminho de s a x na drvore tem
peso d|[x].
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Outros invariantes simples Invariante principal

O seguinte invariante vale no inicio de cada iteracdo da linha 4 no
> dist(s, x) < d[x] para cada vértice x em S. algoritmo DIJKSTRA.

» Se (x,y) € E[G], x € S ey e V[G] — S entdo ’Invariante: d[x] = dist(s, x) para cada x € 5.‘

dly] < d[x] + w(x, y).
] = dlx] (%) » Claramente o invariante vale na primeira iteracio pois S = (.

Também vale no inicio da segunda iterag¢do pois S = {s} e
d[s] = 0.

» No final do algoritmo, S é o conjunto dos vértices atingiveis
por s. Portanto, se o invariante vale, para cada v € V[G], o
valor d[v] é exatamente a distdncia de s a v.

Isto vale pois quando x foi inserido em S, foi executado
RELAX(x, y,w) e depois disso, d[x] nunca muda e d[y] nunca
aumenta.
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Demonstracao do invariante Demonstracao

Seja P um caminho minimo de s a u (ou seja, com peso
dist(s, u)). Seja y o primeiro vértice de P que ndo pertence a S.
Seja x o vértice em P que precede y.

» O algoritmo de DIJKSTRA escolhe um vértice u com menor
dlu] em Q e atualiza S < S U {u}.

» Basta verificar entdo que neste momento d[u] = dist(s, u).

Suponha que d[u] > dist(s, u) por contradi¢do.

Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Cindida da Silva et al 1° sem de 2017 Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017

Demonstracao Dijkstra precisa de arestas com peso nao negativo

» dist(s, u) < d[u] (por hipStese).

> d[x] = dist(s, x) pois x € 5. Note que na demonstrag3o foi importante o fato de n3o haver

arestas negativas no grafo. De fato, ndo se pode garantir que o

>
s dly] < d[x]+w(x,y) (invariante) algoritmo de Dijkstra funciona se esta hipétese ndo for valida.
= dist(s, x) + w(x,y)
< dist(s, x) + w(x,y) + w(P2) Exercicio. Encontre um grafo direcionado ponderado com 4
= w(Py) + w(x,y) + w(P2) vértices para o qual o algoritmo de Dijkstra ndo funciona. Ha pelo
= dist(s, v) menos um exemplo com apenas uma (nica aresta negativa e sem
< d[u]. ciclos de peso negativo.

» Mas entdo d[y] < d[u] o que contraria a escolha de u.
Logo, d[u] = dist(s, u) e o invariante vale.
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Complexidade de tempo

DIJKSTRA(G, w, s)

O 00 ~NO G WN =

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, 5)
S«+0
Q « VI[G]
enquanto Q@ # () faca
u + EXTRACT-MIN(Q)
S+ Su{u}
para cada vértice v € Adj[u] faca
RELAX(u, v,w)
devolva d, =

Depende de como a fila de prioridade @ é implementada.

Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Cindida da Silva et al 1° sem de 2017

Complexidade de tempo

Tempo total
O(V) INSErT+ O(V) EXTRACT-MIN +
O(E) DECREASE-KEY

> Implementando Q como um vetor (coloque d[v] na posigdo v

do vetor), INSERT e DECREASE-KEY gastam tempo O(1) e
EXTRACT-MIN gasta tempo O(V), resultando em um total
de O(V2 + E) = O(V?).

Implementando a fila de prioridade @ como um min-heap,
INSERT, EXTRACT-MIN e DECREASE-KEY gastam tempo
O(lg V), resultando em um total de O((V + E)Ig V).
Usando heaps de Fibonacci (EXTRACT-MIN é O(lg V) e

INSERT e DECREASE-KEY sdo O(1)) a complexidade cai
para O(V gV + E).

Complexidade do algoritmo de Dijkstra

As linhas 1-3 correspondem a |V/| chamadas a INSERT.

O lago da linha 4 é executado O(V/) vezes.
Total: O(V) chamadas a EXTRACT-MIN.

O lago das linhas 7-8 é executado O(E) vezes no total.
Ao atualizar uma chave na linha 8 é feita uma chamada
implicita a DECREASE-KEY.

Total: O(E) chamadas a DECREASE-KEY.

Tempo total:

O(V) INSERT+ O(V) EXTRACT-MIN +

O(E) DECREASE-KEY
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Algoritmo de Bellman-Ford

Anilise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al 1° sem de 2017

Andlise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017



Arestas/ciclos de peso negativo Ciclos negativos — uma dificuldade

» O algoritmo de Dijkstra resolve o Problema dos Caminhos » Pode-se mostrar que o Problema dos Caminhos Minimos para
Minimos quando (G, w) n&o possui arestas de peso negativo. instancias com ciclos negativos é NP-dificil.

» Quando (G, w) possui arestas negativas, o algoritmo de » Informalmente, se um problema pertence a classe dos
Dijkstra nao funciona. problemas NP-dificeis entdo acredita-se que ndo existe

» Uma das dificuldades com arestas negativas é a possivel algoritmo eficiente para resolvé-lo.
existéncia de ciclos de peso negativo ou simplesmente ciclos > Assim, vamos nos restringir ao Problema de Caminhos
negativos. Minimos sem ciclos negativos.
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Revisdo: inicializacao Revisdo: relaxacao

Tenta melhorar a estimativa d[v] examinando (u, v).

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
1 para cada vértice v € V[G] faca

©-
- [\
©-
©-
- [\
®-

2 d[v] + o0 : :

3 7[v] ¢ NIL ' '

4 d[s]«0 ! RELAX(u, v,w) ! RELAX(u, v,w)
i i

O valor d[v]| é uma estimativa superior para o peso de um caminho
minimo de s a v.

<
<
<
<

i“
Z

Ele indica que o algoritmo encontrou até aquele momento um

caminho de s a v com peso d[v]. ( )
RELAX(U, v,w

O caminho pode ser recuperado por meio dos predecessores 7| |. 1 se d[v] > d[u] +w(u,v) entdo
2 dlv] < d[u] + w(u, v)
3 w[v] + u
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Revisao: algoritmos baseados em relaxacao Revisdao: algoritmos baseados em relaxacao

As propriedades que veremos sio para algoritmos que satisfazem as Ao longo do “algoritmo” as seguintes propriedades sempre valem:
[ dihe 3iud el > (Lema 24.11, CLRS) d[v] > dist(s, v) para v € V e d[v]
> O algoritmo ¢ inicializado com nunca aumenta. Além disso, se d[v] fica igual a dist(s, v),
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s). entdo seu valor nunca mais muda.
» Um valor d[v] (e m[v]) sé pode ser modificado através de uma > (Coroldrio 24.12, CLRS) Se ndo existe caminho de s a v,
chamada de RELAX(u, v,w) para alguma aresta (u, v). entdo temos que d[v] = dist(s, v) = co em qualquer iterac3o.
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Revisdo: algoritmos baseados em relaxacao Ideia do algoritmo de Bellman-Ford

> Na iteracdo i = 1 executamos RELAX para todas as arestas.

> (Lema 24.15, CLRS) Seja P um caminho minimo de s a v Ist,o.garante, que a primeira aresta de qualquer caminho
cuja tltima aresta é (u, v) e suponha que d[u] = dist(s, u) minimo serd relaxada.
antes de uma chamada RELAX(u, v,w). Entdo apés a > Repetimos este passo para as iteragdes i = 2,3,...,|V|— 1.
chamada, d[v] = dist(s, v). Por que |V|— 17
Porque um caminho tem no maximo |V/| — 1 arestas. Assim,
» (Lema 24.16, CLRS) Seja P = (vi = s, v1,..., v&) um apds essas |V/| — 1 iteragdes, garantidamente, todas as arestas
caminho minimo de vi a v e suponha que as arestas de um caminho minimo foram relaxadas na ordem desejada.
(vi,v2),...,(vk—1, vk) sdo relaxadas nesta ordem. Ent&o » E preciso fazer mais uma iteracdo de relaxar todas as arestas
d[vk] = dist(s, ). para verificar se o grafo contém ciclos negativos.

Se houver, ndo h3 garantia de que os valores obtidos nas
|V| — 1 primeiras iteracBes estdo corretas.
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O algoritmo de Bellman-Ford O algoritmo de Bellman-Ford

BELLMAN-FORD(G, w, s)
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, 5)
para i<+ 1 até |V[G]| —1 faca
para cada aresta (u,v) € E[G] faca
RELAX(u, v,w)
para cada aresta (u,v) € E[G] faca
se d[v] > d[u] + w(u,v)
entdo devolva FALSE
devolva TRUE, d, 7

O algoritmo de Bellman-Ford recebe um grafo direcionado (G,w)
(possivelmente com arestas de peso negativo) e um vértice origem

sde G.
Ele devolve um valor booleano
> FALSE se existe um ciclo negativo atingivel a partir de s, ou

» TRUE e neste caso devolve também uma Arvore de Caminhos
Minimos com raiz s.

O ~NOoO O WwN

Complexidade de tempo: O(VE)
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Exemplo (CLRS) Exemplo (CLRS)

Ordem: Ordem:
(ot ) g ez o i oy i 2z ) (o) s s (S it s (ot v ez o i oy I 2 )1 () o xdis D (S it s
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Exemplo (CLRS) Exemplo (CLRS)

Ordem: Ordem:
(t,x), (t,¥), (£, 2), (x, t), (¥, x), (v, 2), (2, %), (2,9), (s, t), (5, ). (t,x), (t,5), (£, 2), (x, ), (¥, %), (v, 2), (2, %), (2, 5), (s, t), (5, ).
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Exemplo (CLRS) Corretude do algoritmo Bellman-Ford

Teorema 24.4 (CLRS).
Se (G, w) ndo contém ciclos negativos atingiveis por s, entdo no
final

> 0 algoritmo devolve TRUE,
> d[v] = dist(s,v) parav e Ve
» 7[] define uma Arvore de Caminhos Minimos.

Se (G, w) contém ciclos negativos atingiveis por s, entdo no final o
algoritmo devolve FALSE.

Ordem:
(ot ) g ez o i oy i 2z ) (o) s s (S it s
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Corretude do algoritmo Bellman-Ford Corretude do algoritmo Bellman-Ford

Teorema 24.4 (CLRS).
Se (G,w) n3o contém ciclos negativos atingiveis por s, entdo no
final

Primeiramente, vamos supor que o grafo ndo possui ciclos
negativos atingiveis por s.

> o algoritmo devolve TRUE, Relembrando. . .
> d|v] =dist(s,v) parave Ve

] (sv) P (Lema 24.16, CLRS) Seja P = (vo = s, va, .. ., ) um
caminho minimo de vy a v, e suponha que as arestas (vp, v1),

Se (G, w) contém ciclos negativos atingiveis por s, entdo no final o (v1,v2),- .. ,(vk—1, vk) sdo relaxadas nesta ordem. Entdo
algoritmo devolve FALSE. d[vk] = dist(s, vk).

» 7[] define uma Arvore de Caminhos Minimos.
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Corretude do algoritmo Bellman-Ford Corretude do algoritmo Bellman-Ford

Seja v um vértice atingivel por s e seja

P=(w=svi,...,v = V) Se v é um vertllce nao atlpglvel por s pode-se mostrar que
d[v] = oo no final (Exercicio).

] T O e e e Assim, no final do algoritmo d[v] = dist(s, v) para v € V.

Note que P tem no méximo |V/| — 1 arestas. Cada uma das

. il . Pode-se verificar que 7[] define uma Arvore de Caminhos Minimos
|V| — 1 iteragBes do lago das linhas 2—4 relaxa todas as |E| arestas. 4 [

(veja CLRS para detalhes).
Na iteragdo i a aresta (vj_1, v;) é relaxada.

Logo, pelo Lema 24.16, d[v] = d[vk] = dist(s, v).
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Corretude do algoritmo Bellman-Ford Corretude do algoritmo Bellman-Ford

Agora falta mostrar que BELLMAN-FORD devolve TRUE.

Seja (u, v) uma aresta de G. Entdo
Suponha que (G,w) contém um ciclo negativo alcangavel por s.
d[v] = dist(s, v)
< dist(s, u) + w(u, v)
= d[u] + w(u, v).

Seja C = (vo,v1,..., vk = vp) um tal ciclo.
Entdo 3K, w(vi_1,v;) < 0.

Suponha por contradi¢cdo que o algoritmo devolve TRUE.
A desigualdade acima vale pois supomos que (G, w) n3o contém Entdo d[v;] < d[vi—1] + w(vi_1,Vv;) parai=1,2... k.
ciclos negativos.

Assim nenhum dos testes da linha 6 faz com que o algoritmo
devolva FALSE. Logo, ele devolve TRUE.
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Corretude do algoritmo Bellman-Ford Aplicacdo: Sistemas de restricoes de diferencas

Considere o seguinte sistema de desigualdades lineares:

Somando as desigualdades ao longo do ciclo temos

X1 — X < 0
k k X1 — X5 S -1
Z dlvj] < Z(d[v;,l] + w(vi-1,Vv)) X2 —X5 < 1
i=1 i=1 x3—x1 < b
k k Sl = 54| S 4
== Zd[v,-_l] +ZW(V,'_1,V,'). xg—x3 < -1
i=1 i=1 x5 —x3 < =3
X5 — X4 S -3
Como vo = vk, temos que 3K d[vi] = S35 d[vi_1]. .
+ Queremos encontrar valores x1, x2, ..., X, que satisfazem estas
Mas entdo > ; ; w(vj—1,v;) > 0 o que contraria o fato do ciclo ser restricdes de diferenca.
negativo.

Isto conclui a prova de corretude.
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Sistemas de restricoes de diferencas Sistemas de restricoes de diferencas

Sistemas de restricdes de diferenca tem varias aplicacdes. Podemos reescrever as restricdes matricialmente:
x1—x < 0 1 -1 0 0 O 0
X1 — Xp S -1 1 0 0 0 1 -1
CEEmE B ORI N s I 1
x3—x < 5 Ll Tl lal teglle 12 5
u—x < 4 = 0 A A = 4
S ma e O T TS T e it
X —xs < -3 Gl i o ke I
X5 — X4 S -3 0 0 0 -1 1 -3
Por exemplo, a incégnita x; pode representar o instante do tempo Um sistema de restricGes de diferenca é um sistema da forma
que um evento / deve ocorrer. Uma restricdo x; — x; < by diz que Ax < b onde A é uma matriz com entradas {—1,0,1} em que
uma certa quantidade de tempo by deve passar entre os eventos / cada linha hd exatamente um 1 e um —1.
e j. Um evento poderia ser a execu¢do de uma certa tarefa durante
a fabricacdo de um produto.
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Sistemas de restricdes de diferencas Sistemas de restricdes de diferencas

Podemos reescrever as restrigdes matricialmente:

1 -1 0 0 O 0

1@ B @ = il Lema 24.8 (CLRS) Seja x = (x1, ..., %) uma solugdo de um

0 1 V=il X1 1 sistema Ax < b de restricdes de diferenca. Seja d uma constante.
B NN (2 5 Entdo
=l O [ @[] [Q §3 = 4 x+d=(x+d,....,xp+d)

UmmUins Dmramaifinn = também ¢ uma solugio de Ax < b,

@ @ =il L@ ]l -3

0 0 0 -1 1 -3 Mostraremos a seguir como encontrar uma solugdo de um sistema

Ax < b de restricdes de diferenca resolvendo um problema de
Uma solucdo é x = (—5,—3,0,—1, —4). caminhos minimos.

Outra solucdo é x’ = (0,2,5,4,1).
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Grafo de restricoes Grafo de restricoes

Formalmente, dado o sistema Ax < b de restricdes de diferenca,
construimos o grafo G = (V, E) tal que

A matriz A de dimensdes m x n pode ser vista como a transposta

de uma matriz de incidéncia de um grafo direcionado (veja a lista V ={vo,vi,...,Va}

de exercicios) com n vértices e m arestas.

E = {(vi,vj):xj — x; < b é uma restri¢ao}

Cada vértice v; corresponde a uma varidvel x;.
U {(vo, 1), (vo, v2), ..., (v0, Va)}.

Cada aresta (vj, v;) corresponde a uma restricdo x; — x; < by.

A . Note que todo vértice é atingivel a partir de vy.
A este grafo acrescentamos um vértice origem vp. q & P 0

Para cada restricdo x; — x; < by temos uma aresta (v;, vj) com
peso w(vj, vj) = bx. O peso da aresta (v, v;) é igual a zero para
todo v;.
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Grafo de restricoes Grafo de restricoes

Teorema 24.9 (CLRS) Seja Ax < b um sistema de restricdes de
diferenca e seja G = (V, E) o grafo de restri¢des associado.
Se G n3o contém ciclos negativos, ent3do

x = (dist(vo, v1), dist(vo, v2), . . ., dist(vo, vp))

é uma solucdo vidvel do sistema.
Se G contém ciclos negativos, entdo o sistema n3o possui solucdo
viavel.

Uma solugdo vidvel é x = (=5, —3,—0,—1, —4).
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Resolvendo um sistema de restricbes de diferenca

O Teorema 24.9 nos diz que podemos usar o algoritmo de
Bellman-Ford (com origem vy) para resolver um sistema de
restricoes de diferencal

Como todo vértice é atingivel a partir de vy, se existir um ciclo
negativo, este sera detectado pelo algoritmo.

Se ndo existir ciclo negativo, entdo as distancias computadas pelo
algoritmo formam uma solugdo vidvel do sistema.

Se A é uma matriz m x n, entdo o grafo de restricdes G possui
n+ 1 vértices e n 4+ m arestas. Assim, usando o algoritmo de
Bellman-Ford podemos encontrar uma solugdo em tempo

O((n+1)(n+ m)) = O(n? + nm).
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Caminhos minimos entre todos os pares de vértices
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Caminhos minimos entre todos os pares

O problema agora é dado um grafo (G, w) encontrar para todo par
u,v de vértices um caminho minimo de u a v.

Obviamente podemos executar |V/| vezes um algoritmo de
Caminhos Minimos com Mesma Origem.

» Se (G,w) n3o possui arestas negativas podemos usar o
algoritmo de Dijkstra implementando a fila de prioridade como

um vetor: |V|.O(V?) = O(V?) ou

min-heap bindrio: |V|.O(Elg V)= O(VEIg V) ou

heap de Fibonacci: |V].O(VIgV + E) = O(V2Ig V + VE).
» Se (G,w) possui arestas negativas podemos usar o algoritmo

de Bellman-Ford: |V|.O(VE) = O(V?E).

Anélise de Algoritmos. Cid de Souza, Candida da Silva et al. 1° sem de 2017

O algoritmo de Floyd-Warshall

Veremos agora um método direto para resolver o problema que é
assintoticamente melhor se G é denso.

O algoritmo de Floyd-Warshall baseia-se em programagdo dindmica
e resolve o problema em tempo O(V/3).

O grafo (G, w) pode ter arestas negativas, mas suporemos que ndo
contém ciclos negativos.

Adotaremos a conven¢do de que se (i,/) ndo é uma aresta de G
entdo w(i, ) = oo.
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Estrutura de um caminho minimo Estrutura de um caminho minimo

Sejam i e j dois vértices de G. Considere todos os caminhos de / a
Seja P = (vi,vs,...,v;) um caminho. J cujos Vértices internos pertencem a {1,...,k}. Seja P um

2t A At . caminho minimo entre todos eles.
Um vértice interno de P é qualquer vértice de P distinto de v; e

v/, ou seja, em {vo,...,v/_1}. O algoritmo de Floyd-Warshall explora a relacdo entre P e certos

I . caminhos minimos com vértices internos em {1,..., k — 1}.
Para simplificar, suponha que V = {1,2,... n}. {1 }

Caso 1: Se k ndo é um vértice interno de P entdo P é um
caminho minimo de / a j com vértices internos em {1,..., k — 1}.
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Estrutura de um caminho minimo Recorréncia para caminhos minimos
Caso 2: Se k é um vértice interno de P entdo P pode ser dividido Seja d,‘(j Vo peso de um caminho minimo de / a j com vértices
em dois caminhos P; (com inicio em i e fim em k) e P, (com internos em {1,2,... k}.

inici ke fi /). ~ 40 P
inicio em k e fim em j) e TR N I B e di(j) Ll

P, Temos a seguinte recorréncia:
@%
49 _ { w(i,J) se k=0,

i min(d,-(jkfl)7 d,.(:fl) + d,gj-(fl)) se k > 1.

» P; é um caminho minimo de / a k com vértices internos em

e i Note que d,.(j") = dist(/, ).
> P> é um caminho minimo de k a j com vértices internos em Podemos calcular as matrizes D(K) = (dl.(jk)) para k=1,2...,n.
{1, 0,k =1}

A resposta do problema é D(").
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O algoritmo devolve também uma matriz 1 = (7;) tal que

(a) mjj = NIL se i = j ou se n3o existe caminho de / a j, ou

(b) mjj é o predecessor de j em algum caminho minimo a partir de
A saida é a matriz D(". i, caso contrario.

A entrada do algoritmo é a matriz W = (w(/, j)) com n = |V/|
linhas e colunas.

Podemos computar os predecessores ao mesmo tempo que o

FLoyD-WARSHALL(W, n L . . .
i (W, n) algoritmo calcula as matrizes D(¥). Determinamos uma sequéncia

1 DO w : , :
, de matrizes N© 1MW, .. 1M e 7% ¢ o predecessor de j em um
2 para k <+ 1 até n faca . . 1 1 ) P
: A caminho minimo a partir de / com vértices internos em

3 para i< 1 até n faca

. A {1,2,...,k}.
4 para j <+ 1 até n faca
5 di(j INERE n(d(k 1) d(k DR I((jffl)) Quando k = 0 temos

(n) o =
6 devolva D R e e w(i, j) = oo,
Complexidade: O(V?3) ij i sei#jew(ij)<oo.

Como encontrar os caminhos? Exemplo

Para k > 1 procedemos da seguinte forma. Considere um caminho
minimo P de / a j.

(k)

Se k n3o aparece em P entdo tomamos como i’ © predecessor

de j em um caminho minimo de / a j com vértices internos em
=il

{1,2,...,k — 1}, ou seja, 7T( ).

s k 0
Caso contrario, tomamos como 71'() (¢] predecessor dej em um

1. 1
caminho minimo de k a j corp \1/érjtices internos em Og g Og o<1> ;‘ % /\1I /\1I /g é
{1,2,...,k — 1}, ou seja, w5 V. DO—| 0o 4 0 0 oof| NMO=| N 3 N N N
Formalmente 2 © =5 0 o 4 N 4 N N
' © oo oo b 0 N N N 5 N
a0 _ D e g < gD 4 gkl 0 3 8 oo —4 N 1 1N 1
T (k 1) ’(k—l) '(k_l) ({(_1) © 0 oo 1 7 N N N 2 2
Tkj 0 DW= co 4 0 o0 oo M= N 3 N N N
2EIEHEE__hEIE()HE=—0 4 1 4 N 1
© oo oo b6 0 N N N 5 N

Exercicio. Incorpore esta parte no algoritmo!
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Fecho transitivo de grafos direcionados Fecho transitivo de grafos direcionados

Seja G = (V, E) um grafo direcionado com V = {1,2,...,n}.

Suponha que para cada par /,j € V, queremos determinar se existe

' 2L g Um modo de determinar o fecho transitivo de um grafo
um caminho de i a j em G.

G = (V,E) em tempo ©(V3) = ©(n?) é atribuir peso 1 a cada
O fecho transitivo de G = (\/’ E) é o grafo G* = (\/’ E*) onde aresta de E e executar FLOYD-WARSHALL. Se d,'j < n entdo

existe um caminho de i a j. Caso contrério, ndo existe tal caminho.
E* ={(i,)) : existe um caminho de / a j em G}.

H3 outra forma de fazer isto com mesma complexidade assintdtica,
mas que pode economizar tempo e espaco na prética.

v A ideia é adaptar o algoritmo de Floyd-Warshall substituindo as
operacdes aritméticas min e + pelas operacdes ldgicas V (OR

A l6gico) e A (AND ldgico).

G G*
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Fecho transitivo de grafos direcionados Algoritmo de Transitive-Closure

Para i,j, k em {1,2,...,n}, seja t,-(j) o valor légico da expressio

“existe um caminho de i a j em G com vértices internos em A entrada do algoritmo é uma matriz de adjacéncia A com n = |V/|

linhas e colunas.

{1,2,...,k}". Assim, (i, /) é uma aresta do fecho transitivo G* se
e somente se t,.(:;) =l A saida é a matriz T(").
Note que TRANSITIVE-CLOSURE(A, n)

TO A4 1,
para k + 1 até n faca
para |+ 1 até n faca

t_(p):{O sei#jel(i,j)¢E, 1
2
3
4 para j <+ 1 até n faca
5
6

Y 1 sei=joul(ij)eE.
e para k > 1,

k k—1 k—1 k—1 =1l) (Gl | (1)
tl.(j):tl.(j )v(t,.(k )/\t,(q. )). i V(e At )

devolva T("

1 Complexidade: O(V?3)
Como no Floyd-Warshall, calculamos as matrizes T(%) = (t,(J )).
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Exemplo Exemplo

G G* G G*
1 0 00 1 0 00 1 0 00 SO REOEI0
ORI R ek w_|o111 AL o @_|o111
il 01 10 i 0110 il 0110 i Ol
100 O IS RONBI S I RON B IS RONBI
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Exemplo Exemplo

G G* G G*
1 0 00 1 0 00 1 0 00 1 0 00
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Algoritmo de Transitive-Closure

Note que poderiamos usar um bit para cada posi¢ao das matrizes
T(K) e as operacdes l6gicas V e A podem ser implementadas com
operadores de bits.

Isto reduz consideravelmente o espaco do ponto de vista pratico e
pode acelerar o algoritmo se a implementacdo de operacdes légicas
for eficiente. Note que isto ndo afeta a andlise assintdtica.
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