F. K. Miyazawa (IC/Unicamp)

Algoritmos Exatos

F. K. Miyazawa

Instituto de Computagio/Unicamp

2021

Algoritmos Exatos



Sumdrio |
o Introducao
e Notagdo e fundamentos
@ Notacdo O*
@ Recorréncias Lineares Homogéneas
@ Recorréncias Lineares Nao-Homogéneas

e Algoritmos de Forca Bruta
e Algoritmos Branch and Bound

© split and List
@ Problema SUBSET-SUM
@ Problema MOCHILA-BINARIA
@ Problema 3-Coloracio

@ Branch and Reduce

@ Problema k-CNF-SAT

@ Problema Conjunto Independente Médximo
a Programacdo Dinamica

@ Problema do Caixeiro Viajante

@ Coloragdo de Grafos

F. K. Miyazawa (IC/Unicamp) Algoritmos Exatos 2021

2/98



Introducao

Porque desenvolver Algoritmos Exatos para Problemas NP-Dificeis?
@ Ha muitos problemas NP-Dificeis precisando ser resolvidos
@ Por vezes, para entradas pequenas, é preferivel executar um algoritmo
O(1,1") que um O(n®).
@ Algumas aplicagcoes precisam de solu¢bes exatas.

@ Algoritmos exatos com complexidade de tempo melhor, podem levar a
um aumento no tamanho das instancias resolvidas.
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Notacdo OF

Para a anilise de algoritmos com complexidade de tempo exponencial,
vamos preferir usar a notacdo O*, que remove polindmios multiplicativos.

Definicao

Fungdo f(n) € O*(g(n)) se f(n) € O(n*g(n)) para alguma constante k.

o

Exemplo
o 23" € 0*(3")
° n10002n c O*(Qn)

e 2" ¢ O*(n1%%9(2 — £)") para qualquer constante ¢ > 0
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Recorréncias Lineares Homogéneas

Vamos nos restringir a recorréncias lineares com coeficientes constantes.
N3o entraremos muito nas técnicas de resolucdo de recorréncias. O leitor
interessado, poderd obter mais sobre isso nas seguintes referéncias:

@ *Gilles Brassard and Paul Bratley, Fundamentals of Algorithmics led,
1995.

@ *Kenneth H. Rosen, Discrete Mathematics and Its Applications, 7ed,
McGraw Hill, 2011.

@ Ronald L. Graham, Donald E. Knuth and Oren Patashnik, Concrete
Mathematics, 2ed, Addison-Wesley, 1994.

@ George Lueker, Some techniques for solving recurrences, ACM
Computing Surveys 12(4):419-436, 1980.

Para mais detalhes, veja as referéncias marcadas com *.
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Recorréncias Lineares Homogéneas
Definicao
Uma relacdo de recorréncia para uma sequéncia { T,}, € uma equacdo que

expressa T, através dos termos anteriores, T, 1, Tn_»>,..., Tg, para todos
inteiros n com n > ng, onde ng € um inteiro ndo negativo.

Estamos interessados em recorréncias lineares com coeficientes constantes.
Definicao
Recorréncias lineares homogéneas com coeficientes constantes: relagdo de
recorréncia € dada pela

@ Recorréncia: coTp+c1Tp 1+ -+ ckTh_k=0

@ Primeiros k termos Ty, ..., Tx_1 € R

o Coeficientes ¢y, ..., ck € R.

Vamos mencionar as recorréncias lineares com coeficientes constantes
apenas por recorréncia.
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Recorréncias Lineares Homogéneas

Exemplo: Recorréncia da Torre de Hanoi

To = 0
T, = 2T,_1+1, para n>1.

Ao substituirmos os valores para encontrar os primeiros termos, obtemos

Th = 2Tp+1 = 2041 =1
T, = 271 +1 = 2-1+1 =
2Tr+1 2-3+1 =7

oy
I
w

Com isso, podemos 'chutar’ que T, =27 — 1. O que pode ser provado por
indugado.
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Recorréncias Lineares Homogéneas

Fato (Linearidade)

Se f, e g, sdo solugcées da recorréncia Eff:o ¢iTh—i=0,entdoa-f,+b- g,

e c - f, também sdo soluges, para quaisquer constantes a, b, c.

Prova. Considere h, = a-f, + b- g,, com a e b constantes.
Substituindo na recorréncia, temos

k
> cihai
i=0

O outro caso é andlogo.
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Recorréncias Lineares Homogéneas

Exemplo: Recorréncia de Fibonacci

Fo = 0
A= 1
F, = Fho1+Fn, para n>2.

O método da substituicdo sugere que ¢ 2" é muito grande para F,, pois

2" > 2"t 4 ¢2"2 paran>0

Vamos estimar que F, = ¢ - a" para alguma constante a.
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Recorréncias Lineares Homogéneas
Substituindo ¢ - a" na recorréncia F, = F,_1 + F,_> temos

c-a"=c-a"t4+c.a"2

Simplificando, obtemos uma equacio, chamada equacdo caracteristica:

@ =a+1.
Resolvendo esta equagdo do segundo grau, obtemos duas raizes:

_1+V5 _1-V5

al 5 e ap 5

Assim, c1a] + a5 também é solugdo, para constantes ¢; e ¢.
n
Segue que F, € O ((H—Q/g) > uma vez que aj é o termo dominante.
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Recorréncias Lineares Homogéneas

Podemos calcular F,, exatamente, utilizando valores para n=0e n=1.

Aplicando os valores da recorréncia nos termos da base, temos

Fo = C1(1+2\/§)0+C2(1—2\/§)0 — 0 e

Fl _ C1(1+2\/§)1_'_C2(1—2\/§)1 - 1.

Resolvendo este sistema, com incégnitas ¢; e ¢, obtemos
Cl=—FH—= €& (C=—F.
V5

Assim, temos que
foo L (1rvE)" 1 (1-4B)
"5 2 NG 2
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Recorréncias Lineares Homogéneas

A técnica utilizada na resolugcdo da recorréncia de Fibonacci é parecida
com a utilizada na resolu¢do de outras recorréncias lineares homogéneas.

Definicao
Seja
coTpn+aTp1+ - +cThk=0,

onde c!s sdo constantes. Sua equacdo caracteristica é dada por

cox¥ +axk 4.t =0,

obtida substituindo T, por x™ e dividindo tudo por x"~¥.

O seguinte lema é valido:

Lema
Se a € uma raiz da equacdo caracteristica com multiplicidade m, também
sdo solugBes para a recorréncia: a", na", n?a",...,nm la".

F. K. Miyazawa (IC/Unicamp) Algoritmos Exatos 2021 12 /98



Recorréncias Lineares Homogéneas
Combinando as solu¢cdes com multiplicidade, temos

Teorema

Seja T, uma recorréncia linear homogénea e p(n) sua equacdo
caracteristica. Se p(n) tem raizes ai, ..., a;, cada raiz aj com
multiplicidade m;, entdo

t
Tn - Zi:l di,n a?u
onde
m;—1 i
Gin = D00 Cig 1Y

e os termos c; j sdo constantes.

Fato

Seja a > 1 a maior raiz da equagdo caracteristica de uma recorréncia linear
homogénea T,. Entdo T, = O*(a").

v
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Recorréncias Lineares Homogéneas

Exemplo: Considere a recorréncia:
T():l, T1:2, T2:3 €
Thn—5T,14+7T,_>—3T,_3=0, paran>3.

A equac3o caracteristica é dada por: x3 —5x2 +7x —3=0
que tem duas raizes distintas: x; = 1 com multiplicidade 2 e x, = 3.

Assim, T, = Clyono].n + c1,1n11” + cz70n03”: c10+cin+ C2703n.

Pelos valores iniciais da recorréncia, Tg, T1 e T», temos

To = cao+cail+ee3® = 1
i = caot+cil+ C2,031 = 2
T, = cap+tcai2+ce3? = 3

Resolvendo este sistema, obtemos c1o =1, c11 =1e g =0.

Portanto T,=1+1-n+0-3"=n+1
(uma andlise preliminar nos teria dado T, = O(3"))
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Recorréncias Lineares Homogéneas

Definicao
Dada recorréncia T, na forma T, < Tp_y + Tp—y, + - + Tp—yt,, onde
k > 1, denotamos por b = (t1, to, ..., tx) o vetor de ramificacdo de T,.
Corolario

Se T, € recorréncia com vetor de ramificagdo b = (t1, ta, ..., tx), entdo,
T, € O*(a™), onde « € a dnica raiz positiva real da equacdo caracteristica

XM Tt =t =t (1)

v

Definicao

Dado vetor de ramificacdo b = (t1, t, ..., tx) de uma recorréncia,
chamamos sua dnica raiz positiva por fator de ramificacdo e a denotamos
por T(ty, ta, ..., tk)
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Recorréncias Lineares Homogéneas

Lema
Sejar>2et; >0 paratodoi=1,...,r. Entdo vale que

Q 7(t1,to,...,tx) > 1.

Q 7(t1,t2, ..+, th) = T(tr()s tr(2)s - - - » ta(k)) PAra qualquer permutacdo
mde(1,... k).
Q Set; > t] entdo T(ty, to, ..., tk) < T(t], t2,. .., ).
Lema

Seja i, j, k nimeros reais positivos. Entdo
Q 7(k, k) < 7(i,j) para todo vetor de ramificacdo (i,j) tq. i+ j = 2k.
Q 7(i,j)>71(i+e,j—¢) para tod00<i<je0<5<%.

F. K. Miyazawa (IC/Unicamp) Algoritmos Exatos 2021 16 /98



Recorréncias Lineares Nao-Homogéneas

Definicao

Recorréncias lineares ndo-homogéneas com coeficientes constantes:
@ Recorréncia: cgTp,+c1Tpn1+ -+ ckTh—x = hy
@ Primeiros k termos Tg,..., Tx_1 € R

o Coeficientes ¢y, ..., ck € R e termo h, ndo-nulo.

Vamos considerar recorréncias ndo-homogéneas para certas fungdes de hj,.

Seja T, uma recorréncia linear ndo-homogénea dada por

coTn+ciTh1+ -+ ckThok = b{qi(n) + b3ga(n) + - - - + biq:(n), (2)

onde

(i) co, ..., ckx sdo constantes;

(ii) b1, ..., bs sdo constantes distintas e

(iii) g1, ..., g: sdo polinémios, cada polinémio g; com grau d;.
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Recorréncias Lineares Nao-Homogéneas

Teorema
O polinémio caracteristico da recorréncia T, (em (2)) é dado por
p(n) = (CoXk T C1Xk_1 +- ) (x— b1)d1+1(x — bz)d2+1 o (x = bt)dt'H,

Se p(n) tem raizes a1, ..., a:, cada raiz a; com multiplicidade m;, entdo

t
n
Tn = E Qi,n 4,
i=1
onde
m,-—1
Gin= Y _ eijr
Jj=0

€ os termos €ij sdo constantes.
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Recorréncias Lineares Nao-Homogéneas

Exemplo: (Brassard e Bratley'95)
Considere a recorréncia T, =2T,_1+n+2"quandon>1e Tog = 0.

Podemos reescrevé-la como
T,—2Th_1=n+ 21, (3)

A recorréncia homogénea obtida sé pelo lado esquerdo (T, —2T,-; =0),
possui equacdo caracteristica x — 2 = 0, que possui raiz 2.

O lado direito de (3) pode ser escrito como
n+2"=1"n+2"1 = b]p1(n) + byp2(n),
onde by =1, pi(n) =n, bp =2 e pp(n) =1.

O grau do polindmio pi(n) é di = 1 e do polindmio py(n) é d, = 0.
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Recorréncias Lineares Nao-Homogéneas

A equagdo caracteristica é dada por (x — 2)(x — 1)1} (x —2)%+1 = 0, que
simplificando, nos da

(x —2)*(x —1)*>=0.

Como temos duas raizes, uma com valor 1 e outra com valor 2, ambas
com multiplicidade 2, podemos escrever a recorréncia na forma

T, = cl"+ conl" + 32" + can2”

= (C+ocn+ C32" + C4n2”.

Com isso, ja podemos concluir que T, € O(n2") (ou que T, € O*(2")).
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Recorréncias Lineares Nao-Homogéneas

Para calcular a recorréncia exata, devemos calcular os valores de ¢y, ¢, c3
e ¢4, que podem ser obtidos resolvendo-se um sistema obtido com os

quatro primeiros valores da recorréncia: Tg,..., T3.
To = a+ Cc3 = 0
7. = a+ o+ 2a+ 2 = 3
T, = a+ 20+ 4+ 8a = 12
T3 = ca+ 30+ 8c+ 24 = 35
Tal sistema nosdd ¢c; = —2, co = —1, c3 =2 e ¢4 = 1. Portanto, a

recorréncia é dada por

Ty=—2—n+2""1 4 n2"
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Recorréncias Lineares Nao-Homogéneas
Na andlise de muitos algoritmos, temos que analisar a seguinte recorréncia:

coTpn+ciTp1+ -+ ckThk=qn paraum polinémio gp.

Pelo teorema anterior, o termo g, acrescenta na equacdo caracteristica
(em relagdo a da correspondente recorréncia homogénea) uma raiz
adicional de valor 1, o que acrescenta um termo e n*1” na férmula fechada
de T}, com e e t constantes.

Fato

Se o polinbmio caracteristico da recorréncia
olnt+alp1+ --+ckTp—k=0
tem maior raiz a>1 entdo T,€ O*(a"). E da recorréncia ndo-homogénea

ol,+al, 1+ +caT,_,=0n

temos que T} € O*(a™), para qualquer polinémio qp,.

v
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Recorréncias Lineares Nao-Homogéneas

Muitos algoritmos dividem o problema em duas partes satisfazendo a

seguinte desigualdade:

Th < Th i+ 7—n—j7

paraj >i>1

Podemos simplificar e limitar a recorréncia por cima, considerando

Tn = Tnfi + 7_nfj’

A equac3o caracteristica fica x/ —

-1

=0.

paraj>i>1

Se esta possui maior raiz o j > 1 temos T, € 0*(a]))

aij | j=1 j=2 j=3 j=4
i=1]2,0000 1,6181 1,4656 1,3803
i=2 1,4143 13248 12721
i=3 1,2560 1,2208
i—4 1,1893

(valores de «;j arredondados para cima na quarta casa decimal)
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Algoritmos de Forca Bruta

Geram todas configuracoes candidatas a solugdo, com pouco ou sem
critério.

Para cada configuracdo candidata, verificam se de fato é uma soluc3o.

Vantagens
e Facil de programar;
@ tanto para encontrar uma solucdo;
@ ou uma solugdo étima, para otimizagao;
@ ou para encontrar todas solucGes vidveis
Desvantagens

@ Pode levar muito tempo
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Algoritmos de Forca Bruta
Exemplo: Considere o problema da Satisfatibilidade:

e Dada férmula booleana ¢(xi, ..., x,) encontrar todas as atribui¢ces
para xi, ..., X, que satisfazem ¢(xi, ..., xp).

@ A rotina seguinte é chamada inicialmente por
SAT-FORGA-BRUTA (¢, x, 1, n)

SAT-FORQA-BRUTA (¢, x, k, n), onde x = (x1,...,Xpn)
Sek=n+1le¢p(x)=1
// Obteve uma enumera¢do vélida

imprima x

1

2

3

4  Sendo
5 Para v < 0 até 1 faca

6 Xk ¢V

7 SAT-FORGA-BRUTA (¢, x, k + 1, n)
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Algoritmos de Forca Bruta

Fato

O algoritmo SAT-FORGA-BRUTA (¢, x, 1, n) testa todas as 2" possiveis
valores de x1, ..., X,.
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Algoritmos de Forca Bruta

Estruturas comuns das solugdes de alguns problemas NP-dificeis

Subconjunto: Encontrar um subconjunto S com certas propriedades
Complexidade de algoritmo forga-bruta: O*(2")
Exemplos: Mochila, subset-sum, vertex-cover, conjunto independente.

Permutacdo: Encontrar uma sequéncia de elementos com certas
propriedades

Complexidade de algoritmo forga-bruta: O*(n!)

Exemplos: Caixeiro viajante, alguns problemas de escalonamento, etc.

Particao: Encontrar uma particdo dos elementos com certas propriedades

Complexidade de algoritmo forga-bruta: O*(n")
Exemplos: Coloracao de grafos, classificacdo de objetos, etc.
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Algoritmos de Forca Bruta

Exercicio
Descreva algoritmos exatos por forca-bruta para os seguintes problemas:

Problema do Caixeiro Viajante
Problema da Clique de peso maximo
Problema da Mochila 0/1 de Valor Maximo

Problema de escalonamento em uma maquina com prioridades e
precedéncia.

Problema da coloracdo minima dos vértices de um grafo
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Branch and Bound

Branch and Bound:
e Método que combina enumeragdo (branch) e

@ poda da enumeragdo (bound)

Estratégia:

@ Percorrer uma arvore de enumeragao que particiona o conjunto de
solucdes do problema.

@ Sempre que percorrer um ramo que n3o € promissor ou inviavel,
podar o ramo sem percorré-lo.
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Branch and Bound

Pontos importantes em um algoritmo Branch and Bound

@ Como fazer a enumeracio.
Que tipo de condi¢des/particdo usaremos para ramificar ?

@ Como percorrer a drvore de enumerac3o.
Quais ramos iremos percorrer primeiro ?

© Como podar a arvore eficientemente.
Que condicdes de inviabilidade iremos testar ?
Como avaliar se um ramo n3o ird levar a solucées melhores ?
e Uso de limitantes superiores e inferiores para podar a arvore.

Na maioria dos problemas,
@ a enumeragdo gera uma quantidade exponencial de solugdes;

@ é importante investir em um planejamento adequado de cada um dos
itens acima, principalmente a poda
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Branch and Bound

Exemplo: Branch and Bound para o TSP

Ramificacdo da arvore:

@ Circuito do TSP ¢ representado como sequéncia de n vértices distintos

@ Enumerar todos os circuitos possiveis por sequéncias de vértices.

@ Cada né da arvore de enumeracdo representa um vértice

@ Cada ramificacdo de um né para outro representa uma aresta
percorrida ligando os dois nés

Vamos fazer a drvore de ramificagdo do seguinte grafo:
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Branch and Bound

Todas as sequéncias possiveis dos vértices A, B, C, D e E
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Branch and Bound

Poda da arvore por inviabilidade:

@ Algumas arestas da arvore de enumeracdo n3o existem. A figura
seguinte mostra as podas que podemos fazer considerando apenas a
falta de arestas:
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Branch and Bound

Poda da arvore por n3o ser promissor:

@ Suponha que o algoritmo escolheu, de maneira gulosa, um ramo
promissor, digamos pela sequéncia A, B, C, D e E de custo 8. Se em
outro percurso a soma das arestas possui custo 8, podamos este ramo.

e

©®

9 2

Arvore de branch and bound efetivamente percorrida

Note a importincia de se comecar com boas soluc¢des iniciais. O valor da
melhor solucdo encontrada é sempre usado para podar ramos n3o promissore:
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Branch and Bound

Problema (Problema da Mochila llimitada)

Dados itens {1,...,n}, cada item i com valor v; e tamanho s;, e
capacidade da mochila B, encontrar quantidades x; > 0 do item i que
maximiza ;e Vixi tal que Yo sixi < B. Todos os valores so inteiros
nao negativos.

Exemplo: de instincia para o problema da mochila:
Mochila de capacidade 14

1 20 MLITTTTTTTTITTTT]

o I OPT=47
71090 EEENNTEN KN

F. K. Miyazawa (IC/Unicamp) Algoritmos Exatos 2021 35/98



Branch and Bound

Problema da Mochila
Arvore de ramificacao com estratégia gulosa

e Nos mais préximos da raiz indicam decisdo dos mais 'valiosos' primeiro.
e Primeiros ramos tentam preencher com maior custo relativo primeiro.

Itens ordenados por valor relativo (1,2,...,n):

% % %
712722...27”
S1 52 Sn

Nesta ordenacg3do, objetos de ouro vém antes dos de prata que vém antes
dos de bronze...

Estratégia gulosa:
1. Tentar instancias com maximo de ouro,
2. depois completar com maximo de prata,
3. depois completar com maximo de bronze,...
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Problema da Mochila

Exemplo [Chvatal'83]:

Capacidade da mochila: 120
Valor do item: vi=4 w=5 wvy3y=5  vy=2
Pesos do item: s1=33 55 =49 s3=51 s5,=22

Note que os valores possiveis de x; sao 0, 1, 2, 3.

Estratégia gulosa para construir e percorrer a arvore de enumerac3o:
@ com os itens de maior valor relativo mais préximos da raiz

@ percorrer a arvore de maneira que ramos mais promissores (estratégia
gulosa) sejam percorridos primeiro.
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Problema da Mochila

Arvore de enumeragdo completa. Itens de maior valor relativo mais

préximos da raiz e os ramos mais promissores mais ao alto.

X1:3
x1 =2
X1:1
X1:0

x =0
xp =1
x=0
xo =1
x2 =0
xp =2
xp =1
x =0

X3 =

X3

X3 =

X3

X3 =

X3
X3

X3

X3 =

X3 =

X3 =

X3

X3

=1
=0

x4 =0
x3 =0
x4 =0
x4 =2
x4 =1
x4 =1
x4 =3
x4 =1
x4 =0
x3 =3
xa =0
x3 =3
xs =5

Note que o primeiro ramo mais ao alto é exatamente o algoritmo guloso.
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Problema da Mochila

Percurso na arvore

@ obedecendo a ordem de percurso gulosa (ramos de cima para baixo);
@ sempre atualizando a melhor solucdo encontrada;

@ podando ramos que n3o levem a solu¢Ges melhores do que temos.
Mantemos a melhor solugdo encontrada em (x*, V*),

onde x* é o vetor solucdo e V* é seu valor.
Sempre que encontrarmos uma solugdo melhor, atualizamos (x*, V*)
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Problema da Mochila

Vejamos um momento que atualizamos a melhor solu¢do:

Inicialmente, melhor solugdo foi obtida no ramo superior (estratégia
gulosa), de valor 12.

O préximo ramo a ser percorrido (segundo ramo de cima para baixo) nos
da uma solucdo de valor 13.

X1:3 X2:O X3:0 X4:0

Neste ponto atualizamos as varidveis (x*, V*).
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Problema da Mochila

Poda por limitante (ramo ndo é promissor)
Nesta enumeragdo consideramos apenas instancias viadveis

Suponha que estamos em um né interno da drvore com atribuicdes de

X1,..., Xk (faltam atribuir xx11,...,xp).
@ seja V' e B’ o valor e o espaco preenchido pela atribuicio xi, ..., Xk
@ O espaco nio ocupado da mochila, de B” := B — B’ deve ser
completado com a melhor atribuicdo em Xxxy1,..., Xs.

@ O maior valor relativo dos itens restantes é de vk+1/sk+1.

@ Na melhor das hipéteses, todo o espaco restante da mochila, B”, serd
completado com este valor relativo.

@ Se V' + B”;:—E < V* ent3o n3o podemos ter solucdo melhor que a
que temos em (x*, V*) e podemos descartar este ramo sem percorré-lo.

@ Se os valores dos itens sdo inteiros, podemos podar quando ocorrer
V' B2l < x4

Sk+1
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Problema da Mochila

Vamos analisar porque a ramificacdo apresentada abaixo foi podada:
x31 =3 x =0 x3 =0 x4 =0

Vi=2.4=8
B'=2-33=66
B" =120 — 66 = 54
v =13

Vk+1 _ 5

Sk+1 51
Note que a melhor solugdo atual tem valor V* =13 e
o ramo ird produzir solucdo de valor no maximo

5
V4 B" YL g 1 54. 2 — 1320412
Sk+1 51

Como os valores dos itens s3o inteiros, sé iremos melhorar o valor de V*

se tivermos valor pelo menos 14. l.e., vale que
13.29412 = V' + B”::—i <V*4+1=14
Logo podemos podar este ramo.
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Problema da Mochila

Arvore de branch and bound efetivamente percorrida

Importante em um algoritmo branch and bound
@ Ter boas solugdes vidveis (p.ex., usar heuristicas)
@ Ter bons limitantes para as solucbes de cada né

@ Balanc¢o entre custo computacional para obter limitante e sua
qualidade
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Problema da Mochila

BRANCH-BOUND-MOCHILA(n, s, v, B) % ltens ordenados por custo relativo

1 V*«0

2 k<+0

3 paraj < k+1até nfaca x; |_(B Z, 1s,x,) /SJJ
4 V 27:1 ViXj

5 se V > V* entdo

6 x* +— x

7 V¥V

8 k<« n

9 enquanto (k> 1) e (xx =0) faga k< k—1
10 sek>1

11 X < X) — 1

12 V'« Z v,x,

13 B" + B — Z 1 SiXi

14 se V/ + v"“ B < V* entdo

15 va para o passo 9
16 senao
17 va para o passo 3

18  retorne x*
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Branch and Bound

Podas na Arvore de Branch and Bound

@ Poda por inviabilidade
O ramo n3o levara a soluges viaveis.

@ Poda por limitante
O ramo n3o levard a solucdes melhores que a que temos.

@ Poda por otimalidade
Foi obtido uma solugdo 6tima (restrita) para o né em questo.
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Branch and Bound

Percorrendo a Arvore de Branch and Bound

@ Por busca em profundidade
(exemplo da &rvore de branch and bound do problema da Mochila)
Possibilitou que a memdéria consumida na enumeragao seja pequena.
Muitas vezes implementada de maneira recursiva (backtracking)
Pode fazer com que a solugdo 6tima (ou solugdes boas) sejam obtidas
apds muito processamento.

@ Por busca em largura
Mantém certa igualdade entre ramos, permitindo manter ramos que
contenham solugdes boas.
Pode levar a um consumo excessivo de meméria.

@ Combine ideias das duas estratégias.
P. ex., explore um ramo que tem o pior limitante para uma solucido
vidvel: Diminui a diferenca do valor vidvel entre todos limitantes.
Possivel implementacao por Heap.
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Branch and Bound

Exemplo: Escolha do né de pior limitante em Problema de Minimizacao
Suponha que h3 solucdo vidvel de valor UB = 100

Arvore de branch and bound atual com limitante em cada né:

50
(60 (62

®» ©® © @

Nés em azul sdo nds ativos.

Valor em vermelho = pior limitante.

Solugdo étima no intervalo [65,100] (razdo de UB/LB= 100/65 ~ 1, 54)
A ramificacdo no né de limitante 65, pode diminuir razido de pior caso
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Branch and Bound

Exemplo: Escolha do né de pior limitante em Problema de Minimizacao
Suponha que h3 solucdo vidvel de valor UB = 100

Arvore de branch and bound atual com limitante em cada né:

50
(60 (62

®» @ © €

Nés em azul sdo nds ativos.
Valor em vermelho = pior limitante (LB).

Solugdo étima no intervalo [70,100] (razdo de UB/LB= 100/70 ~ 1,43)
Raz3o de pior caso diminuiu de 1,54 para 1,43.
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Branch and Bound

Exercicio:

Projete algoritmos branch and bound para os seguintes problemas
@ Problema da Mochila Binaria.
@ Problema do Caixeiro Viajante.

@ Problema do Conjunto Independente de Peso Méximo.
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Split and List

Ideia:
@ Cada solucdo pode ser dividida em partes
o Liste solugdes para uma ou mais partes do problema.

@ Combine solucdes parciais com algoritmos rapidos.
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Problema SUBSET-SUM

Notacdo: Dada fungdo s(.) e conjunto X, denote por s(X) a soma ) ;xS

Problema (SUBSET-SUM)

Dada tupla (n, s, K), onde temos n itens, cada item i € [n] com tamanho
inteiro s; > 0 e capacidade inteira K > 0, encontrar subconjunto A C [n]
tal que s(A) = K.

Ideia:
e Dividir os itens em duas partes iguais (ou quase), L; e L
@ Ordene Ly pelo tamanho total dos itens no conjunto

@ Para cada A € Ly, procure conjunto B € L, que some K.

F. K. Miyazawa (IC/Unicamp) Algoritmos Exatos 2021 51/98



Problema SUBSET-SUM

SUBSET-SUM-SpPLITLIST (n, s, K)
1 Sejaly={1,...,[n/2]} el ={|n/2] +1,...,n}.

2 SejaS1={SCLi:s5(S)<K}eS={SCL:s(S) <K}

3 Ordene S = (S1,...,5m) t.q. s(S;) <s(Sjy1), parai=1,...,m—1
4 Para cada A € S; faca

5 Procure B € Sy de tamanho K — s(A) em Sy, por busca bindria.
6 Se encontrou conjunto B no passo anterior, devolva AU B.

7  Devolva ()
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Problema SUBSET-SUM

Teorema

SUBSET-SUM-SPLITLIST resolve SUBSET-SUM em tempo 0*(2"/?)
(i.e., 0*(1,4143M)).

Prova.
@ Seja O* uma solucdo étimae O = O*NL;, parai=1,2.
Em algum momento Of serd o conjunto A do passo 4.

A busca bindria deve encontrar B = Oj no passo 5

Os conjuntos S e Sy sdo gerados em tempo O*(27/2).
A ordenacdo de Sy gasta tempo O*(2"/2 - log 2"/?) que é O*(2"/?).

°
°
@ e AU B é devolvida como soluc3o.
°
°
@ Uso do espaco em O*(2"/2).
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Problema MOCHILA-BINARIA

Problema (MOCHILA-BINARIA)

Dada tupla (n, s, v, K), onde temos n itens, cada item i € [n] com
tamanho inteiro s; > 0 e valor inteiro v; > 0, capacidade K > 0, encontrar
subconjunto A C [n] tal que s(A) < K e v(A) é maximo.

Teorema

Existe algoritmo para o Problema MOCHILA-BINARIA com complexidade
de tempo O*(2"/?) < 0*(1,4143").

Prova. Exercicio.

Dica: Utilize a ideia do algoritmo exato para SUBSET-SUM, com os
subconjuntos de L; e Lp ordenados pelo tamanho (crescente) e mantendo
para um mesmo tamanho, apenas um conjunto ndo dominado. O
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Problema 3-Coloracao

Definicao

Dado grafo G = (V, E), uma k-Coloracdo de G é uma particdo de V em
k partes (S1,...,Sk), onde S; é um conjunto independente em G.

Problema (3-Coloragdo)

Dado grafo G, encontrar (se existir) uma 3-coloragdo dos vértices de G.

v

Algoritmo for¢a bruta: O*(3").
Podemos ter um algoritmo com complexidade O*(1.89")

Vamos usar o seguinte resultado:

Lema

O problema 2-Coloracdo de um grafo pode ser resolvido em tempo
polinomial.

Prova. Exercicio. a
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Problema 3-Coloracao

Consideracoes:
@ Seja (51,52, S3) uma 3-Coloragdo de G.
e SPG. considere |S51] < |S2] < |S3].
o Note que |S51] < n/3.
o G —5; é 2-Colorivel.
Ideia:
o Liste todos os conjuntos (independentes) possiveis de S;

@ Para cada S; do passo anterior, verificamos se G — S; é 2-colorivel.
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Problema 3-Coloracao

3CORES (G)
SejaS={SCV:|S| <n/3eS éconjunto independente}

—_

2 Paracada S € S faca

3 Se G — S; possui 2-Coloragdo (52, S3), devolva (51, Sz, S3)
4 Devolva 0.

Teorema

O algoritmo 3Cores estd correto e pode ser implementado para executar
em tempo 0*(1.89").

Prova. Temos |S] < (i) + (5/5-1) + -+ (7). Isto & |S] < 5(,5)-
Passo 1 pode ser feito em tempo O*((n/3)) (exercicio).

Usando aproximacgdo de Stirling, temos

(n5) < 37/3(3/2)%"3 = (27/4)"3 < 0*(1.89").

Corretude: Exercicio. d
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Problema 3-Coloracao

Algoritmo melhor baseado em conjuntos independentes maximais.
Notacdo: Dado grafo G simples e ndo-dirigido com n vértices, denote por
MIS(G) o conjunto de todos os conjuntos independentes maximais de G.

Teorema (Miller e Muller'60 e Moon e Moser'65)

Seja G um grafo simples. Entdo, MIS(G) < g(n), onde
3n/3 se n=0( mod 3)
g(n)=1{ 4.30=%/3 sen=1( mod 3)
2.3(=2)/3  se n=2( mod 3)

Teorema
Existe algoritmo que obtém MIS(G) em tempo O*(MIS(G)).

Teorema
Ha algoritmo O*(3"/3) (i.e., 0*(1,4423")), para o problema 3-Coloraco.

v

Prova. Exercicio. a
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Branch and Reduce

Ideia: Dividir o espaco de solucdes e reduzir subproblemas

@ Dividir um problema (ramificar) em subproblemas menores
(em geral, com esforco de tempo polinomial.)

@ Resolver os subproblemas menores pela mesma abordagem.
@ Esforco para reduzir o tamanho dos subproblemas.

@ O tamanho dos subproblemas pode n3o diminuir de um fator
(mas possivelmente por uma boa diferenga.)
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Problema 3-CNF-SAT
Defini¢do (férmula em CNF)

Uma formula ¢ estd na forma CNF (forma normal conjuntiva) se
@ ¢ pode ser expressa como uma conjungdo (A) de cldusulas, onde

@ uma clausula é uma disjungcdo (V) de uma ou mais literais, e

@ uma literal é uma varidvel ou sua negagio.

Nesta secdo, vamos considerar uma definicdo mais ampla para
k-CNF-SAT.

Defini¢do (férmula em k-CNF-SAT)

Uma férmula ¢ estd em k-CNF se ¢ esta na forma CNF e cada cldusula
possui no maximo k literais distintas.

Exemplo:[Férmula em 3-CNF-SAT]
¢(X1,X2,X3) = (Xl V xo V X3) A (ﬁXl) A\ (X2 V ﬁX3) A\ (X1 V X2 V ﬁX3).
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Problema 3-CNF-SAT

Problema (3-CNF-SAT)

Dada formula ¢(xi, . ..,xn) em 3-CNF, encontrar (se existir) uma
atribuicido para as varidveis de maneira a tornar ¢ verdadeira.

Teorema
A versdo de decisdo de 3-CNF-SAT pertence a NP-Completo.

Consideracdes:
@ Todas literais de uma cldusula s3o de varidveis distintas.

@ Férmula de entrada em k-CNF n3o apresenta clausulas redundantes
para k constante (ndmero de cldusulas é polinomial)

F. K. Miyazawa (IC/Unicamp) Algoritmos Exatos 2021 61/98



Problema 3-CNF-SAT

Casos Particulares:

Fato

Se ¢ € férmula sem cldusulas, entdo qualquer atribuicdo satisfaz ¢ (todas
as cldusulas estdo satisfeitas).

Fato

Se ¢ possui uma cldusula vazia (sem literais) ndo € possivel torna-la
verdadeira.

Lema (2-CNF-SAT € P)

Se ¢ € férmula em 2-CNF (cada cldusula tem no maximo duas literais),
ha algoritmo, que denominamos por Exato-2SAT, de tempo polinomial,
para encontrar atribuicdo que satisfaz ¢ ou decide que ndo € satisfativel.

v

Prova. Exercicio. O
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Problema 3-CNF-SAT
Primeira ideia: Escolher clausula C = (¢1 V ¢3 V £3) e dividir em casos que
a tornam verdadeira

/=1 ou
C éverdadeira < /1 =0 /=1 ou
li1=0 (=0 (3=1
Notagdo: Dada férmula ¢, literais /1, ..., ¢4 e valores légicos vy, ..., vq,
denotamos por (¢|l1 = vi, ..., Lq = vq) a férmula ¢ trocando as

aparicdes das correspondentes varidveis em £; por seu valor légico
correspondente quando £ = v;, ja simplificada removendo as clausulas
verdadeiras e literais falsas.

Exemplo: Se tivermos a atribui¢do (—x3 = 1) e
d=0aVxaVx3)A(=x1)A(x2V-x3)A(x1VxV-ox3)
entdo
(¢l=x3=1) = (aVxeVO)A(=x1))A(xVI)A(x1Vx V1)
= (1 Vx)A(—x1)
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Problema 3-CNF-SAT

EXATO-3SAT-1(¢)

Se ¢ é vazia ent3o devolva 1.

Se ¢ possui cldusula vazia ent3o devolva 0.

Se ¢ esta na forma 2-CNF-SAT devolva Exato-2SAT(¢).

Seja C = ({1 V ¢35V £3) uma cldusula de ¢ com 3 literais.

Se EXATO-3SAT-1(¢[¢1 = 1) devolva 1;

sendo se EXATO-3SAT-1(¢|¢1 =0, ¢, = 1) devolva 1;

sendo se EXATO-3SAT-1(¢|¢1 =0, ¢, =0, ¢3 = 1) devolva 1;
sendo devolva 0.

0 1 O WU W N
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Problema 3-CNF-SAT

Teorema
EXATO-3SAT-1 resolve 3-CNF-SAT em tempo O*(1,8393"). J

Prova.
Exercicio: prove que o algoritmo devolve a resposta correta.

Complexidade de tempo: No pior caso, cada chamada recursiva faz outras
trés chamadas, dos passos 5, 6 e 7. Em cada uma das chamadas, uma ou
mais varidveis ficam fixas.

A recorréncia é dada por
T(n)<T(n—1)4+T(n—=2)+ T(n—3)+ p(n),

onde p(n) é um polindmio relativo ao tempo adicional da rotina, além das
chamadas recursivas (dividir/simplificar férmulas/combinar solu¢des/...).
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Problema 3-CNF-SAT

Continuacdo da prova.

Como p(n) é um polindmio, o fator de ramificagdo é o mesmo dado pela
recorréncia homogénea

T'(n)=T(n—1)+T'(n—2)+ T'(n—3),
que possui equacdo caracteristica
X—x>—x—-1=0

e sua Unica raiz real positiva é 1,83928.. ..

Portanto, T(n) € 0*(1,8393"). O

Humm... pode ser interessante pegar para ramificar cldusulas com poucas
literais... se garantirmos pegar sempre cldusulas com no méximo 2 literais,
poderemos ter um fator de ramificacdo menor!
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Problema k-CNF-SAT

Melhoria: analisando melhor as atribui¢cdes da ramificacdo
(e generalizando para k-CNF-SAT).

Definicdo: Uma atribui¢do parcial a=(xj=v1, x,=Vva, ..., x;=v¢) é uma
atribuigdo de valores I6gicos para um subconjunto V = {x;,...,x;} das
varidveis, onde a varidvel x; recebe valor v;.

Definicdo: Uma varidvel x; intercepta uma cldusula C se a varidvel x;
aparece em C (a varidvel ou sua negagdo). Um conjunto de varidveis V
intercepta uma cldusula C se hd varidvel x; € V que intercepta C.

Definicdo: Uma atribuicdo parcial a com varidveis V' é uma autark se todas
as cldusulas interceptadas por V sdo satisfeitas pela atribuicdo parcial.
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Problema k-CNF-SAT

Lema
Dada férmula ¢, uma atribuicdo parcial a com varidveis V' que é uma
autark, entdo

¢ € satisfativel se e somente se (¢|a) € satisfativel.

Prova.
Seja V um subconjunto das varidveis e a uma atribuicdo parcial que é

autark. _
intercep. por V

6= CAACe A Certh...ACom
nao intercep. por V
Note que a atribuicdo parcial a torna verdadeira Gy A ... A C.
Note que (¢la) = Chr1 A ... A Ch

Varidveis que aparecem em Ciy1 A ... A Cp, ndo estdo em V. a
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Problema k-CNF-SAT

Lema

Dada formula ¢, uma atribuicido parcial a com varidveis V' que ndo é uma
autark, entdo em (¢|a) ha pelo menos uma cldusula que diminuiu o
ndmero de literais.

Prova.
Seja a uma atribuicdo com varidveis V e que ndo é uma autark.

Por n3o ser autark, a nd3o consegue satisfazer todas as cldusulas
interceptadas por V. Entdo, ha clausula C interceptada por V que nao
fica verdadeira em (¢|a).

Isto é, C contém pelo menos uma literal ¢ cuja correspondente variavel
pertence a V' que ndo fica verdadeira.

Portanto, a cldusula C em (¢|a) tem pelo menos a literal £ a menos. O
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Problema k-CNF-SAT

Ideia: A cada chamada, escolher uma clausula de menor tamanho

(para limitar o nimero de chamadas recursivas)
EXATO-kSAT (¢)

1
2
3
4
)
6
7
8
9

10
11
12

Repita
Se ¢ é vazia entdo devolva 1.
Se ¢ possui cldusula vazia entdo devolva 0.
Seja C = ({1 V...V {y) uma cldusula de ¢ com menor tamanho.
Seja 31:(61:1), 32:(€1:O, 52:1) ‘e aq:(ﬁlzo, 52:0, N ,fq:].).
Se (a;j é autark, para algum i € {1,...,q}), entdo ¢ < (¢|a;)
sendo saia do loop Repita.

Se EXATO-kSAT(¢|a1) devolva 1;
sendo se EXATO-kSAT(¢|az) devolva 1;

sendo se EXATO-kSAT(¢|aq) devolva 1;

senao devolva 0.
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Problema k-CNF-SAT

Lema

Exceto pela primeira vez que a rotina EXATO-kSAT €é chamada, as
chamadas recursivas feitas nas linhas 8-11, serdo feitas para férmulas que
sempre terdo pelo menos uma clausula com no maximo k — 1 literais.

Prova. Note que as g chamadas recursivas nas linhas 8-11 sé serdo feitas
se a; nao for autark paratodoi=1,...,q.

Para cada uma destas chamadas (que ndo é a primeira), o lema anterior
garante que had pelo menos uma clausula com uma literal a menos.

Com isso, na escolha da correspondente clausula C na linha 4, temos que
C temo no maximo k — 1 literais. a

Vamos ver como fica a andlise para o 3-CNF-SAT.
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Problema k-CNF-SAT

Teorema
EXATO-3SAT resolve 3-CNF-SAT em tempo O*(1,6181"). J

Prova.
Exercicio: prove que o algoritmo devolve a resposta correta.
Complexidade de tempo: A cada chamada, temos duas possiveis situacdes:

A correta verificacdo na atribuicdo de ¢ na linha 6 é vélida pois logo antes
da atribuic3o, temos que ¢ é verdadeira sse (¢|a;) é verdadeira.

A verificacdo nas linhas 6-7 sé permite seguir para as chamadas recursivas
das linhas 8-11 se nenhuma das atribui¢bes ay, ..., aq for autark.

Tirando a primeira chamada, para todas as outras, temos:

T(n) < T(n—1)+ T(n—2)+ p(n),
onde p(n) é um polindmio relativo ao tempo adicional da rotina, além das
chamadas recursivas (dividir/simplificar férmulas/combinar solugdes/...).
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Problema 3-CNF-SAT

Continuacdo da prova.

A recorréncia
T(n) < T(n—1)+ T(n—2)+ p(n),

é ndo-homogeénea e seu fator de ramificagdo é o mesmo da recorréncia
homogénea
T'(n)—T'(n—1)-T'(n—-2) =0,

que possui equacgao caracteristica
x2—x—-1=0

e sua Unica raiz real positiva é 1,6180.. ..

Portanto, T(n) € 0O*(1,6181"). O
Exercicio: Faga a andlise do algoritmo EXATO-4SAT.
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Problema Conjunto Independente Maximo

Definicdo (Conjunto Independente)

Dado grafo G = (V, E), um conjunto S C V' é um conjunto independente
de G se ndo hd aresta e € E com ambas extremidades em S.

v

Problema (CONJUNTO-INDEPENDENTE-MAXIMO)

Dado grafo G = (V, E), encontrar conjunto independente S C V de
cardinalidade maxima.

Teorema

A versio de decisdo do Problema CONJUNTO-INDEPENDENTE-MAXIMO
pertence a NP-Completo.

Notag¢do: Denotamos por grau(v) o grau do vértice v e por adj(v) o
conjunto dos vértices adjacentes a v.
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Problema Conjunto Independente Maximo

Considere o seguinte algoritmo forca-bruta para
CONJUNTO-INDEPENDENTE-MAXIMO.

CoNJIND-1(G), onde G = (V,E)
se | V| <1 ent3o devolva V
senao
seja v € V um vértice qualquer.
Sp < Conjind1(G — v).
S1 « Conjlnd1(G — adj(v) — v) U{v}.
devolva S € {Sp, 51}, com |S| maximo.

S O s W N

Como o vértice v ndo necessariamente tem um vizinho, o desempenho do
algoritmo pode ser dado pela recorréncia

T(n)=T(n—1)+ T(n—1)+ p(n)

Que nos da uma complexidade de tempo O*(2").
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Problema Conjunto Independente Maximo

A aniélise do algoritmo CONJIND-1 nos diz para escolher vértice de grau
nao nulo.

CoNJIND-2 (G), onde G = (V, E)

1 se E = () entdo devolva V

2 senao

3 seja v € V um vértice de grau n3o nulo.
4 Sp < ConjInd2(G — v).

5 S1 « ConjInd2(G — adj(v) — v) U{v}.
6 devolva S € {Sp, 51}, com |S| maximo.

Como o vértice v tem pelo menos um vizinho, o grafo da segunda chamada
tem pelo menos dois vértices a menos. O que nos da a recorréncia

T(n)=T(n—1)+ T(n—2)+ p(n)

Que nos dd uma complexidade de tempo O*(1,6181").
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Problema Conjunto Independente Maximo

Se pudermos pegar vértices de grau alto, podemos ter desempenho melhor.
Mas pior caso do algoritmoCONJIND-2 é quando v tem grau 1.

Considere v de grau 1 e n3o pertencente a uma solugdo 6tima S*

Note que seu unico vizinho u deve pertencer a S*:

Por outro lado, S’ = S* — u + v também é conjunto independente 6timo!

W

Lema

Seja G um grafo e v um vértice de grau 1. Entdo ha um conjunto
independente étimo que contém v.

Prova. Exercicio. O
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Problema Conjunto Independente Maximo

Usando esta ideia, podemos ter o seguinte algoritmo:

CoNJIND-3 (G), onde G = (V,E)

1 1«0

2 Repita

3 se V(G) = 0 entdo devolva /

4 seja v € V(G) de grau maximo

5 se graug(v) < 1 entdo

6 S+ Su{v}

7 G+ G—v—adj(v)

8 sendo interrompa o loop 'Repita’

9 Sp <« Conjlnd3(G —v)UI.
10 51 < ConjInd3(G — adj(v) —v)U{v}UI.
11 devolva S € {So, 51}, com |S| maximo.

F. K. Miyazawa (IC/Unicamp) Algoritmos Exatos 2021 78/98



Problema Conjunto Independente Maximo

Como o vértice v tem grau pelo menos 2, o grafo da segunda chamada
tem pelo menos trés vértices a menos. O que nos da a recorréncia

T(n)=T(n—=1)+ T(n—3)+ p(n)

cujo fator de ramificagdo é dado pela maior raiz da seguinte equacgao
caracteristica:

x3—x2-1=0
Que tem uma dnica raiz real positiva 1,46557. ...

Lema
O algoritmo CONJIND-3 tem complexidade de tempo O*(1,4656"). J
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Problema Conjunto Independente Maximo

Podemos continuar melhorando!
Agora o gargalo s3o vértices de grau 2.
Note que grafos com grau maximo 2 sio bem simples.

20A®;

Existe algoritmo, CONJIND-A2, que obtém conjunto independente
maximo em grafos de grau maximo 2 em tempo polinomial.

Lema

Prova. Exercicio. O
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Problema Conjunto Independente Maximo

Notagdo: Denote por A(G) o grau maximo de um vértice em G.

Usando esta ideia, podemos ter o seguinte algoritmo:

CoNJIND-4 (G), onde G = (V, E)

Se |V] <1 devolva V.

Se A(G) < 2 devolva( CoNJIND-A2(G) ).
Seja v € V(G) de grau méaximo.

Sp «— ConjInd4(G — v).

S1 < ConjIind4(G — adj(v) — v) U {v}.
Devolva S € {So, S1}, com |S| maximo.

S O s W N
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Problema Conjunto Independente Maximo

Como o vértice v tem grau pelo menos 3, o grafo da segunda chamada
tem pelo menos quatro vértices a menos. O que nos da a recorréncia

T(n)=T(n—=1)+ T(n—4)+ p(n)

cujo fator de ramificagdo é dado pela maior raiz da seguinte equacgao
caracteristica:

x**=x3-1=0
Que tem uma Unica raiz real positiva 1,38027.. ..

Lema
O algoritmo CONJIND-4 tem complexidade de tempo O*(1,3803"). J
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Programacao Dinamica

Projeto de algoritmos por indugdo

Subestrutura étima
Solugdes 6timas obtidas por solugdes étimas de subproblemas

Ocorréncia de subproblemas repetidos

Memorizacdo das solu¢des de subproblemas
muitas vezes por tabelas que facilitam acesso as solucdes
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Problema do Caixeiro Viajante (TSP)

o Entrada:
Grafo completo ndo-orientado com custos nas arestas

@ Objetivo:
Encontrar um tour (circuito hamiltoniano) de custo minimo que visita
cada vértice exatamente uma vez.

Entrada Solucdo Otima de custo 27
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Problema do Caixeiro Viajante (TSP)

Ideia: Programac3do Dinamica
@ Projeto por indu¢do no tamanho de caminhos
@ Parecida com a ideia de caminhos minimos de Bellman-Ford

@ Usando subconjuntos para especificar vértices visitados.

Caminhos e projeto por inducg3o:
@ Inducgdo nos subconjunto dos vértices
@ Caminhos comecando no vértice 1

e Caminhos terminando em um vértice v € V \ {1}
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Problema do Caixeiro Viajante (TSP)

Notacdo:

A[S, v] = Custo do caminho saindo de 1, passando por cada vértice
de S exatamente uma vez terminando no vértice v, onde

1,ve¢gs.
V' =V \{1}.

Programacdo Dindmica:
@ Nos subconjuntos de vértices.
o A[S,v] = minyes{A[S — u, u] + c(u, v)}

e Solugdo em minyev {A[V/\{u}, u] + c(u,1)}.
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Problema do Caixeiro Viajante (TSP)

TSP-PD (G,c), onde G =(V,E)e V={1,...,n}.
1 V'« V\{1}

2 A[{},v] + ca, paratodo v € V'
3 Parat<« 1até|V'|—1faca
4 Para cada S C V/’ tal que |S| = t faca

5 Para cada v € V' \ S faca

6 A[S, v] < min,es{A[S\{u}, u] + cu v}
7 Q* <~ IrninUGV’ {A[ V/\{U}7 U] + C(”a 1)}
8

Devolva o*
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Problema do Caixeiro Viajante (TSP)

Lema

O algoritmo TSP-PD computa A[S, v] como o caminho minimo que sai de
1, passa por cada vértice de S exatamente uma vez e termina em v.

Prova. Por indugdo no tamanho de S.
Base: Para |S| = 0 o passo 2 computa corretamente A[S, v].

H.l.: Suponha que A[S, v] estd correto para todo |[S|=t—1eve V'\S.
SejaSC V' talque |S|=teve V'\S.

Seja P caminho minimo 6timo saindo de 1, passando por cada vértice de
S exatamente uma vez e terminando em v.

Seja P’ o caminho P removendo v e seja u a extremidade final de P’.
Por H.I., temos A[S\{u}, u] < ¢(P’). Portanto

c(P)=c(P)+ cuy > A[S\{u},u]l + cuy > A[S, V]

Pela otimalidade de P, temos c(P) = A[S, v] e A[S, v] estd correto. O

F. K. Miyazawa (IC/Unicamp) Algoritmos Exatos 2021 88/98



Problema do Caixeiro Viajante (TSP)

Teorema

O algoritmo TSP-PD computa corretamente o custo de um circuito
hamiltoniano de custo minimo.

Prova. Seja C* = (1, vj,...,vj, ,) circuito hamiltoniano de custo minimo.
Pelo lema anterior, A[{vi,,..., Vi, ,},Vi,_,] é computado corretamente.

A[{Vfu SR Vin72}7 Vin71] < C(C* - (Vin—17 1))

Pela escolha de v no passo 7, o circuito 6timo tem custo o* tal que

0" = Vrre1i\r/1,{A[V’\{v},v]+c(v,1)}

< ARVis - Vi b Vi 4 (Vi y0 1)
< C(C* - (Vin717 1)) + C(Vin—17 1)
= ¢(C")
Como C* é otimo, temos p* = ¢(C*). O
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Problema do Caixeiro Viajante (TSP)

Lema

A complexidade de tempo do algoritmo TSP-PD é O*(2").

Prova.

@ Passos 3 e 4: percorre todos os subconconjuntos com

cardinalidade 1 a |V| —1: O(2")
@ Passos 5 e 6: O(n?)

Portanto, temos uma complexidade de O(n?2")
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Problema do Caixeiro Viajante (TSP)

Exercicio

Descreva um algoritmo que ndo apenas encontra o valor, mas também
encontra um circuito hamiltoniano de menor custo.

Exercicio

Um conjunto de tarefas J = {1,...,n} deve ser escalonado em uma
madquina. Cada tarefa j € J tem um tempo de processamento tj > 0 e um
custo ¢; > 0. A mdquina ndo processa mais de uma tarefa por vez, e ndo
interrompe uma tarefa em execucdo até sua finalizacdo. Se uma tarefa j
termina sua execugao no tempo T, seu custo é T - ¢;. O problema é
encontrar um escalonamento das tarefas de maneira a minimizar o custo
total das tarefas escalonadas. Projete um algoritmo com complexidade de
tempo O*(2").
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Coloracao de Grafos

Definicao
Dado grafo G = (V, E), uma k-coloracdo de G € uma atribuicdo
YV —{1,...,k} tal que )(u) # 1(v) para toda aresta {u,v} € E.

Definicao
Dado grafo G, o indice cromatico de G é o menor inteiro k tal que G
possui uma k-coloragao.

Teorema

O problema de decidir se um dado grafo G possui uma k-coloracdo é um
problema NP-Completo, mesmo para k = 3.

Problema (Coloragdo de Grafo)

Dado grafo G, encontrar uma k-coloracdo de G que minimiza k.

v
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Coloracao de Grafos
Ideia: Usando conjuntos independentes

Se G = (V, E) é k-colorivel e temos um conjunto independente / de uma
das cores, aplique projeto por inducdo no grafo restante G — /.
le., G[V \ /] é (k — 1)-colorivel.

Como n3o sabemos qual /, testamos todos possiveis.
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Coloracao de Grafos

Ideia: Usando conjuntos independentes e projeto por indugdo
COLORAGAO-PD-1(G), onde G=(V,E)e V={1,...,n}.
P < {0,1}V (i.e., conjunto das partes de V)
¢[S] - oo para todo S € P\ {0}.
c[@0]«0
Para t < 1 até |V/| faga
Para cada S € P faca
Para cada | C S onde | ¢ independente faca
c[S] < min{c[S], 1+ c[S\ ]}
Devolva c[V]

0 N O O = W N
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Coloracao de Grafos
Fato

Algoritmo COLORAGAO-PD-1 devolve resposta correta em tempo O*(3”)J

Prova. Corretude: Exercicio (apds término da iteracdo t, do loop 5, se

G[S] tem indice cromatico t, entdo c[S] = t.)
Loop do passo 5 percorre todos os subconjuntos S de vértices e do passo 6
percorre todos os conjuntos independentes de S.

A combinacdo dos passos 5 e 6 repete T = ngv 2151 vezes:

O loop do passo 4 e o do passo 7 agregam fator polinomial e a
complexidade computacional do algoritmo é O*(3").

F. K. Miyazawa (IC/Unicamp)
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Coloracao de Grafos

Ideia: Usar conjuntos independentes maximais: Existe coloracdo 6tima
com uma cor que é um conjunto independente maximal

Notacdo: Dado grafo G simples e ndo-dirigido com n vértices, denote por
MIS(G) o conjunto de todos os conjuntos independentes maximais de G.

Teorema (Miller e Muller'60 e Moon e Moser'65)

Seja G um grafo simples. Entdo, MIS(G) < g(n), onde
3n/3 se n=0( mod 3)
g(n)=1{ 4-30=%/3 sen=1( mod 3)
2.302)/3  se p=2( mod 3)

Teorema

Existe algoritmo que obtém MIS(G) em tempo O*(MIS(G)) (i.e., em
0*(1,4423").)
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Coloracao de Grafos

Ideia: Por conjuntos independentes maximais.

COLORAGAO-PD (G), onde G = (V,E)e V ={1,...,n}.
P« {0,1}V (conjunto das partes de V)

1
2
3
4
5
6
7
8

¢[S] + oo para todo S € P\ {0}.

c[0]«0
Para t < 1 até |V/| faga
Para cada S € P faca

Para cada / C S onde / é independente maximal em G[S] faca

c[S] < min{c[S], 1+ ¢[S\ R]}

Devolva c[V]

F. K. Miyazawa (IC/Unicamp)
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Coloracao de Grafos

Teorema (Lawler'76)
COLORAGAO-PD devolve a resposta correta em tempo O*(2,4423"). J

Prova. No passo 7, o nimero de conjuntos independentes maximais em
G[S] é no maximo 35173,
Assim, os passos 6 e 7 levam a seguinte quantidade T de iteracdes:

T < i<2)35/3

s=0

. N\ h—s;a1/3ys
> (7)1
s=0

— (1+31/3)n

< 2,4423".

Obs.: (x+y)"=3>"7_, (Z)x”_kyk O
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