Otimizacao

Flavio Keidi Miyazawa
© 2002

IC - UNICAMP




TOpicos
Complexidade Computacional
Algoritmos Gulosos
Programacao Dinamica
Busca Local
Branch & Bound
Programacao Linear
Programacao Linear Inteira
Metaheuristicas




Otimizacao Flavio K. Miyazawa

Problemas de Otimiza@o

Def.. Um problema de otimiz&p consiste em:
Dado conjuntaS, e fun@o f : S — R, encontrarz € S tal quef(x) &
minimo.
l.e.,
Encontrarr que
minimize f(x)

sujeitoa x€ S

Nosso principal interesse $gpara 0 caso onde € um doninio finito e
enumeavel.
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Problemas de Otimiza@o Combinatoria
e Dominio Finito (enumeavel)
e Funcio de Otimizago: Custos, Comprimentos, Quantidades

e ODbjetivo: Minimiza@o ou Maximizag@o

Exemplo: Problema do Caixeiro Viajante (TSP)

e Entrada:
- Grafo rao orientadoG = (V, F),
- Custos nas arestas; > 0, Ve € E.

e Objetivo:
Encontrar untour (circuito hamiltoniano) de custoimmo que visita
cada \ertice exatamente uma vez.
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Encontre o circuito hamiltoniano de custdmmo

Problemas de Otimizac3ao Combinatoria 2
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Circuito hamiltoniano de custoimmo; 27
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Algoritmo Ing enuo para o TSP:Tentar todos os tours.
ComplexidadeO(n!), onden = |V|.

Algoritmo Bom= Algoritmo Polinomial(Cobham’64&Edmonds’65)
Provavelmente &o existam algoritmosapidos para o TSP

Outros exemplos difcels:

Atribuicao de Fregéncias em Telefonia Celular
Empacotamento de Objetos em (Ganeres
Escalonamento de Funciamos em Turnos de Trabalho
Escalonamento de Tarefas em Computadores
Classifica@o de Objetos

Colora@o de Mapas

Projetos de Redes de Computadores

Varios outros...

Problemas de Otimizac3ao Combinatoria =4
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Complexidade Computacional

e Problemas de De@®
Simplificacdo dos problemas e sua formaliaac

— Exemplo:Dado grafoG = (V, E), existe um circuito
hamiltoniano enG ?

— Exemplo:Dado grafo completé: = (V, E),c: E — Z* e um
Inteiro positivoK, existe um circuito hamiltoniano e, de peso
no maximo K ?

— Exemplo:Dado um mapa/ e um inteiroK, posso coloritV com
K cores sem conflitos ?

— Exemplo:Dado grafo complet6’ = (V, E),c: E — Z™, vértices
s et e um inteiro positivak, existe um caminho erf¥, des parat,
de peso no mximo K ?

Comblexidade Combtuitacional 1
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Redu@o polinomial entre problemas
P; & polinomialmente redivel aP, (P <+ P, ouP; < P,) se

e 17T} que transforma inancial; de P; para insancial, de P,
e d7Ts que transforma sol@p .S, de I, para soluao S; del;

e Ti eTstém complexidade de tempo polinomial
12

S2:=A2(12

Instanciall

Solucédo Sl«-=—  _——— S2
S1:=Ts(S2)

Consegjéencias:
SeP; e “polinomial” enBo P; € “polinomial”.
SeP; e “exponencial” erdo P, € pelo menos “exponencial”.

Comblexidade Combtuitacional
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Redu@o polinomial entre problemas de dems

P; e polinomialmente redivel aP, (P, «+ P, ouP; < P,) se
e 17T que transforma inancial; de P; para insancial, de P,
e [, tem solu@o se e somente gg tem solu@o

e ' & polinomial

Consegjéencias:
SeP; € “polinomial” enBo P; € “polinomial”.
SeP; e “exponencial”’ eréo P, € pelo menos “exponencial”.

Comblexidade Combtuitacional 2
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Exemplo de redu@es entre problemas

e Redu@o do problema de encontrar @rimo de um conjunto para o
problema de ordenag@ do conjunto.
Basta ordenar o conjunto, com 0S maiores primeiro e retarnar
primeiro elemento

e Redu@o do problema de colorir um grafo calfhcores para o
problema de colorir conk” + 1 cores.
Dado um grafa= (para o problema dak'-cores), constfimos um
grafoG’ inserindo um novo értice emG e todas as arestas ligando o
vértice novo com 0s antigo&: & K colorivel se e somente s&’ €
K + 1 colonvel

e Redu@o do problema de order@ag de um conjunto para o problema
de encontrar um caminho hamiltoniano em grafo orientado.
Dado um conjunt@’ (a ordenar), construir um grafo orienta@dcacujo
conjunto de @rticese C e existe aresta — v seu < v. Um caminho
hamiltoniano enG nos ca uma ordenap deC.

Comblexidade Combtuitacional A
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Classes de Complexidade:
P, NP, NP-Completo, NP-Odil

X eP:
X pode ser decidido em tempo polinomial.

X € NP:
X tem certificado curto e verifavel em tempo polinomial.

X € NP-Completo
X eNP eVY e NP, Y < X.

X & NP-Difficil:
VY € NP, Y < X, ondeX nao necessariamente pertence a NP.

Comblexidade Combtuitacional =4
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Uma provavel configura@o das classes
NP-Dificeis

Varios Problemas Pratico

NP-Completos

(A MO

P
Polinomiais

NP

Conjectura (Edmonds’65):FNP ?
Prémio de 1 milldo de USS$.

Comblexidade Combtuitacional A6



Otimizacao Flavio K. Miyazawa

Problemas erk

e Dado um conjunto delnmerosS, existek € S tal que
k= ZiES\{k} 17
e Dado um grafa7 = (V, F), G & conexo ?

e Dado grafo complet¢: = (V,E),c: E — ZT, vérticess et € um
Inteiro positivoK, existe um caminho erfy, des parat, de peso no
maximo K ?

e P0sso colorir um mapa co#ncores sem conflitos ?

Comblexidade Combtuitacional 7
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O primeiro problema NP-Completo

Def.. Uma formula booleana e&tna forma normal conjuntiva (FNC) &
uma conjunao (conectivos\) de chusulas, cada @usula contendo
apenas conectivog entre literais.

Exemplo: f(z,y,2) = (ZVyVz)A(GVz)A(xVz)

Problema SAT: Dado umaérmula boolean&’ na forma FNC, decidir se
F tem uma atribuigo para suas vaaveis que a torne verdadeira.

Exemplo:
flx,y,z)=(@VyVz)AGVz) AV z)e satisfeita para=0, y=0ez=1.

Verificacao: Podemos verificar em tempo polinomial se uma atribolic
satisfaz umadrmula: SAT € NP

Teorema: (Cook'71) O problema SA& NP-completo.

Comblexidade Combtuitacional Q
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Problemas emNP-Completo

e Partido: Dado um conjunto detimerosS, existeN C S tal que
Zz’ENi — ZiES\Ni ?

e Circuito HamiltonianoDado grafoG = (V, F), existe um circuito
hamiltoniano enG' ?

e TSP:Dado grafo completé: = (V, E),c: E — Z* e um inteiro
positivo K, existe um circuito hamiltoniano e, de peso no ’ximo
K?

e Caminho Mnimo com pesos quaisquBado grafo completo
G = (V,FE),c: E — Z, vérticess et e um inteiro positivak’, existe
um caminho endz, des parat, de peso no ximo K ?

e 3-Cores:Posso colorir um mapa cosncores sem conflitos ?

Comblexidade Combtuitacional (o]
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Algumas reduges de problemas NP-completos

SAT

4/\

3SAT 3-CORES

O\ O,

3DM COBERT-VERTICES COBERT-EXATA 3-CORES-PLANA

CIRC;HAMILT CLI?UE SUBSETSUM

TSP CONJ-INDEP PARTICAO PROG-INTEIRA

Y

MOCHILA

As primeiras reduges foram apresentadas por Karp [Kar72].

Comblexidade Combtuitacional 10
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Problemas NP-dificeis

e Varios problemas pticos §io NP-difceis
Exemplos:
— Problema do Caixeiro Viajante
— Atribuicao de Fregencias em Telefonia Celular
— Empacotamento de Objetos em Ganeres
— Escalonamento de Funciamos em Turnos de Trabalho
— Escalonamento de Tarefas em Computadores
— Classifica@o de Objetos
— Colora@o de Mapas
— Projetos de Redes de Computadores

— Varios outros...
e P#ANP = nao existem algoritmos efi@ntes para problemas NP difceis

e Para uma lista grande de problemas NPedif, veja Crescenzi e Kann [CK0O

Comblexidade Combtuitacional 11
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Comparando tempos polinomiais e exponenciais

fm)] n=10 | n=20 | n=30 | n=40 | n=50 | n =260

n [.00001seg|.00002seg|.00003seg|.00004seg|.00005seg| .00006seg
n? |.0001seg | .0004seg | .0009seg | .0016seg | .0025seg | .0036seg
n° | .001lseg | .008seg | .027seg | .064seg | .125seg | .216seg

n 1seg 3.2seg | 24.3seg | 1.7min | 5.2min | 13.0min
2" | .001seg | 1.0seg | 17.9min | 12.7dias | 35.7anos| 366sec.
3" | .059seg | 58min | 6.5anos | 3855sec |2x10%sec|1.3x1013sec

Quando uma instri@p e efetuada er1.000001 segundos.

Comblexidade Combtuitacional 12
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Comparando tempos polinomiais e exponenciais

f(n) | Computador atuall00 x mais apido| 1000 x mais apido
n Ny 100NV, 1000V4
n? Ny 10NV, 31.6 N,
n> N3 4.64N3 103
n° Ny 2.0, 3.98 Ny
2™ N5 N5 + 6.64 N5 4 9.97
3" Neg Ng + 4.19 Ng 4 6.29

Fixando o tempo de execag

Para entender mais sobre a teoria de NP-completude, veja

[Pap94, GJ79, CLR9O].

Comblexidade Combtuitacional
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Algoritmos Gulosos

e Meéetodo Construtivo:
— Adicionando items ou
— Extendendo “soluges parciais”

e Sem backtracking— Nao reconsidera itena pdicionados

e Escolha Gulosa:
— Proximo item ou extergo € escolhido de maneira gulosa

Alaoritmos Guilosos 1
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Algoritmos GulososOtimos

e Ingredientes para algoritmos guloso®timos

— Propriedade de Escolha Gulosa:
Solugaootima global pode ser encontrada fazendo escolha
(gulosa)otima local.

— Subestruturatima;
Solugao6tima coném (sub)solugesotimas para subproblemas
e Exemplos
— Arvore geradora de pesoaximo

— Arvore (de compre$®) de Huffman

Alaoritmos Guilosos 2
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Problema daArvore Geradora de Peso Maximo

Problema MST: Dado um grafo conexoao orientadd> = (V, ) e uma
funcao de custo nas arestas £ — R, encontrar umarvore geradora de
(G de custo naximo.

Aplicagdes:Projeto de redes de computadores, deterndinag rotas
aéreas e como heugtica para diversos outros problemas.

° 6

G Arvore Geradora de peso :

Alaoritmos Guilosos 2
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e Algoritmo guloso: Selecionar as arestas de maior custo prigiro.

e Descartar arestas que formam circuito com as escolhidas agmtiormente.

KRUSKAL (G = (V, F))

1 A<+ ( % Conjunto de arestas de T.

2 (ey,eq,...,e,) < (Ordenacao de FE, tal que c(e;) > c(e;i1)
3 parai< 1atémfaca

4 se e; liga componentes distintas em G[A] entao

5 A+ A+ e

6 devolva G[A]

ondeG|A] € o grafo gerado pelas arestas am

Alaoritmos Guilosos A
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Teorema: O algoritmo de Kruskal encontra unéavore geradora de peso
maximo.

Para ver uma teoria sobre algoritmos gulosts0s, procure sobre
matroidsem [CLR9O0].

Exerdcio: Faca uma implementao eficiente do algoritmo de Kruskal.

Alaoritmos Guilosos
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Codigo de Huffman

e Codificacao Comum de Textos:
— Alfabeto de tamanho fixo

— Frediencias distintas para cada elemento do alfabeto

e Compressio pelo ®digo de huffman
— Codifica@o dos elementos do alfabeto com tamanhaavatide bits
— Caracteres mais fré@ntes com adigos menores
— Caracteres menos frégntes com adigos maiores
— Codifica@o sem perda

e Programas/formatos que usam o @digo de Huffman ou alguma variante:
— pkZIP, Ina, gz, zoo, arj, JIPEG, MPEG

Alaoritmos Guilosos 7
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Exemplo: Alfabeto: A = {a,b,c,d, e, f}.
a b c d e f

Frediencia de cada letra 45 13 12 16 9 5
Codifica@o usando 3 bits 000 001 010 011 100 101

Codificago de tamanhovavel 0 101 100 111 1101 1100
Arquivo com100.000 caracteres:

e Arquivo texto normal3 bits x 100.000 =300.000 bits

e Codificago por digo de Huffman

Zfreq(s) x 100.000 x | codigo(s)|
scA

= (0.45x1 bit +0.13 x 3 bits +0.12 x 3 bits +

0.16 x 3 bits +0.9 x 4 bits +0.5 x 4 bits ) x 100.000
= 45.000 + 39.000 + 36.000 + 48.000 + 36.000 + 20.000
= 224.000 bits

0 - 2300.000—224.000 —
e 25% de economia: 200 000 = (0.2533.

Alaoritmos Guilosos
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Representa@o por arvore binaria
e CoOdigo Prefixo

— Nenhum smbolo tem codificago quee prefixo de outro

e Representap emarvore biraria 0/1
— Ramo esquerdo nosadim bit0

— Ramo direito nos @ um bitl
— Simbolo: representado pelo trajeto da rai’a ama folha

FE Y
&

EAEa XA

\o

\1

Arvore para 6digo fixo Arvore para 6digo varavel

Alaoritmos Guilosos (o]
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Representando a s@&nciaabc:
1. Na codificago fixa:000{/001{/010 = 000001010.
2. Na codificago varavel: 0{|101{/100 = 0101100.

Note que Ao precisamos representar sepacagntre a codific&p dos snbolos

ALGORITMO HUFFMAN(A)

1 seja A uma floresta com cada simbolo como um no isolado

2 enquanto A nao é conexo faca

3 vV componente c de A, f(c) « freqiéncia dos simbolos em c.
4 seja a € b duas componentes com menor frequéncia

5 ligue a e b por um novo no c e arestas (c,a) e (¢, b)

6 coloque label 0 para aresta (¢, a) e label 1 para aresta (c, b)
7  retorne a arvore gerada

Teorema: O algoritmo de Huffman produz undavore de ©digo prefixo
otima. Veja demonstrap em [CLR9Q0].

Alaoritmos Guilosos 10
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Otimizacao

B @ 6 ) 69 63

Passo 1: Floresta inicial

=<
\b

O/E
O

Passo 3

Passo 5

11

Alaoritmos Guilosos
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Escalonamento de Tarefas

Problema ESCALONAMENTO: Dados uma lista de tarefas
L= (J,...,J,), cada uma com tempo.J;) e m maquinas iénticas,
encontrar uma part@p delL, (M., ..., M,,), tal quemax; t(M;) & minimo.

Teorema: ESCALONAMENTO @ NP dificil.

Algoritmo de GrahamEscalonar a @xima tarefa na quina com menos tempo.

ESCALONAMENTO-GRAHAM (m, n, t)

1 parajdelamfaga M; <+ ()

2 paraidelanfaca

3 seja k uma maquina tal que t(M}) € minimo
4 My, + M, U {i}

5 devolva{My,...,M,,}

Alaoritmos Guilosos 12
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Exemplo:
5

2 3 1 4 5 10
L= (NN N [ [ [ [ [ O AN [ e )

Algoritmo Graham

Graham(L) = 16

Escalonamento Otimo

OPT(L) = 10

Alaoritmos Guilosos 13
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Teorema: Graham(L) < 20PT(L).
Prova.
SejaJ, aultima tarefa terminada no escalonamento.

Graham(L)—{ Graham(L)

OPT(L) > max;t(J;) > t(Jx)
OPT(L) > LY .#(J;) > Graham(L)—t(Jy)
Le., 2-OPT(L) > Graham(L).

Veja mais sobre algoritmos de aproxirdagem [CCD 01, Vaz00].

Alaoritmos Guilosos 14
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Problema do Caixeiro Viajante

Problema TSP:Dados um graf@- e um custa. emQ . para cada aresta
e, determinar um circuito hamiltonian@ que minimizec(C').

e 9
\@
GrafoG Circuito Hamiltoniano d&7 de custo 27
Aplicacoes:

5

Perfura@o e solda de circuitos impressos.
Determina@o de rotas de custoimmo (ex. por um awo).
Sedienciamento de DNA (Genoma).

Cristalografia, sdienciamento de tarefas.
Outras:http://www.math.princeton.edu/tsp/apps

Alaoritmos Guilosos 15
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Heuristica de Inser@o
Estrategia:
e Extendendo circuito coméartice mais “pdximo”

e Proximidade de @rtice atraes do peso das arestas para suazadic

INSERCAO (G = (V, FE,c¢))

1  Escolha um circuito C' inicial

2 Enquanto C nao é hamiltoniano faca

3 Seja (u,v) € C ez ¢ C tal que c(u, z)+c(x,v) € minimo
4 C <+ C—(u,v)+ (u,x) + (x,v)

6 devolvaC

Alaoritmos Guilosos 16
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® / ® ® /f ©
/© ® \j \\fj:@

Passo 1 Passo 2
© l o
\(V% \M\@

Passo 3 Passo 4
@

©
\CV%

Passo 5

Alaoritmos Guilosos
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Exerdcios:

e Considere o seguinte problema:
ProblemaMocHILA: Dados itensS = {1,...,n}, com valory; e
tamanhaos; inteiros,i = 1, ..., n, e inteiroB, encontrats’ C S que
maximiza) . ¢, v; talque) , ¢, s; < B.

Descreva um algoritmo guloso para o problema da mochila.
Sug.: Considere custos relativos.

Alaoritmos Guilosos 18
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Programacao Dinamica
e Construcao de solu@es atrawes de soludes de subproblemas

e Projeto Indutivo
— Resolu@o do problema atr@s de subproblemas menores

e Estratégia Bottom Up
— Resolu@o dos problemas menores primeiro

e Exemplos
— Problema da Mochila
— Arvore de Busc®tima

e Quando usar Programa@o Dinamica ?

— Sub-estrutur@tima:
Uma solu@o 6tima coném solu@esotimas de subproblemas.

— Subproblemas repetidos:
Problemas diferentes c@am subproblemas iguais.

Proaramac3ao Dinamica 1
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i

AN

B

AN AN
N SZ ST N

e Divisao e Conquista/Reclas:
P, resolvido 2 vezes (uma pdt; e uma potPs);
P> resolvido 3 vezes (uma pdt; e duas potP,);
Ps resolvido 4 vezes (uma pdt;, duas porP, e uma porPs);
Py resolvido 3 vezes (uma pdt; e duas poiP,);

R

e Programago Diramica:
Cada subproblema resolvido apenas uma vez.

Proaramac3ao Dinamica 2
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Principais Passos

1. Caracterizar a estrutura de uma saoigtima
2. Recursivamente definir o valor de uma s@agtima
3. Computar o valor de uma solagotima, de forma bottom-up.

4. Construir uma soll#o 6tima a partir de informéaies p computadas.

Proaramac3ao Dinamica 2
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Problema da Mochila

ProblemaMocHILA: Dados itensS = {1,...,n}, com valory; e
tamanhos; inteiros,i = 1,...,n, e inteiroB, encontrats’” C S que
maximizay , ¢, v; talque)_, o s; < B.

Mochila de capacidade 14

1 20 ML T T T T TT]
2 ST

3 I
+ E—
= OPT=47

7om [ 5] T8 T S 9 |

Proaramac3ao Dinamica A
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Aplicacoes:

e Sele@o de projetos:
Uma empresa pode investieaB reais em diferentes projetos
P =1{1,...,n}, cada um necessita de um investimesjte tem um
lucro v;. Escolher os projetos que maximizam lucro totalae n
ultrapassam limite do orcamento.

e Criptografia Publica
Diffe e Hellman usam sistema de criptografigbppca onde a
seguranca se baseia na dificuldade de se encontrar umaspam o
problema da Mochila.

e Problemas de Empacotamento
Gilmore e Gomory usam o problema da mochila para resolver
problemas de empacotamento (corte de barras, empacotaemnt
coneineres de carga, etc).

Proaramac3ao Dinamica =4
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Def.: SejaA({1,...,i}, k) = o maior valor obtido para um problema da
mochila de capacidade e itens{1, ..., :}

Como definir solugdesotimas de maneira recursiva ?

1 20

2 s

3 IS

y
S
q
d

A({1,...,7},14)
IR EEEN

TN

A({L,...6},14)  A({L,...,6},12)+9
HEEEEEEEEEEEEN [(TTTTTTITTTTT e

y

maxéél({l,. cLi—1b k), vi+A{D,. . i —1}, k—si)> ses; <k
\A({l,...,i—l},k) C.c.

A({},k)=0 para todok

A({1,...,i}, k)=

Proaramac3ao Dinamica
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Otimizacao
Iteng\l\/lochila 112 k—s; k K
0 00 0 0 0
1...1
1...2
1...i—1 JAG1LEk—s)| .. |AG—1,K)] ...
l...1 A(i, k)
1...n
p
A(@jk) _ max((A(z—l,k) , ’UZ—I—A(Z — 1,]@'—81)) ses, <k

\

Al —1,k)

C. c.

Proaramac3ao Dinamica
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ALGORITMO MOCHILA-EXATA(n, s, v, K)
para i < 0 até n faca A(7,0) < 0
para k < 1 até K faca A(0,k) < 0
parai < 1 até n faca
para k < 1 até K faca
se s; < k entao
A(i, k) < max(A(i — 1L,k), v + Al — 1,k — s;))
senao
A(i, k) «+ A(i — 1,k)

© 00 NO O &~ WD

Soluggo em: A(n, K)

Teorema: O algoritmoMOCHILA-EXATA resolve o problema da mochila
em tempd(nK).

Proaramac3ao Dinamica Q
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Problema daArvore de BuscaOtima

Problema ARVORE DEBUSCA: Dados elemento&; < e; < ... < e,),
onde cada item, & consultadd (e;) vezes, construir umarvore de busca
binaria, tal que o total deas consultadog nminimo.

Aplicacbes:Constru@o de dicioarios eshticos, processadores de texto,
verificadores de ortografia.

Exemplo:Considere quatro chaved: < B < (C < D
e freqiénciasf (A) = 45, f(B) = 25, f(C) =18 e f(D) = 12.

90+75+18+24=207
Total de n0s acessados nestavore = 207

Podemos construir todas asrvores de busca e escolher a melhor ?
NUmero dearvores de busca pode ficar muito muito grande!!

Proaramac3ao Dinamica (o]
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o) ® ®
B ® \/@ T
G ™
©
AN
45+50+54+48=197 45+50+72+36=203 45+75+36+36=192 45+75+72+24=216 45+100+54+24=223

PO,

\@\@ /@@\ E@@

90+25+36+36=187 [90+25+54+24=193 135+50+18+24=227  90+75+18+24=207  180+75+36+12=303

SO /@
/@

/\ \
< o &

135+100+36+12=283 135+50+54+12=251  90+75+72+12=249  90+100+54+12=256

%

@

&
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Propriedades daarvore de buscaotima

Def.. SeT e umaarvore biraria de busca @ € um \ertice, denotamos por
T (v) a sularvore enraizada em contendo todos osvtices abaixo de.

No exemplo anteriortemad < B < C < D.
Pergunta: Em umaarvore de busc@’, podemos tef'(B) nesta forma ?

Nao: PoisC deveria estar efi'( B).

Conclusao: SeT' & umaarvore de busca, & um \ertice deT’, enfo
T'(v) conm apenas elementos consecutivos.

Proaramac3ao Dinamica 11
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SejaT umaarvore de busca, um vertice del’ e
T(ej) = {67;, ce ey € 15€5,€C 41,y ek}. Ento

e Nno ramo esquerdo devem haver os elemeatas ., e;_;.
e Nno ramo direito devem haver os elemenigs, .. ., ek.

e Subarvores dde;,...,e;_1}e{ejt1,...,er} devem sebtimas.

e Frediéncia de acess@sraiz em umarvore de busca a soma das
freqi@ncias dos elementos aavore

e Qualquer elemento dg;, . . ., ex } € candidato a ser raiz destes

Proaramac3ao Dinamica 12
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Definicao recursiva da solu@o otima

|d éia: Gerararvores de busca a partir devores de busca de tamanhos menores

Estratégia: Bottom-Up

Seja
A(e;, ..., er):=numero de ns acessados eanvoreotima contendde;, . .., e }.
Entao
e A(0) =0
k
 Aleirreven) = min LA eon) + Al + 3 f(en)|

Proaramac3ao Dinamica 13
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Flavio K. Miyazawa

Itel%\Tam.Seq.() 1 t n
er | 0| f(er) . |M(1,n)
ea | 0] f(e2)
ei | 0| fles) M (i, t) == Ales, - . -, ex)
0 .
(k=i+t—1) €k 0| flex)
0
en | 0 f(en)
A)y=0
Alei) = f(ei)
k
A<€i7 76k) :iinjigk{A(eiv"'vej—l)—l_A(ej—Fl) 76/€)+Zf<et)}

Proaramac3ao Dinamica
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Flavio K. Miyazawa

Arvores 6timas de tamanho 1
45 12

25 18
A © ©
Arvogrses 6timas de tamanho 2

61 42
@\ ©
| Yo 0w
Arvores otimas de tamanho 3

149 92

D B
RG G
o

Arvores 6timas de tamanho 4
187

ARG

®

Proaramac3iao Dinamica
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Otimizacao Flavio K. Miyazawa

ALGORITMO ARVORE—BUSCA(el, oo sen, f)

1 parai<+ 0atén—+1faca M(i,0) < 0

2 parat <« 1aténfaca

3 parai <+ 1l atén —t+ 1 faca

S S <« flei) + fleigr) + -+ fleiye-1)
.

M (i, t) < min {M(i,t’)+M(i+t’+1,t—t’—1)+S}
0<t'<t—1

Soluggo em: A(1,n)

Teorema: O aIgoritmoA RVORE-BUSCA encontra o valor darvore de
buscattima em temp® (n?).

Proaramac3ao Dinamica 16



Otimizacao Flavio K. Miyazawa

Exerdcios:

e O algoritmo apresentado para resolver o problema da mcabdaas
apresenta o valor da mochila de pesaximo. Faca uma
implementago do algoritmo de maneira que ele apresente ¢éamis
Itens que formam esta sokug.

e O algoritmo apresentado para resolver o problemardareotima
apenas apresenta o valor esperado de consultassdsam todos 0s
itens. Faca uma implementagdo algoritmo de maneira que ele
apresente arvore de buscatima.

Proaramac3ao Dinamica 17
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Heuristicas
Grafo de Vizinhancas

e Vertices 80 “solu@es” viaveis:em geralke um conjunto muito grande
e Arestas indicam transformaes de uma sol@p para outra

e Exemplo de grafo de vizinhanca e uma saloignicial (e seu valor)

85

\ A
; \@\

N

8

80

e Objetivo: Chegar na sol@p de melhor custo pelo grafo de vizinhancas

Alaoritmos de Riisca | ocal 1



Otimizacao Flavio K. Miyazawa

Grafos de vizinhanca ruins

e Grafo desconexo:Podemos nunca chegar na s@aotima

e Grafo denso: Percorrer os vizinhos de uma “so@@’ tem a mesma

complexidade do problema original
(89)

KK
]

Alaoritmos de Riisca | ocal 2




Otimizacao

Flavio K. Miyazawa

Heuristicas de Busca Local

e Uso de vizinhanca entre soluges vaveis
e Uso de solu@o inicial

e Melhorias sucessivas a partir da solugo atual

VIZINHO-MELHOR (S, I)

1 se existe vizinho S’ de S com solugcéo melhor
2 entao retorne 5’
3 senao retorne ()

BUsCA-LOCAL-GERAL (1)

encontre “solucao” inicial S para I
S’ <—VIZINHO-MELHOR(S, I)
enquanto S’ # () faca

S« 5

S’ <~VIZINHO-MELHOR(S, I)
devolva S

O 01 WDN P

Alaoritmos de Riisca | ocal



Otimizacao Flavio K. Miyazawa

Algoritmo Melhor-Vizinho:
Escolher o melhor dentre todos os vizinhos que tem valoraonelh

Grafo de vizinhanca entre “solu@es” viaveis

Solug@o de valor 80 Solu@o6tima local de valor 75

Alaoritmos de Riisca | ocal A



Otimizacao Flavio K. Miyazawa

Comportamento do algoritmo de busca local

90
85-
80
75

707

S1 S2 S3 S4

Se a primeira solugo fosse a de valor 88, téamos chegado na solwp 6tima

Alaoritmos de Riisca | ocal =4



Otimizacao Flavio K. Miyazawa

Saindo de minimos locais: Multi-Start Local Search

e Executar algoritmo de Busca Local com diferentes irtios
e Guardar melhor solucao

e Exemplo em otimiza@o unidimensional

,/ll '2\ /|3

Otimos Locais Otimo Global

Alaoritmos de Riisca | ocal A
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Minimos e maximos locais em fun@o bidimensional

Alaoritmos de Rusca | ocal 7



Otimizacao Flavio K. Miyazawa

Busca Local para o TSP
Considere grafos completos

Vizinhanga# -OPT(C) := {C" : C"' & circuito hamiltoniano obtido dé
removendak arestas e inserindo outraSarestas..

K-OPT(G=(V,FE,c))

1  encontre um circuito hamiltoniano inicial C

2 repita

3 procure C' em Vizinhanca-K-OPT(C) tal que val(C") < val(C).
4 se encontrou tal C7, C' < '

5

6

até que nao se consiga encontrar tal ¢’ no passo 3
devolva

Alaoritmos de Riisca | ocal Q
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Flavio K. Miyazawa

Exemplo de troca2-OPT

©

,
’
’
N ’
N
N
A
N
, \
, N
’
’
72

©

@\
,
’
’
’
’

®\

©

/

\
N
N
N
\
N
\
N
@/

Exemplo de troca3-OPT

/®

\
N
N
N L
N -
N
N

. -
N -
N
-~ 7N

N
N
N
N
N N
N N
\ N
\ \
\ N
N N
\ N
\ N
N N
N N
\
N
N
N

/@\
©/ ®\@
\@ ®/
\®/

Uma solu@o viavel pode ter &rios vizinhos usando troGaOPT.

Quantos ?

Alaoritmos de Riisca | ocal



Otimizacao Flavio K. Miyazawa

Comparacao em grafos euclidianos aleatrios (Johnson&McGeoch’97)

e Usando algoritmo guloso para obter circuito inicial
— Inserindo arestas mais leves primeiro
— Descartando arestas que inviabilizam satuc

e Comparando com limitante inferior do 6timo
— Limitante de Held-Karp

N = 102 10%5 10 1035 10* 10*° 10> 10°° 10°

Guloso 195 188 17.0 16.8 16.6 147 149 145 14.2
2-OPT 45 4.8 4.9 4.9 5.0 4.8 4.9 4.8 4.9
3-OPT 2.5 2.5 3.1 3.0 3.0 2.9 3.0 2.9 3.0

Fator de excesso em re@gao limitante de Held-Karp

Alaoritmos de Riisca | ocal 10
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Branch & Bound

Branch & Bound:
e Metodo que combina enumegax;(branch) e

e poda da enumerag (bound)

Estratéegia:

e Percorrer umarvore de enumerag que particiona o conjunto de
soluges do problema.

e Sempre que percorrer um ramo qumie promissor ou indvel, podar
O ramo sem percagrlo.

Rranch & Rotind 1



Otimizacao Flavio K. Miyazawa

Pontos importantes em um algoritmo Branch & Bound

1. Como fazer a enumerag.
Que tipo de condiges/partiao usaremos para ramificar ?

2. Como percorrer arvore de enumerag.
Quais ramaos iremaos percorrer primeiro ?

3. Como podar arvore eficientemente.
Que condi@es de inviabilidade iremos testar ?
Como avaliar se um raman ira levar a soluges melhores ?
e Uso de limitantes superiores e inferiores para podavare.

Na maioria dos problemas,
e aenumerago gera uma quantidade exponencial de smag

e & importante investir em um planejamento adequado de cadkbsm
itens acima, principalmente a poda

Rranch & Rotind 2
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Exemplo: Branch & Bound para o TSP

Ramifica@o daarvore:
e Circuito do TSFe representado como sénpcia den vertices distintos
e Vamos enumerar todos 0s circuitos dusss sedgieéncias de &rtices.
e Cada @ daarvore de enumerag representa umevtice

e Cada ramificago de um 0 para outro representa uma aresta
percorrida ligando os doisos

Vamos fazer @arvore de ramificago do seguinte grafo:

2

Rranch & Rotind 2
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FSRSTATARIE

Todas as seaigncias podgseis dos ertices A,B,C,De E

Rranch & Rotind A



Otimizacao Flavio K. Miyazawa

Poda darvore por inviabilidade:

e Algumas arestas darvore de enumerag rao existem. A figura
seguinte mostra as podas que podemos fazer considerantbsape
falta de arestas:

| )

©) éx© 6ZG (D)
g%;@ BOE©
©

DEO© @@Gé

Rranch & Rotind =4
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Poda daarvore por o ser promissor:

e O grafo apresenta custos positivos. Vamos supor que o agori

escolheu, de maneira gulosa um ramo mais promissor, digamos
sediencia A, B, C, D e E de custo 8. Se em algum percurso a soma

das arestasjnos de custo 8, podamos este ramo.

2

5% 5%
¢

Arvore de branch & bound efetivamente percorrida

Note a imporancia de se comecar com boas sokginiciais. O valor da
melhor solu@éo encontrada sempre usado para podar ramas promissores.

Rranch & Rotind
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Problema da Mochila

ProblemaMocHILA |I: Dados itend1,...,n}, cada item com valoru,
e tamanh;, e capacidade da mochila, encontrar quantidades do
itemi que maximizazie[n] v;x; tal quezie[n] s;z; < B. Todos 0s
valores &0 inteiros @o negativos

Exemplo de insincia para o problema da mochila:
Mochila de capacidade 14

1 20 ML T T T ITTT]
2[NS

3 IS
B
= OPT=4/

798 [ 5] A8 T S 9 |

Rranch & Rotind 7
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Construcao daarvore de ramificacao

e NOs mais poximos da raiz indicam maior chance de decidir uma
solug@o boa.

e Primeiros ramos a serem percorridos indicam maior chancaetgar
na solu@o 6tima.

Vamos considerar que os itefis 2, . . . , n) esto ordenados conforme seu
valor relativo:

v (% v

b > o2 > > -n

S1 52 Sn

Nesta orden&aip, objetos de ouroam antes dos de prata quem antes
dos de bronze.
Estraégia gulosa:

1. Tentar insincias com raximo de ouro,

2. depois completar comawimo de prata,

3. depois completar comawimo de bronze,...

Rranch & Rotind Q
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Exemplo de Insincia:
Capacidade da mochila: 120

Valor do item: vp=4 v9=5 wv3=5H vy =2
Pesos do item: $1=33 s9=49 s3=051 54 =22

Note que os valores pdssis dex; sa0 0, 1, 2, 3.

Usando uma estragjia gulosa para construir e percorreraore, obtemos
umaarvore de enumerao:

e COm Os itens de maior valor relativo maipimos da rais

e percorrer arvore de maneira que ramos mais promissores (egtaat
gulosa) sejam percorridos primeiro.

Rranch & Rotind
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Umaarvore de enumerag completa, dispondo os itens de maior valor
relativo mais pbximos da raiz e 0s ramos mais promissores mais ao alto
(mais a direita da raiz)

r1 =3 ° :13220. :13320. x4 =0 °
$2—1' x3=0. x4=O.
zg =0 °
T4 = 2 °
T =1 °
e =1 °
T4y =3 o
e =1 °
x4 = 0 °
T4 =3 °
re =0 o
xo =0 T3 = Ty = 3

x3=0. T4 =5 °

Note que o primeiro ramo mais ao aé@xatamente o algoritmo guloso.

Rranch & Roiind 10
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Nosso algoritmo & percorrer arvore,
e obedecendo a ordem de percurso gulosa (ramos de cima paog bai
e sempre atualizando a melhor sangencontrada;
e podando ramos quean levem a soluies melhores que as quetgmos.

Vamos manter a melhor solag encontrada erfx*, VV*), ondex* € o
vetor solu@o eV * é seu valor. Sempre que encontrarmos uma 8oluc
melhor, atualizamoée*, V*)

Rranch & Rotind 11
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Vejamos um momento que atualizamos a melhor sauc

Inicialmente a melhor sol@p foi obtida no ramo superior (est&gta
gulosa). Esta sol@p apresentou valor 12.

O proximo ramo a ser percorrido (segundo ramo de cima para baos)
da uma solugo de valor 13.

o 24=0 gvalor12

o 24=0 gvalor13

Neste ponto atualizamos as \amis(x*, V™).

Rranch & Rotind 12
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Poda
Nestaarvore de enumerag consideramos apenas arstias vaveis.
Assim, vejJamos como podar um ramo pP@onfao Ser promissor:

Suponha que estamos em uinterno daarvore para o qual fizemos as
atribuigoes dery, . ..,z (faltam atribuirzgyq, ..., x,);

e sejal/’ e B’ o valor e 0 espaco preenchido pela atriBoig, . . .,z

e O espaco ao ocupado da mochila, d&’ := B — B’ deve ser
completado com a melhor atrib@ig emzg. 1, ..., x,.

e O maior valor relativo dos itens restantedevy,;1 /sx41.

e Na melhor das hifteses, todo o espaco restante da mochilg,sea
completado com este valor relativo.

e SeV’ + B”Z:ﬁ < V* enfio rho podemos ter solag melhor que a
que temos eniz*, VV*) e podemos descartar este ramo sem pegdorr

e Se 0s valores dos itena®inteiros, podemos podar quando ocorrer
/ /1 V41 *
V'+ B S <V*+1

Rranch & Rotind 13
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Vamos analisar porque a ramifi@amcapresentada abaixo foi podada:

r1 = 3 .’BQZO. .’E3:O.CE4:O.

xgzl. x3:O. x4 =0 °

B'=2-33 =66
B"” =120 — 66 = 54

V* =13
Vk+1 _ 5
Sk—{—l _ 51

Note que a melhor solag atual tem valoV’* = 13 e
0 ramo i&a produzir solugo de valor no riaximo

5
V' - B g 54, 2 1329419
Sk—|—1 5].

Como os valores dos itenasinteiros, 6 iremos melhorar o valor dé*
se tivermos valor pelo menos 14. l.e., vale que
13.29412 = V' + B”;’% <V*+1=14

Logo podemos podar este ramo.

Rranch & Rotind
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Arvore de branch & bound efetivamente percorrida

Rranch & Roiind 15
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ALGORITMO BRANCH-BOUND-MOCHILA(n, s, v, K)

1 V*«0
2 k<0
3 paraj<+ k+1aténfacaz; + { (b —y-] szxz> /SJJ
4 V + Z?:l Vi Ty
5 seV >V*entao
6 x* 4+ x
7 V¥V
8 k+n
9 enquanto(k>1)e(zy=0)facak « k—1
10 sek>1
11 Tr < T — 1
12 VI« Zle S;T;
13 B" « B—-YF s
14 se V' + %B” < V* entao
15 va para o passo 9
16 senao
17 va para o passo 3

18 retorne x*

Rranch & Rotind 16
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Meéetodo muito bom quandB & grande.

Gilmore, Gomory’63:.Em experimentos usados em problemas de
empacotamento (bin packing) obtiveram uma exaoug;vezes mais
rapida que o algoritmo de progranaacdiramica.

Para maiores detalhes sobre este algoritmo, veja@ah83

Rranch & Rotind 17
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Percorrendo aArvore de Branch & Bound

e Por busca em profundidade
Usado para percorreraavore de branch & bound do problema da
Mochila.
Possibilitou que a mearia consumida na enumegagseja pequena.
Pode fazer com que a sohmotima (ou soluges boas) sejam obtidas
apds muito processamento.

e Por busca em largura
Mantem certa igualdade entre ramos, permitindo manter ramos que
contenham soluies boas.
Pode levar a um consumo excessivo de Iowean

e Combine as duas estratgias.
Exercicios:

e Faca uma implementag eficiente do algoritmo
BRANCH-BOUND-MOCHILA.

Rranch & Rotind 18
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Programacao Linear

Programaao linear
e da aresolugo exata para muitos problemas
e da aresolugo aproximada para muitos problemas
e faz parte dos principais @odos para obter soloesotimas
e faz parte dos principais @odos para obter soloes aproximadas
e da excelentes delimitantes para sd@lesotimas
e pode ser executada muito rapidamente

e ha diversos programas livres e comerciais

Proaramac3o | inear 1
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Programacao Linear

Problema PL: Dados matrizA = (a;;) € Q"*™, vetoresc = (¢;) € Q" e
b= (b;) € Qm, encontrar vetor: = (z;) € Q™ (se existir) que

minimize cix1 +coxo + -+ CnTom
(

IA
S

a11T1 + a12T2 + - - - + A1 Th
211 + ao2To + -+ - + agmTy, > b

Sujeitoa <

I
o
S

Anp1T1 + An2X2 + -+ ApmIn

| 7, €Q

Teorema: PL pode ser resolvido em tempo polinomial.

Proaramac3o | inear 2
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Exemplo gafico z2 A

r1 +x2 <5 & r1 <4
— \ -
5 \
2x1 + 3z2 < 12 %

3
\\\2
¢ :
I > 0 \\
—
0f 6N 1
\ \ N —2$1 — Iy = —9
1 2 0 \ I —2x1 —x9 = —4
) —2$1 — Iy = 0
minimize —2x; — x»
( L1 +Z9 < 3 o
201 +3x0 < 12 Solug@oobtima:xz; = 4exs =1
sujeitoa 4 < 4 Valor da solu&ootima =—9
X1 > 0
\ T > 0

Proaramac3o | inear i3
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Def.: Chamamos o conjunto de pontBs

como sendo urpoliedra

I\

y

\

xre Q.

A

a11T1 + a12T2 +

An1T1 + anoxo +

Cr T A1m Ty < bl

Proaramacao | inear
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Def.. Sey; € Pea; € Q, 1 =1,...,ndizemos gue
Yy = a1y1 + a2y2 + - - - + Yy, € umacombinago convexalos pontogy;s
seq; >0ea;+---+a, =1

Exemplo: Os pontos quea® combinago convexa de dois pontase y sao:
conv({z,y}) := {ozlac +asy: a1 >0, as >0, a1 + g = 1}
substituinday, = 1 — ¢, temos

conv({z,y}) ={az+(1—-a)y: 0 <a <1}

j € combinago convexa de ey, masi € k nao |0

Proaramac3o | inear g5
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Def.. Osverticesou pontos extremaide P sao 0s pontos d& que rao
podem ser escritos como combiaagonvexa de outros pontos ge

A

Vertices deP: vy, va, U3, V4, Us

Proaramacao | inear [
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Teorema: Uma solu@o queé \ertice do PL pode ser encontrada em
tempo polinomial.

Algoritmos polinomiais para resolver PL.:

e Algoritmo dos elipsides (Kachian’79g

e Metodo dos pontos interiores (Karmarkar'84)
Algoritmos exponenciais para resolver PL.:

e Meétodo simplex (Dantzig'47(tempo nedio polinomial).

Proaramac3o | inear 7
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Nem sempre encontramos uma sol#p otima

e Sistema ilimitado
YA

<Y

e Sistema invavel A
y

N

y_xzx z—y>5

=Y

Proaramac3o | inear Q
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Resolvedores de Sistemas Lineares

Programas comerciais
e CPLEX/ILOG:www.ilog.com/products/cplex/
e XPRESSwww.dashoptimization.com/

e OSL /IBM: www.research.ibm.com/osl

Programas livres
e GLPK/Gnu:www.gnu.org/software/glpk/glpk.html

e SoPlex / Zib:.www.zib.de/Optimization/Software/Soplex

Proaramac3o | inear [o]
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Problema da Dieta

Sao dados:
e m alimentos:aliq,. .., ali,,
e n nutrientes:nut, ..., nut,

e precop, de cada alimentali;
e recomendages dariasr; de cada nutrienteut;, para uma dieta balanceada
e quantidadey;; do nutrientenut; no alimentoals ;,

Objetivo: Encontrar uma dieta mais barata respeitando as reconiaslac
nutricionais

Proaramac3o | inear 10
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Exemplo: Dieta |

Nutrientes, com recomendags darias mnima e naxima

Nutriente MNiMo  maxima
nut, = calcio 800 1200
nuto = ferro 10 18

Alimentos, com preco e compoaig nutricional:

Alimento preco alcio ferro

ali; = carne de boi (kg) 4.78 110.00 29.00
alio = feijao cozido (kg) 1.48 170.00 15.00
aliz = leite desnatado (It) 0.85 1150.00 0.00
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Formulacao Linear
Vari aveis
e r; quantidade dearne de boa comprar

e 1, quantidade déeijao cozidoa comprar e
e 13 quantidade déite desnatada comprar.

Funcao de objetivo
e Minimizar o preco pago por todos os alimentos. I.e.,

minimize4,78x1 + 1,48x5 4 0,85x3

Restricoes

e quantidades:, xo € x3 devem ser valoresalidos e satisfazer
restrigges nutricionais
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RestricOes nutricionais
e Quantidade deaicio consumido dentro das recomendleg darias

110z 4+ 170z2 + 115023 > 800
110x1 + 17022 + 115023 < 1200

e Quantidade de ferro consumido dentro das recoméesgagarias

2921 + 15290 > 10
2921 + 15z < 18

Restricoes de @o negatividade

e Nenhuma quantidade pode ser negativa

351207 $2207 x?)ZO
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Flavio K. Miyazawa

Formulacao Linear

minimize

sujeito a

Resolvendo-se:

\

y

\

110z +
110%1—F
29561 +
29%1—F
1 Eio

4,78x1 + 1,48x9 +

170$Q—F
170$2'+
15$2
15$2
Wi, sz

Obtemos uma dieta de49 reais com
x1 = 0 kg. de carne de boi,

0,8523

115023
1150x3

x9 = 0.67 kg. de felpo cozido e
x3 = 0.60 It. de leite desnatado.

IN IV A TV

800
1200
10
18

A quantidade diria de @lcio nesta dieté 800 e de ferr@ 10.
Veja o0 programa dessa resadiacem

http://www.ic.unicamp.br/"fkm/otimizacao/dietal.c
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Resolvendo o sistema da dieta pelo GLPK

[* Exemplo de uso do glpk (by F.K. Miyazawa)
http://www.ic.unicamp.br/"fkm/otimizacao/dietal.c

Para compilar:
gcc dietal.c -0 dietal.exe libglpk.a -l(dir-include)
onde (dir-include) e’ o diretorio onde esta’ glpk.h */

#include <stdio.h>

#include <glpk.h>

Int main(void)

{
LPX *Ip;
iInt ndx[1+3]; /* a posicao de indice 0 nao e usada */
double val[1+3]; /* a posicao de indice 0 nao e’ usada */
double Z, x1, x2, X3;

[* Criando um programa linear e dando nome a ele */

lp = Ipx_create_prob();
lpx_set _prob _name(lp, "dieta");

Proaramac3o | inear 15



Otimizacao Flavio K. Miyazawa

[* Inserindo 3 colunas no LP (var. x1,x2,x3) */
lpx_add_cols(Ip,3);

[* Inserindo dados da primeira variavel (x1) */
lpx_set _col name(Ip,1,"x1"); /* nome da variavel 1 */
lpx_set _col bnds(lp,1,LPX LO,0.0,0.0); /* 0<=x1 (LOwer bnd)*/

[* Inserindo dados da primeira variavel (x2) */
lpx_set_col _name(Ip,2,"x2"); /* nome da variavel 2 */
lpx_set _col bnds(lp,2,LPX _LO,0.0,0.0); /* 0<=x2 (LOwer bnd)*/

[* Inserindo dados da primeira variavel (x3) */
lpx_set_col _name(lp,3,"x3"); /* nome da variavel 3 */
lpx_set _col bnds(lp,3,LPX _LO,0.0,0.0); /* 0<=x2 (LOwer bnd)*/

[* Note que as desigualdades do tipo a<=xi<=b sao inseridas
pela rotina Ipx_set col bnds.
l.e, as desigualdades 0O<=xi foram inseridas acima */
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[* O sistema tem 4 desig., mas note que temos na verdade
duas desig., pois 0 que muda sao os bounds das desig. */
lpx_add_rows(lp, 2);

[* Insere primeira desig. 800<=110x1+170x2+1150x3 <= 1200 */
lpx_set _row_name(Ip,1,"calcio");
lpx_set _row_bnds(Ilp,1,LPX_DB,800.0,1200.0);/*bnds da desig.*/

[* montando o corpo da desigualdade */

ndx[1]=1; val[1]=110; /*primeiro coef.. valor de x1 e’ 110 * /
ndx[2]=2; val[2]=170; /*segundo coef.: valor de x2 e’ 170 */

ndx[3]=3; val[3]=1150;/*terceiro coef.: valor de x3 e’ 115 0*/

[* insere a desig. 1 que tem 3 coefs. dados em ndx e val */
lpx_set _mat_row(lp, 1, 3, ndx, val);

[* Insere a segunda desigualdade: 10 <= 29x1+15x2 <= 18 */
lpx_set_row_name(lp,2,"ferro");

lpx_set_row_bnds(Ip,2,LPX _DB,10.0,18.0); /*bnds da ine q. *
ndx[1]=1; val[1]=29; /* primeiro coef.: valor de x1 e’ 29 */

ndx[2]=2; val[2]=15; /* segundo coef.. valor de x2 e’ 15 */

[* insere a desig. 2 que tem 2 coefs. dados em ndx e val */
lpx_set_mat_row(lp, 2, 2, ndx, val);
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[* O problema e’ de minimizacao */
lpx_set _obj_dir(lp, LPX_MIN);

[* Insere o0s coeficientes da funcao objetivo (precos) */
lpx_set col coef(Ip,1,4.78); /* preco da carne (x1) */
lpx_set_col_coef(Ip,2,1.48); /* preco do feijao (x2) */
lpx_set _col _coef(Ip,3,0.85); /* preco do leite (x3) */

Ipx_simplex(lp); /* Resolve pelo metodo simplex */

Z=Ipx_get_obj val(lp); /*Valor da sol. (preco da refeicao )*/
lpx_get_col_info(lp,1,NULL,&x1,NULL); /* pega valor de X 1 */
lpx_get_col _info(lp,2,NULL,&x2,NULL); /* pega valor de X 2 *
lpx_get_col _info(lp,3,NULL,&x3,NULL); /* pega valor de X 3 *

[* imprime valor da solucao */
printf("\nZ=%g; x1=%g; x2=%g; x3=%g\n", Z, x1, x2, x3);

lpx_delete_prob(Ilp);/*libera memoria usada pelo prog.li near*/
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Exemplo: Dieta Il
Nutrientes, com recomendags darias minima e naxima

Nutriente MnNimo  maxima
nuty = fosforo 800 1200
nuto = vitamina C 60 90

Alimentos, com preco e compoaig nutricional:

Alimento preco bsforo vitamina C

ali; = carne de boi (kg) 4.78 1800.00 0.00

alio = feijao cozido (kg) 1.48  490.00 10.00
Vari aveis

e r; quantidade dearne de boa comprar
e 1, quantidade déeijao cozidoa comprar
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Flavio K. Miyazawa

Formulacao Linear
minimize 4,78x1 + 1,48x-

(180021 + 490,
1800x1 + 490x5
sujeitoa | Oz + 1025

Ox1 + 10z
2120 x>0

Este sistemé inviavel. De fato:

IN IV IAN IV

3800
1200
60
90

e O Unico a ter vitamina @ o feijao (e bem pouco)

e Porl10xs, > 60 temos quer, > 6

l.e., para suprir necessidade de vitamina C, precisamesiiinglo

menos 6 kg. de feso por dia!!

e 6kg. de feipo conémo6 x 490 = 2940mg de bsforo
acima do limite dario permitido de 1200mg désforo.
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Exerdcios:

e Descubra no manual do Glpk 3.1 os tipos de retorno daang
lpx _simplex . Implemente o exemplo da Dieta Il em um programa
linear e faca com que ele descubra que o sistemaiavel.

e Faca um programa onde as quantidades de alimentos e hegrimm
como seus dado&s digitados pelo uswio. Seu programa deve
calcular a dieta mais barata, se pusk

Para saber mais sobre progragadénear, veja o livro de Chatal [Chv83].
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Otimizacao de Portfolio
e Temos100.000 reais para investir em aes

e As agyes selecionadas e a porcentagem de retorno esperado em 1 ano

sao:
Empresa Retorno (em %)
emp, = Petrobrasa (pditeo/estatal) 9.0%
emp, = Vale do Rio Salgado (siderurgia) 10.2%
emps = Votoratchim (siderurgia) 6.5%
emp, = Techaco (petleo) 9.5%

emp- = Sanadaggua/estatal) 8.5%
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A recomendago dos especialistésa seguinte:

e Recomenda se investir pelo menos 25% e @aximo 55% em
empresas estatais.

e Petrobrasa e Techacasempresas do mesmo setor (plet).
Recomenda-se que o investimento nas daasgasse de 55 %.

e Vale do Rio Salgado e Votoratchira@ do mesmo setor (siderurgia)
recomenda que o investimento nas duzas passe de 45 %.

e Apesar da Vale do Rio Salgado ter a maior taxa de retogbphatos
gue ela pode estar maquiando faturamento. Recomenda-se que
guantidade de investimento nelampasse de 60% do total de
iInvestimento feito em empresas de siderurgia.
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Formulacao Linear
Vari aveis
e 1, quantidade de investimento Ratrobrasa
e 15 quantidade de investimento Nale do Rio Salgado
e 13 uantidade de investimento Natoratchim

e 14 quantidade de investimento achaco
e 15 quantidade de investimento Banada

Funcao de objetivo

e Maximizar o lucro esperado,
maximize0,090x; + 0,102z4 + 0,065z3 + 0,09524 + 0,085x5

Restricoes

e quantidades, ..., x5 devem ser valoresalidos e devem satisfazer
recomendates dos especialistas
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RestricOes impostas por especialistas

e Recomenda se investir pelo menos 25% e @aximo 55% em
empresas estatais.

x1+x5 > 25000
T1 + Ts < 955000

e Petrobrasa e Techacasempresas do mesmo setor (pleo).
Recomenda-se que o investimento nas daasgasse de 55 %.

r1+xg < 55000

e Vale do Rio Salgado e Votoratchira@ do mesmo setor (siderurgia)
recomenda que o investimento nas duas passe de 45 %.

ro +x3 < 45000
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e Apesar da Vale do Rio Salgado ter a maior taxa de retogmbphtos
gue ela pode estar maquiando faturamento. Recomenda-se que
guantidade de investimento nelampasse de 60% do total de
iInvestimento feito em empresas de siderurgia.

i) S 06(5132 -+ 5133)

l.e., —0.4x9 + 0.6x3 >0

Demais Restri@es

e Total investidog 100.000

r1+ 29+ 23+ 24 + 25 = 100000

e Nenhuma quantidade pode ser negativa

5171207 x2207 ZE3207 $4ZO, ZE5ZO
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Formulacao Linear

maximize 0,090z + 0,102z5 + 0,065x3 + 0,09524 + 0,085x5

 pi+ ma+ wst+  mat ws — 100000
x1+ xs > 25000
o x1+ xs < 55000
sueitoa ¢ g4 T4 < 55000
To+ X3 < 45000
—.4xo+ .0x3 > 0
( 2120 222023202420 252>0
Resolvendo-se:
Obtemos uma lucro estimado 9@94 reais investindo
x1 = 0 na Petrobrasa, xo = 12000 na Vale do Rio Salgado,

x3 = 8000 na Votoratchim, x4 = 55000 na Techaco e

xs = 25000 na Sanada.
Veja o programa dessa resadiagcem
http://www.ic.unicamp.br/"fkm/otimizacao/portfolio. C
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Fluxo de Custo Minimo

Considere um sistema de prodigde bens ondealcentros consumidores
e produtores.

e Todos o0s bens produzidos devem ser todos consumidos.

e Os bens produzidos chegang ais consumidores atres de rotas.

e Cada rota tem uma capacidadéxima de escoamento (direcionada).
e Cada rota tem seu custo para transportar cada unidade do ben.

e Objetivo: Transportar os bens dos produtores para 0os consumidores
minimizando custo para transportar os bens.

Outras aplicages:

e Transfeencia de dados em rede de computadores, detde
“gargalos” da rede na transéercia.

e Projeto de vias de@fego no planejamento urbano.

e Dete@o da capacidade de transnmais®ntre pontos de redes de
telecomunicages.
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Definicoes:
SejaG = (V, E) um grafo orientado com fu@p de capacidades nas

arestag : £ — QT, demandas : V — Q e custos nas arestas
w:E — QT.

Def.. Dado um ertice: € V, seb; < 0 dizemos que &€ umconsumidoie
seb; > 0 dizemos queé € umprodutor.

Def.: Dizemos quer : E — QT & umfluxoem@G se

Z Te — Z Te = b; e 0<z,. <ece

e€dt (v) e€d— (v)

A 1 1 1 .,
G(V.E.c.d) Um fluxo viavel
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Def.: Dado um fluxar : E — QT (respeitande e b) definimos ocusto
do fluxox como sendo ., wee..

Problema FLuxo DE CusTOo MINIMO: Dados um grafo orientado
G = (V, E), capacidades: E — Q', demandas : V — Q" e uma
funcao de custo nas arestas £ — Q*, encontrar um fluxa: : £ — QT
de custo rmimao.
Formulacao do Fluxo de custo nmimo
Encontrar z tal que

min E Wele

eck
SRR SR
e€dt (v) ecd— (v)
0 <z < ce

Teorema: Se as capacidades nas arestas e as demandasdices §0

inteiros (i.e.c: E —Z* e b:V — Z") enfio os ertices do poliedro do
fluxo |0 inteiros.
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Subproblemas
e Fluxo maximo de um ertices a um \erticet (st-fluxo)
e Problema do corte de capacidadaima
e Problema do caminhomimo (com pesosap negativos)

e Emparelhamento de pes@rimo em grafos bipartidos
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Fluxo Maximo des para t (st-fluxo maximo)
e Nao temos custo para transportar os bens.
e Cada rota tem uma capacidadaxima de escoamento (direcionada).
e SO temos um produtor @rtices) de produ@o arbitrariamente grande.
e SO temos um consumidor vticet) de consumo arbitrariamente grande.
e NOs internos apenas repassam bens.

e Objetivo: Maximizar o transporte de bens d@arat, respeitando
restrigpes de capacidade do fluxo.
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Exemplo:

fluxo de valor 5
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SejaG = (V, E) um grafo orientado, capacidadesE — Q™ e verticess
et.

Def.. Dizemos que : E — QT & umst-fluxo se
Z Te — Z e =0 YveV\{st}
e€dt(v) ecd— (v)

0<z.<¢. VeeFE

Def.. Dado umst-fluxox paraG = (V, E, ¢, s, t), definimos o valor do
fluxox como senda:(61(s)) — z(67 (s)).

Problema st-FLuxo MAXxIMO Dado um grafo orientad@ = (V, E),
capacidades: £ — Q* e verticess et, encontrar um fluxo de parat de
valor maximo.
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Formulacao Linear

e Para colocar no formato do problema de fluxo de customo,
adicione uma aresta— s.

G(V,E) e capacidades

maximize ;s

Ze€5+(v) Le — 2665_(1)) xe = 0 YvoeV
0 < =z < ¢ Vee€kE.

sujeito a

Corolario: Se as capacidades sao inteiras, erdio os \ertices do
poliedro do fluxo &o inteiros.
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st-Corte Minimo

SejaG = (V, E) um grafo orientado com capacidadest — Q" e
verticess et.

Def.: Um st-corte@ um conjuntoS C V tal ques € S et € S (onde
S :=V \ §). Tamkeme denotado pelo conjunto de aresias).

Def.. Definimos acapacidade de ust-corteS, como sendo a soma

c(6(9)) = Z Ce -

ecd(S))

Problema st-CORTE MINIMO : Dado um grafo orientad@ = (V, E),
capacidades: E — Q% e \erticess et, encontrar unst-corte de
capacidade imima.

Aplicacoes: Projeto de redes de conectividade, Classifcage dados
(data mining), particionamento de circuitos VLSI, etc
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Teorema: O valor de umst-fluxo maximo des parat € iguala
capacidade de umt-corte minimo.

1 1
fluxo de valor 5 Corte de capacidade 5

Sabemos como encontrar um flux@ximo des parat, mas como
encontrar um corte mimo separande et ?
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Exerdcios:

e Faca um programa que, dado ytAfluxo de valor naximo, encontra
um st-corte mnimo em tempo linear.

e Dado um grafanao orientadg com capacidades nas arestas, indicando
a capacidade de fluxo que pode ir de um extremo ao outro de uma
aresta, em qualquer uma das dges. O problema do fluxo &aimo
de um \ertices a um \erticet & encontrar um fluxo que sai de
chega ent, respeitando a capacidade nas arestas e a lei de
conservago do fluxo em cadaértice interno. Reduza este problema
ao problema de encontrar wtifluxo maximo em grafo orientado.

e Dado um grafo ao orientado com capacidades nas arestas, e dois
vérticess et, resolva o problema de encontrar um corte de capacidade
minima separands et.

Um excelente livro sobre problemas em flixdado em Ahuja et al [AMO93].
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Problema do Caminho Minimo

Problema CAMINHO MiNIMO: Dado um grafo orientad@ = (V, E),

custos nas arestas: £ — Q™ e \verticess et, encontrar um caminho de
parat de custo rmimo.

G(V,E,w) Um caminho minimo de s para-

Aplicactes: Determina@o de rotas de custoimmo, segmentap de
Imagens, Escolha de centro distribuidor, reconhecimeafald, etc
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Exemplo de aplica@o em segmenta@o de imagens
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Formulacao para o Problema do Caminho Mnimo

Considere a seguinte formubam:

minimize ) __p we.
(

Ze€5+(v) Lo — 2665_(,0) Te 0 VYveV\{st}

(P) sujeitoa ¢ 2ocent(s) Te ~ 2ucea=(s) Te :
Ze€5+(t) Le — Zeea—(t) Le —1

0 < 2. < 1 VeelkF.

K —

e Formula@oeé caso particular do problema do fluxo de custaimo

Corolario: Sex & um ponto extremadltimo de(P), en&o z € inteiro. l.e.,
zr. € {0,1}Ve € F.

Teorema: Sex & um ponto extremadltimo de(P), enfio as arestas € £
ondex,. = 1 formam um caminho mimo ligandos at.
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Definicoes
Def.. Dado um conjunto de pontds definimos decho convexo

denotado porony.S) o conjunto dos pontos formados pela combamac
convexa dos pontos de

Exemplo: Dado dois pontog, y € R™, qualquer ponto que esteja no
segmento de reta que ligaay est emconv({z,y}).
Exemplo:

conv(P)

conv(Q)

’\‘

conv(R)
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Def.: Dado um poliedraP, definimos setecho inteirg Py, como sendo o
fecho convexo dos vetores inteirosidel.e.,

Pr := conv{zx € P : x € inteiro}

Exemplo: Exemplo de poliedrd’, conjunto/ dos pontos inteiros erR e
o fecho convexo dé.

of 1 2 3 4 5
PoliedroP Pontos inteirod Py := conv(I)
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Def.. Dado um conjunto finito e ordenado, dizemos que
x2 = (x? : e € E) & ovetor de inciénciade 4, A C E; ondex? =1
see € A e( caso contario.

Exemplo: SeE = (a,b,c,d,e, f,g) € A= {a,c,e, f} ex” &um vetor de
incidencia ded em FE
x4 =(1,0,1,0,1,1,0).

Exemplo: SejaG = (V, F) o grafo abaixo com ordenag das arestas
E = (a,b,c,d,e, f,g,h) eT o subgrafo definido pelas arestas em
vermelho.

Entdo o vetor de inciéncia das arestas GeemFE & x? = (1,1,0,1,0,1,0).
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Emparelhamento em Grafos Bipartidos

Def.. Dado um grafaz = (V, E), dizemos quel/ C E & um
emparelhamento d@ se M nao tem arestas com extremos em comum.

Problema EMPARELHAMENTO-BIPARTIDO: Dados um grafo bipartido
G = (V, E), e custos nas arestas ¥ — 7Z, encontrar emparelhamento
M C FE que maximize:(M ).

Aplicacoes: Encontrar atribuigo de candidatos para vagas maximizando
aptidho total, atribuigo de motoristas de \@ilos, forma&o de equipes
(eg. com um chefe e subordinados), etc.
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Formulacao para Emparelhamento em Grafos Bipartidos

Formulacao em Programa@o Inteira

maximize Z Coo
ecE

(Y e <1 Yo eV
sujeitoa { eed(v)

r. € {0,1} Vee E

\

A formulacdo nos @ pontos no espa@®”, cada ponto um emparelhamento.

O poliedro dos emparelhamentos bipartidos de um grate (V, F) &
definido como

Pgmy (G) := conv{x™ € R¥ : M & um emparelhamento e@},

ondex™ & o vetor de incidncia do emparelhamenid .
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Relaxag@o Linear

maximize Z Co
eck
Y 2. < 1 YecE
(LPEmy) sujeitoa < ecd(v)
0 < z,. < 1 VeeF

\

Teorema. LPgp, = Pemyp.
l.e., os ertices do poliedro relaxado do emparelhamento bipartido s
Inteiros.
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Exemplo: Considere o seguinte grafo bipartido com custosuiais:

S
Q &

Programa Linear

MaxiMIZE Xe, + Te, + Tey + Te,
(Lo, + @0, <1,
Tes + Tey <1,
Tey + Teg < 1,
Tey + Te, <1,
0<z, <1,
0 <z, <1,
0 <z, <1,

0<z, <1

sujeitoa <

\
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Temos 4 vaveis birarias no programa linear correspondente:
X = (xela Legs Les, xe4)

Os seguintes vetore&a solufesotimas do programa linear:
/ /! 111 ]‘ ]‘
X'=(1,0,01) X"=(0,1,1,00 X" =(5,5,

’ ~
’ ~

X’ X!l X’l’

1
27
i
5

*-------0
A Y
4

e X' e X" sao \ertices do poliedro do emparelhamento

e X' € solu@ootima, mase combinago convexa d&X’' e X"
(X" =3X"+3X"). lLe.,X" ndoé \ertice dePgy,,,.
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Programacao Linear Inteira

Os problemas resolvidos anteriormente por programégear
e puderam ser resolvidos de maneira einte (tempo polinomial)

E posével usar programdp linear na resol@p de problemas NP-diifeis ?

SIM!I

e Varios problemas tem sido bem resolvidos &sde netodos em PLI.
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Problema PLI: Dados matrizA = (a;;) € Q"*"™, vetoresc = (¢;) € Q"
eb= (b;) € Q™, encontrar vetor = (x;) € Z" (Se existir) que

minimize cjx1 + caxo + -+ + CnTm
(

IA
S

a11T1 + a12T2 + - - - + A1 Th
a21x1 + @222 + -+ - + agmmTy, > b

sujeitoa |

I
o
S

An1L1 + An2X2 + e+ ApmIn

xr; € 1L

Qual a diferenca com progran@zlinear ?
Sobre a complexidade computacional, as diferengagjgandes.
Teorema: PLI & um problema NP-diil.

Prova. Exerdcio: Reduza um dos problemas NPtddis vistos
anteriormente para a forma de um problema PLI. [
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Estrategias para resolver problemas NP-diteis atraves de PLI:

e por arredondamento
— modelar o problema como problema de progragdmear inteira
— relaxar a formulago para programae linear
— resolver o programa linear
— arredondar as vaveis para cima/baixo, de acordo com o

problema.

e pelo netodo branch & bound
— modelar o problema como problema de progragdqear inteira
— relaxar a formulago para programae linear

— enumerar o espaco de sobes atra@s do nétodo branch & bound.
Cada @ daarvore representa um programa linear. Cada programa
linear (o) € ramificado enquanto houver valores fraéinos em
sua solugo.
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e pelo netodo de planos de corte
— modelar o problema como problema de progragdmear inteira
— relaxar a formulago para programae linear

— repetidamente inserir uma desigualdadkda que separa o ponto
fraciorario.

— parar guando obtiver uma soAwinteira

e pelo netodo branch & cut
— combina@o do netodo branch & bound e

— meétodo de planos de corte

O ponto de partida de todas estas estragiase modelar como um
problema de programago linear inteira
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Modelagem de Problemas

Modelagem atrawes de varaveis 0/1

e Um dos passos mais importantes para se resolver um probmma p
programago linear inteirae a escolha da formulao.

Como no problema de emparelhamento, vamos formular algobsgmas
NP-dificeis atraes de va@aveis 0/1.

Em geral, a i@ia principalée
e definir varaveis0/1, digamosz;,i = 1,...,n, tal que
e ser; = 1 enfo 0 objeta pertencea solu@o

e sexr; = 0 enio 0 objeta nao pertenca solu@o
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Formulacao do Problema da Mochila

Problema MocHILA: Dados itensS = {1,...,n} com valory; e
tamanhos; inteiros,i = 1,...,n, e inteiroB, encontrats’” C S que
maximizay , g v; talque)_, o s; < B.

Vamos definir solug@es atra@s de va@aveis birariasz;, i € S tal que
x; = 1 indica que o elementbpertencea solu@o e
x; = 0 indica que o elementbnao pertenca solu@o.

maximize Z Vi
1€[n]

sujeitoa < i€n]

r; € {0,1} Vie |n]
onde[n] ={1,...,n}.
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Coberturas, Empacotamentos e Partiges

Coberturas, Empacotamentos e Pagg $0 condi@es que ocorrem
frequéntemente na formulag de problemas.

SejaFE um conjunto & uma cole@o de subconjuntos de.
SejaC., . ={CeC:ec(C}eSCCtalquerc =1 C e S.
e S € umacobertura se

Y wmc>1 Ve€kE,
ceC,

e S € umempacotamentose

Z rco <1 Vee L,
CceCe.

e S € umaparticaose

Z rxrc=1 VeekF.
CeCe
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Problema da Cobertura por Conjuntos

Def.. Dada uma colgqo s de subconjuntos d& dizemos que cobreF,
Oou é umacoberturade E/, seUgcgS = E.

Problema COBERTURA PORCONJUNTOS Dados conjuntd,
subconjuntos de E, custos(S), S € S, encontrar coberturd C 8 que

minimizac(s’).

Teorema: COBERTURA PORCONJUNTOSe NP-difcil.
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Encontre uma cobertura por conjuntos:




Otimizacao Flavio K. Miyazawa

Cobertura por conjuntos:




Otimizacao Flavio K. Miyazawa

Detec@o de Virus

Reportado por Williamson’98 de estudo feito na IBM:

e Para cadaivus determinamos algumas géqcias de bytes
(assinaturas), cada s@mcia com 20 ou mais bytes.

e Total de 9000 sdiencias para todos 0s virus.

e O objetivoé encontrar o menor conjunto de gégcias que detecta
todos os 50001ivus.

Caso particular do problema de cobertura de conjuntos:

e Conjuntos:Cada se@iencia determina um conjunto dews que
coném a segéencia.

e Conjunto BaseConjunto de todos osinus.

e Objetivo: Encontrar uma cobertura de conjuntos de cardinalidade
minima.
Solu@o encontrada: 180 s@ncias para detectar todos os 5000 virus.
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Formulacao do Problema da Cobertura de Conjuntos

Vamos definir soluges atrags de va@veis birariaszrs, S € S tal que
rs = 1 indica que o conjunt® pertencea solu@o e
xs = 0 indica que o conjunt® nao pertenca solu@o.

minimize Z CsTg

(Y as > 1 Ve € E
sujeitoa < ses.

rs € {0,1} VS €S,

ondes, é definido com®@, :={S €38: ec S}.

A primeira restri@o diz que para qualquer elemento do conjurii@elo
menos um dos conjuntos que o cobrem (conjultysieve pertencer a
solugo.
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Problema da Localiza@o de Recursos

Problema L OCALIZACAO DE RECURSOS(FACILITY LOCATION
PROBLEM): Dados potenciais recursés= {1,...,n}, clientes

C ={1,...,m}, custosf; para instalar o recursice custos;; € Z para
um cliente; ser atendido pelo recurgsoEncontrar recursod C F
minimizando custo para instalar os recursosA&matender todos o0s
clientes

Aplicacao: Instalar postos de distribiag@ de mercadorias, centros de
atendimento, instal@ép de antenas em telecomunioes, etc.

Note que neste problema temos de determinar quais 0S re@usaremos
Instalar e como conectar os clientes aos recursos instalado

Temos dois tipos de custos envolvidos:
e Se resolvermos instalar o recurso, devemos pagar pelasa&i@o.

e Devemos pagar um preco pela coaexestabelecida entre um cliente e
0 recurso instalado mais@{imo.
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Vamos definir soluges atra@s de va@veis birariasy; ¢ € F tal que
y; = 1 indica que o recursofoi escolhido para ser instalado e

y; = 0 Indica que o recursbnao vai ser instalado.

e varaveisz;;, tal que

z;; = 1 indica que o clientg se@a conectado ao recurgo

z;; = 0 indica que o clientg nao sea conectado ao recurso

minimize Zfiyi + Z Cijlij

1EF NISED)

Z Tij = 1 \V/] < C,
Yi Vij € E,
y; € {0,1} VieF
e {0,1} VieFejeCdC.

8
S
IN

Ssujeitoa |

A primeira restri@o indica que todo cliente deve ser conectado a algum recurso
A segunda restrép indica que um clienteéddeve ser conectado a um
recurso instalado.
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Problema da Floresta de Steiner

SejaG um grafo €R uma cole@o de subconjuntos dg;.

Def.. UmaR-florestade G € qualquer floresta geradorA de G tal que
todo elemento d& est contido em algum componente Ee

Problema Floresta de Steiner.Dados um graf@~, um custoc. emQ@Q -
para cada arestae uma colegoR de subconjuntos d&;, encontrar uma
R-florestaF' que minimizec(F).
Aplicacoes:

e Roteamento em circuitos VLSI (VLSI Layout and routing).

e Projeto de redes de conectividade.

e Determinad@o de amplificadores de sinal em redésas.

e Constru@o dearvores filogeaticas.
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Exemplo:Considere o seguinte grafo com pivsss liga@es. Por
simplicidade, definimos restibes de conectividade parasirepresentados
pelos mesmosisbolos. Assim, devemos encontrar uma satuge custo
minimo que conecte todos oBaulos e que conecte todos os quadrados.

Possvel solu@o (COLOCAR CUSTOS, alterar fazendo s@aogonexa)
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Formulacao:

Em muitos problemas que envolvem alguma estrutura de coidecte, e
comum usarmaos vaveis birarias para as arestas de ca®@X{ois

1. em geral as arestas tem custos que estamos querendo
minimizar/maximizar

2. permitem facilmente escrever resbes relativagss condifes de
conectividade a que devem respeitar.
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Vamos definir soluges atrags de va@veis birariasz;; tal que
z;; = 1 indica que a arestg pertencea solu@o
z;; = 0 indica que a arestg nao pertence solu@o

Note que s& € invalido

e podemos dividir o conjunto degvtices em duas parteke J tal que
—1€l,5eJe
— nenhuma aresta deligal e J.
— Isto nos @& um corte que sepaia j.

Se em algum momento temos uma atriBoi@arar que ainda aoe
solu@o, en&o

e poderemos encontrar um conjunto de arestas que formamogsde c
separador

e pelo menos uma aresta do corte separador deve estar nasoluc
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Exemplo de atribui@o parar,. (para cada arestg que raoe solu@o
viavel.

Note que pelo menos uma das arestas que pertence ao costa (are
corta linha azul) deve pertencaisolu@o.

Vc se lembra de como encontrar um corte que separa ddisess et de
capacidade immima ?
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Formulacao:

minimize Z Coo
ecE

DD VSCV:IReRDASNR+R

sujeitoa < (desigualdades de corte)

r. € {0,1} Vee E

A primeira restri@qo impe que todo corte separador deve ter pelo menos
uma aresta que pertengaolu@o.

Teorema: O problema da separ@p relativoas desigualdades de corte
pode ser resolvido em tempo polinomial.

O gue podemos concluir com este teorema ?
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Problema do Caixeiro Viajante

Problema TSP:Dados um grafdr = (V, E) e um custa, emQ. para
cada aresta, determinar um circuito hamiltonian®@ que minimizec(C').

GrafoG Circuito Hamiltoniano d&7 de custo 27
Aplicacoes:

e Perfura@o e solda de circuitos impressos.
e Determinad@o de rotas de custoimmo.
e Sedienciamento de DNA (Genoma).
e Outras:http://www.math.princeton.edu/tsp/apps
D.S. Johnson: TSP Chalengingww.research.att.com/ dsj/chtsp

CONCORDE: Applegate, Bixby, Clatal, Cook’01: Branch & cut para TSP
Soluges para in$incias de @ 15112 ertices.
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Vamos definir soluges atrags de va@veis birariasz;; tal que
z;; = 1 Indica que a arestg pertence ao circuito da solag

z;; = 0 Indica que a arestg nao pertence ao circuito da soaa;
rodoviario a0 paulo

minimize Z Coo

ec
(DY e = 2 Vv eV
e€s(v)
sujeitoa < Z Te > 2 VSCV, S#I0
e€5(5) (restrigdes de subcircuito)
\ r. € {0,1} Vee E

A primeira restri@o diz que para todcéevtice a duas arestas da sofx;
gue incidem no &rtice (uma para entrar e outra para sair).

A segunda restraép diz que a soll#p deve ser conexa.

Note que se @o colocarmos as desigualdades da segunda BestaC
solu@o gerada poderia ser um conjunto de circuitos.
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Teorema: O problema da separ&p relativoas restries de subcircuito
pode ser resolvido em tempo polinomial.
Prova. Exerdcio. [

Teorema: (Grotshel & Padberg’79) As desigualdades da primeira
restricao definem facetas.

Exerdcio: A formulagdo que fizemos do TSP foi para graf@on
orientados. Faca uma formuéagpara o TSP quando as arestas s
orientadas (estamos procurando por um circuito hamiltancaientado de
peso Ninimo).
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Survivable Network Design Problem
(Na falta de uma trad@o boa)

Neste problema temosaxios pontos em uma rede de telecomurbesge
alguns pontos que devem ser conectados com requisitos detivaade.
Estes requisitos de conectividad®slados por uma fuag

f:V xV — N que indica o grau de conectividade entre paresoge n
Dado dois wsu e v, a fun@o f(u, v) indica a quantidade de rotas
alternativas que devem existir entre v. Assim, sef (u, v) = 3 indica
gue devem cair no mimo 3 links na rede para que 083 e v fiquem
desconectados. Um subgrafo@e&jue satisfaz os requisitos de
conectividade d¢ € dita ser umaede f-conectadaleG.

Problema SNDP:Dados um grafdr = (V, E), um custoc, emQ . para
cada arestae fun@o f : V x V — N encontrar redg-conectada engr
de custo rmimo.

Para ver mais sobre este problema, veja Mechthild Stoer'92.
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Exemplo:Para simplificar a furéio f, considere o seguinte grafo ondle
dada comoyf (u,v) = min{label(u), label(v)}.
Se o \erticeu tem label 3 e o &rticev tem label 2, eréto f(u, v) = 2.

@>f\f\/

/K/\/\

(1) (3) (3) (2)
Eis uma solugo que satisfaz 0S requisitos de conectividade deafufic
@ /@ N /\\ / (D

NS
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Vamos definir soluges atrags de va@veis birariasz;; tal que
z;; = 1 indica que a arestg pertencea solu@o
z;; = 0 indica que a arestg nao pertence solu@o

Estragégiaé a mesma do Problema da Floresta de Steiner.
Usaremos desigualdades de corte para gargtiimectividade.

Formulacao:

minimize Z Ce e

eckE

(Z e > K VSCV, K=max{f(u,v): ueS, veV\S}
sujeito a < €€9(5) (desigualdades de corte)

\ r. € {0,1} Ve€e E

As desigualdades de corte garantem gue toda dolungeira deve ter pelo
menos 0s requisitos de conectividade neaess.

Teorema: O problema da separ@p relativoas desigualdades de corte
pode ser resolvido em tempo polinomial.
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FormulacOes com varaveis inteiras
Problema de Empacotamento

Uma empresa deve vender objetos-= {1, 2, ..., m}, cada objeta com
demandal; que devem ser recortados a partir de placas que devem ter uma
configura@o previamente estabelecidaa Him total dek configurades

possveis e cada configurag j tema,; items do objeta. O objetivoé

encontrar as quantidades que a empresa deve cortar de cdidaiEma0

para suprir a demanda, cortando o mengngaro de placas padssl.

Exemplo de configuraﬁ;es com a disposap dos itens dentro de cada placa.

TAV =1=1 N VAV
il ai

Ex.: A placa P3 tem 0 itens do objeto 1, 1 item do objeto 2, Zitm

objeto 3 e 2 itens do objeto 4

—<
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Formulacao do problema de empacotamento

Vamos definir soluges atra@s de va@veis inteiras:; > 0, que d a
guantidade de placas na configurag¢ que devemaos cortar.

Restries para cada objeto
e As placas a serem cortadas devem suprir a demanda do dhjeto
e A quantidade de placas na configuaag é z;.
e Cada configuregoj tema,; itens do tipo.

Assim, para satisfazer a demanfjadevemos impor que

a;1T1 + ajoxo + - - + a;pTr > d;
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Considere as configuraes apresentadas na figura anterior. Suponha que
d; = 950, do = 1150, d3 = 495 ed4 = 450. A formulacao ficaria a
seguinte:

Formula@o:
minimize 1+ o + 23+ 24
[ 3u1 48 +2z4 > 950
211 +1xs +3x4 > 1150
sujeitoa { 1z +3x3 +1lry > 495
1xq +2x3 +1lxq > 450
| T € 7

Cada linha conéem os dados de um objei@ cada coluna coném os
dados da configurag ;.
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Formula@o:

minimize 1+ x2 + -+ T
(

a11T1 + @122 + - -+ apxr > dy
a2171 + G222 + -+ + AT, > da
sujeitoa |«
Ap1T1 + GpoTo + -+ anpTr > dp
|z, € LT

Outras aplicages:Corte de barras, alocag de comerciais de TV,
aloca@o em [@ginas de meaoria, corte de placas (vidro, madeira, chapas,
tecido, espuma, etc), empacotamento emaioates, etc.
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Trugues de modelagem

e Desigualdades excludentes
Deve valer apenas uma entre duas desigualdades:
ouad’'z < o' oua’z < o' devem valer, &o ambas.
Use nova vaavel biraria A com valor(Q se vale a primeira
desigualdade & caso a segunda deva ocotrrer.

a'x —M-A < o
a'x —M-(1-A) < o
A e {0,1}

ondeM é um termo suficientemente grande.

Obs.:Programas que apresentam valoredfigrande podem provocar
solu@es “muito fracio@rias”.
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e Alternativas no lado direito de igualdades
Se deve valer a igualdade = « ondea € {ay, ..., ax},
usamos novas vaveis birariasAq, ..., A, ondeA; = 1see
somente se a igualdade satisf@tar = «;.

k k
ax:ZoziAi ZAizl
i=1 i=1
A; € {0, 1}

e Penalidades em desigualdades
As vezes permitimos que uma desigualdade< « seja violada, mas
guanto maior a violego, penalizamos com fatét:

minimize ... + yP
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Problema ATRIBUICAO DE FREQUENCIAS (Radio link frequency
assignment problempPados conjunto de antends= {a1, as, ..., a,},
conjunto de fregénciast = {1,..., K}, K € uma vaiavel, e uma furgo
distanciad : A x A — N, encontrar uma atribu@p de fregiencias para as
antenasf : A — F tal que a disincia das fre@gncias atribidas para as
antenas:; e a; € pelo menod(a;, a;). O objetivoe encontrar uma
atribuicdo de fre@géncias vavel que minimize o valor d& .
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Formulacao:

e Variaveisf; indicando a frefiencia que iremos atribur antena;
e todas as fregéncias devem ocorrer no intervdlo, . . ., K }:

1< f; <K, VieA.
e O objetivoé minimizarkK.
e A atribuicao deve satisfazer a fuag de dishncia:
fi— fi| >d@i,5), i€A e jcA

Ops, nodulo raoe fungao linear. Vamos transformar para re<igeg lineares.

Vamos usar uma vaavel birariaA;; para indicar as alternativas daudulo:

e seA;; = 0 en@o deve ocorref, — f; > d(i, )
e seA;; = 1 ento deve ocorref; — f; > d(i, 7).
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Podemos trocar a restag rao linear

fi — fil > d(i,7)

pelas seguintes restaes lineares

fi— 1 +M-A;; > d(,])
fi—»fi +M-(1-4;) > d(i,))
A,,;j - {0,1}

ondeM €& um rumero suficientemente grande.

SeA;; = 0, a primeira restrigo nos @
fi— f; > d(i,5) econsegéentemente; > f;
a segunda restiap e sempre &lida:
fi—fi+M>d(,j)

0 queé sempre verdade 3¢ for suficientemente grande.
Analise amaloga pode ser feita quandg; = 1.
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Obtemos a seguinte formukag inteira para o problema de atribaocde
freqUéncias:

minimize K
’

fi— [+ M-Ay > d(i,j) Vi#j,i€AjeA
fi—fit+M-(1-Ay) > d(i,j) Vi#£ji€AjeA
Ay e {0,1} Vi#jicAjeA
sujeitoa | fo> 1 Vi A
fi < K Vie A
fi € Z Vie A
\ K ¢ Z

Obs.:A formulacao deste problema foi simplificada. Algumas vezas h
custos (interfegncia) envolvida na atribud® que dependem da distcia
entre fre@éncias para cada par de antenas. Algumas antenas tendestric
de frediencias, por estarem@imas a antenas que astfora do controle

da atribui@o (e.g., pertencem a outras empresas). Para ver mais stbre e
problema, veja Bornilfer, Eisenkitter, Gbtschel, Martin’96 (ZIB).
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Problema ESCALONAMENTO COM PRECEENCIA: Dados uma lista de
tarefasl. = {1, ..., n}, cada uma com tempo inteigy, uma ordem
parcial< entre tarefas e uma fuag de prioridadev : L — R, encontrar
um escalonamento de obedecendo precedcia, em um processador tal
que) . w; f; € mnimo, ondef; &€ o tempo que a tarefee finalizada.

Um escalonamento obedece prezmdas se para todo par de tarefag)
para o qual valeé < 5 enfo a tarefa termina antes da tarefacomecar. A
execu@o das tarefasao podem ser feitas por partes.

Teorema: O ESCALONAMENTO COM PRECEIENCIA & um problema
NP-dificil.

Problemas de escalonamento em geraEscalonamento de processos em
maquinas paralelas, escalonamento de pessoal em turnabdkt, etc
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Exemplo de precdshcia atrags de um grafo orientado:
(1 + j significa que deve ser executado antesjje

@/@

Vamos ver duas formul@es para este problema
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Formulacao 1:
e s; variavel inteira indicando o tempo deiaio da tarefa

e f; variavel inteira indicando o tempo que a taréfafinalizada

e A;; variavel biraria indicando se a tarefavtem antes dg
A;; tem valorl se tarefa vem antes dg, O caso confério.
Fungo objetivo:Minimizar o tempo de finaliza&p com prioridades:
minimize )", w; f;
Unidades de tempo inteiras:
s; €4, f; € Z,paral <i<n
Terminoe tempo de iitio + tempo de processamentg:+ p; = f;.
fi —si=p;

Sei < jenBo f; < s;, caso conrio f; < s;.

fii —=M(1—A4y) < s

I —MA;; < s
ondeM é um valor suficientemente grande.
Respeitar preca&shcias existentes

A;; =1 Vijtalques < j
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Flavio K. Miyazawa

Formulacao 1:

n
minimize Zwifi
1=1

— 35y "|_fz
— Sy _|_fz
— 8 +f]

sujeito a <

—M(1 -

A

IA

S

Di Vi € [n]

0 Vij € [n] X [n]
0 Vij € [n] x [n]
1 Vij i< j

7 Vie{l,...,n}
{0,1} Vij € [n] X [n]

onde[n| = {1,...,n} e M & um valor suficientemente grande.
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Formulacao 2:
Vamos supor que o tem@omedido em unidades inteiras.

e € possvel terminar todas as tarefas em um tem@axmo7'.

e f; tempo que a tarefaterminou.
e 1, vale 1 se a tarefatermina no tempo, e vale0 caso contrio
Uma tarefa 8 pode terminar em um determinado tempo:
Zle iy =1,paral < j<mn
z;+ = 1 se e somente s = t:
fi=3i itz paral <j<n
Fung@o objetivo:Minimizar o tempo de finalizap com prioridades:
minimize ) ., w; f;
Nenhuma tarefa pode terminar antes do seu tempo de procassam
xi =0,parat <pjel<jy<n
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Obs.: Uma estrégia nesta formuld@p € considerar o seguinte:

tf
E Ljs — 1
SZti

equivale a dizer qug terminou o processamento no tempg. .., t¢].

Sej < k endoj deve terminar pelo mengg unidades de tempo antes de
k terminar.

¢ t+pk
Z:st > Zxks, paraj < ket=1,...,T — ps
s=1 s=1

Em cada tempo, deve haver apenas um job sendo executado
n t+pj—1

S: Sj xjsgl, parat =1,..., 1T — pg

j=1 s=t

t+pj—1
Note que se ) ~ z;, = 1 significa que o tempoest sendo usado pela

s=t

tarefajy.
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Flavio K. Miyazawa

Formulacao 2:

n
minimize ) " w; f;
j=1

( T
DTt
t=1
T

Ji— E L xjt

t=1
. it

SUjeltO a < ¢ t+pp
§ Ljs — E Lks

s=1 s=1

n t+pj—1

j=1 s=t
\ Ljt

'V

IA

S

1 Vi<j<n

0 Vi<jij<n

0 ‘v’t<pj61§j§n

0 Vij:g<ket=1,...,T — pg
1 tzla 7T_p/<2

(0,1} VI<t<Tel<j<n

Apesar de mais vaaveis e mais complicada, esta form@ag¢em
apresentado melhores resultados que a primeira forgmlac
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Exerdcios:

e Em uma formulago linear inteira, uma vavelx pode assumir valor
0 ou valores acima de uma constaafe Como voe& restringe para
gue isto ocorra ?

e Seu programa linear inteiro deve ter residas
ar < aq, ... ar < a,,, mas no mximot, 1 <t < m restrigges
devem realmente ser satisfeitas. Comoavpode formular isto ?

e Faca uma formulap alternativa para o problema de atrilaige
frequéncias, usando vaveis birariasz; ; com valor 1 se e somente se
a antend recebeu a freaaggnciaf (suponha que a maior fragnciae
K).
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Programa Inteiro e Programa Relaxado

SejaP um poliedro (relaxado) € o conjunto de pontos inteiros em
sejaP; o correspondente poliedro inteiro én(i.e., P; := conv(1)).

Queremos otimizar er’;, mas em geralstemosP.

Informagdes deP e Pr:
e As solu®es deP; e P podem estar muito pximas.
e Todos os pontos dB; pertencem &.

e Se a fun@o objetivoe de minimiza@o, a solugo6tima deP € menor
ou iguala solu@oo6tima deP;.

e Se a fun@o objetivoe de maximizago, a solugo6tima deP € maior
ou iguala solu@ootima deP;.
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Resolvendo PLI por Arredondamento

Este netodo consiste em
e modelar o problema como problema de programodmear inteira
e relaxar a formulago para programag linear
e resolver o programa linear

e arredondar as vaveis para cima/baixo, de acordo com o problema.

Vejamos este @todo aplicado ao exemplo do problema do empacotamento.

Formula@o em PLI:

minimize 1+ 2o + 23+ 24
(321 48z +224 > 950
21131 —|—1£133 —|—3£134 Z 1150
SUJeltO a < 1331 —|—3$3 —|—1$4 2 495
1xq +2x3 “+1lxs > 450
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Relaxa@o do PLI:

minimize 1+ X9 + T3 + x4
(33, 48, +2z4 > 950
211 +1lxs +3x4 > 1150
sujeitoa ¢ 1z +3x3 +1lry > 495
1xq +2x3 +1lzy > 450
| i >0

Resolvendo este programa linear, obtemos uma &olde valord37,656 e
valoresz; = 0, xo = 26,406, x3 = 41,875 e x4 = 369,375.

O nimero de placas inteiro=- qualquer solugo 0tima usa pelo menos
438 placas.

Arredondando as vaaveis fracio@rias para cima, obtemos uma sa@ac
de valorx; = 0, 22 = 27, 3 = 42 e x4 = 370, que nos do uma solugo
de439 placas.

Assim, se a hossa solug rao forotima, estamos usando uma placa a mais
gue a solugootima.
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Branch & Bound e Programacao Linear Inteira
e modelar o problema como problema de progra@oedpear inteira
e relaxar a formulago para programag linear

e enumerar o espaco de sobes atra@s do neétodo branch & bound.
Cada @ daarvore representa um programa linear. Cada programa

linear (o) & ramificado enquanto houver valores fra@nos em sua
solugo.
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Considere o programa linear inteiro:

minimize 3r1 + 4xo

( —3r1 2z, < 2
o 1 —|—35132 S 11
sujeitoa ¢ 1 4z < 6
X1 2 07 L2 2 0
L x; € L7
Representaip g@afica do programa relaxado e os pontos inteiros:

Fungo Objetivo

max 3x1 + 4xo

T2

0 1 2 3 4 5 6
OPT-LP = 20,5

Vamos resolver o programa inteiro ategvdo Branch (& Bound)
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A primeira solu@ootima fracioraria corresponde ao ponto

(x1 = 3,5; z2 = 2,5). Escolhendo a vaavelz; (Que tem valor
fraciorario 3,5) para fazer branching, separamos o problema em duas
partes. Uma inserindo a restiga; < 3 e outra inserindo a restag

x1 > 4. Os dois subproblemas astrepresentados a seguir:

””””””””””””””””””””

e
Fungo Objetivo ol
max 3x1 + 4xo x1 >4
A

2

””””””””””””””””””””

0 1 2 3

,,,,,,,,,,,

,,,,,,

””””””””””””””””””””

0 1 2 3 4

OPT-LP = 20,5

*****************

*****************

4 5 6
OPT-LP = 19,4
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Um do programag tem solug@o inteira e Ao precisamos continuar sua
ramifica@o:

””””””””””””””””””””

o 1 2 3
OPT-LP = 20

O outro programa tem solag 6tima em(3 ; 2,6) e portanto fracioario na
variavelz,. Aindaé necesario ramificar este @t

””””””””””””””””””””

*****************

*****************

4 5 6
OPT-LP = 19,4

Proaramac3o | inear Inteira 51



Otimizacao

Flavio K. Miyazawa

Ramificando enx,, para os casas, < 2 ez, > 3, obtemos 0s seguintes

programas

””””””””””””””””””””

””””””””””

””””””””””

4 5 6
OPT-LP = 19,4

””””””””””””””””””””

*********************************

””””””””””””””””””””

1 2 3 4 5 6

””””””””””””””””””””

****************

*****************

1 4 5 6
OPT-LP =17

Desta vez, os dois novos programas tem sidggnteiras e podemos parar

O Processo.
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Flavio K. Miyazawa

Arvore completa de Branch (sem Boundj.a solu&obtima do problema

””””””””””””””””””””

3
Fung@o Objetivo ol
max 3x1 + 4xo x1 > 4

1) NS S S S

o 1 2 3
OPT-LP = 20

””””””””””””””””””””

0 1 2 3 4
OPT-LP = 20,5

””””””””””

””””””””””

1 2 3 4 5 6
OPT-LP = 19,4

E podando (Bound), como ficaria estaore ?

””””””””””””””””””””

*********************************

*********************************

1 2 3 4 5 6

””””””””””””””””””””

****************

*****************

1 2 3 4 5 6
OPT-LP = 17
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Estrategias comuns envolvidas narvore de B&B

e Escolhendo o 1o a ramificar
Usamos o 0 que tem a maior di&hcia entre o limitante inferior e superior.
Por exemplo, em um problema de minimiaagpegue omque tem o
menor limite inferior.
Isto permite diminuir a diferenca entre limitantes sugee& inferior.

e Escolha da varavel para ramificar:
- Variavel “mais fracio@ria”. Parte fracioaria mais poxima de0,5
- Variavel “menos fracioaria”: Parte fracioaria mais distante d&5

e Ramificacao por restricao:
Encontre uma resti@p validaax < b e divida em duas partes:
1. Um ramo tem inserido a desigualdade< b’ e
2. outro ramo tem inserido a desigualdade> b" .
Ex.: Encontre uma desigualdade do TSP do #ipf.S)) > 2 e
1. coloque arestrgoz(6(.S)) = 2 em um ramo e
2. coloque arestragpx(6(.S)) > 3 em outro ramo.
(naturalmente & um esforgo para encontrar tal desigualdade)
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e Representando arvore de Branch & Bound:
Em geral o armazenamosavore, mas uma lista do$s ativos.
Cada vez que escolhemos umativo para ramificar, removemos este
do conjunto e inserimos seus ramos (Novos)n
Estrutura de dados comum para armazear Rkila de prioridade

e Guarde a melhor solu@o viavel

e Poda daarvore:
Use o valor da melhor solag encontrada combinada com e&ggds
de limitantes superiores para podar ramas promissores.
Boas estratgias de poda podem evitar crescimemoido daarvore.

e Percorrendo aarvore de B&B
- Se rao temos solup viavel: aplicar busca em profundidade por
ramos mais promissores
- Se temos sollp viavel: misture escolha do melhod som busca
em profundidade
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e Branch & Bound para programas com variaveis em{0, 1}:
Ramos da enumerag consistem em fixar vaveis pard ou 1.

e Fixacao de variaveis por implicagdes bgicas:
A fixacao do valor de algumas vasieis pode levar a fixar outras.
Considere o problema do TSP resolvido atisade B & B com LP.

Removendo as arestas fixadas em 0 e contraindo arestas ®xmadas
podemos obter um grafo tal que:

- se houver @rtice de grau dois, podemos incluir as arestas incidentes
na solu@o do ro.

- se houver uma aresta cuja reraoglesconecta o grafo, podemos
podar o ramo destein
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BRANCH-BOUND-SIMPLIFICADO (P?) % programa relaxado P°
1 LB¢ —o0 % Lower bound

2 x* < Heuristica sobre P° () se ndo encontrar solucao viavel)
3 UB+« val(z*) (onde val(()) = +o0)
4  Ativos«+ {P°}
5 enquanto Ativos+# () faca
6 escolha P € Ativos
7 Ativos < Ativos \ {P}
8 se P é viavel, % se inviavel, ramo é podado
9 x < solucao 6tima de P
10 se val(x) > LB entao atualiza LB (se necessario)
11 se val(x) < UB % se val(z) > UB , ramo é podado
12 se z € inteiro entao
13 UB <« val(z)
14 R
15 senao
16 crie dois subproblemas P’ e P" a partir de P
17 Ativos<AtivosU{P’, P"}

18 devolva z

Proaramac3o | inear Inteira 57



Otimizacao Flavio K. Miyazawa

Meéetodo de Planos de Corte
Seja(P, ¢c) um programa linear, onde & um poliedro e €& a fun@o obijetivo.
Suponha qué’ é descrito por amero grande de desigualdades.
Ainda assim, podemos obter uma s@agtima para P, c).

Estraggia:

1. Nao usarP, mas comecar com um poliedro inici@l(descrito por
poucas desigualdades) que @antP

2. Repetidamente encontrar uma saligtimay de(@ e
casoy ¢ P, adicionamos & uma desigualdadedlida (chamada de
plano de corte) que separa (coryade P sem perder nenhuma soaa;
deP.

3. Parar quando encontrar uma s@lodtima deP.

Precisamos repetir o passo 2 muitas vezes ?
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Otimizacao x Separa@o
Def.: Problema da Separaao: SejaP C R"” um conjunto convexo e

y € R", determinar s¢ € P, caso con#rio, encontrar desigualdade
ar < btalqueP C {z : ax < b} e ay > D.

Teorema: (Grotschel, Loasz, Schrijver'81) O problema de otimiZaxgde
um programa linear pode ser resolvido em tempo polinomi& semente

se o problema da separag para o poliedro do programa linear pode ser
resolvido em tempo polinomial.
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ALGORITMO PLANOS DE CORTE(P,¢) Dantzig, Fulkerson e Johnson’54
P poliedro (ndo necessariamente explicito),
¢ funcao objetivo
() < {Poliedro inicial}
y < OPT-LRQ, ¢)
enquanto y pode ser separado de () faca
seja ax < b desigualdade de P que separa y
Q<+ QN{x:ax <b}
y +OPT-LRQ, ¢) fun@{

objetivo
se () = () retorne () J

coO N OO 0 b WO DN P

senao retorne v,

onde OPT-LRQ, c¢) retorna solugo6tima do programa linedi?, c)
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Que tipo de desigualdada®as melhores para serem inseridas ?

Proaramac3o | inear Inteira 61



Otimizacao Flavio K. Miyazawa

Desigualdades Vlidas, Faces e Facetas
SejaP um poliedro.

e ax < bé umadesigualdadealidaparaP seP C {x : ax < b}.

e Um conjuntoF’ é dito ser umdacede P se existe desigualdadalida
ar < btalqueF = PN {z:axr < b}

e Um conjuntoF’ é dito ser umdacede P se existe desigualdadalida
ar < btalqueF = PN {z:axr < b}

e Uma faceF de P € dita sempropriaseF' # P.
e Uma faceF de P é dita semnao-trivialse() # F # P.

e Uma face @o-trivial F' e dita ser uméacetade P seF' nao esh
contida em nenhuma outra facepria deP.
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Exemplo de Faces e Facetas

Ponto extremal
| vertice)

Observe gque as melhores desigualdaddislas &0 aquelas que induzem
facetas.
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Gera@o de Planos de Corte para programa linear inteiro

Estraggia:
1. Formular o problema como problema de prograacdmear inteira
2. Relaxar a formulago inteira para programag linear

3. Repetidamente inserir planos de corte

Como obter os planos de corte ?
e Gerando desigualdadealidas a partir do programa linear relaxado

e Gerando desigualdades pelas propriedades dassldp problema
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Gerando desigualdades a partir do programa linear
Cortes de Ch\atal:

1. Suponha que queremos sdlas inteirasg € Z™ para um poliedro
P:={x: Az <b},Ac Q" ™ ebecQ".

2. ldeia: Combinar as linhas do sistema < b para obter uma
desigualdadex < t tal que o vetor € inteiro et nao.

3. Inserir a nova desigualdade < ||

Exerdcio: Transforme um poliedro descrito por desigualdades e
igualdades<{, =, >) em um descrito apenas por desigualdades dodigd
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Cortes de Chwatal
SejaP um poliedro

1. Uma desigualdader < ¢, sendoz um vetor inteiro, pertence decho
elementade P, denotado poe! (P) se existem desigualdades
dix <bq,...,d,x <b, deP e valores Ao negativos\, ..., \,, tal

quezmj N;d; =a e Li )\szj < 1.
1=1 1=1

2. Parak > 1, definimose* (P) := e} (P U eF~1(P)).
3. O fechoc(P) & definido comaJ¢ , ¥ (P).

Teorema: (Chvatal’73) SeP & um poliedro limitado € o conjunto de
pontos inteiros en®, en&io cony/) pode ser obtido afs um rmero finito
k de operages do fecho.
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Problema do Emparelhamento

Def.. Dado um grafa7 = (V, F), dizemos qué// C E € um
emparelhamento d@ se M nao tem arestas com extremos em comum.
Queremos obtePg,,, (G) := conv{x™ € R¥ : M & um emparelhamen}o

Formula@o Inteira do problema do Emparelhamento:
maximize D ech CeTe
Zeeé(v) Te < 1 Vv eV,

sujeito a
rz. € {0,1} VeeFE.

Relaxa@o linear
maximize D ek CeTe

2665(0) Te 1 YvevV,
rx. > 0 VeelkL.

IA

(P) sujeito a

Sabemos que quandeeé bipartidoP = Pgyy,,,.
E quanda naoeé bipartido, a igualdade ocorre ?
Nao.
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SeP tem custos undrios, a seguinte atriblag € 6tima com valor,5

N =
N =

1
Vamos gerar um corte de Chmal: 2

1. SejalU C V tal que|U| > 3 & impa.

2. Some as desigualdadg$, ., z. < 1 paratodou € U.

€d(u
3. Obtem082 ZeEE(U) Te T+ ZeE5(u) Le S ‘U|,
ondeF (U) sao arestas com ambos extremosém

Ignorando o segundo term®) | g7y ze < |U]

Dividindo por dois:y ", ¢ () Te < 19l

Lado esquerdé inteiro e o direite fraciorario: ZGGE(U) Te < L%j

N o bk

TP U|—1
Novo corte (que separa atribagacima):) . BU) Te < 5
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Considere o novo programa lingd?’) com os cortes de Clatal:

maximize Z CeLe
e€E
( Z re < 1 Vv eV,
e€s(v)
(P') sujeitoa < Z . < ‘5‘2_1 VS CV, |S|impar
e€E[S]
\ z. > 0 Vee E

ondeFE|S] := {e € E : e tem ambos extremos ef}.
Teorema: (Edmonds’65P’ = Pg,,.

Teorema: (Padberg, Rao’82) O problema da sepa&acdo poliedro
relaxado do emparelhamento pode ser resolvido em tempiogooial.
Veja aodigo em
http://elib.zib.de/pub/Packages/mathprog/index.htmi

Corolario: O problema do emparelhament@rimo em grafos quaisquer
pode ser resolvido em tempo polinomial.
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Outros métodos para gera@o de planos de corte
para programas lineares inteiros

e Cortes de Gomory (Gomory’58)
e Cortes de Schrijver (Schrijver’80)
Estes netodos de planos de corte (Gtal, Gomory e Schrijver)
1. sao independentes do problema
2. garantem uma sol@p otima inteira em tempo finito

3. nem sempread bem sucedidos como no problema de
emparelhamento

4. em geral ao lentos e apresentam pequena melhora em cad&iverac

Como gerar planos de corte bons ?

Use as propriedades estruturais das smaglo seu problema em particular
para conseguir desigualdadedigias boas, se pdsel que induzem facetas
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Planos de corte e Conectividade

Muitos problemas vistos envolvem conectividade:
e Floresta de Steiner
e Caixeiro Viajante
e Survivable Network Design

Por exemplo, no TSP, uma das desigualda@déidas foi a seguinte:
Z Te > 2, VO #AS CV

e€d(S)

|.e., para todo conjunto deexticesS, ) # .S C V, o nfimero de arestas
escolhidas na solag (arestas comz, = 1) que pertencem ao corée¢s)
deve ser pelo menos 2.

Como testar se um pontosatisfaz todas as desigualdades de corte acima ?
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Para testar se doi€xticess et esfio separados por um coit§, S) que
viola a desigualdade de corte, i.e.,aestorrendo

Z xe <2 seS telf
ecé(S)
podemos executar o algoritmo patacorte mMnimo.
Note que o algoritmo deve ser executa@o para o grafo original, mas
onde cada arestatem capacidade..
Se o valor dost-corte nminimo for menor que 2, eab o corte gerado viola
a desigualdade de corte e podemos inseri-la como desigiealdida.

e Estrakgia Direta:
Testar para todos os pares degtices:0(n?) execues dost-corte
minimo.

e Arvore de Cortes de Gomory-Hu (Gomory, Hu'61):
Todos os cortes representados por @m@re usanda — 1 execu@es
do st-corte mnimo
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B———®
<C\K” ©

© )
GrafoG = (V, F) Arvore T de Cortes de Gomory-Hu d&

Arvore de Cortes de Gomory-Hu:

Cada aresta narvore de cortes de Gomory-Hu representa um corte.
A capacidade do corte o peso da aresta €M

Exemplo do corte de capacidade 11 representado pela éedta emT
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D ©
e
© ®
GrafoG = (V, E) Arvore T de Cortes de Gomory-Hu d@

Corte minimo que separa ev em(G é dado pelas componentes geradas pela
remo@o da aresta de capacidadmima no caminhainico entreu ev emT..

Exemplo de corte imimo que separa outicesA e G
(7 & onmnimoem{11,7,10}).
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Separa@o parao TSP

Vamos ver um exemplo de como se comporta a irgsede desigualdades
para o TSP para o seguinte grafo:

@ c,8 E

y

b,5

9.9
Grafo com nome de arestas e seus custos
Para 1@o sobrecarregar, em cada passo seguinte apresentarenas ap

valores obtidos da solag 6tima fracioraria sem colocar os custos das
arestas e seus nomes.
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min CaTaq + Coxp + -+ - + Cra
S-a-{ 0<2,<1,...,0< ;<1

Solugaootima =0

min CaTa + CoTp + - - - + C1x4
s.a. Tatzo 2 0
0<z2,<1,...,0<2;<1

Solugootima = 12

Adicionandoz(d(A)) =
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min

S.a. <

Calaq + CoTp + -+ + C1T4
( To +x0 = 2
Tao+Te+2Tg+xTe = 2

L 0<2.<1,....,0< ;< 1

Solugootima = 14

(B) TR (E)

. mp=0

. =0 S.a. 4
mbzl C‘\\\mf:O “",' - \Q\\\ml:O

Cala + CoTp + -+ + CLXy

( Ta +x0 = 2
Tao+Te+2Tg+xe = 2

Ty +Te +x5+29 = 2

[ 0<2,<1,....,0< ;<1

Adicionandoz(§(C)) = Solug@ootima =15
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min CaXaq + CoTp + -+ - + 2y

( To+x = 2
Ta + Te + Td + Te
S-8.9 1y +ze + 35 + 24
Td+Tf+ Th + T4
{ 0<2,<1,...,0< ;<1

I
N NN

Solu@ootima = 16

Adicionandoz(6(F))

min CaTa + CoTb + - + LT
( To +2xp = 2
Ta T Te+ Td+ Te
Tp + Te +Tf + Ty
Td+Tf+ Th + T4
Te+ Th +Tj + Tk
 0<2,<1,...,0< 2, <1

S.a. <

I
NN NN

Solu@oobtima =21,5
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min CaXaq + Coxp + -+ - + 1y

( Ta + Tp
Ta + Tc+ Td+ Te

Tp + Te +Tf + Ty
S84  mg+xp+TH + T
Te+ Th +Tj + Tk
Tg+Ti +Tj + T

[ 0<2,<1,....,0< ;<1

O NN DN

Solugootima = 28.5

min CaZa + CoTp + -+ - + 1y

( Ta 1+ Tb
Ta + Te+ Td + Te
Tp + Te +Tf + Ty
Td+Xf+ Th+ X
Te+ Th + Tj + Tk
Tg+Ti+Tj+ T

Adicionandoz (§(G)) = 2 Tk + T
{ 0<2,<1,....0< ;<1

S.a. <

I
N NN N N NN

Solugootima = 30
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Todas as restriesz(d(v)) = 2 para todo erticev foram inseridas.
Agora vamos inserir as desigualdades de corte:

min CaTa + CoTb + - + LT
( Taq + Tp 2
Lo +Te+ Tqg + Te — 2
: ) To +Tet+xf+29 = 2
S ¥ Ta+zf+an+x; = 2
x g=0

. . S&4 w.tzptzitar = 2
A?Ilc?lonando desigualdade do corte Ty mi vz o = 2
minimo que separal e D (corte de T + T 2
valor 0) Tet+za+xr+ay > 2
z(6(S)) > 2 { 0<2,<1,...,0<, <1

ondeS = {4, B,C} Solug@oo6tima = 32
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min CaXaq + CoTp + -+ - + 2y

( Ta + Tp
Ta + Te+ Td + Te
Tp + Te +Tf + Ty
Td+Tf+ Th + T4
Te+ Th +Tj + Tk

s.a. ¢
Adicionando desigualdade do corte Tg + T+ Z; + T
minimo que separal e E (corte de Tk T Tl
valor 0) Te T Ta T Tf+Lg
Te+Tg + Th + T
{ 0<2,<1,...,0< ;<1

I
NN NN N NN NN

AVARAV,

z(0(5)) = 2
ondeS = {A4,B,C, D}

Solug@ootima = 33

Chegamos em uma solwpo inteira!!! Solucao 6tima para TSP de valor 33.
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Exemplo de solu@o 6tima fracionaria do programa relaxado do TSP

Grafo G (grafo envelope) e custos nas arestaS'

@

10

Solugaootima fracioraria de peso 45 (LP com resibigs de grau e de corte):

@ rg=1

Chvatal'75: apresenta sepa#acde soluges como acima (comb inequalities)
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Branch & Cut

Um algoritmo Branch & Cut & uma
e combina@o do nétodo Branch & Bound e
e gera@o de planos de corte durante a gamdaarvore de B & B.

Parece simples, mas um algoritmo Branch & Cut envolve maiéistica@es

Estrategia:
x investir em cada rb para limitar crescimento daarvore e
* delimitar problema

e por estratégias de separao,

e USO de hedusticas primais em cadan
e métodos de ramifica,

e pre-processamento em cada n

e gerenciamento de desigualdada$idas
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Estrategias consideradas na separag

e Uso de heusticas para encontrar planos de corte
as vezes vale mais a pena usar umalis&oa para obter planos de
corte em tempoapido que algoritmos que garantidamente
determinam a exiehcia de classe de planos de corte, mas a um alto
custo computacional.

e Redu@o do rumero de desigualdades no n
Em sistemas grandes, remover as desigualdadesaquesho justas
Uma desigualdade - = < « € justa se a sol@p otima do LPz*
satisfaz a desigualdade com igualdade.
Isto diminui o rumero de restriges e permite que a resoaado
sistema fique maisapida.

e Tailing off
Desigualdade de sepataxde alguns pontos pode gerar melhorias
pequenas e sobrecarregar muito o sistema.
Em vez de separar estes pontos, ir direto para a ranaficac
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e Sele@o de desigualdades

— Escolha desigualdades de classes diferentes
A escolha de desigualdades de diferentes classess efetiva que
concentrar em desigualdades de mesma classe.

— Selecione as desigualdades mais violadas
Para cada desigualdadalida encontrada - ¢ < «, calcule
a-x' —«,ondez’ &a solu@o da relaxago atual. Quanto maior for
a diferenca, maior a chance de crescimento do limitangsionf

— Selecione desigualdades que cobrem todo espaco deeiari
Um sistema linear “se adapta” a cada nova desigualdade,ndada
o minimo. Quando introduzimos desigualdades com grande
guantidade de vaaveis rao nulas, a chance disso ocoreamenor.
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e Manuten@o de umPool (depdsito) de desigualdades

— Inser@o no Pool de novo plano de corte
Sempre que um novo plano de corte for encontrado, inserioab p

— Ativacao das desigualdades do Pool
Uma desigualdade inserida no pool, pode ser um plano de corte
para um 0. Assim, percorremos as desigualdades do pool,
Inserindo aquelas quéas planos de corte para 0 ©orrente.

— Eliminagao das desigualdades do Pool
Convem manter uma idade para cada desigualdade do pool. Cada
vez que o pooé percorrido, aumenta se a idade das desigualdades
qgue rao foram ativadas. Posteriormente, eliminamos as
desigualdades velhas. Permite que o p@al aresca
exageradamente.

— Manuten@o de um pool de desigualdades por n
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Estrategias de delimita@o

e Heuiisticas Primais
Aproveite informa@es da solugo do programa relaxado em cada n
para obter soluies vaveis.

e Pre-processamento dos:
Fixacao de varveis por implicages bgicas. Considere o problema
do TSP resolvido atrés de B & B com LP.

Removendo as arestas fixadas em 0 e contraindo arestas ®xmadas
podemos obter um grafo tal que:

- se houver @rtice de grau dois, podemos incluir as arestas incidentes
na solu@o do .

- se houver uma aresta cuja reraoglesconecta o grafo, podemos
podar o ramo destein
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Estrategias usadas na ramificago

e Ramifica@o por varaveis
Escolha da vaavel com parte fracicdria mais poxima de0,5.
Escolha da vaavel com parte fracicaria mais distante d&5.

e Ramifica@o por restriao
Ex.: Digamos que encontramos uma desigualdade querv&l®)) = 2,5
1. coloque arestrgoz(6(.S)) = 2 em um ramo e
2. coloque a restragpz(d(.5)) > 3 em outro ramo.
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BRANCH-CUT-SIMPLIFICADO (P°) % programa relaxado P°

1 LB+ —oo % Lower bound

2 x* < Heuristica sobre P° () se ndo encontrar solucao viavel)
3 UB<« val(z*) (onde val(()) = 4+00)

4  Ativos <+ {P°}

5 enquanto Ativos # () faca

6 escolha P € Ativos e remova P de Ativos

8 x < solucao 6tima de P (z<+( se P é inviavel)

9 se —Tailing On—entao

10 enquanto x # () e consegue separar x faca

10 Insira planos de corte separando x

11 x < solucao 6tima de P (z+ () se P é inviavel)
12 se val(x) > LB entao atualiza L B (se necessario)
13 se val(x) < UB % se val(z) > UB , ramo & podado
14 se zx € inteiro entao

15 UB < val(z);

15 R

17 senao

18 crie dois subproblemas P’ e P” a partir de P
19 Ativos < AtivosU {P’, P"}

20 devolva z
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e Uma apresent@p sobre o ratodo branch & cut aplicado ao problema
daarvore de Steiner (caso particular do Problema da Floresta d
Steiner) pode ser encontrada em Ferreira & Wakabayasl@@gtulo

4.
http://www.ime.usp.br/"yw/livros/livro-new.ps.gz
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Apeéendice I. Grafos

Def.. UmsubgrafoH = (Vy, Ey) deG = (V, E) & um grafo tal que
Vg CV, Eg CEeFEy CVyg x V.

Def.: Um subgrafod = (Vy, Ey) deG = (V, E) égeradorseVy = V.

Def.: UmapasseiaP emG = (V, E) € uma se@éncia
(’Uo, €1,V1,€2,...,V—1,€k—1, ’Uk) ondev, € V ee; = {'Uz'—la ’Ui} e F.
Chamamog, e v;, deorigeme destinode P, resp.

Def.. Umatrilha @ um passeio queain repete arestas.

Def.. Umacaminhoé um passeio queain repete @rtices.
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Def.. Um ciclo € uma trilha com osartices de origem e destino iguais.
Def.. Um ciclo eulerianade G € uma ciclo que coein todas as arestas @e
Def.. Um circuito & um ciclo que ao repete &rtices.

Def.: Um circuito hamiltonianale G € um circuito que coim todos os
vertices de7.

Def.. Um grafoG = (V, E) @conexose para toda, v € V, existe
caminho liganda: e v.

Def.. Umaflorestal’ = (V, E') € um grafo que &0 coném circuitos.

Def.: UmaarvoreF = (V, E) & um grafo conexo sem circuitos.
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G S'ubgrafo Geradc
’ Caminho Ciclo
Circuito Hamiltoniano Arvore
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Def.. Um grafoG = (V, F) & bipartidose existe part@o (X, Y) deV tal
queE C X x Y.

Def.. Um grafoG = (V, F) ébipartido completse existe part&o
(X,Y)deV talqueEl = X x Y. Denotado pok| x|y

Def.. Um grafoG = (V, FE) @completoseE =V x V.
Denotado poiKy,.

K3x4 K5

Anéndice I' Teoria dos Grafos A



Otimizacao Flavio K. Miyazawa

Def.: Um grafoG = (V, F) é planarse pode ser desenhado no plano com
arestas interceptando apenas nos extremos.

Def.. Um multigrafoG = (V, E') € uma exteréo de grafos para admitir
varias ©pias de uma aresta.

Grafo Planar

Multigrafo
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Def.. Umaaresta orientada@ um par ordenadou, v) representada por
u — v para \erticesu e v. Dizemos que € o irficio (ou cabeca) @ € 0
fim (calda) da aresta.

Def.: Um grafoG = (V, F) é dito serrientadose suas arestadsorientadas.

Grafo Orientado

Def.: Um verticeée dito serfontese rao a arestas entrando néntice.

Def.: Um verticeé dito sersorvedourse rao ha arestas saindo d@stice.
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Algumas definifes anteriores se aplicam para grafos orientados.

Exemplo de caminho hamiltoniano orientadofdearas

Caminho hamiltoniano
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Def.: Dado um grafo Ao orientadoG = (V, E') e um \erticev € V,
denotamos pod(v) o conjunto das arestas que tem um extremaem

Def.: Dado um grafo Ao orientadoGG = (V, E) e conjuntoS C V,
denotamos po#(,S) o conjunto das arestas que tem exatamente um
extremo eny.

Def.: Dado um grafo orientadé: = (V, E) e um \erticev € V,
denotamos denotamos pbr (v) o conjunto das arestas dgé que tem a
calda emw e denotamos pai— (v) 0 conjunto das arestas d€ que tem o
Inicio emu.

Def.: Dado um grafo orientadd: = (V, E) e conjuntoS C V,
denotamos pod* (S) o conjunto das arestas dé que tem a calda erfi e
o inicioemV \ S e denotamos paf~(.S) o conjunto das arestas dé que
tem o irficioemS e acaldaeni? \ §S.

Para entender mais sobre grafos, veja Bondy and Murty [BM76]
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Apeéendice II: Definicoes e notago sobre conjuntos

Def.. Dado um conjuntad e uma fun@o f sobreA, f : A — R, e um
elemente € A, denotamos pof, = f(e).

Def.. Dado um conjuntd e uma fun@o nunericaf : A — R,
denotamos pof (B) := > ..z f(b) paratodaB C A.

Exemplo: SeG = (V, E) € um grafop € um \ertice deV, ex € uma
funcdo nunerica nas arestas: £ — R enfio vale

(6(0) = ) me= Y  x(e)

e€d(v) e€d(v)

(soma dos valores da fuagx aplicada nas arestas que incidem®@m
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