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Teoria dos Jogos e Algoritmos

Algorithmic Game Theory

Algorithmic Game Theory

Eds. Nisan, Rougharden, Tardos, Vazirani’07

www.cambridge.org/journals/nisan/
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Teoria dos Jogos e Algoritmos

Algorithmic Game Theory

Algorithmic Game Theory

Eds. Nisan, Rougharden, Tardos, Vazirani’07

www.cambridge.org/journals/nisan/
downloads/Nisan Non-printable.pdf

Teoria dos Jogos Algoritmica
» Teoria dos Jogos
» Complexidade de Algoritmos
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Introducao

Teoria dos Jogos e Algoritmos

John von Neumann

» Computacao (Arg. de Computadores, Projeto de Algoritmos,... )
» Teoria dos Jogos

» e muitas outras ...
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Introducao

Teoria dos Jogos e Algoritmos

Internet:
» Rede gigantesca com grande quantidade de usuarios e complexa
estrutura sécio-econémica

» Usuarios podem ser competitivos, cooperativos,...
» Situacoes envolvendo Teoria dos Jogos e Computagao

» Controle descentralizado
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» Rede gigantesca com grande quantidade de usuarios e complexa
estrutura sécio-econémica

» Usuarios podem ser competitivos, cooperativos,...
» Situacoes envolvendo Teoria dos Jogos e Computagao

» Controle descentralizado

Dificuldades:

» Quantidade de recursos e usuarios envolvidos € em geral muito
grande
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Teoria dos Jogos e Algoritmos

Internet:
» Rede gigantesca com grande quantidade de usuarios e complexa
estrutura sécio-econémica

» Usuarios podem ser competitivos, cooperativos,...
» Situacoes envolvendo Teoria dos Jogos e Computagao

» Controle descentralizado

Dificuldades:
» Quantidade de recursos e usuarios envolvidos € em geral muito
grande

» Modelos e solugdes da Teoria dos Jogos tradicional nem sempre
sao adequados
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Jogos Classicos e Conceitos Basicos

Dilema dos Prisioneiros

» Dois prisioneiros estdao sendo julgados por um crime
» Ambos sdo questionados separadamente
» Cada prisioneiro tem duas escolhas:

e Confessar o crime

e Ficar em Siléncio

Confessar/Siléncio ?

» Temos 4 possibilidades se A e/ou B confessam
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Jogos Classicos

Dilema dos Prisioneiros

A e B confessam

» E possivel julgar todos os crimes

» A e B ficam 4 anos preso
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Jogos Classicos

Dilema dos Prisioneiros

A e B ficam em siléncio

» Nao é possivel julgar todos os crimes

» A e B ficam presos 2 anos, por crimes menores
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Jogos Classicos

Dilema dos Prisioneiros

A confessa e B fica em siléncio

» A é usado como testemunha contra B
» A fica 1 ano preso por colaborar

» B fica 5 anos preso
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Jogos Classicos

Dilema dos Prisioneiros

A fica em siléncio e B confessa

» B é usado como testemunha contra A
» A fica 5 anos preso

» B fica 1 ano preso por colaborar
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Jogos Classicos

Dilema dos Prisioneiros

» Jogadores: Prisioneiros Ae B
» Custo/Penalidade: Quantidade de anos preso

B
Confessa  Siléncio
A
4 5
Confessa
4 1
1 2
Siléncio
5 2
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Dilema dos Prisioneiros

Escolha da estratégia (opcoes)
» Jogadores: Prisioneiros Ae B

» Custo/Penalidade: Quantidade de anos preso

B B
Confessa  Siléncio Confessa  Siléncio
A A
4 5
Confessa Confessa -~
4 1 } T
I | |
Siléncio Siléncio -
5 2
(@ (b)

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica Campinas, 2010 12/126



Dilema dos Prisioneiros

Escolha da estratégia (opcoes)
» Jogadores: Prisioneiros Ae B

» Custo/Penalidade: Quantidade de anos preso

B B
Confessa  Siléncio Confessa  Siléncio
A A
4 5
Confessa Confessa -~
4 1 } T
I | |
Siléncio Siléncio -
5 2
(@ (b)

» Existe uma configuragcao em equilibrio: Ambos confessam
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Dilema dos Prisioneiros

Escolha da estratégia (opcoes)
» Jogadores: Prisioneiros Ae B

» Custo/Penalidade: Quantidade de anos preso

B B
Confessa  Siléncio Confessa  Siléncio
A A
4 5
Confessa Confessa -~
4 1 } T
I | |
Siléncio Siléncio -
5 2
(@ (b)

» Existe uma configuragcao em equilibrio: Ambos confessam
» Duas vezes pior que a configuragao com ambos em Siléncio
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Jogos Classicos

Roteamento por provedores de servico de Internet

» Provedor de servico de Internet (ISP) controle a transmissao
dentro de sua rede.

» Transmissao dentro da mesma rede é feita s6 pelo ISP
correspondente

» Ha pontos de troca, pertencentes a redes adjacentes

» Comportamento racional: Provedor envia para o ponto de troca
mais proximo

ISP-A ISP-B
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Roteamento por provedores de servico de Internet

Uma transmissao: al — bs
» |SP-A controla transmissao entre C, a;, a», az € S
» |SP-B controla transmisséo entre C, by, bo, b3 e S
» Pontos de Troca: Ce S
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Roteamento por provedores de servico de Internet

Uma transmissao: al — bs

» |SP-A controla transmissao entre C, a;, a», az € S
» |SP-B controla transmisséo entre C, by, bo, b3 e S
» Pontos de Troca: Ce S
» ISP-A é racional: Escolhe rota por C

» Custo para ISP-A: 1
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Roteamento por provedores de servico de Internet

Uma transmissao: al — bs

» |SP-A controla transmissao entre C, a;, a», az € S

» ISP-B controla transmissao entre C, by, b, bs € S
» Pontos de Troca: Ce S
» ISP-A é racional: Escolhe rota por C

» Custo para ISP-A: 1

» Custo para ISP-B: 3

1 ISP-B

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp)
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Roteamento por provedores de servico de Internet

Duas transmissoes: a; — by e by — as

\Y/
1
a e by
@@= >l <« »
C
1 1
S 1
@@= > e »©0
a 3 o by
3 1 b3
A

ISP-A .~ . _ISP-B
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Roteamento por provedores de servico de Internet

Duas transmissoes: a; — by e by — as

» Se ISP-A e ISP-B sao racionais, ambos enviam por C
» Custo para ISP-A: 1+3=4

1 doenviode a; —+ by + 3doenviode by — a3
» Custo para ISP-B: 3+1=4

3doenviode a; —+ bz + 1doenviode by — as

Y
1
a 1 ! 1 b1
.<—>.C<—>
1 1
S 1
@@= > e »©0
a 3 o b2
A

ISP-A .~ . _ISP-B
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Roteamento por provedores de servico de Internet

Duas transmissoes: a; — by e by — as

» Se ISP-A e ISP-B sao racionais, ambos enviam por C
» Custo para ISP-A: 1+3=4

1 doenviode a; —+ by + 3doenviode by — a3
» Custo para ISP-B: 3+1=4

3doenviode a; —+ bz + 1doenviode by — as

ISP-A .~ . _ISP-B 5 2
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Jogos Classicos

Batalha dos Sexos

Rapaz e Garota querem assistir uma partida de Volei ou Futebol
Rapaz tem preferéncia por Futebol

» Garota tem preferéncia por Volei

» Ambos preferem ficar juntos que separados

v

v

» Matriz de beneficio:
Garota
Rapaz Futebol  Volei
4 2
Futebol
5 2
1 5
Volei
1 4
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Jogos Classicos

Batalha dos Sexos

Rapaz e Garota querem assistir uma partida de Volei ou Futebol
Rapaz tem preferéncia por Futebol

» Garota tem preferéncia por Volei

» Ambos preferem ficar juntos que separados

v

v

» Matriz de beneficio:
Garota
Rapaz Futebol  Volei
4 2
Futebol
5 2
1 5
Volei
1 4

» Ha duas configuragées em equilibrio, com beneficios médios iguais
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Jogo de Congestionamento

» Ha 2 pontos de transmissao: P e Q
» Ponto de transmissao P € um pouco mais rapido que Q
» Ha 2 usuarios querendo transmitir seus pacotes: A e B
» Usuario A tem mais urgéncia que B
» Matriz de beneficio:
B
A P Q
2 5
P
2 7
6 1
Q
4 1
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Jogo de Congestionamento

» Ha 2 pontos de transmissao: P e Q
» Ponto de transmissao P € um pouco mais rapido que Q
» Ha 2 usuarios querendo transmitir seus pacotes: A e B
» Usuario A tem mais urgéncia que B
» Matriz de beneficio:
B
A P Q
2 5
P
2 7
6 1
Q
4 1

» Duas configuracdes em equilibrio, com beneficios médios diferentes
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Cara ou Coroa

» Dois jogadores, A e B, cada um com uma moeda
» Cada jogador escolhe um dos lados da moeda para mostrar
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Jogos Classicos

Cara ou Coroa

Dois jogadores, A e B, cada um com uma moeda

Cada jogador escolhe um dos lados da moeda para mostrar
A ganha se as moedas tem a mesma face

B ganha se as moedas tem a faces diferentes

vV v v Y
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Cara ou Coroa

Dois jogadores, A e B, cada um com uma moeda

Cada jogador escolhe um dos lados da moeda para mostrar
A ganha se as moedas tem a mesma face

B ganha se as moedas tem a faces diferentes

Matriz de beneficio (1 = ganho, -1 = derrota)

vV v v v Yy

A Cara Coroa Cara Coroa

-1 1
Cara Cara —_—

Coroa Coroa -
-1 1

» Nao ha configuragao (deterministica) em equilibrio
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Jogos Classicos

Jogos de Congestionamento

» Ha 2 pontos de transmissao: P e Q
» Dois usuarios, A e B, querem transmitir dados
» Ponto de transmissao P € mais rapido que Q

» Se ambos usuarios transmitem pelo mesmo ponto, temos demora
na transmissao (congestionamento) e o servigco nao é cobrado.
» Usuario A € rico e tem urgéncia

» Usuario B é pobre e nao tem urgéncia
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Jogos Classicos

Jogos de Congestionamento

» Ha 2 pontos de transmissao: P e Q
» Dois usuarios, A e B, querem transmitir dados
» Ponto de transmissao P € mais rapido que Q

» Se ambos usuarios transmitem pelo mesmo ponto, temos demora
na transmissao (congestionamento) e o servigco nao é cobrado.
» Usuario A € rico e tem urgéncia

» Usuario B é pobre e nao tem urgéncia

» Nao ha configuracao (deterministica) em equilibrio:
A fogede B e B persegue A
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Jogos Classicos

Tragédia dos Comuns - Compartilhamento de Banda

v

n jogadores querem transmitir dados por um cabo

v

Capacidade de transmissao do cabo = 1

» Xx; € a quantidade de banda requisitada pelo jogador i

v

Total requisitado: T =), x;

A E=T0

Xn
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Jogos Classicos

Tragédia dos Comuns - Compartilhamento de Banda

» Qualidade da transmissao piora a medida que se aproxima da
capacidade do cabo (diminui o beneficio dos jogadores).
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Jogos Classicos

Tragédia dos Comuns - Compartilhamento de Banda
» Qualidade da transmissao piora a medida que se aproxima da
capacidade do cabo (diminui o beneficio dos jogadores).
» Total requisitado: T =), X;

» Se T = 2}721 x; > 1 beneficio de cada jogador € 0
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Jogos Classicos

Tragédia dos Comuns - Compartilhamento de Banda

» Qualidade da transmissao piora a medida que se aproxima da
capacidade do cabo (diminui o beneficio dos jogadores).
» Total requisitado: T =), X;

» Se T = 2}721 x; > 1 beneficio de cada jogador € 0

» Caso contrario, beneficio do jogador i € b; = x;(1 — 27:1 Xj)-
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Tragédia dos Comuns - Compartilhamento de Banda

» O jogador i é racional: Quer maximizar b;.
> Se t € a requisi¢ao total dos outros jogadores t = 3 ,; X; entao
bi = xi(1 = 3214 %) = xi(1 — t — ;) é maximo quando x; = 3.

b;
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Tragédia dos Comuns - Compartilhamento de Banda

» O jogador i é racional: Quer maximizar b;.
> Se t € a requisi¢ao total dos outros jogadores t = 3 ,; X; entao
bi = xi(1 = 3214 %) = xi(1 — t — ;) é maximo quando x; = 3.

b;

% T
0 1=t 1t
2

» Jogadores racionais = x; = ,,1? para todo i
> Beneficio individual: b = ;15 (1 — ny14) = (nlinz
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Tragédia dos Comuns - Compartilhamento de Banda

» O jogador i é racional: Quer maximizar b;.
> Se t € a requisi¢ao total dos outros jogadores t = 3 ,; X; entao
bi = xi(1 = 3214 %) = xi(1 — t — ;) é maximo quando x; = 3.
b;

% T
0 1=t 1t
2

» Jogadores racionais = x; = ,,1? para todo i

» Beneficio individual: b; = n+1 (1- nm) (nl”z
1

> Beneficio total: B=}; b; _n(n+1) .
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Jogos Classicos

Tragédia dos Comuns - Compartilhamento de Banda

v

. 1 -
Se tivermos x; = — entao
2n

. 1
Temos uma solucao viavel: T = n— =

g L
2n 2
TR _1
» beneficio individual: b; = 5(1 -T)= n
1
B f’ i I: B: ;= —
» Beneficio tota Z b i

I
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Jogos Classicos

Tragédia dos Comuns - Compartilhamento de Banda

v

. 1 -
Se tivermos x; = — entao
2n

. 1
Temos uma solucao viavel: T = n— =

g L
2n 2
e 1 1
» beneficio individual: b; = 5(1 —-T)= an
- . 1
» Beneficio total: B = Z b=y
j
~ . 1
» Aprox. 7 vezes melhor que solugdo em equilibrio (com B ~ B).

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica Campinas, 2010 23/126



Jogos Classicos

Jogos Sequenciais

Exemplo: Compartilhamento de Banda
» Jogadores se alternam nas suas escolhas

v

Suponha que € inviavel um usuario saber as requisicoes dos
outros jogadores.

v

Mas conhece a capacidade total requisitada no canal

v

Numero de passos infinito

\4

Converge para a solugado em equilibrio de beneficio total B ~ 15
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Jogos Classicos

Transferéncia de Arquivos / Load Balancing

‘ Ahce — B;(;b Ce&los

Bob esta transferindo a partir do servidor 2 e percebe
gue migrar para o 3 € melhor, mesmo compartilhando com Carlos
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Jogos Classicos

Transferéncia de Arquivos / Load Balancing

‘ Ahce — B;(;b Ce&los

Apdbs Bob migrar, o servidor 3 fica mais carregado e
Carlos percebe que é melhor migrar para o 4
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Jogos Classicos

Transferéncia de Arquivos / Load Balancing

—
/
-3

Ahce — Carlos

Apds Bob migrar, o servidor 2 fica livre e Alice percebe
gue € melhor migrar para o 2 (antes nao era interessante)
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Jogos Classicos

Transferéncia de Arquivos / Load Balancing

‘m |

“Alice Bob Carlos

Configuragao final em
equilibrio
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Jogos Classicos

Jogos Repetidos

» Um jogo é repetido entre os jogadores varias vezes
» Podemos manter um histérico das partidas anteriores

» Custo total é o custo total obtido em todas as partidas
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Jogos Classicos

Jogos Repetidos - Dilema dos Prisioneiros

Numero finito de partidas
» A Ultima partida sempre vale a pena confessar

» Sabendo disso, vale a pena confessar na penultima partida...

» Unica solugdo em equilibrio: Confessar sempre
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Jogos Classicos

Jogos Repetidos - Dilema dos Prisioneiros

Numero infinito ou desconhecido de partidas

» Pode valer a pena ficar em siléncio e formar uma reputacao

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica Campinas, 2010 28/126



Jogos Classicos

Jogos Repetidos - Dilema dos Prisioneiros

Numero infinito ou desconhecido de partidas
» Pode valer a pena ficar em siléncio e formar uma reputacao

» |déia: A traigdo de um prisioneiro sera retaliada pelo outro nas
proximas partidas.
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Jogos Classicos

Jogos Repetidos - Dilema dos Prisioneiros

Numero infinito ou desconhecido de partidas

» Pode valer a pena ficar em siléncio e formar uma reputacao

v

Idéia: A traicdo de um prisioneiro sera retaliada pelo outro nas
proximas partidas.

v

Regra do “Olho por Olho”

v

Na primeira partida, escolha Siléncio

» Nas proximas partidas
use a mesma escolha do outro prisioneiro na partida anterior
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Jogos Classicos

Transferéncias em sistemas Peer-to-Peer

Exemplo
» Um usuario pode transferir arquivos da Internet
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Jogos Classicos

Transferéncias em sistemas Peer-to-Peer

Exemplo
» Um usuario pode transferir arquivos da Internet

» Mas tem incentivo a disponibiliza-lo a partir de seu computador
minimizando o trafego no geral, sendo mais uma alternativa
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Jogos Classicos

Transferéncias em sistemas Peer-to-Peer

Exemplo
» Um usuario pode transferir arquivos da Internet

» Mas tem incentivo a disponibiliza-lo a partir de seu computador
minimizando o trafego no geral, sendo mais uma alternativa

» Para incentivar que usuarios também disponibilizem,
0 sistema mantém a reputagao de um usuario

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica Campinas, 2010 29/126



Jogos Classicos

Transferéncias em sistemas Peer-to-Peer

Exemplo
» Um usuario pode transferir arquivos da Internet

» Mas tem incentivo a disponibiliza-lo a partir de seu computador
minimizando o trafego no geral, sendo mais uma alternativa

» Para incentivar que usuarios também disponibilizem,
0 sistema mantém a reputagao de um usuario

» Quando numero de usuarios chega ao maximo e ha requisigao de
novo usuario com reputacao melhor, o sistema interrompera a
transmissao de um usuario com reputacao pior
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Jogos Classicos

Transferéncias em sistemas Peer-to-Peer

Exemplo

>

>

Um usuario pode transferir arquivos da Internet

Mas tem incentivo a disponibiliza-lo a partir de seu computador
minimizando o trafego no geral, sendo mais uma alternativa

Para incentivar que usuarios também disponibilizem,
0 sistema mantém a reputagao de um usuario

Quando nimero de usuarios chega ao maximo e ha requisigao de
novo usuario com reputacao melhor, o sistema interrompera a
transmissao de um usuario com reputacao pior

Usuarios tentarao cooperar, para nao serem retaliados no futuro
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Conceitos Basicos

Conceitos Basicos

» jogadores: Dado por conjunto N = {1,...,n}
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Conceitos Basicos

» jogadores: Dado por conjunto N = {1,...,n}

» estratégia: Escolha de um jogador
Cada jogador i tem conjunto de estratégias S;
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» jogadores: Dado por conjunto N = {1,...,n}

» estratégia: Escolha de um jogador
Cada jogador i tem conjunto de estratégias S;

» vetor de estratégia ou resultado do jogo: Uma configuragao do
jogo, onde cada jogador escolheu uma estratégia
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Conceitos Basicos

Conceitos Basicos

» jogadores: Dado por conjunto N = {1,...,n}

» estratégia: Escolha de um jogador
Cada jogador i tem conjunto de estratégias S;

» vetor de estratégia ou resultado do jogo: Uma configuragao do
jogo, onde cada jogador escolheu uma estratégia

» conjunto de resultados: S=S; x So x ... x &y
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Conceitos Basicos

Conceitos Basicos
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Conceitos Basicos

Conceitos Basicos

» Jogador deve ter uma ordem de preferéncia dos resultados
» Em geral dado por uma fungao de utilidade/beneficio ou custo

» funcao de utilidade do jogador i: u;: S — R
jogador quer maximizar sua utilidade/beneficio
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Conceitos Basicos

Conceitos Basicos

» Jogador deve ter uma ordem de preferéncia dos resultados
» Em geral dado por uma fungao de utilidade/beneficio ou custo

» funcao de utilidade do jogador i: u;: S — R
jogador quer maximizar sua utilidade/beneficio

» Se u;(s) > uj(s’) entao jogador i prefere resultado s a s'.
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Conceitos Basicos

Conceitos Basicos

» Jogador deve ter uma ordem de preferéncia dos resultados
» Em geral dado por uma fungao de utilidade/beneficio ou custo

» funcao de utilidade do jogador i: u;: S — R
jogador quer maximizar sua utilidade/beneficio

» Se u;(s) > uj(s’) entao jogador i prefere resultado s a s'.

» pode ser dada por fungao de custo do jogador i: ¢;(s) = —u;(s)
jogador quer minimizar seu custo
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Conceitos Basicos

Def.: Um jogo J consiste de
» um conjunto N de jogadores
» conjunto de estratégias S;, para cada jogador

» fungdo de utilidade u; sobre o conjunto de resultados, para cada
Jjogador
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Conceitos Basicos

Def.: Um jogo J consiste de
» um conjunto N de jogadores
» conjunto de estratégias S;, para cada jogador
» fungdo de utilidade u; sobre o conjunto de resultados, para cada
Jjogador
Notacao

» Se s e r sao indexados nos jogadores
l.e., s=(S1,...,87) e r=(r,...,r)
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Conceitos Basicos

Def.: Um jogo J consiste de
» um conjunto N de jogadores
» conjunto de estratégias S;, para cada jogador
» fungdo de utilidade u; sobre o conjunto de resultados, para cada
Jjogador
Notacao
» Se s e r sdo indexados nos jogadores
l.e., s=(S1,...,87) e r=(r,...,r)
entao

> S—/:(317'"asi—17sf+17"-7sn)
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Conceitos Basicos

Def.: Um jogo J consiste de
» um conjunto N de jogadores

» conjunto de estratégias S;, para cada jogador

» fungdo de utilidade u; sobre o conjunto de resultados, para cada
Jjogador

Notacao

» Se s e r sao indexados nos jogadores

l.e., s=(S1,...,87) e r=(r,...,r)
entao
>S—I':(317'"asi—17'sl'-|—17''-7'SI7)
> (thri):(S17'"7Si717rias/+17'--7sn)
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Exemplo: Dilema dos Prisioneiros

v

Conjunto de jogadores N = {A, B}

Conjuntos de estratégias para cada jogador:

Sa = {Confessa, Siléncio} e Sg = {Confessa, Siléncio}
Preferéncias: funcao de custo da quantidade de anos preso
Suponha que temos a ordem

s = (sa,S8) = (Confessa, Confessa)
e B
Confessa  Siléncio

v

v

v

s’ = (s, sg) = (Siléncio, Confessa) A
~ g 4 5
entao Confessa
ca(s) =4, cg(s) = 4 4 !
s 1 2
CA(S/) =5, CB(S/) =1, Siléncio
, 5 2
A prefere s a s/, pois ca(s) < ca(s).
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Conceitos Basicos

Conceitos Basicos

» estratégia dominante: Estratégia que € sempre preferivel para um
jogador.

» estratégia dominante

Dilema dos Prisioneiros: Confessa
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Conceitos Basicos

Jogos com estratégias puras

» Cada jogador escolhe (a cada momento) apenas uma estratégia

» Cada estratégia € uma estratégia pura
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Conceitos Basicos

Jogos com estratégias puras

» Cada jogador escolhe (a cada momento) apenas uma estratégia

» Cada estratégia € uma estratégia pura

Exemplo: Dilema dos Prisioneiros

Confessa ou Siléncio
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Conceitos Basicos

Equilibrio de Nash em Jogos com estratégias puras

Em relacao a um vetor de estratégia s, dizemos que o jogador i esta

» satisfeito: se nao ha outra estratégia melhor para ele
Formalmente: u;(s}, s_;) < uj(s), para todo s, € S;
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Conceitos Basicos

Equilibrio de Nash em Jogos com estratégias puras

Em relacao a um vetor de estratégia s, dizemos que o jogador i esta

» satisfeito: se nao ha outra estratégia melhor para ele
Formalmente: u;(s}, s_;) < uj(s), para todo s, € S;

» insatisfeito: caso contrario
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Equilibrio de Nash em Jogos com estratégias puras

» Equilibrio de Nash: Resultado onde todos os jogadores estao
satisfeitos

» Exemplo: (Confessa,Confessa) é um equilibrio de Nash no D.P.

B B
Confessa  Siléncio Confessa  Siléncio
A A
4 5
Confessa Confessa -~
4 1 . T
I | |
Siléncio Siléncio -
5 2
(@) (b)
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Equilibrio de Nash em Jogos com estratégias puras

» Equilibrio de Nash: Resultado onde todos os jogadores estao
satisfeitos

» Exemplo: (Confessa,Confessa) é um equilibrio de Nash no D.P.

B B
Confessa  Siléncio Confessa  Siléncio
A A
4 5
Confessa Confessa -~
4 1 . T
I | |
Siléncio Siléncio -
5 2
(@) (b)

» Formalmente: s estd em equilibrio de Nash se
ui(s) > uj(s;, s—;) para todo jogador i e toda estratégia s; € S;

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica Campinas, 2010 37/126



Conceitos Basicos

Equilibrio de Nash em Jogos com estratégias puras

» Nao ha equilibrio com estratégias puras no jogo “Cara ou Coroa”

Cara

Coroa

Cara

Coroa

Cara

Coroa

B

Cara

Coroa

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp)

Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica

Campinas, 2010 38/126



Conceitos Basicos

Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas

» Escolha usando probabilidades

» Jogador i escolhe distribuicao de probabilidade p; nas estratégia pur
(para cada estratégia pura i define uma probabilidade)

» |sto define uma distribuicdo para os resultados
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Conceitos Basicos

Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas

» Escolha usando probabilidades

» Jogador i escolhe distribuicao de probabilidade p; nas estratégia pur
(para cada estratégia pura i define uma probabilidade)

» |sto define uma distribuicdo para os resultados
» O jogador quer
» maximizar o beneficio esperado

> ou

» minimizar o custo esperado

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducao a Teoria dos Jogos Algoritmica Campinas, 2010 39/126



Conceitos Basicos

Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas

» p; € a distribuicdo de probabilidade do jogador i,
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Conceitos Basicos

Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas
» p; € a distribuicdo de probabilidade do jogador i,

» p=(p1,P2,...,Pn) € 0 vetor das distribuicdes dos jogadores,
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Conceitos Basicos

Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas
» p; € a distribuicdo de probabilidade do jogador i,
» p=(p1,P2,...,Pn) € 0 vetor das distribuicdes dos jogadores,

» cada resultado s tem uma probabilidade p(s) de ocorrer

p(s) = pi1(s) - P2(S) - - .- - pn(S)
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Conceitos Basicos

Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas
» p; € a distribuicdo de probabilidade do jogador i,
» p=(p1,P2,...,Pn) € 0 vetor das distribuicdes dos jogadores,

» cada resultado s tem uma probabilidade p(s) de ocorrer

p(s) = pi1(s) - P2(S) - - .- - pn(S)

» Valor esperado do beneficio U; para o jogador /:

E[U(P)] = 3" p(s) - ui(s).

seS
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Conceitos Basicos

Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas

» Jogo com estratégias puras € caso particular
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Conceitos Basicos

Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas

» Jogo com estratégias puras € caso particular

» Se jogador i escolhe estratégia pura s;, basta definir
» Probabilidade pi(s;)) =1e
» Probabilidade p;(s;) = 0 para todo s; # s;
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Conceitos Basicos

Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas

Definicao: Um vetor p = (ps, . .., pn) das distribuigoes de
probabilidade é um equilibrio de Nash em estratégias mistas se

» troca de p; por p/, ndo melhora o beneficio esperado de i, para
todo i

» E[Ui(p;, p—i)] < E[Ui(p)], para todo p; sobre S;.
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Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas

Exemplo: Cara ou Coroa
» Jogador A ganha se faces sao iguais e B ganha se diferentes
pa(Cara) =1/3 pa(Coroa) =2/3
ps(Cara) = 1/4 pg(Coroa) = 3/4
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Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas

Exemplo: Cara ou Coroa
» Jogador A ganha se faces sao iguais e B ganha se diferentes
pa(Cara) =1/3 pa(Coroa) =2/3
ps(Cara) = 1/4 pg(Coroa) = 3/4

» A utilidade esperada de A, para p = (pa, Ps) €

E[Ua(p)] = ua(Cara,Cara)- Pr(Cara, Cara) +
ua(Cara, Coroa) - Pr(Cara, Coroa) +
ua(Coroa, Cara) - Pr(Coroa, Cara) +

ua(Coroa, Coroa) - Pr(Coroa, Coroa)

= (H)ggt (N + (DD + (55 = ¢
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Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas

Exemplo: Cara ou Coroa
» Jogador A ganha se faces sao iguais e B ganha se diferentes
pa(Cara) =1/3 pa(Coroa) =2/3
ps(Cara) = 1/4 pg(Coroa) = 3/4

» A utilidade esperada de A, para p = (pa, Ps) €

E[Ua(p)] = ua(Cara,Cara)- Pr(Cara, Cara) +
ua(Cara, Coroa) - Pr(Cara, Coroa) +
ua(Coroa, Cara) - Pr(Coroa, Cara) +

ua(Coroa, Coroa) - Pr(Coroa, Coroa)

= (H)ggt (N + (DD + (55 = ¢

» Analogamente para jogador B, E[Ug(p)] = _61
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Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas

Exemplo: Cara ou Coroa

» Suponha que A escolhe com probabilidade % cada estratégia
pa(Cara) =1/2 pa(Coroa) =1/2

ps(Cara) = p pg(Coroa) =1—p
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Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas

Exemplo: Cara ou Coroa

» Suponha que A escolhe com probabilidade % cada estratégia
pa(Cara) =1/2 pa(Coroa) =1/2

ps(Cara) = p pg(Coroa) =1—p

» Utilidade esperada de A é

E[UAP)] = (+1) 39+ (1) (1 — ) + (~1)3p+ (+1)5(1 —p) = 0
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Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas

Exemplo: Cara ou Coroa

» Suponha que A escolhe com probabilidade % cada estratégia
pa(Cara) =1/2 pa(Coroa) =1/2

ps(Cara) = p pg(Coroa) =1—p

» Utilidade esperada de A é

E[UAP)] = (+1) 39+ (1) (1 — ) + (~1)3p+ (+1)5(1 —p) = 0

» Se A e B usarem distribuicdo ps = pg = (1/2,1/2) nao ha
vantagem para um jogador mudar de distribuicao
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Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas

Exemplo: Cara ou Coroa

» Suponha que A escolhe com probabilidade % cada estratégia
pa(Cara) =1/2 pa(Coroa) =1/2

ps(Cara) = p pg(Coroa) =1—p

» Utilidade esperada de A é

E[UAP)] = (+1) 39+ (1) (1 — ) + (~1)3p+ (+1)5(1 —p) = 0

» Se A e B usarem distribuicdo ps = pg = (1/2,1/2) nao ha
vantagem para um jogador mudar de distribuicao

» Entao: p = (pa, pg) € um equilibrio de Nash em estratégias mistas
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Conceitos Basicos

Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas

John F. Nash

Teorema: (Nash’51) Todo jogo com numero finito de jogadores e
estratégias possui um equilibrio de Nash em estratégias mistas.
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Complexidade de se encontrar equilibrio de Nash

» Existéncia de equilibrio
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» Existéncia de equilibrio

» Tempo de Convergéncia para se obter um equilibrio
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Complexidade de se encontrar equilibrio de Nash

» Existéncia de equilibrio
» Tempo de Convergéncia para se obter um equilibrio

» Qualidade do equilibrio atingido
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Complexidade Computacional

» Complexidade Computacional: medida no tamanho da instancia
e.g. numero de bits
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Complexidade Computacional

» Complexidade Computacional: medida no tamanho da instancia
e.g. numero de bits

» Algoritmos eficientes: Algoritmos de tempo polinomial
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Complexidade Computacional
» Complexidade Computacional: medida no tamanho da instancia
e.g. numero de bits
» Algoritmos eficientes: Algoritmos de tempo polinomial

» Problemas NP-Completos e NP-Dificeis:
Sé se conhecem algoritmos de tempo exponencial
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Complexidade Computacional

» Possivel divisdo de algumas classes de complexidade
NP-Dificeis

L B .
| Vérios Problemas Pratico
|

A

NP—Complétos
PRENSES

» Conjectura de 1 Milhao US$: P =NP ?
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Complexidade Computacional

Problemas NP-dificeis

» Varios problemas praticos sao NP-dificeis

» Problema do Caixeiro Viajante

» Atribuicdo de Frequéncias em Telefonia Celular

» Empacotamento de Objetos em Contéineres

» Escalonamento de Funcionarios em Turnos de Trabalho
» Escalonamento de Tarefas em Computadores

» Classificagao de Objetos

» Projetos de Redes de Computadores

» varios outros e também
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» Projetos de Redes de Computadores

» varios outros e também

» varios problemas que ocorrem em Teoria dos Jogos
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Complexidade Computacional

Problemas NP-dificeis

» Varios problemas praticos sao NP-dificeis

>

>

Problema do Caixeiro Viajante

Atribuicao de Freqliéncias em Telefonia Celular
Empacotamento de Objetos em Contéineres
Escalonamento de Funcionarios em Turnos de Trabalho
Escalonamento de Tarefas em Computadores
Classificagao de Objetos

Projetos de Redes de Computadores

varios outros e também

varios problemas que ocorrem em Teoria dos Jogos

» P#£NP = nao existem algoritmos eficientes para problemas
NP-Completos e NP-dificeis

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica Campinas, 2010 49 /126



Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Comparando tempos polinomiais e exponenciais

[f(n] n=20 n=40 [ n=60 | n=80 | n=100
n | 2,0<10~ Tseg| 4,0x10~ "seg| 6,010 "Tseg| 8,0x10 "Tseg| 1,0x10~ Oseg
n? | 4,0<10 seg| 1,6x10 %seg | 3,6x10 9seg | 6,4x10 9seg | 1,0x10 Bseg
n | 8,0x10%seg | 6,4x108seg | 2,2x10 "seg | 5,1x10 "seg | 1,0x10 Cseg
m | 2,2x107%seg | 1,0x10 %*seg | 7,8x10 %seg | 3,3x103seg | 1,0x10 Zseg
2" | 1,0<10 Cseg 1,0seg 13,3dias 1,3x10°%séc 1,4x10"Tséc
37 | 3,4x10 Sseg 140,7dias 1,3x10"séc 1,7x10™séc | 5,9x10%8séc

Supondo um computador com velocidade de 1 Terahertz (mil vezes
mais rapido que um computador de 1 Gigahertz).

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp)

Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica

Campinas, 2010
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Comparando tempos polinomiais e exponenciais

| f(n) | Computador atual | 100xmais rapido | 1000 x mais rapido |

n N; 100N; 1000,
n2 N2 10N2 31 6N2
n° N3 464N3 10N3
n5 N4 25N4 398N4
2n N5 N5 + 6.64 Ns +9.97
3" N6 N6 +419 NG +6.29

Fixando o tempo de execugao

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp)

Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica

Campinas, 2010
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Complexidade Computacional de se Encontrar um Equilibrio

» Sat Dada férmula booleana ¢ em Forma Normal Conjuntiva
(FNC) decidir se ha atribuicao que torna ¢ verdadeira.

p=(X1VXaVX3) A (X1VX2VX3) A (X2V X3)

Se Xy =V, x2o=F, Xx3=V entao ¢ é satisfeita

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica Campinas, 2010 52/126



Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Complexidade Computacional de se Encontrar um Equilibrio

» Sat Dada férmula booleana ¢ em Forma Normal Conjuntiva
(FNC) decidir se ha atribuicao que torna ¢ verdadeira.

p=(X1VXaVX3) A (X1VX2VX3) A (X2V X3)
Se Xy =V, x2o=F, Xx3=V entao ¢ é satisfeita
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Complexidade Computacional de se Encontrar um Equilibrio

» Sat Dada férmula booleana ¢ em Forma Normal Conjuntiva
(FNC) decidir se ha atribuicao que torna ¢ verdadeira.

p=(X1VXaVX3) A (X1VX2VX3) A (X2V X3)
Se Xy =V, x2o=F, Xx3=V entao ¢ é satisfeita

» MaxSat Dada férmula booleana ¢ em FNC encontrar atribuicao
maximiza o numero de clausulas verdadeiras.

» Teorema: Os problemas Sat e MaxSat sdo NP-dificeis.
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Complexidade de se encontrar equilibrio de Nash

Representacao do Jogos
» njogadores
» m estratégias para cada jogador

» Forma Padrdo: Forma matricial
» m" possiveis resultados para o jogo
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Complexidade de se encontrar equilibrio de Nash

Representacao do Jogos
» njogadores
» m estratégias para cada jogador
» Forma Padrao: Forma matricial

» m" possiveis resultados para o jogo

» Algoritmo polinomial para encontrar equilibrio
Basta percorrer todos resultados
» Sé é viavel para jogos pequenos

» Mesmo com duas estratégias por jogador, temos complexidade de
tempo O(n2")
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Complexidade de se encontrar equilibrio de Nash

» Cara ou Coroa: nao tem equilibrio puro de Nash.
» Decidir se um jogo qualquer tem equilibrio de Nash é dificil ?
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» Decidir se um jogo qualquer tem equilibrio de Nash é dificil ?

» Sim. Mesmo quando o numero de jogadores que influenciam um
jogador é pequeno

Jogos Graficos
» Cada jogador é representado como vértice de um grafo G

» Escolha de um jogador s6 depende das escolhas dos seus
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Complexidade de se encontrar equilibrio de Nash

» Cara ou Coroa: nao tem equilibrio puro de Nash.

» Decidir se um jogo qualquer tem equilibrio de Nash é dificil ?

» Sim. Mesmo quando o numero de jogadores que influenciam um
jogador é pequeno

Jogos Graficos

» Cada jogador é representado como vértice de um grafo G

» Escolha de um jogador s6 depende das escolhas dos seus
vizinhos em G

» Teorema: (Gotlob, Greco, Scarello’05) Decidir a existéncia de
equilibrio puro de Nash em jogos graficos € NP-completo, mesmo
quando o grau de cada vértice de G é limitado a 3.
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Tempo de convergéncia em jogos puros

Vamos considerar jogos que
» Sempre tém equilibrios de Nash

» Os jogadores sempre chegam a um equilibrio em namero finito de
passos
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Tempo de convergéncia em jogos puros

Vamos considerar jogos que
» Sempre tém equilibrios de Nash

» Os jogadores sempre chegam a um equilibrio em namero finito de
passos

» Rodadas: NUumero de vezes que os jogadores fazem escolhas

» Quantas rodadas sao feitas até se atingir um equilibrio ?
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Tempo de convergéncia em jogos puros

Relacéao com a Classe PLS - Polynomial-time Local Search
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Tempo de convergéncia em jogos puros

Relacéao com a Classe PLS - Polynomial-time Local Search

» Problema de Otimizacao Combinatdria I:

» Dados

I: conjunto de instancias

F(x): conjunto de solugbes para cada x € /

c(s): fungdo de custo para todo s € F(x)

fungdes eficientes que verificam instancias, solugoes,...

vV vy VvYyy
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Tempo de convergéncia em jogos puros

Relacéao com a Classe PLS - Polynomial-time Local Search

» Problema de Otimizacao Combinatdria I:
» Dados
I: conjunto de instancias
F(x): conjunto de solugbes para cada x € /
c(s): fungdo de custo para todo s € F(x)
fungdes eficientes que verificam instancias, solugoes,...
» dado x € /
» encontrar solugao s € Fn(x) tal que cx(s) € minimo

v vy

v
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Tempo de convergéncia em jogos puros

Relacéao com a Classe PLS - Polynomial-time Local Search

v

Problema de Otimizacdo Combinatoria IN:
Dados

I: conjunto de instancias

F(x): conjunto de solugbes para cada x € /

c(s): fungdo de custo para todo s € F(x)

fungdes eficientes que verificam instancias, solugoes,...

dado x € /
» encontrar solugao s € Fn(x) tal que cx(s) € minimo
Exemplo:

v
vV vy VvYyy

v

v

p=(x1VX2VX3) A (X1VXeViX3) A (X2V X3)

v

MaxSat Dada formula booleana ¢ em FNC encontrar atribuicao
maximiza o nimero de clausulas verdadeiras.
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Tempo de convergéncia em jogos puros

Problema de Otimizacao Local
» Grafo de vizinhangas G entre solugdes
» Exemplo: Vizinhanga Flip para MaxSat
» Uma atribuicdo A é vizinha de B se
» B é a atribuicao A trocando o valor de uma das variaveis
» A=(Xx1=V, o =F, X3=V)

> BZ(X1=F, Xo = F, X3:V)

v

A e B sao vizinhas
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Tempo de convergéncia em jogos puros

Problema de Otimizacao Local

» Grafo de vizinhangas G entre solugbes

» Encontrar uma solugéo 6tima local s tal que ¢(s) < ¢(s’) para
toda solucdo s’ que é vizinha de s

\ 7
———

Otimos Locais Otimo Global
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Tempo de convergéncia em jogos puros

Classe PLS (Polynomial-time Local Search)
(Johnson, Papadimtriou, Yannakakis’'88)

» Problemas de otimizacao local

» Podemos decidir eficientemente se temos uma solugao 6tima
local

» Caso contrario, apresentar uma solugao vizinha melhor

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica Campinas, 2010 59 /126



Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Tempo de convergéncia em jogos puros

Classe PLS (Polynomial-time Local Search)
(Johnson, Papadimtriou, Yannakakis’'88)
» Problemas de otimizacao local

» Podemos decidir eficientemente se temos uma solugao 6tima
local

» Caso contrario, apresentar uma solugao vizinha melhor

PLS-reducao: Q tem uma PLS-reducao para P se
» ha funcoes eficientes que mapeiam solugdes de Q para P
» mapeamento preserva solugdes 6timas locais
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Tempo de convergéncia em jogos puros

Classe PLS (Polynomial-time Local Search)
(Johnson, Papadimtriou, Yannakakis’'88)

» Problemas de otimizacao local

» Podemos decidir eficientemente se temos uma solugao 6tima
local

» Caso contrario, apresentar uma solugao vizinha melhor

PLS-reducao: Q tem uma PLS-reducao para P se
» ha funcoes eficientes que mapeiam solugdes de Q para P
» mapeamento preserva solugdes 6timas locais

P é PLS-completo se estd em PLS e ha uma PLS-redugao de Q para
P, paratodo Q € PLS
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Tempo de Convergéncia em Jogos Puros

Teorema: Os seguintes problemas sao PLS-completos

» Min EqParticao de Grafos - vizinhanga Kerninghan-Lin (Johnson,
Papadimitriou, Yanakakis’88)

TSP - vizinhanga k-OPT (Krentel’89)

TSP - vizinhanga Lin&Kerninghan (Papadimitriou’90)
Max2Sat com vizinhanga Flip (Schaffer e Yanakakis’91)
MaxCut - troca par de vértices (Schaffer e Yanakakis'91)

v

v

v

v

Se existir um algoritmo eficiente que obtém um 6timo local para um
deles, havera para todos problemas de otimizacgao local PLS
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Tempo de Convergéncia em Jogos Puros

Teorema: Os seguintes problemas sao PLS-completos

» Min EqParticao de Grafos - vizinhanga Kerninghan-Lin (Johnson,
Papadimitriou, Yanakakis’88)

TSP - vizinhanga k-OPT (Krentel’89)

TSP - vizinhanga Lin&Kerninghan (Papadimitriou’90)
Max2Sat com vizinhanga Flip (Schaffer e Yanakakis’91)
MaxCut - troca par de vértices (Schaffer e Yanakakis'91)

v

v

v

v

Se existir um algoritmo eficiente que obtém um 6timo local para um
deles, havera para todos problemas de otimizacgao local PLS

Teorema: Encontrar um equilibrio de Nash em jogos potenciais é
PLS-completo.
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Jogos com estratégias mistas

Teorema: (Daskalakis, Goldberg, Papadimitriou’06)
Encontrar equilibrio de Nash em jogos finitos é um problema
PPAD-completo
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Jogos com estratégias mistas

Teorema: (Daskalakis, Goldberg, Papadimitriou’06)
Encontrar equilibrio de Nash em jogos finitos é um problema
PPAD-completo

A existéncia de algoritmo eficiente para NASH implica em algoritmos
eficientes para

» Problema de ponto fixo de Brouwer

» Problema Ham Sandwich

» Busca de equilibrios de Arrow-Debreu em mercados
> etc
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Jogos com estratégias mistas

Teorema: (Gilboa e Zemel'89) Os seguintes sdo problemas
NP-Completos em jogos com 2 jogadores
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Complexidade Computacional de se achar Equilibrio

Jogos com estratégias mistas

Teorema: (Gilboa e Zemel'89) Os seguintes sdo problemas
NP-Completos em jogos com 2 jogadores

» Ha pelo menos 2 equilibrios de Nash ?
» Ha um equilibrio onde o jogador 1 tem utilidade pelo menos K ?

A seguir, iremos nos restringir a jogos com estratégias puras
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Medidas do Equilibrio

Medidas do Equilibrio

» Um jogo pode ter varios equilibrios de Nash

» Como medir um resultado em equilibrio de Nash ?
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Medidas do Equilibrio

Medidas do Equilibrio

v

Um jogo pode ter varios equilibrios de Nash

\4

Como medir um resultado em equilibrio de Nash ?

v

Podemos ter equilibrios incomparaveis

v

Em muitos casos, podemos usar uma funcao de valoracao social:

» Funcao utilitaria: Soma (ou média) das utilidades dos jogadores
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Medidas do Equilibrio

Medidas do Equilibrio

v

Um jogo pode ter varios equilibrios de Nash

\4

Como medir um resultado em equilibrio de Nash ?

v

Podemos ter equilibrios incomparaveis

v

Em muitos casos, podemos usar uma funcao de valoracao social:

» Funcao utilitaria: Soma (ou média) das utilidades dos jogadores

» Funcao igualitaria: Pior beneficio de um jogador
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Medidas do Equilibrio

Medidas do Equilibrio

Exemplo: Jogo de maximizagao do beneficio

Resultados em equilibrio de Nash

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducao a Teoria dos Jogos Algoritmica

Campinas, 2010
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Medidas do Equilibrio

Medidas do Equilibrio

Exemplo: Jogo de maximizagao do beneficio

B op
A Q
2 4 Funcao
P = TIPS %
5 0 Utilitaria =6
5\
Q ! Funcao
5 1 Utilitdria =5

Funcao utilitaria: Média das utilidades dos jogadores
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Medidas do Equilibrio

Medidas do Equilibrio

Exemplo: Jogo de maximizagao do beneficio

B op
A Q
2 4 Funcao
P — Ara —
5 g Igualitdria = 4
5\
Q ! Funcao
5 1 Igualitiaria=5 *

Fungao igualitaria: Pior beneficio de um jogador
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Medidas do Equilibrio

Medidas do Equilibrio

Como medir a qualidade dos resultados em equilibrio ?
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Medidas do Equilibrio

Medidas do Equilibrio

Como medir a qualidade dos resultados em equilibrio ?

» Preco da Anarquia

» Prego da Estabilidade
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Medidas do Equilibrio

Medidas do Equilibrio

Como medir a qualidade dos resultados em equilibrio ?

» Preco da Anarquia
» Prego da Estabilidade

» Comparagao com resultado 6timo social
Melhor resultado obtido com a correspondente funcéo social
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Medidas do Equilibrio

Medidas do Equilibrio

Preco da Anarquia - Koutsoupias, Papadimitriou’99
» Compara valor do pior equilibrio com um resultado 6timo social
» Para jogos de minimizagao

Custo do pior resultado em equilibrio
PA = — -
Custo de um resultado 6timo social
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Medidas do Equilibrio

Medidas do Equilibrio

Preco da Anarquia - Koutsoupias, Papadimitriou’99
» Compara valor do pior equilibrio com um resultado 6timo social
» Para jogos de minimizagao

Custo do pior resultado em equilibrio
PA = — -
Custo de um resultado 6timo social

» Para jogos de maximizacao

_ Beneficio de um resultado étimo social
~ Beneficio de um pior resultado em equilibrio

PA
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Medidas do Equilibrio

Preco da Estabilidade
Anschelevich, Dasgupta, Kleinberg, Tardos, Wexler, Roughgarden’04
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Medidas do Equilibrio

Preco da Estabilidade
Anschelevich, Dasgupta, Kleinberg, Tardos, Wexler, Roughgarden’04

» Compara valor do melhor equilibrio com um resultado étimo social
» Para jogos de minimizacao

PE — Custo do melhor resultado em equilibrio
~ Custo de um resultado étimo social
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Medidas do Equilibrio

Preco da Estabilidade
Anschelevich, Dasgupta, Kleinberg, Tardos, Wexler, Roughgarden’04

» Compara valor do melhor equilibrio com um resultado étimo social
» Para jogos de minimizacao

PE — Custo do melhor resultado em equilibrio
~ Custo de um resultado étimo social

» Para jogos de maximizagao

B Beneficio de um resultado 6timo social
~ Beneficio de um melhor resultado em equilibrio

PE
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Exemplo: Jogo de Balanceamento de Carga

Dados
» m maquinas
» ntarefas, cada uma pertencente a um jogador
» w; € 0 peso da tarefa i
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Exemplo: Jogo de Balanceamento de Carga
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» m maquinas
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Exemplo: Jogo de Balanceamento de Carga

Dados
» m maquinas
» ntarefas, cada uma pertencente a um jogador
» w; € 0 peso da tarefa i
Jogo
» Configuragao inicial: Cada tarefa em alguma maquina

» Movimentos: Um jogador pode migrar sua tarefa de uma maquina
para outra, se for melhor

» Rodadas: Apenas um jogador move em cada rodada
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Jogo de Balanceamento de Carga
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Jogo
» Configuragao inicial: Cada tarefa em alguma maquina

» Movimentos: Um jogador pode migrar sua tarefa de uma maquina
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» Rodadas: Apenas um jogador move em cada rodada
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Exemplo: Jogo de Balanceamento de Carga

Dados
» m maquinas
» ntarefas, cada uma pertencente a um jogador
» w; € 0 peso da tarefa i
Jogo
» Configuragao inicial: Cada tarefa em alguma maquina

Movimentos: Um jogador pode migrar sua tarefa de uma maquina
para outra, se for melhor

v

v

Rodadas: Apenas um jogador move em cada rodada

v

Objetivo do jogador: Colocar sua tarefa em maquina menos
carregada

Custo para jogador: Peso total da maquina onde esta sua tarefa

v
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Exemplo: Jogo de Balanceamento de Carga

Dados
» m maquinas
» ntarefas, cada uma pertencente a um jogador
» w; € 0 peso da tarefa i
Jogo
» Configuragao inicial: Cada tarefa em alguma maquina

Movimentos: Um jogador pode migrar sua tarefa de uma maquina
para outra, se for melhor

v

v

Rodadas: Apenas um jogador move em cada rodada

v

Objetivo do jogador: Colocar sua tarefa em maquina menos
carregada

Custo para jogador: Peso total da maquina onde esta sua tarefa
Custo social: maior peso de uma maquina (fungao igualitaria)

v

v
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Jogo de Balanceamento de Carga

Teorema: (Fotakis, Kontogiannis, Koutsoupias, Mavronicolas, Spirakis’09,
O jogo de balanceamento de carga sempre converge para um
equilibrio de Nash.

Prova. Idéia:
Considere as maquinas ordenadas pela carga (menores primeiro)
A ordem das maquinas sempre fica lexicograficamente maior

11l
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Jogo de Balanceamento de Carga

Teorema: Encontrar um melhor balanceamento de carga em
equilibrio € um problema NP-dificil.
Prova. Redugao pelo problema da Partigao:

Particao: Dado conjunto de inteiros positivos S decidir se podemos
particionar S em A e B tal que a soma em A é igual a soma em B

S

XEA xeB d
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Jogo de Balanceamento de Carga

Teorema: Encontrar um melhor balanceamento de carga em
equilibrio é um problema NP-dificil.
Prova. Redugéao pelo problema da Particao:

Particao: Dado conjunto de inteiros positivos S decidir se podemos
particionar S em A e B tal que a soma em A é igual a soma em B

Reducao: Duas maquinas e cada inteiro de S é o peso de uma tarefa.

S
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Jogo de Balanceamento de Carga

Teorema: (Even-Dar, Kesselman, Mansour’07) Existe instancia que
usa pelo menos 2" migragées
Idéia:

(I ED
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Teorema: (Even-Dar, Kesselman, Mansour’07) Existe instancia que
usa pelo menos 2" migragées
Idéia:

(I ED
()

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducao a Teoria dos Jogos Algoritmica Campinas, 2010 72/126
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Teorema: (Even-Dar, Kesselman, Mansour’07) Existe instancia que
usa pelo menos 2V™ migragées

Idéia: _
G) G) ©
G) © )
() () ()
() () ()
L] [SoS =
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Jogo de Balanceamento de Carga

Teorema: (Even-Dar, Kesselman, Mansour’07) Existe instancia que
usa pelo menos 2V™ migragées

Idéia: _

G) G) ©

G) © ) ©

() () () () ()

() () () e ()
L] [SoS = (3)
© G) © o o b
© © o= () oo oo
() () () () oflo
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Jogo de Balanceamento de Carga

Outros resultados

Teorema: (Vocking’07) Para qualquer instancia, ha uma ordem de no
maximo n migracoes de melhor-resposta para se atingir um equilibrio
de Nash.
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Jogo de Balanceamento de Carga

Outros resultados

Teorema: (Vocking’07) Para qualquer instancia, ha uma ordem de no
maximo n migracoes de melhor-resposta para se atingir um equilibrio
de Nash.

Teorema: O preco da estabilidade do jogo de balanceamento de
cargaé 1.
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Preco da Anarquia do Problema de Balanceamento

Teorema: O Prego da Anarquia é no maximo 2.
Prova.

» A 0 peso da maquina mais carregada (pior utilidade)
» L o peso de uma tarefa na maquina mais carregada
» OPT o peso de um resultado 6timo social
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Preco da Anarquia do Problema de Balanceamento

Teorema: O Prego da Anarquia é no maximo 2.
Prova.

» A 0 peso da maquina mais carregada (pior utilidade)
» L o peso de uma tarefa na maquina mais carregada
» OPT o peso de um resultado 6timo social

OPT > L
OPT > A-L A—L
Le.,

2.0PT > L+(A-L)=A
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

» Grafo representando possiveis ligagoes (arestas) entre pontos
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

» Grafo representando possiveis ligagoes (arestas) entre pontos

v

Ha custo para construir ligagoes

v

Ha k jogadores

v

O jogador i quer construir rota ligando pontos s; e t;

v

Ha cooperacao na construgao da rede:
custo de um link € dividido entre seus usuarios
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

» Grafo representando possiveis ligagoes (arestas) entre pontos

v

Ha custo para construir ligagoes

v

Ha k jogadores

v

O jogador i quer construir rota ligando pontos s; e t;

v

Ha cooperacao na construgao da rede:
custo de um link € dividido entre seus usuarios

Jogadores podem mudar sua rota (para gastar menos)

v
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Exemplo de resultado do jogo
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Custo A: 4
Custo B: 8
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

(b)
Custo A: 4 Custo A: 4
Custo B: 8 Custo B: 6
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

(b) (c)
Custo A: 4 Custo A: 4 Custo A: 3,5
Custo B: 8 Custo B: 6 Custo B: 3,5
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Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Seja
» P;rota usada pelo jogador i
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Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais
Seja

» P;rota usada pelo jogador i

» ke nUmero de jogadores que usam aresta e
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Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais
Seja

» P;rota usada pelo jogador i

» ke nUmero de jogadores que usam aresta e

» P =(Py,...,Px) vetor de estratégias do jogo
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Seja

v

P; rota usada pelo jogador i

v

ke nimero de jogadores que usam aresta e

v

P = (Ps,..., Px) vetor de estratégias do jogo

v

¢i(P) custo do jogador /, ao usar P. l.e.,

c
ci(P) = kf

ecPp;
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Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Seja

v

P; rota usada pelo jogador i

v

ke nimero de jogadores que usam aresta e

v

P = (Ps,..., Px) vetor de estratégias do jogo

v

¢i(P) custo do jogador /, ao usar P. l.e.,

a(P)=3 7

K,
ecP; ©

» c(P) custo total das conexdes (funcao utilitaria). l.e.,
¢(P)= ) ce, onde Ep=PiU...UP;.
ecEp
ou

c(P)=)_ci(P)

i
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Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Vamos apenas movimentos de melhor-resposta
» l.e., jogadores resolvem Caminho Minimo para migrar
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Teorema: O prego da anarquia é no maximo k.
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Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Vamos apenas movimentos de melhor-resposta
» l.e., jogadores resolvem Caminho Minimo para migrar

Teorema: O prego da anarquia é no maximo k.

Prova.
» OPT custo de uma solugao 6tima social
» P =(P1,...,Px) um resultado do jogo
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Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Vamos apenas movimentos de melhor-resposta
» l.e., jogadores resolvem Caminho Minimo para migrar

Teorema: O prego da anarquia é no maximo k.
Prova.
» OPT custo de uma solugao 6tima social
» P =(Py,...,Px) um resultado do jogo
OPT
OPT

Custo de caminho minimo de s a f
Custo de caminho minimo de ss a t>

ci(P)
c(P)

AVARAY]

>
>

OPT Custo de caminho minimo de si a fx

v
v

ck(P)

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica Campinas, 2010 79/126



Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Vamos apenas movimentos de melhor-resposta
» l.e., jogadores resolvem Caminho Minimo para migrar

Teorema: O prego da anarquia é no maximo k.
Prova.
» OPT custo de uma solugao 6tima social
» P =(Py,...,Px) um resultado do jogo
OPT
OPT

Custo de caminho minimo de s a f
Custo de caminho minimo de ss a t>

ci(P)
c(P)

AVARAY]

>
>

OPT Custo de caminho minimo de si a fx
Somando tudo temos

k-OPT > ¢i(P)=c(P)

I

v
v

ck(P)
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Teorema: EXxiste instancia com preco da anarquia k.

Todos os k jogadores tem a mesma origem e o mesmo destino
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Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Teorema: EXxiste instancia com preco da anarquia k.

1 x  Custo por jogador: 1

— o

Todos os k jogadores tem a mesma origem e o mesmo destino
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Teorema: EXxiste instancia com preco da anarquia k.

1 f) x  Custo por jogador: 1

O

Otimo Social
1 k Custo por jogador:

Todos os k jogadores tem a mesma origem e o mesmo destino

—
~———

x|—=
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Teorema: Existe instdncia com prego da estabilidade pelo menos H,
onde Hy =1+ 3+ 3+ ++

Resultado 6timo social: 1 + ¢
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Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Teorema: EXxiste instancia com preco da estabilidade pelo menos Hy,

onder:1+%+%+...+1F

Resultado em equilibrio: Hy
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Teorema: (Anshelevich, Dasgupta, Kleinberg, Tardos, Wexler,
Roughgarden’08) O preco da estabilidade é no maximo Hy

Uma fungao numérica ¢ é potencial exata se

» mapeia cada vetor de estratégias P = (P4, ..., Px) para um valor
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Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Teorema: (Anshelevich, Dasgupta, Kleinberg, Tardos, Wexler,
Roughgarden’08) O preco da estabilidade é no maximo Hy

Uma fungao numérica ¢ é potencial exata se

» mapeia cada vetor de estratégias P = (P4, ..., Px) para um valor

» se um jogador i troca P; por P;, a diferenga em seu custo é
exatamente a diferenga na fungao potencial

®(P) — &(P}, P_;) = ci(P) — ci(P}, P_;), paratodo P;
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Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Teorema: (Anshelevich, Dasgupta, Kleinberg, Tardos, Wexler,
Roughgarden’08) O preco da estabilidade é no maximo Hy

Uma fungao numérica ¢ é potencial exata se

» mapeia cada vetor de estratégias P = (P4, ..., Px) para um valor

» se um jogador i troca P; por P;, a diferenga em seu custo é
exatamente a diferenga na fungao potencial

®(P) — &(P}, P_;) = ci(P) — ci(P}, P_;), paratodo P;

Jogo potencial exato: Jogo com uma funcdo potencial exata
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Teorema: Um jogo finito com fung&o potencial exata sempre converge
para um equilibrio

Prova.

» Quando um jogador i muda de P; para P;, seu custo diminui
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Prova.

» Quando um jogador i muda de P; para P;, seu custo diminui

» A fungao potencial diminui da mesma quantidade

®(P) — &(P;, P_;) = ci(P) — ¢i(P}, P_;), paratodo P;

» Funcao potencial sempre decresce
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Teorema: Um jogo finito com fung&o potencial exata sempre converge
para um equilibrio

Prova.

» Quando um jogador i muda de P; para P;, seu custo diminui

» A fungao potencial diminui da mesma quantidade

®(P) — &(P;, P_;) = ci(P) — ¢i(P}, P_;), paratodo P;

» Funcao potencial sempre decresce

» Como ha numero finito de configuragoes, o jogo converge.
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Ha funcao potencial para o Jogo de Roteamento ?
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Ha funcao potencial para o Jogo de Roteamento ? Sim!
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Ha funcao potencial para o Jogo de Roteamento ? Sim!

» P vetor de estratégia P = (Py,..., Px)
» C. custo de se construir aresta e

» ke numero de caminhos que usam e

1, ....1
> H(t) = 1+2+ + 7 parat21“
0 caso contrario
V(P) = ce- Hike),
ecE
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Ha funcao potencial para o Jogo de Roteamento ? Sim!

» P vetor de estratégia P = (Py,..., Px)
» C. custo de se construir aresta e

» ke numero de caminhos que usam e
1 1
1,41 >
> H(t) = T+5+-++ parat_1“
0 caso contrario

Lema: A funcao V é uma funcao potencial exata
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Prova.
Considere a mudanca de escolha do jogador i de P; para P;.

» P; caminho usado pelo jogador i em P

» P’ novo caminho a ser usado pelo jogador i em P’
» P=(Py,...,Pi_1,Pi,Piy1,...,Px)

> P'=(Py,...,Pi_1,P},Pit1, ..., Px)

v

ke nimero de caminhos (jogadores) usando aresta e em P

v

k., nimero de caminhos (jogadores) usando aresta e em P’
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Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

V(P) - V(P)= Z CeH(ke) — Z CeH(ke)

ecE ecE

=3 (ceH(ke) — CoH(KL))

ecE
= > (CeH(ke)—ceH(ks))+ D _ (CeH(ke)—ceH(KS))
eGP,'\Pi/ GGP’{\P,'
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

WP -w(P)= 3 7 et X e

eeP,-\P’ ecP/\P; ke
Ce Ce
Sy eiye ye s
eeP-\P’ eerP’ ecP\P; ¢ ecPnP ©
eeP ecP! ke
= 6(P) - o(P),

(|
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Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Corolario: O jogo de roteamento global converge para um equilibrio
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Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Corolario: O jogo de roteamento global converge para um equilibrio
A funcdo V(P) esta proxima do valor do custo de S.

Lema: Se P = (Py,...,Pyx) € um vetor de estratégias, entdo
c(P) < W(P) < H(k)c(P)
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Corolario: O jogo de roteamento global converge para um equilibrio
A funcdo V(P) esta proxima do valor do custo de S.

Lema: Se P = (Py,...,Pyx) € um vetor de estratégias, entdo
c(P) < W(P) < H(k)c(P)

Prova.
» ¢(P) < \U(P) vale pois

Z Ce < Z CeH(ke) = ZCeH(ke) = V(P)

ecEp ecEp ecE
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Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais

Corolario: O jogo de roteamento global converge para um equilibrio
A funcdo V(P) esta proxima do valor do custo de S.

Lema: Se P = (Py,...,Pyx) € um vetor de estratégias, entdo
c(P) < W(P) < H(k)c(P)

Prova.
» ¢(P) < \U(P) vale pois

Z Ce < Z CeH(ke) = ZCeH(ke) = V(P)

ecEp ecEp ecE
» W(P) < H(k)c(P) vale pois
V(P) =Y ceH(ke) = ) CeH(ke) < Y ceH(k) = H(K)c(P).
ecE ecEp ecEp
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais
Teorema: O prego da estabilidade é no maximo H(k)
Prova. Seja

» O* um resultado étimo social

» O um resultado em equilibrio obtido a partir de O*

» P um resultado em equilibrio de menor custo
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Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais
Teorema: O prego da estabilidade é no maximo H(k)
Prova. Seja

» O* um resultado étimo social

» O um resultado em equilibrio obtido a partir de O*

» P um resultado em equilibrio de menor custo

c(P) < ¢(0)
< VY(0)
< V(0O
< H(k)c(O)
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Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Jogo de Roteamento Global e Jogos Potenciais
Teorema: Encontrar um resultado 6timo social é NP-dificil

Teorema: (Fabrikant, Papadimitriou, Talwar’04) Encontrar um
equilibrio em jogos potenciais é PLS-completo

Teorema: (Syrgkanis’10) Encontrar um equilibrio de Nash no jogo de
roteamento global é PLS-completo

Teorema: (Tardos e Wexler'07) Para grafos ndo-orientados ha
compartilhamento de custo onde o prego da anarquia é limitado a 2
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Projeto de Mecanismos

Projeto de Mecanismos

Iremos considerar mecanismos com dinheiro
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Projeto de Mecanismos

Projeto de Mecanismos

Iremos considerar mecanismos com dinheiro
» Estamos interessados em fazer as regras do jogo
» Jogadores devem declarar informagdes verdadeiras
» Busca de algoritmos/protocolos eficientes

» Obtendo resultados de qualidade

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica Campinas, 2010 91/126



Leildo de ltem Unico

Considere um leildo de um item Unico
» Os jogadores dao lance pelo item
» E definido o ganhador do leildo
» E definido quanto o ganhador paga pelo item

.

$$$

088
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Leilao de Item Unico

Regra do maior valor:
» Os jogadores dao lance pelo item
» O ganhador € o jogador do maior lance
» O ganhador paga o valor do seu lance
Lances:

P

QQQ

Alice Carlos

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducao a Teoria dos Jogos Algoritmica Campinas, 2010 93/126



Leilao de Item Unico

Regra do maior valor:
» Os jogadores dao lance pelo item
» O ganhador € o jogador do maior lance
» O ganhador paga o valor do seu lance
Lances:

P

QQQ

Alice Carlos
Bob vence e paga 10

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica Campinas, 2010 93/126



Leilao de Item Unico

Regra do maior valor:
» Os jogadores dao lance pelo item
» O ganhador € o jogador do maior lance
» O ganhador paga o valor do seu lance
Lances:

P

QQQ

Alice Carlos
Bob vence e paga 10

Mas: se Bob desse lance de 6, teria ganho e sua utilidade seria maior

Incentivo a mentir!
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Projeto de Mecanismos

Leildo de ltem Unico

Regra do segundo maior valor (Leilao de Vickrey):
» O ganhador € o jogador do maior lance
» O ganhador paga o valor do segundo maior lance
» Simula o leildo ascendente

Lances: .
s

Q@Q

Alice Carlos
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Projeto de Mecanismos

Leildo de ltem Unico

Regra do segundo maior valor (Leilao de Vickrey):
» O ganhador € o jogador do maior lance
» O ganhador paga o valor do segundo maior lance
» Simula o leildo ascendente

Lances: -
e

Q@Q
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Projeto de Mecanismos

Leildo de ltem Unico

Regra do segundo maior valor (Leilao de Vickrey):
» O ganhador € o jogador do maior lance
» O ganhador paga o valor do segundo maior lance

» Simula o leilao ascendente
Lances:

P

Q@Q

Alice Carlos

Bob vence e paga 5

Incentiva a todos dizerem seu valor/lance verdadeiro

Valor pago nao depende do lance do ganhador

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp)

Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica

Campinas, 2010 94 /126



Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG - Vickrey, Clarke, Groves

» Mecanismo deve escolher uma alternativa de um conjunto A
(escolha social)
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG - Vickrey, Clarke, Groves

» Mecanismo deve escolher uma alternativa de um conjunto A
(escolha social)

» Deve definir quanto cada jogador deve pagar pela escolha
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG - Vickrey, Clarke, Groves

» Mecanismo deve escolher uma alternativa de um conjunto A
(escolha social)

» Deve definir quanto cada jogador deve pagar pela escolha

» Cada jogador deve anunciar sua informacao privada
(mentir ndo o leva a ter mais vantagens).
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG - Vickrey, Clarke, Groves
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG - Vickrey, Clarke, Groves

Mecanismos de revelacao direta

Def.: Um mecanismo é dado por
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG - Vickrey, Clarke, Groves
Mecanismos de revelacao direta
Def.: Um mecanismo é dado por

» uma fungdo de escolha social f: Vi x --- x V, — A

» fungbes de pagamento py, ..., Pn

ondep;: Vi x---x V, — R é o valor que o jogador i paga.
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG - Vickrey, Clarke, Groves

Um jogador i possui
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG - Vickrey, Clarke, Groves

Um jogador i possui

» Um valor privado v;(a) para cada alternativa a € A
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG - Vickrey, Clarke, Groves

Um jogador i possui
» Um valor privado v;(a) para cada alternativa a € A

» utilidade uj(a) = vj(a) — pi(v) (quanto vale menos o quanto
pagou)
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG - Vickrey, Clarke, Groves

Um jogador i possui
» Um valor privado v;(a) para cada alternativa a € A
» utilidade uj(a) = vj(a) — pi(v) (quanto vale menos o quanto

pagou)

Queremos que i declare vj(a)
e a declaragéo v/(a) nao o leva a ter um beneficio maior.
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG - Vickrey, Clarke, Groves

Def.: Um mecanismo (f,ps,...,pn) € incentivo-compativel se para
todo jogador i, todo vy € V4, ..., todo v, € V), e todo v € V; temos

vi(a) — pi(vi, v-i) = vi(d) — pi(v;, v—i),
ondea=f(v)ed =f(v/,v_)).

Def.: Um mecanismo é dito ter uma funcao de utilidade se sua fun¢do
de escolha social € uma funggo utilitaria.
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Mecanismo VCG

Def.: Um mecanismo (f,p1, ..., pn) € dito ser um mecanismo VCG se
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Mecanismo VCG

Def.: Um mecanismo (f,p1, ..., pn) € dito ser um mecanismo VCG se

> f(vy,...,vp) €argmax » vj(a)
acA ]

isto é, f maximiza o beneficio social e
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Def.: Um mecanismo (f,p1, ..., pn) € dito ser um mecanismo VCG se

> f(vy,...,vp) €argmax » vj(a)
acA ]

isto é, f maximiza o beneficio social e

» femos fungées hy, ..., h,, onde

h,‘ZV,,'—HR
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG

Def.: Um mecanismo (f,p1, ..., pn) € dito ser um mecanismo VCG se

> f(vy,...,vp) €argmax » vj(a)
acA ]

isto é, f maximiza o beneficio social e
» femos fungées hy, ..., h,, onde
h,‘ : V,,' — R

para todo vy € V4,..., para todo v, € V,, temos
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG

Teorema: (Groves’73) Todo mecanismo VCG é incentivo-compativel.
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG

Def.:
» Um mecanismo é dito ser individualmente racional se os
jogadores sempre obtém beneficio ndao negativo. Isto é, se para
todo v1,..., Vv, temos vi(f(v1,...,Vn)) —pi(V1,...,Vn) >0

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica Campinas, 2010 101/126



Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG

Def.:
» Um mecanismo é dito ser individualmente racional se os
jogadores sempre obtém beneficio ndao negativo. Isto é, se para
todo v1,..., Vv, temos vi(f(v1,...,Vn)) —pi(V1,...,Vn) >0

» Dizemos que um mecanismo nao tem transferéncias positivas se
nenhum jogador recebe do mecanismo (em vez de pagar). Isto é,
se para todas fungées vy, ..., v, e todo jogador i, temos

pi(v1,...,Vvn) > 0.
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG

Def.:
» Um mecanismo é dito ser individualmente racional se os
jogadores sempre obtém beneficio ndao negativo. Isto é, se para
todo v1,..., Vv, temos vi(f(v1,...,Vn)) —pi(V1,...,Vn) >0

» Dizemos que um mecanismo nao tem transferéncias positivas se
nenhum jogador recebe do mecanismo (em vez de pagar). Isto é,
se para todas fungées vy, ..., v, e todo jogador i, temos

pi(v1,...,Vvn) > 0.

Regra de Clarke: E possivel obter mecanismos VCG que atendam a
estas duas condi¢des definindo h; como sendo

hi(v_j) = maxXpea >, vi(b)
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG

Lema: Um mecanismo VCG com regra de pagamento de Clarke
» Nao faz transferéncias positivas

» Se vj(a) > 0 para todo v; e a entdo o mecanismo é
individualmente racional

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica Campinas, 2010 102/126



Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG

Observacgoes:

» A alternativa a =

f(V1,.

..,Vp) étalque ) ; vi(a) € maxima

» seja b a alternativa que maximiza a funcao social, sem o jogador i

(i.e., b=1(v_)))

» Na regra de pagamento de Clarke fazemos
Pi(Va, ..oy V) = D24 vi(b) = Xz vi(@)

Dovi@
j#i

Vi
P pi=0
J#

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp)

PR C)

J#i

S v@=>" by

i i

Vi

L

pi= Vi

Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica

Campinas, 2010
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG

Leilao de Vickrey (segundo maior valor):
Teorema: O mecanismo definido no Leildo de Vickrey é VCG
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG

Leilao de Vickrey (segundo maior valor):
Teorema: O mecanismo definido no Leildo de Vickrey é VCG

Prova.
» Conjunto de alternativas € o conjunto dos jogadores
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG

Leilao de Vickrey (segundo maior valor):
Teorema: O mecanismo definido no Leildo de Vickrey é VCG

Prova.
» Conjunto de alternativas € o conjunto dos jogadores
» Vencedor j* é escolhido com v;» maximo
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Projeto de Mecanismos

Mecanismo VCG

Leilao de Vickrey (segundo maior valor):
Teorema: O mecanismo definido no Leildo de Vickrey é VCG

Prova.
» Conjunto de alternativas € o conjunto dos jogadores
» Vencedor j* é escolhido com v;» maximo

» Pagamento é definido como o
MaXpea Yz V(D) = X js- vi(@), sei=1T"

0, caso contrario
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Caminho Minimo

Jogo de Caminho Minimo (Nisan, Ronen’01)

Dados
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Caminho Minimo

Jogo de Caminho Minimo (Nisan, Ronen’01)

Dados

» Grafo G = (V, E) onde cada aresta € um possivel trecho a ser
construido
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Caminho Minimo

Jogo de Caminho Minimo (Nisan, Ronen’01)

Dados

» Grafo G = (V, E) onde cada aresta € um possivel trecho a ser
construido

» Queremos conectar dois vértices s e t por um caminho de G
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Caminho Minimo

Jogo de Caminho Minimo (Nisan, Ronen’01)

Dados

» Grafo G = (V, E) onde cada aresta € um possivel trecho a ser
construido

» Queremos conectar dois vértices s e t por um caminho de G

» Cada aresta e tem um custo ¢, e s6 pode ser construida por um
jogador
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Dados

» Grafo G = (V, E) onde cada aresta € um possivel trecho a ser
construido

» Queremos conectar dois vértices s e t por um caminho de G

» Cada aresta e tem um custo ¢, e s6 pode ser construida por um
jogador

» Cada jogador da um valor (lance) para ele construir o trecho da
sua aresta

» Custo social € o preco do caminho construido
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Jogo de Caminho Minimo

Objetivo
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Caminho Minimo

Jogo de Caminho Minimo
Objetivo
» Determinar quem constroi as arestas
» Quanto cada jogador recebe para construir o trecho

Assumiremos que o grafo € 2-aresta conexo

Aplicacao: Transmissao de dados na Internet
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» Definicao dos vencedores:
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Caminho Minimo

Jogo de Caminho Minimo

Mecanismo VCG:
» Definicdo dos vencedores:
» Encontrar uma alternativa de custo minimo
» i.e., encontrar caminho minimo Pde sat
» Definicdo do pagamento p, de cada jogador e
» Encontrar caminho minimo P de satem G—e

pe = custo(P’") — custo(P — e)
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Jogo de Caminho Minimo

Exemplo:

Caminho minimo (vencedores)
» Caminho minimode sa t: P = (s—x—y—t)
» custo(P) =6
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Caminho Minimo

Jogo de Caminho Minimo

Pagamentos
> Psx = C(P_sx) — (c(P*) —Csx) =8—-(6—-3)=5
> Pxy = C(P—xy) = (c(P") —Cy) =7—-(6-1)=2

> Pyt =C(P—yt) = (c(P*) —cp) =7—-(6-2) =3

P_sx P_xy Pyt
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Caminho Minimo

Outros jogos
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Caminho Minimo

Outros jogos

» Construcdo de arvore geradora de peso minimo
» Construcao de emparelhamento de peso minimo

» Construcao de arvore de Steiner
Opa... 0 problema da arvore de Steiner & NP-dificil...
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Caminho Minimo

Outros jogos

» Construcdo de arvore geradora de peso minimo
» Construcao de emparelhamento de peso minimo

» Construcao de arvore de Steiner
Opa... 0 problema da arvore de Steiner & NP-dificil...

» Ha uma 2-aproximacao para a construcao de arvore de Steiner,
incentivo compativel (Guala & Proiette’05)
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Leildes Eletronicos ou pela Internet
Algumas caracteristicas possiveis:
» Nao ha necessidade de espaco fisico
» Flexibilidade de tempo

» Maior nimero de vendas simultaneas
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Leildes Eletronicos ou pela Internet

Algumas caracteristicas possiveis:
» Nao ha necessidade de espaco fisico
» Flexibilidade de tempo
» Maior numero de vendas simultaneas
Exemplos:
» Propaganda em motores de busca (Pay-per-Click)
» Itens de pequeno valor (CD’s, livros)

» Espectros em telecomunicacgdes (leildes combinatoriais de
bilhées de ddlares)
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Leiloes em motores de busca

Google

Pesquisar

Imagens
Mapas
Videos
Noticias
Shopping

Mais

Campinas - Sao
Paulo
Alterar local

A Web
Paginas em
portugués
Paginas de Brasil
Paginas
estrangeiras
traduzidas

Mais feramentas

computador intel quad core

C Core 2 Quad | CompraFacil.com.br
www.comprafacil.com.br/PC

PC Intel Core 2, 4GB e HD 500 GB Por Apenas 10x R$ 79,99 s/juros!
Multifuncional HP Jato. 10x R$29,90 - HD Extemo 1TB Por R$ 269,90 em 10x

Computador ¢ Quad Core X4 | Shoptime.com.br
www.shoptime.com.br/CPUQuadCore
Melhor Desempenho para o Seu Micro Com Pregos Imperdiveis. Aproveite!

Computador Core 2 Quad | Zoom.com.br

zoom.com.br/Computadores-Core-2Quad
As Melhores Lojas estao no Zoom Compare Pregos e Boas Compras!

PC Intel Quad Core - Precos de Diversos Modelos de PC ... - BuscaPé
compare.buscape.com. br/procura?id=22&kw=Intel+Quad+Core

Pesquisa de pregos e comparagao de PC Intel Quad Core. Diversas ... Computador
SpaceBR Intel Quad Core i5 - 750 , 2GB, 500GB, VGA 1 GB, Wind. 7 - Série ...

Computador intel quad core g8400 em MercadoLivre Brasil - Onde ...

lista com.br q q
Comprar e vender Computador intel quad core 8400, no MercadoLivre.

[of tador quad core - ShopMania

www.shop com pesquis q

Micro Computador CPU Intel Core 2 Quad Q8400 Memoria 4GB HD 500 DVD
Gabinete Preto. Frete por conta do comprador - Sedex , Motoboy , Transportadora ...

Computador Qbex ¢/ Intel Quad Core Q8200. 4GB, HD 1000GB(1T..
www.extra.com.br/.../C: QbeX-C; ~Qbex-c-Int
Computador Qbex c/ Intel Quad Core Q8200, 4GB, HD 1000GB(1TB), Gravador de

os - Por que esses anincios?

Por que esses anincios?

Computador em Oferta
www_pontofrio.com.br/Computador
Computador A Partir de RS 484,03,
Em Até 24x Sem Juros* no Pontofriol

Computadores com Intel
www.carrefour.com.br/Computador_Intel
Aproveite as Super Ofertas no

Carrefour. Pague em 15x Sem Juros

Computadores - Extra.com

v.extra.com.br/Computadores
Computadores A Partir De R$ 581,03
Em Até 12x Sem Juros. Imperdivel!

RicardoEletro -Computador

www.ricardoeletro.com.br/Computador
Computadores a partir de R$ 499
Ricardo Eletro, Prego é Tudo

Promocéo de Computador
v.kalunga.com.br/Computadores
Computadores a Partir de RS 369,00
em até 10x Sem Juros. Aproveite!

Computadores em Oferta
magazineluiza.com.br/Vem_Ser_Fel

Computador em até 12x s/Juros
no Magazine Luiza. Confira Agora!
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Leiloes Combinatoriais

Leiloes Combinatoriais

» Varios itens sendo leiloados ao mesmo tempo

» Cada comprador esta interessado em diferentes combinacdes de
itens

» Cada combinagao tem um valor para o comprador
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Leiloes Combinatoriais

Leiloes Combinatoriais
Exemplo:
» Ha 3 jogadores: 1,2,3

» Ha3itens: a,bec

» Valores de cada combinacgao para cada jogador

{a} | {b} | {a b}
Jogador1 | 5 4 15
Jogador2 | 6 6 6
Jogador3 | 2 10 12
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Leiloes Combinatoriais

Leiloes Combinatoriais

Representacao
» Se temos n itens sendo leiloados

» Cada jogador tem um valor para cada um dos 2" subconjuntos
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Leiloes Combinatoriais

Leiloes Combinatoriais

Representacao
» Se temos n itens sendo leiloados

» Cada jogador tem um valor para cada um dos 2" subconjuntos
Na pratica
» Jogador esta interessado em poucos itens ou combinagoes ou

» tem uma regra/algoritmo eficiente para dar o valor de um conjunto
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Mecanismo VCG

Consideramos que
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Mecanismo VCG

Consideramos que
» | é o conjunto de itens

» Valores privados sao nao negativos
vi(S) > 0 para todo conjunto S C / e jogador i

» Valores privados nunca sao maiores para subconjuntos proprios
Vi(S) < vi(T) para SCT
Alocacao: Atribuicao de itens 8§ = (Sy, ..., Sp) aos jogadores
S,-ﬂSj:(Z)parai;éj

Beneficio social: v(8) = >, vi(S))
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Leiloes Combinatoriais

Mecanismo VCG
Entrada: Conjunto de itens / a serem leiloados
Subrotina: Algoritmo R para obter alocagao socialmente eficiente

1. Cada jogador i submete um lance v;(S) paracada S C /

2. Use R para obter uma alocagao 8 = (S, ..., Sy) para o vetor de
valoragao v = (v, ..., Vy) que maximiza v(38)

3. O pagamento do jogador i é definido como o valor p;, dado por
pi=max{v(s"): 8 € S_i} = Y v(S)),
J#i

onde S_; € o conjunto de todas as alocagdes que nao atribuem
conjuntos a i. Utilize a rotina R para resolver o problema de
maximizagao.
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Leiloes Combinatoriais

Mecanismo VCG

Busca de alocacoes socialmente eficientes
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Leiloes Combinatoriais

Mecanismo VCG

Busca de alocacoes socialmente eficientes
» Resolvido uma vez para definir os vencedores
» Resolvido n vezes, para definir o pagamento de cada jogador

» E um problema NP-dificil
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Leiloes Combinatoriais

Mecanismo VCG

Busca de alocacdes socialmente eficientes

» n: NUmero de itens

» m: Numero de jogadores
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Leiloes Combinatoriais

Mecanismo VCG

Busca de alocacdes socialmente eficientes
» n: Numero de itens
» m: Numero de jogadores

Teorema: (Rothkopf, Harstad, Pekec’98) Algoritmos para obter
alocagao socialmente eficiente
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Leiloes Combinatoriais

Mecanismo VCG
Busca de alocacdes socialmente eficientes
» n: Numero de itens
» m: Numero de jogadores
Teorema: (Rothkopf, Harstad, Pekec’98) Algoritmos para obter
alocagao socialmente eficiente
» O(3") para caso geral

» polinomiais quando n é pequeno em relagdo a m, ou vice-versa
(n<logm ou m<logn)
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Mecanismo VCG

Teorema: Mecanismo pode ser implementado eficientemente quando
» Cada jogador esta interessado em apenas um conjunto e
» 0 conjunto de interesse tem cardinalidade 1 ou 2

Prova. Resolucao via emparelhamento de peso maximo
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Mecanismo VCG

Teorema: Mecanismo pode ser implementado eficientemente quando
» Cada jogador esta interessado em apenas um conjunto e
» 0 conjunto de interesse tem cardinalidade 1 ou 2

Prova. Resolucao via emparelhamento de peso maximo

3

(9 *

Linhas sdo conjuntos de interesse e vértices sao itens
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Mecanismo VCG

Teorema: Mecanismo pode ser implementado eficientemente quando
» Cada jogador esta interessado em apenas um conjunto e
» 0 conjunto de interesse tem cardinalidade 1 ou 2

Prova. Resolucao via emparelhamento de peso maximo

Inserimos um vértice dummy para cada conjunto unitario
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Leiloes Combinatoriais

Mecanismo VCG

Teorema: Mecanismo pode ser implementado eficientemente quando
» Cada jogador esta interessado em apenas um conjunto e
» 0 conjunto de interesse tem cardinalidade 1 ou 2

Prova. Resolucao via emparelhamento de peso maximo

Encontramos um emparelhamento de peso maximo
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Leiloes Combinatoriais
Leildes Combinatoriais com Objetivo Unico
» Cada jogador i esta interessado s6 em um conjunto S;

Problema de alocacao continua NP-dificil

Reducao via Conjunto Independente: Dado grafo G, encontrar maior
subconjunto de vértices tal que nao ha arestas de G entre eles

Conjunto independente de cardinalidade 4

Teorema: O problema do Conjunto Independente é NP-dificil
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Leiloes Combinatoriais

Leildes Combinatoriais com Objetivo Unico
Reducéo via Conjunto Independente

Cada aresta se torna um item

Cada vértice se torna um jogador

Arestas incidentes a i formam o conjunto do jogador i
Valor de cada conjunto é 1

v

v

v

v

Si

v

Ha conj. independente de tamanho k SSE ha alocacao de valor k
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Leiloes Combinatoriais

Leildes Combinatoriais com Objetivo Unico
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Leildes Combinatoriais com Objetivo Unico

» Como obter mecanismos eficientes ?
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Leildes Combinatoriais com Objetivo Unico
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Leiloes Combinatoriais

Leildes Combinatoriais com Objetivo Unico

Como obter mecanismos eficientes ?

v

v

E se usarmos algoritmos eficientes para o problema de alocacio ?

Podemos deixar de ter um beneficio social maximo

v

v

Podemos deixar de ter um mecanismo incentivo-compativel

Flavio Keidi Miyazawa (Unicamp) Introducéo a Teoria dos Jogos Algoritmica Campinas, 2010 123 /126



Leiloes Combinatoriais

Leildes Combinatoriais com Objetivo Unico

v

Como obter mecanismos eficientes ?

v

E se usarmos algoritmos eficientes para o problema de alocacio ?

v

Podemos deixar de ter um beneficio social maximo

v

Podemos deixar de ter um mecanismo incentivo-compativel

Teorema: (Lehmann, Callaghan, Shoham’02) Ha um mecanismo
incentivo-compativel, que aproxima o beneficio social em um fator de

vm
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Leiloes Combinatoriais

Mecanismo Guloso
Entrada: Conjunto de itens / a serem leiloados.

1.

—_ -

SO0 N OO D

Cada jogador i submete um lance (S;, v;), onde S; C I.
Reordene os lances tal que A > —2— > ... > &

N R
W0
Para i < 1 até nfaca
se §;N (UjewS)) = 0 entdo W < WU {i}.
Para i < 1 até n faca
D — \/ﬁ onde j é menor indice t.q. SNS;j # 0 e

paratodo k < j, k # i, Sy N S; = (. Se nao existir tal j
entdo p; «+ 0.
Devolva alocagéo (T1,...,Tp),onde T, = S;seic We
T; = () caso contrario, e pagamentos (py, .. ., Pn)-
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Leiloes Combinatoriais

Leildes Combinatoriais com Objetivo Unico

Teorema: (Hastad’99+Zuckerman’06) O problema do conjunto
independente ndo pode ser aproximado para m'/?2=<, para qualquer
e > 0, a menos que P = NP

Corolario: N&o existe algoritmo eficiente que aproxima o problema de
alocacgao dentro de um fator de m'/2—<, para qualquer ¢ > 0, a menos
que P = NP.
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Outros assuntos no livro

Algorithmic Game Theory,
Edited by Nisan, Rougharden, Tardos e Vazirani
Cambridge, 2007, 754pgs.

» Equilibrio de mercados

» Criptografia,

» Elei¢des e escolhas sociais

» Computagao distribuida

» Compartilhamento de custos
» Mecanismos online

» Sistemas de reputagéo

» Leildes em motores de busca
» etc
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