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Resumo

Nestetrabalhoestudamsdiversosoroblemagle escalonamentoonsideradoslP-dificeis.As-
sumirdo a hipétesede que P # NP, sabemogjue ndoexistem algoritmes eficientesparare-
solver tais problemas Porissohouve um grandeavangcono deserolvimentode algoritmosde
aproximacaogue saoalgoritmos eficientes(complexidadepolinomial) e que geramsolucdes
com garantiade qualidade. Nos ultimos anos,diversastécnicassuigiram parao deserolvi-
mentode algoritmosde aproximacaa@omoo métodoPrimal-Duale Programaca&emidefini-
da. Nestetrabalho,apresentamosm estudode algumasdastécnicaservolvidasno desemol-
vimentode algoritma de aproximacgéao.Tais técnicassdoexemplificadascom algoritmosde
aproximacagaraproblemasie escalonamentemmaquiras. Tambémmplementamosalguns
dosalgoritmos estudado® fazemosumacomparacagraticaentreeles. Além disso,propo-
mosumamudan¢gaemum dosalgoritnos e mostranos queesteobtémmelhoregesultadosa
pratica. Apresentamosambémalgoritme de aproximacagaraumavariacaodo problemada
mochila. Tal problematemaplicacbepraticasnaindidria metallgica e aindaem problemas
deescalonamento.
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Abstract

In this work we studyseveral scheduliig problemsthatare NP-hard.If we considerthat P #

NP, we know thatthereareno efficient algorithis to solve theseproblems Becausehis, there
werealot of improvementn thefield of approximaton algorithmsthatareefficientalgorithms
(polynomal compleity time) thatproducessolutionswith quality guaranteeln thelastyears,
severalnew approachebave beenusedn thedevelopmentof approximatbnalgorithmdik ethe
Primal-DualmethodandSemidefinitdProgram.In thiswork, we studyseveraltechniquesised
in the developmentof approximatioralgorithns usingschedulingproblems.We implemenéd

severalstudedschedulingalgorithms andcomparehemin practice.We proposeamodification

in oneof thealgorithmsandshaw thatit producesolutionswith betterquality. We alsopresent
approximatbn algorithmsto a generalizedversionof the knapsackproblem. This problem
appearsn themetalindustryandhasapplicationsn schedulingoroblems
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Capitulo 1

Intr oducao

Nestetrabalhoapresentamodiversosalgoritma de aproximagaoroltadosparaproblemas
deescalonamentdetarefas. Muitasdasvariagbesle problemasie escalonamentsaoproble-
masde otimizagdoque pertencena classeN P-dificil. Problemasle otimizacdo,nasuaforma
geral,tém comoobjetvo maximizarou minimizar umafuncaodefinidasobreum certodomi-
nio. A teoriaclassicade otimizagaotratado casoemqueo dominb € infinito. Jano casodos
chamadogproblemadde otimizagdocombinatdia, 0 dominb é tipicamentefinito; alémdissq
emgeralé facil listar os seuselementose tambémtestarse um dadoelementoertencea esse
dominio. Ainda assim,a idéiaingénuade testartodosos elementosiestedomhio na busca
pelomelhormostra-senviavel napratica,mesmagparainstanciagietamanhanoderado.

Nestetrabalho,assuminos a hipotesede que P # N P. Destaforma, tais problemasle
escalonamente muitos outrosproblemasde otimizacdoque sdo N P-dificeis, ndo possuem
algoritnos eficientespararesol\e-losde forma exata. Muitos destegproblemasaparecenem
aplicacdegpraticase hAumforte apeloeconémicgararesolhe-los.Problemasieescalonamen-
to aparecenmaalocacaaletareisemmaquinasalocacaaleregistradoreemcodigosgerados
por compiladorespaalocacéale recursoemlinhasde producéade industias, dentreoutros.
Nestetrabalho,consideramoproblemagie alocacaaletarefis,quepodemestarsujeitasa va-
rias restricdes.em maquinagde tal forma a minimizar algumafung¢@ode custoassociadao
problema.Exempo de casoservolvidosnestetipo de problemag a obtencaale escalonamen-
tosdetareisemcomputadoresndea médiadeatendimentaleumatarefa sejaminimizada,ou
guetarefasimportantegenhammaior prioridadeparaserenfinalizadaspu mesmoa obtencéo
deum escalonamentquegastetempototal minimo.

Como nao consguimosresoler tais problemasde forma exata e eficiente,buscamosal-
ternatvas que possanser Uteis. Existemvarios métodosgue sdomuito utilizadosna pratica
como o usode heuristicasprogramacaanteira, métodoshibridos,redesneurais,algoritmos
genéticosdentreoutros. Outraforma de resolucdo € a utilizacdode algoritmas de aproxi-
macéo. Nestecaso,0 algoritmo sacrificaa otimalidadeem trocada garantiade umasolucao
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aproximadaomputéel eficientementeCertamenteg interesse, apesade sacrificara otima-
lidade,faze-lodeformaqueaindapossamoslarboasgarantiasobreo valor dasolugcéoobtida,
procurandayanharo maximo emtermosde eficiénciacomputacional.

Em linhasgerais,algoritmos de aproximacasaoaquelesjue ndonecessariamenigodu-
zemumasolugaaodtima, massolucdegueestaadentrodeum certofatordasolucaddtima. Esta
garantiadeve sersatisfeitgparatodasasinstanciaslo problema.Destaformadevenosdaruma
demonstacaoformal destefato.

1.1 Objetivosdo Trabalho

O objetivo principal destetrabalhoé estudartécnicasusadaso desemolvimenb de algo-
ritmos de aproximacacaexenyplificando-ascom o usode problemasde escalonamentoAlém
disso,estudamo® comportarento de algunsalgoritmea aproximadosha pratica. Paratanto,
implementamoslgunsalgoritmose comparamosuasperformancestanto de tempoquanto
de qualidadede solu¢deggeradasTambémbuscamo® desemolvimentode novosalgoritmos
Nestecaso,apresentamoalgoritmas paraumaversaodo problemadamochilaguetemaplica-
¢Oesemproblemasie escalonamento.

1.2 Organizagé do Texto

A organizacaao documentaestébasead@rincipalmentenostiposdetécnicaempreyadas
no desemolvimenb de algoritmosde aproximacao.Antesde tudo, damosumaintroducaoa
Algoritmosde Aproximacéace falamossobreo problemade escalonamentemmaquinagcap.
2).

Nos demaiscapitulos apresentamogariosalgoritmosde aproximacagaraproblemasie
escalonamentaxemplificandoalgumasdastécnicasusadasa construcédale algoritmosde
aproximagaocomo métodoscombiratorios(cap. 3), programacadinear (cap. 4), métodos
probabilisicos(cap.5) e programacasemidefinidgcap.6).

E importantelembrarqueexisteminimerosalgoritmosde aproximacagaraproblemagle
escalonamente ndo é nossaintencaomostrartodosos algoritmosestudados Algoritmos de
aproximacaaraproblemasde escalonamentéoram estudadoslesdea décadade 60 [18].
Assim buscamogolocarno texto algoritmosqueachamogxemgificar bemumadadatécnica
ou quemostramalgumfatoquejulgama importane.

O capitulo7 é um resumocontendoos melhoresresultadogaraproblemasde escalona-
mentoem maquinas.Esteresumocontémos melhorese maisimportantegesultadosjue pu-
demosencontrarduranteo mestrado.Nao esperamosjue ele estejacompletoe muito menos
guecontenhasresultadognaisrecentegparacadatipo de problema.A areade algoritmosde
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aproximacae bastantetiva e novosresultadogparecemmegularmente.

Os capitulos8 e 9 sdoartigosque escreemos O primeiro artigo mostrauma compara-
caopraticaentrealgunsalgoritmos de escalonamente o segundoséoalgoritmosaproximados
proposta paraumaversaogeneralizadao problemadamochilaquetemaplicacdcemescalo-
namentade maquinas.

Finalmenteno capitulo10 apresentamaasconclusdeslestetrabalho.



Capitulo 2

Preliminares

Estecapitulocontémdeformaresumidadefinicbes no¢cdedasicagjueseraonecessarias
no decorrerdaleiturado trabalho.Apresentamosefinicdeshasicossobrealgoritmos de apro-
ximagaodandodefinicdegelacionadasobreo tema.Discutimostambénbrevementeécnicas
usadasho deserolvimenb de algoritmos aproximados Tambémfalamossobreproblemasie
escalonamentanostandotermosusadosiestetrabalhobemcomodefinicdesqueutilizamos.
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2.1 Algoritmos de Aproximacao

Nestasecaadamosumabreve visdosobrealgoritnosdeaproximacaaenostrandaimanota-
caoutilizadae tambémconceitoshasicosobreo tema.

Dadoum algoritmo A, paraum problemade minimizagéo,se for umainstancisparaeste
problema,vamosdenotarpor .A(/) o valor da solugédodevolvida pelo algoritmo.4 aplicado
ainstancial e vama denotarpor OPT(I) o correspondentgalor parauma solucaootima
de I. Diremosque um algoritmo tem um fator de aproximacéax, ou € a-aproximado,se
A(I)/OPT(I) < a, paratodainstancial. No casodosalgoritmosprobabilisicos, considera-
mosadesigualdad# [ A(I)]/OPT(I) < «, ondeaesperanc®|A([)] €tomadasobretodasas
escolhasleatdriadeitaspeloalgoritmo.E importanteressaltaguealgoritmosde aproximacao
consideradosestetrabalhotémcompleiidadedetempopolinomial.

Ao elaboraumalgoritmo aproximadop primeiropassa buscarumaprova deseufatorde
aproximacaoOutroaspectanteressanté verificarseo fatordeaproximacéa demonstadoé
o melhorpossiel. Paraisto, devemosencontraumainstanciacujarazaoentrea solucaoobtida
peloalgoritmoe suasolucéootimaé igual, ou tdo proximoquantosequeira,de «. Nestecaso,
dizemogqueo fatordeaproximacaalo algoritmoé justo,ou seja,seufatorde aproximacamao
podesermelhorado.

Nos ultimos anossuigiram variastécnicasde caratergeral parao deserolvimentode al-
goritmosde aproximacaoAlgumasdestasao:arredondamentde solu¢cbewia programacao
linear, dualidadeem programacé&olinear e métodoprimal-dual, algoritmas probabilisticose
suadesaleatozacao, programacaosemidefinidaprovas verificaveisprobablisticamentee a
imposshilidade de aproximagdesdentreoutras(veja[13, 22, 37, 38]).

Uma estratégiacomumparasetratar problemasde otimizagdocombinat6riaé formular o
problemaatravésde um sistemade programacadinearinteirae resoher arelaxacadineardes-
te,umavezqueisto podeserfeito emtempopolinomal. O usode programacéadineartemsido
usadoparaa obtencgaade algoritmos aproximadosatrazés de diversasmaneiras.Uma muito
comumé o usode arredondamentatassolugdedracionariagio programdinear. Outratécni-
ca,éresoler o sistemadualdo programdinear, emvezdo primal, e emseguidaobtemosauma
solucdocombasenasvariawisduais. Outratécnicamaisrecente ¢ o usodo métodode apro-
ximacaoprimal-dwal, quetemsidousadoparaobterdivers algoritmoscombinatdios usando
ateoriade dualidadeem programacadinear. Nestecaso,0 métodoé em geralcombinatério
ndorequerenda resolucaale programaginearese consistede umageneralizacado método
primal-dualtradicional.

Jano casode algoritmas probabilsticos,0 algoritmocontémpassogjuedependente uma
sequénciale bits aleatorios.Nestecaso,a andliseda solucéogeradapelo algoritmo é calcu-
lada com baseno valor esperadala solugéo. E interessant@bsenar que apesardo modelo
parecerestrito,a maioriadosalgoritmos probabilisttos podeserdesaleatorizadatrasés do
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métododasesperancgasondicionaistornando-salgoritmosdeterminiticos(veja[13]). A ver-
sadoprobabilisica €, em geral, maissimplesde seimplementare maisfacil de seanalisarque
a correspondentgersdodeterministta. Além dissqQ muitos dos algoritnos de aproximacéo
combinamo usodetécnicagde programacadinear comtécnicasusadagmalgoritmosproba-
bilisticos,considerando valor dasvariaweisobtidaspelarelaxaga@dinearcomoprobabilicades.
O usodestagécnicagantoisoladamerd comoem conjuntotem sido usadonos ltimos anos
comsucess@mdiversa problemas.

No casodatécnicade programacasemidefinidaemosum sisemaquadraticoquesees-
crito emcertascondicbegpodeserresolvidoemtempopolinomal. A vantagendestemétodoé
guemuitosproblemagpodemserrepresentadostravésde modelosde programacgasemidefini-
daqguemuitasvezesnosleva a melhoredimitantes. Goemang Williansom[17] apresentaram
umaformabastanténovadorade searredondaassolu¢cdeslo sistemaguadratico atravésdo
arredondamentprobabilistco, considerandecadaumadasvariawisdo sisemacomoumvetor
naesferaunitaria.No capitulo7 apresentamaalgoritmosparaproblemagsie escalonamentde
tarefasdesenolvido por Skutellaqueusamformulagcdedaseadasm matrizessemidefinidas.

Do pontode vistateorico, 0s algoritma de aproximacaamais desejadosaoaqueleque
obtémvaloresmais proximosdo 6timo. Os algoritnos que encontramsolu¢céescom valor
tdo proximo quantose queirade umasolugaottima, possuenumadenomiragaopropia. Tais
algoritnostémfatoresdeaproximagédl +¢), nocasodeproblemasieminimizacéoge (1 —e),
no casode problemasie maximizagdopndee é umaconstantgositvaquepodesertomadaao
pequenajuantosequeira.Chamamosie PTAS (PolynomialTime Approximation Schemeps
algoritnosquetémtaisfatoresdeaproximaca® témtempodeexecucagolinomal naentrada.
Chamamosle FPTAS (Fully PolynomialTime Approximaton Scheme)psalgoritmosquetém
tais fatoresde aproximacgace tém tempode execucaopolinomial na entradae em % Logo,
dentreosdoistipos,osalgoritmosmaisdesejadosdoos FPTAS.

Outrotopicoimportanteem algoritmosde aproximacaa inaproximalicadede problemas.
Dadoum certoproblema@, dizemosque esteproblemapossuifator de inaproximalicade «,
sendopuderexistir um algoritmo a-aproximadgpara). Umadasmaneiragparasedemons-
trar tais resultados ¢ mostrarque se existir um algoritmo «-aproximadoparaum problema
Q, entdopodemogesoler de maneiradtima emtempopolinomial um problema@’ queseja
N P-dificil. Resultadosmportantesestaareaforam feitos com a utilizacdode provasverifi-
cawisprobabilisttamentedevido a Aroraetal. [5, 6]. Paramaisdetalhesobreresultadosie
inaproxinmalidadeveja[4, 37].
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2.2 Problemasde Escabnamenb

Nestasecaadefinimosalgunsconceitogelacionados problemasieescalonamenteapre-
sentamoslgumadefinicbese notacdegueseraoutilizadaso restantedestetrabalho.

Problemasie escalonamenttém sido umadasprincipaisareasde pesquisano desemol-
vimento de algoritmosde aproximacao. Vale dizer que é atribuido a um problemade esca-
lonamentode tarefas em computadoreparaleloso primeiro algoritmo de aproximacaqveja
Graham[18]).

Nestetrabalhousamosa seguinte notacdo.Temosum conjuntodetarefasJ = {1,...,n} e
um conjuntodemaquinasV/ = {1,...,m}. Astarefisa seremescalonadasdodenotadagpor
j, en denotao nimerodetarefas. As maquinagprocessadoresfiodenotadapori, 1 < i < m
ondem € o nimerode maquinas.

Osatributosqueumatarefa j € J podeteremum escalonamentsao:

e tempodeprocessamentalenotadgor p;;, quedependelamaquina ondeataref j seréa
processadaNo casoespeciabndetemosapenasimamaquinaputodasasmaquinasao
idénticas,denotamos requisicadode processamentapenagor p,. A taref j deve ser
processadpor um respectio periodode tempoemumadasm maquinas.Podeocorrer
quep;; = oo, indicandoqueataref j ndopoderaserexecutadanamaquina;

¢ tempodetérming denotadgor C, queindicao tempoemqueataref j € completada;

¢ pesodatarefa denotadgor w;, queindicaa prioridadequea tarefatem parasertermi-
nada;

e tempodeliberacéo, denotad@orr;, antesdo qualatarefindopodeserprocessada.

Nestadissertacd@assumime, a naoserquesejadito o contrario,quetodososvaloresdes-
critossdointeirosndonegativos.

Outracondigdocomumem escalonamentos a precedénciantretarefas. Denotamogpor
j < k seatarefhj deve sercompletadantesdatarefa k comecar

Dadoumconjuntodetarefas/ = {1,...,n} eumconjuntodemaquinasV/ = {1,...,m},
definimosum escalonamentodo-peemptivocomoumaatribuicdode cadatarefa j € J para
umparmaquina-tempdi, ¢), indicandoqueatarefr j € executadanamaquina einicia suaexe-
cucaonotempot. Dadoumataref j e suaatribuigdo(s, t), um escalonamentodo-preemptio
deve satishzera restricaode quenenhumaoutratarefa k podeseratribuidaparaum par (i, t')
comt' € [t,t + p;;). Definimosum escalonamentpreemptivocomoumaatribuicéode cada
tarefr j aum conjuntodetriplasY = {(i1, 1, f1), ..., (iz, tz, fz)}. Umatripla (i, ¢, f) repre-
sentaamaquinague;j executa,0 seutempodeinicio e fim respecttamené. Dadoumatarefa j
e seuconjuntodeatribuicdesY’, o escalonamentpreemptvo deve satishzerarestricaodeque
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nenhumdaaref k podeseratribuidaparaumatripla (i, ¢, f') tal queexistapar (¢, ¢, f) € Y
com[t', fYN[t, f) # 0 eainda

=~ fi— 4
=1 Pui

= 1.

Destaforma, um escalonamentpode ser preemptvo ou ndo. De maneirasimplificada,es-
calonamentopreemptvos sdoaquelesque umatarefa pode ser repetidamententerrompda
e continuadadepois,na mesmaou em outramaquina. Escalonamentosao-preemptios sdo
aguelegjueumatarefa deve serprocessadde maneiraninterrupta.

Definimoso tempode términode um escalonamenta tempode términoda Ultima tarefa
a sercompletda. Denotamo® tempode términodo escalonamentpor C,,,.,. Destaforma
temosqueCl,,, = max{C;, j € J}.

Comonemtodasascondi¢cfesacimaprecisamestarpresentegmum problemade escalo-
namentoGraham,Lawler, Lenstrae Rinnogy Kan [19] (vejatambém[27]) apresentaramm
esquemale classificaca@araestegproblemasienotadelatripla «|S|y. A seguir apresenta-
mososvaloresdea, § ey paraosproblemasie nossanteresse:

e Otermou é acaracteristicalamaquira quepodeserl, P ou R. Quandotemosapenas
umamagquinausamosy = 1. Quandatemosvariasmaquinagaralelasdénticasusamos
a = P. O casogeralondeasmaquinasaotémnenhumaelacacentresi, € denotada@om
a = R. JuntocomasletrasP e R pode-secolocaro numerode maquinasno ambiente
deescalonament@ssim, P2 indicaquetemosduasmaquinasdénticasem paralelo.

e Otermo/ podeservazioou conterascaracteristicadastarefs:r; (our;;), prece pmtn
A incluséodo tipo r; indica que astarefistém tempode liberagéo,prec indica que as
tarefas podemter precedénciantreelase pmtnindica que o escalonamentpode ser
preempto.

e Otermor refere-seafungéoobjetivo. Casotenhamosy = > w,;C; estamosninimizan-
do o tempode finalizagdoponderadalastarefas. Quandotemosy = Chyax 0 Objetivo é
minimizar o tempomaximoparacompletartodasastarefas (makespar. Note queeste
ultimo podeserreduzidoparao casoondetemosprecedéncia pesos.Paraisso,basta
colocartodosospesosguaisa0 einserirumanovatarefacompesounitarioe quesucede
todasasdemaigarefs.

Umadistingcaofeitaemrelacaca umalgoritmoparaescalonamentéseele é on-line ou off-
line. Umalgoritmooff-line temcomoentradeodososdadogp, r;, etc...)relatvosaoconjunb
detarefas. Nestecasoo algoritmotem previamenteestesdadose constrdio escalonamenta
partir deles.JAum algoritno on-line constroium escalonamenta medidague o tempopassa
e quenovastarefassaoliberadas.Seumatarefa ; € liberadano tempot, entdoo algoritmoso
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tomaconhecimentalosdadoselatvosa j notempot. No tempot o0 algoritmosépossiidados
dastarefask paraasquaisr; < t.

Um tipo de escalonamentque vem sendoestudadaecentementé o casoem que asta-
refas podemexecutarem varios processadoregso mesmotempo. Estetipo de escalonamento
€ chamadcescalonamentemmultiprocessadaes Cadatarefa j estdassociada umafuncgéo
p;(S) ondeS C M, detal formaqueo tempode processamentte j estéemfunc¢éodo subcon-
junto de processadoresndeela seraexecutada.Esteproblemaé chamadade escalonamento
maleavelk o termo no esquemale classificacdaonterado indicadorset. Um escalonamento
€ ndomaleavelseo conjuntode maquinasiasquaisa tarefa ira executarestafixo. Destafor-
ma, a tarefa temtempode processamentp; e subconjuntale processadores; fixo ondesera
executadaParaesteproblemao termog conterao indicador fix;.

Nasproximassecdesguandoestivernmos descrgendoosalgoritmos consideramoguees-
tesrecebemcomo pardmetro® conjuntoJ de tarefase o conjuntoM de maquinas. Dado
umatarefa j, sempreconsideramosjue os atributos relacionadosa estataref, comor;, p;,
C;, saoinerentesa tarefa ;. Seum algoritmorecebecomoparametroumataref j, estamos
consequentementecebend@sdadoselativosa estataref.

Dadoum conjuntode maquiras M = {1,...,m}, o escalonamentodopreemptvo retor
nadopor um algoritmoseraumasequénciale listas M1, . . ., M,,. Cadalista M; contémuma
sequénciaetareisM,; = (j;,, - - -, J;,) indicandoqueo escalonamentdeve executarastarefis
Jis» - - - » Jiy NEStaordemnamaquina, semprerespeitandms temposde liberacéodastarefs.
Além disso,consideramosjue aslistasestdovaziasno inicio do algoritmo. Destaformanao
colocamosspassoparainiciar valoresdestadistas.

Dadoum escalonamentgeradagpor algumalgoritmo,assumime nasproximassecdesgue
o valor desteescalonamentoepresenta valor da fungéoobjetvo que estamosnteressados
em minimizar Destaforma, nosreferimossempreao valor do escalonamenteemexplicitar
qual é o objetivo de minimizacdodo escalonamentoAlém dissq denotamo® valor de um
escalonamentotimo por OPT.



Capitulo 3

Algoritmos Combinatorios

A utilizacdode algoritmospuramentecombiratoriosé a primeiraque nosvem em mente
guandotentamosresoler um problema. Nao existemregrasbasicasparao desemolvimen-
to de algoritmas de aproximacaatravés de algoritmoscombinatorig, a ndo sera utilizagdo
dastécnicasdhasicaga conhecidagomodivisdo e conquistaalgoritnos gulosos programacao
dinamicagtc. E claroquendoestamosestritosa estagécnicagjuandaentames resoher qual-
quer problemae algoritmosde aproximagddambémnédodevem ficar restritos O importante
emalgoritmas de aproximacgac a buscade limitantesparaa solugaodtima. Sempredevemos
ter em mentequeé necessarimmamaneirade se comparatro valor dassolucdegyeradagpelo
nossaoalgoritmocom o valor de umasolucaodtima, porissoa importanciade limitantesbons.
Limitantesbonssaoaquelegjuetémvaloresproximosdo 6timo. Seestamogjuerendaminimi-
zaro tempodetérminode um escalonamentpor exemplo,um limitanteparao 6timo € o maior
tempode processamentde umataref. Note quefatoresde aproximacgadaseadosnicamente
nestdimitantepodemnaoserbons.Considergor exemplq o escalonamentden tarescom
mesmotempode processamentemumaunicamagquina.Claramentajualquerescalonamento
geradodeve gastampelomenosn vezeso tempodatarefa maislonga. Osalgoritmos propostos
devem dealgumaforma, gerarsolugcbesjuefazemusode estruturaglo problemaquepossam
sercomparadasomo 6timo. Porestruturaslo problemagueremoslizer dadosdasinstancias
do problemaquepossanserobtidasfacilmentee quesdocomparaeisao 6timo. Um exempb
€ 0 maiortempode processamentde umatarefa comovimos a pouco. Nasse¢deseuintes
daremosexenplos de algoritmoscombinaérios e como o fator de aproximacacé calculado
atrasésdelimitantes.

10
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3.1 Algoritmo de Graham para P||C),ux

O algoritmodadonestasecadoi propostaopor Graham[18] em 1966e possuicaraterhis-
torico, pois foi o primeiro algoritmo conhecidoa ter umaprova de fator de aproximagéo.O
algoritno tratado casoP||Cyaz, ONdetemosum conjuntode maquinasdénticase nossoobje-
tivo € minimizaro tempodetérminodo escalonamento.

O algoritmode Grahanmtemcomoentradao conjuntodetarefis./ e o conjuntodemaquinas
M. Cadatarefa j possuitempode processamentp; > 0 quepertenceaosracionais. Temos
queencontraumaparticdo{ M, ..., M,,} dastareks{l1,...,n} queminimize max;(t(M;))
ondet(M;) = 3.,y pj» OUSejaminimize o tempodetérminodo escalonamento.

3.1.1 O Algoritmo

O algoritmo propostgpor Grahambaseia-semumaidéiamuito simples: aloqueastarefas
umaa uma, destinandacadatarefa a maquinamenosocupada.Casotenhamosnaisde uma
maquinaparaalocacaade umataref, o algoritmo atribui a tarefa de forma arbitrariaa uma
dasmaquinas.Por essecritério, a escolhada maquira queira receberdeterminaddarefa ndo
dependalostemposdastarefaisqueaindandoforamatribuidasa nenhumanaquina.Nafigura
3.1apresentamos algoritmoquedenotamogor GH.

ALGORITMO GH(J, M)
1. para:delam faca

2 M; 0

3. paraj delanfaca

4, sejak umamaquinatal quet(My) é minimo
5 My, < Myl|j

6. devolval,..., M,

Figura3.1: Algoritmo de Graham.

Comoexemgo, consideraentradg({1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,10},2). Nafigura3.2apresen-
tamoso escalonamentqueo algoritmogera.

M1 1,11 11 10
M2 1,11 11

Figura3.2: Escalonamentgerado.

O escalonamentgeradopelo algoritmoGH tem tempode términoigual a 15 enquanta
escalonamentétimo temtempodetérminoigual a 10 e podeservisto nafigura3.3.
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M1 11111111 1|1
M2 10

Figura3.3: Escalonamentétimo.

Para estainstancia,o algoritno GH tem uma aproximacaade % = 1,5. Grahamfoi o
precursorda areade algoritmosde aproximacaopois propdsestealgoritmo juntamentecom
umaprovadeseufatorde aproximagao.

3.1.2 Razaode Aproximacao

Nestasecdomostramoso fator de aproximacgaado algoritmo GH. Vamosmostrarcomo
obtero limite de aproximacaatraszésdaanalisede limitantesinferiores. O proximo teorema
mostrao resultado.

Teorema3.1.1 O algoritmoGH éuma(2 — +)-aproximagéopara o problemaP||Ci,q.

Prova. Podemogercebequeao final da execucaodo algoritmo, ele produzirdumaparticao
{My,...,M,}de{1,...,n}, ousejaumescalonamentaiavel. Istoocorreja quetodasarefis
serdoescalonados.

Vamosacharagoralimitantesinferioresparao 6timo. Sabemosgjue

o OPT(m,n,t) > ppeg = max; p; €que
e OPT(m,n,t) > % Z?Zl D;-

A primeiradesigualdadeemdo fato de quetemosqueexecutara maiortarefa. A segunda
desigualdaderem do fato de que se pudéssemodividir e atribuir o processamenttotal em
partesguaisparacadaumadasmaquinasestenosdariao menorC,,, possiv.

Sejar o valor do escalonamentgeradopelo algoritno GH aofinal de umaiteracaoqual-
quer Sejaw ataref quefoi atribuidad maquinak nestaiteracéo.E claroquet(A;) é minimo
antesdaatribuicdodatarefa w.

Vamosmostrarquer — pnq. < t(My) antesdaatribuicdode w. Sejaf a maquinatal que
t(My) = 7. Sef = k entdovalequer —p,,q, < t(M;) antedaatribuicdodew. Casocontrario,
sejay aUltimatarefaprocessadramaquinaf. Tambémévalidoquer — ppa, < t(My)—p, <
t(My) antesdaatribuicdode w. Portantonenhumamaquinapodeestardesocupadao tempo
T — Pmas- LOgOValeadesigualdade

n
ij 2 m(T - pma:c) +pmaw-
j=1
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Consequentementemos

1 < m—1
PT > — > T — (— ; A
0 Z mzp] =T ( m )pmaw (3 )

j=1
Trocandor nadesigualdad€3.1) obtemos
m—1
T S OPT+ (7)pmaw-
m

Comop,,... < OPT aseguintedesigualdadé valida

1 1
r<1+2"HOPT = (2- ~)OPT.
m m

A desigualdadacimaé validaparao escalonamentgeradono fim de cadaiteracao,por
tantotambéme validaparao ultimo escalonamentgerado. O
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3.2 Um PTAS para o problema P||C,.4.

O algoritmodestasecaopropostgpor Hochbaume Shmas [23], mostrao forte relaciona-
mentoentreproblemasie empacotamenteescalonamentd problemaP||C,,. € fortemente
relacionadacomo problemade empacotamentonidimensionabjuepodeserdefinidocomo:

e Dadosrecipientesde tamanhot e n itens{ay,...,a,}, cadaitem a; comtamanhop,;,,
devenosempacotaestes: itensno menornimerode recipientegossiel. O empacota-
mentodeve satishzerarestricao:

1. Dadoum recipienteR e um conjunto{z, ..., z;} deitensempacotadoem R,
deve-serespeitay ¥ | p,. < |R|, onde|R| é o tamanhado recipienteR.

Considereumainstanciado problemaP||C,,., ondetemosn tarefas com requerimento
deprocessamentfp, .. ., p,} quedevemserexecutadagmm maquinasNote queexisteum
escalonamentoomtempodetérminoC,,., = t Se,e somentese,podemogmpacotarn itensde
tamanho{py, ..., p,} emm recipienteslecapacidade. Dadoumainstancial = {p1,...,pn},
sejabins(I,t) o menornumeroderecipientesle capacidade necessarioparaempacotaf. O
menortempode términoC,,,, parao problemaP||C,,., serddadopor: min{t : bins(I,t) <
m}.

SejalL.B = max{% > Dis Pmasz }- COMoOvimosnasecaanterior LB é umlimitanteinfe-
rior e 2L B € um limitantesuperiomparao 6timo do problemaP||C',.,.. Podemosleterminaio
menorC,,., comumabuscabinarianesteintenalocomarestricdode quebins (I, Cpaz) < m.
Na secacsegguinteapresentamasm algoritmopolinomial paraum casoparticulardo problema
deempacotamentonidimensonal.

3.2.1 Algoritmo para Empacotamentoem Recipientes

Nestasecaoapresentamosm algoritmopolinomal 6timo pararesoler instanciaslo pro-
blemade empacotamentemrecipientesietamanha, quandoo nimerodetamanhogliferen-
tesdositensé limitadopor umaconstante:. Umainstanciadesteproblemapodeserdefinida
por umak-tupla (iy, . . ., i) especificand@uantosobjetosde cadatamanhoexistem Assim
vamossuporque o algoritmorecebeum conjuntode itens e geraa partir desteconjunto,a
tuplarepresentanteSejaBINS(ty, ..., t) 0 menornumerode recipientesnecessariopara
empacotaositensrepresentadgselatupla(ty, . . ., ). O algoritmo,denotadgor PackHS re-
cebecomoparametrasitense umvalor especificando tamanhadosrecipientesO algoritmo
podeservisto nafigura3.4.

Dadoatupla(n,...,ny), 0 algoritmoprimeiramentealculao conjunto dadoportodas
k-tuplas(qi, ..., q) talque BINS(q1,...,q,) = 1 €0 < ¢ < n;,1 < i < k. Claramente
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ALGORITMO PackHS( ,t)
1. particionel = I, U... U I tal queitensde I; sdotodosdo mesmaamanho]l <i < k

2. geretupla(ng,...,ng) talquen; = ||, 1 <i<k

3. geretupla(sy,...,s;) talques; =p,,z € I;,1 <i <k

4. Q+ 0

5. paracadatupla(qy,...,q;) talque0 < ¢; < n;,1 <i <k, faca

6. seY ¥ s -¢; < 1entdo

7. Q—QU{lq,- - a)}

8. BINS((q1,---,qx)) < 1

9. paracadatupla(ii,...,i); 0 <i; <n; 1 <i<kfaca
10. BINS(i1,... i) < 14+min{BINS(i1—q1,.-.,igk—qr): YV (q1,-..,q) € Q}
11. retorneBINS

Figura3.4: Algoritmo paraempacotaitensno menornumeroderecipientes.

0 conjunto® possuimenosque n* elementos.Em seguidao algoritmo calculaentradasie

umatabelak-dimensioml. Cadaentradadatabelaé definidapor BINS (i, ..., i) paratodo

(i1y..-yi5) €{0,...,n1} x{0,...,n2} x...x{0,...,n}. Cadaentraddis, . .., i) databela
representa menornimerode recipientesnecessarioparaempacotaestestens. A tabelaé

iniciadacom BINS(q) = 1 paracadag € @. As demaisentradaglatabelasdocalculadas
usando-sa seyuinterecorréncia:

BINS(i1,...,i) =1+ min{BINS(i1 —q1,-.-, ik —qx) : Y (q1,...,q) € Q}

O algoritmopodeserimplenmentadode forma a calcularcadaentradada tabelacom com-
plexidadedetempoO (n*) e atabelainteiracomcompleidadedetempoO(n?*). Vamossupor
nassecoesguintes,quejuntocomafuncdoBIN S, o algoritmodevolve um empacotamento
dositens.

3.2.2 O Algoritmo para o Problema P||Caz

Nestasecaoapresentamos algoritmo que gerao escalonamentatilizandoo algoritmo
PackHS da secdoanterior Paratanto, temosque limitar o nimerode diferentestemposde
processamentaaredondando-os.

Sejae umnumeropositvo et € [LB, 2LB]. Nafigura3.5apresentamasm algoritmq de-
notadopor Round quearredontabstemposde processamentdastarefisa seremescalonadas,
detal formaater um nimeroconstantale temposde processamentdiferentes.

O algoritno devolve dois conjuntos R1 e R2. O conjuntoR2 temastarefasconsideradas
pequenasDizemosqueumataref € pequenaeseutamanhoé menordo queet. O conjunb
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ALGORITMO Round(/ e,t)
1. paracadaj € J faca
Rl1+ 0
R2 )
sep; > et entéo
sejai o inteirotal quete(1 + €)' < p; < te(1 + €)*™
=17
pjr + te(1 +¢€)’
R1 +— R1U{j'}
senédo
R2 +— R2U{j}
retorneR1 e R2

©XNOOOA WD

N
= o

Figura3.5: Algoritmo paraarredondatamanhadositens.

R1 contémastarefas consideradagrandes. Estastarefas tém seutempode processamento
arredondadala seguinte forma: cadap, no intenvalo [te(1 + €)?, te(1 + €)*+!) é trocadopor
P = te(1 + €)' parai > 0. Osp); criadospodemassumi no maximok = [log,, 1] valores
distintos. Comisso, podemogieterminarum empacotamentotimo paraestestensusandoo
algoritno PadkHS Comoo arredondamenteeduzo tamanhade cadaitem por um fatorde no
maximol + ¢, seconsiderarmos seusamanho®riginais o0 empacotamentseravalido para
recipientesletamanha(1 + ¢). Consideramoastarefascomoobjetosa seremempacotados.

Nafigura 3.6 apresentamosm algoritmo,denotadgor PadkHS2 queempacotastarefis
do conjuntoJ emrecipientesietamanha(1 + e).

Todosos itens sdo empacotadogm recipientesde tamanhot(1 + ¢). Os itens grandes
do conjuntoR1 sdoempacotadosle forma étima pelo algoritmoPadkHS O algoritmoentao
empacotasobjetospequenosie maneiragulosanosespacogjuepossvelmentesobraramSo6
€ utilizadoum novo recipientesetodosos demaisestveremcheiospor pelomenos.

Vamosdenotarpor «(.J, t, €) 0 nimerode recipientesusadoelo algoritno PadkHS2pa-
ra empacotatodosositens. O lemaabaixomostraque o nimerode recipientesusadospelo
algoritno PackHS2 paraempacotatodasastarefas,ndoé maior do que o niumerode recipi-
entesusadogor umasolucaodtima. Vale lembrarqueno algoritno € utilizadorecipientesle
tamanha(1 + ¢) enquanta solucaocdtimagueempacotastestensusarecipientesletamanho
t.

Lema 3.2.1 O numep de recipientesusadospelo algoritmo PackHS2 para empacotaruma
instarcia (J, t, ¢) € nomaximoo numep derecipientesisadoemumasolu¢éodtima,ou seja,
a(J,t,e) < bins(J,t).

Prova
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ALGORITMO PackHS2(/ ¢,t)
1. Round{/e,t)

2. PackHSR1,t)
3. sejaM = {1,...,1}, oconjuntoderecipientesomempacotamentde R1
4. paracadaj € R2faca
5. parai < 1 atél faca
6. sej podeserempacotademsi entao
7. M;  M;l|j
8. break
9. sej ndofoi empacotadentao
10. l+1+1
11. crie novo recipientel
12. My < Mil|j
13. retorneM,..., M,

Figura3.6: Algoritmo paraempacotatodosositens(tarefs).

Ositensgrandessdoempacotadoge maneiradtima pelo algoritmo PackHS Setodosos
itens pequenopuderemserempacotadosemutilizar nenhumnovo recipiente,entdoo lema
vale ja que ositens grandesoram empacotadosle maneiradtima. Se o algoritno PadkHS2
precisarcriar novosrecipientesg porquetodososdemaisestacocupadosompelomenos de
tamanhoja que osrecipientegtemtamanhot(1 + €) e todosos itenspequenogem tamanho
menorquete. Logo, todosos recipientesestaoocupadosom pelo menost com excecaodo
altimo recipientecriado. Comobins(.J, t) consideraecipientesietamanha, esteteraqueusar
pelomenosa mesmaguantichdederecipientes.

0

Comoo valor de um escalonamentétimo parao problemaP||C,,,, € dadopor OPT =
min{¢ : bins(J,t) < m}, temosaplicandoo lema3.2.1,quemin{t : a(J,t,e) < m} < OPT.
Temosqueacharentdoo menorvalor det tal quea(J,t,¢) < m. O algoritmodafigura 3.7,
denotadgor HS, gerao escalonamentparao problemaP||C,qz-

O algoritmo fazumabuscabinariacomt nointervalo [L B, 2L B] atéquea buscadiminua
paraum intervalo de tamanhoecLB. Paracadavalor ¢, € geradoum empacotamentoom o
algoritno PadkHS2 A respostado algoritmoHS é o empacotamentoom o menort tal que
a(J,t,e) < m. Otamanhaesteempacotamenté dadoport,,;, .

Na buscabinaria,o algoritno considerao intervalo [LB, 2L B] dividido emintervalosdis-
cretosde tamanhoe L B. Existem% intervalos de tamanhoeLB entre LB e 2LB. Logo, 0
algoritmo faz umabuscabinariaem % intenalose isto é feito com [log, %] iteracfes.SejaT
0 pontomaisa direitado intervalo em que o algoritmoterminaa busca,ou seja,7’ = MAX
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ALGORITMO HS(J,M ,e)
1. MIN + LB
MAX < 2LB
enquantaV AX — MIN > eL B faca
t ¢ MAMIN L MIN
PackHSZJ, ¢, t)
sea(J,t,e) < mentéo
MAX <t
tmm — 1
senao
MIN +t
retornet,,;, € empacotamentd/,, ..., M,, geradgpoor PackHS2
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Figura3.7: Algoritmo quegerao escalonamentdastarefs.

guandoo algoritmo termina. O lemaabaixomostraum limite parao valor det,,;, obtidona
buscabinaria.

Lema 3.2.2 SejaT o pontomaisa direita no intervalo emque o algoritmo enceria a busca
binaria. ValequeT < (1 +¢)OPT.

Prova

O algoritno faz umabuscabinariaaté queo intenalo de buscadiminuaparaum tamanho
deeL B, ousejaatétermosM AX — MIN < eLB. Sabemosjuemin{t : a(J,t,¢) < m} esta
nointervalo [MIN, M AX] e consequentement® intervalo [T — e LB, T]. Logotemos

T < min{t : a(J,t,€) < m} + eLB.

ComoLB é umlimitante inferior do 6timo, temosqueT < (1 + ¢)OPT.

0

Como limitanteobtido no lema3.2.2,podemosmostrarque o algoritmoHS é um PTAS
parao problemaP||C,,.... Notequeo algoritmo ndoé um FPTAS porqueo algoritmoPackHS
temcompleidadedetempoO (n2M1osi+ 1)

Teorema3.2.3 Dadoumainstarcia (J, M) parao problemaP||C,,.. eume tal quel > e > 0,
o algoritmo HS produzumescalonamenttendotempode términono maximo(1 + 3¢)OPT.

Prova
O algoritmoachaum escalonamentde tamanhano méaximo (1 + €)7" ja queo algoritmo
PadkHS2empacotaastarefas em recipientesde tamanhono méxino (1 + €)7. ComoT <
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(14€)OPT pelolema3.2.2 temosumlimite parao tamanhaloescalonamentde (1+¢)>O PT.
Mas(1 +€)? =1+ 2e+ € < (1+ 3¢),jaquel > e.
}
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3.3 Uma 2-aproximagéopara 1|r;| > C;

O algoritno destasecao propostopor Phillips, Steine Wein [30], € genéricopodendaser
aplicadoparatransformagdegeraisde escalonamentgsreempos parandopreemptvos. A
formaapresentadaqui, serdespecificgparao problematl|r;| >~ C;, ondedeve-semontarum
escalonamentemumaunicamaquinaminimizandoa somadostemposdetérminodastarefs.
Cadataref j possuium tempodeliberagéor;, antesdo qualnédopodeserprocessadaNo final
destasecdomostramogjueo fator de aproximacaalestealgoritmoé justo. O algoritmo,que
denotamogor PSW é apresentadoafigura3.8. O algoritno usaumafuncaofirst, queretorna
o primeiroelementadeumalista.

ALGORITMO PSW(J)
1. sejaS umescalonamentotimo parao problemal |r;, pmtn|C; comastarefis./

escalong deformanéopreempu'/aapartirdeC;‘.’
atualizeosvaloresde C}, paratodosk € L

2. sejaC;’.’ o tempodetérminode cadatarefa j no escalonament§

3. sejal umalistacomtarefasde J ordenadaselosrespect’rosvaloresCf
4. enquantd. # () faca

5. J < first(L)

6. L+ L\ {j}

7.

8.

Figura3.8: Algoritmo paratransformakescalonamentpreemptvo emnaopreemptvo.

Apdsgerarum escalonamentpreemptvo, o algoritmo ordenaastarefaspor ordemdetér
minodo escalonamentpreemptvo. O algoritno geraum outroescalonamentndopreemptvo
daseguinte forma. Paracadatarefa 7, é alocado,a partir do tempoC?, espagasuficientepara
executa-lade formanaopreemptva. Nesteprocessoao alocarespac@araumatarefa, asde-
maistarefasqueterminamdepoisde C]’? sdodeslocadaparafrente,porissoé atualizadoseus
valoresdetempodetérminonalinha8 do algoritma Comoexemgo considerefigura3.9.

Baker [8] apresentaim algoritmo polinomial parao problemal|r;, pmtn| ) C; quede-
notamospor Bk. O algoritmo Bk € baseadma seguinteidéia: a qualquerinstang, execute
a tareh com menortempoparaserfinalizada. Apresentamo® algoritmo Bk na figura 3.10.
No algoritno temosumalista L que estasempreordenadaem ordemcrescentgor tempode
processamentdastarefas. A funcaofirst retornao primeiro elementodalista e a funcéolast
retornao temporestantequefalta paraa ultima tarefa em execucaaerminar Denotamogpor
t(m) o tempodetérminodaultimatarefa emexecucdamamaquinam.
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al 1] 2]s3[2] 1 |

0 | [sfo] o[ 1 [ 1]

c ’ 2 ‘ 1 ‘

Figura3.9: Temostréstarefisparaescalonaf 1, 2,3}. O escalonament6timo preemptvo é
apresentadem (a). Em (b) aloca-seespaggaraque o escalonamentbique nao preemptvo.
Em (c) temoso escalonamentodopreemptvo.

3.3.1 Resultados

Usandoo algoritmoBk comoo algoritmopreemptvo no passal do algoritmo PSW obte-
mosumaz2-aproximacgagarao casondopreemptvo. Dadoumatarefa j, denotamoseutempo
detérminono escalonamentpreemptvo por C% e seutempodetérminono escalonamentodo
preemptvo por C7. O préximoteoremamostrao fatorde aproximacaalo algoritmo PSWpara
o problemal |r;|C;.

Teorema3.3.1 O algoritmo PSWeé uma2-aproximagaopara o problemal|r;| > C; quando
utilizamo algoritmoBk no passaol.

Prova. Sejaj umatarefa qualquer SejaCf o tempode términodatarefa ;7 no escalonamento
preemptvo e C7 o tempode términono escalonamentodo preemptvo. Considereo Ultimo
pedacgade j quefoi escalonadmo preemptvo, cujotamanhee ¢;. Estepedacdoi escalonado
dotempoC? — ¢; atéC}. O algoritmoPSWinserep; — ¢; unidadesietempoa partirde C? e
escalong demaneirandopreemptvano blocoresultantede tamanhg;. Destamaneiratodas
astarehsqueexecutamapéscf sdoempurradasemalterara ordemdo escalonamente sem
violar osr;. O algoritmo PSWremove todosos pedagosle j queocorriamantesde C7 — k;.
Nesteprocessdemosque:

C7 < (CF + Z Pr) + Dj (3.2)

k:CF<CF

O algoritmoexecuta;j a partir de Cf somadocom o deslocamentgue ocorreudevido ao
processamentndopreemptvo dastarefaisk queterminaramantesde j. A desigualdde(3.2)
podeserreescritadaseguinte forma:

Cr<Cl+ > (3.3)

k:cP<cP
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ALGORITMO BK(J)

1.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

2
3
4.
5.
6
7
8
9

L+
sejal o menortempodeliberacdodastarefs
paracadaj € J comr; = [ faca

insiraj emL
J—J—j
TL —1

enquantdL # () faca
set(M;) < rp entdo
My < M| first(L)
seL = () entdo
sejal o menortempodeliberacdodastareisem.J
paracadaj € J comr; = [ faga

insiraj emL
J—J—3
TL +—1

senéo
Sepsirst() < last(M;) entdo
troquea primeiratarefade L como ultimo processaamaquinam;
senao
seJ = () entdo
T < t(Ml)
senao
sejal 0 menortempodeliberagdodastarebisem.J
sel > t(M,) entdo
rL t(Ml)
senédo
paracadaj € J comr; = [ faca
insiraj emL
J—J—3
T < l
retorneM;

Figura3.10: Algoritmo de Baker parao casopreemptvo.

O somat6ricé menorouigual queC? ja queestamosomandmstemposde processamento

dastarefasqueterminamantesde j maisseupropriorequisitode processamentp;. Logo vale
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queC? < 2C7 eportanto

Y Cr<2y CP<20PT,

jeJ jeJ
ja gueo escalonamentpreemptvo 6timo é um limitanteparao escalonamentodopreempto
otimo. 0

Notequepoderiamo®bterum outroescalonamentodopreemptvo daseguinte forma: Se-

ja j alltima tarefa a terminay ou seja,cujo C% € maximo. Podemosescalonatodastarefis
a partir de Cf até 2C§’ de maneirandopreemptva. Esteescalonamenté viavel ja quepode-
mosescalonade forman&opreemptva astarefisno mesmoespacale tempogastonaforma
preemptva. Tambemrespeitamo®s r; pois € claro queem C?  todasastarefis ja foram
liberadas.Mas ao escalonarmosdestaforma, ndotemosnenhumagarantiadasrelacéesentre
C? e C! dastarefasi, com excegéoda Ultimatarefr j. Podemosotarentdo,que ao traba-
Iharmoscom algoritmosde aproximacgaog importantequetenhamosemprealgumaformade
relacionamossogesultadogomo valor deumasolucaodtima.

3.3.2 AproximacgaoJusta

Quandodeserolvenos algoritmos de aproximacae interessantenostrarqueo algoritmo
temfatordeaproximagaqusto,ou seja,mostrarqueexisteminstanciaparaasquaiso algorit-
mo retornao valor limitante. Isto nospermitemostrarque o algoritno propostondopodeter
seufatordeaproximacaaenelhorado Comoexenplo mostramogjueo algoritmoPWSdasecéo
anteriortemfatorde aproximacaqgusto.

Teorema3.3.2 O fator deaproximazdodo algoritmo PSWe justo.

Prova. Considereaseguinteinstancigparao algoritma No tempo0 umataref j; comrequisib
deprocessamentB éliberadanotempoB — 2 umataref j, comrequisib de processamento
1 é liberadae notempoB + 1, z tarefascomrequisitode processamentt sédoliberadas.O
escalonamentotimo preemptvo paraestainstanciaé obtido da seguinte forma. Escalonea
tarefa j; atéotempoB — 2, pare-ae executeatarefr j, atéotempoB — 1. Terminedeexecutar
j1 atéotempoB + 1. Depoisexecuteasz tarefisrestantesNestecasotemos

S C'=B-1+B+1+Y758 i=2B+ By + 222 = 9B 4 By — 1 + @HDE42),

O escalonamentotimo ndo preemptvo é obtido executandaa tarefa j; atéo tempoB e
executandasdemaidarefisemseguida. Esteescalonamentmvalormaioremumaunidade
do queo escalonamentpreemptvo.

O algoritmo por suavez, transformao escalonamentpreemptvo em um escalonamento
naopreempto ondej, terminanotempoB — 1, j; terminanotempo2B — 1 e asz tarefissao
executadagmseguida. Temosentao

S Cr=B-1+2B-1+Y2% %" i=3B+2Bx — 2+ 221,
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. 2Bx+3B—2+ 221
Fazendar = v/ B temosquelimp_, PINEYTRE <z+1)2fz+z> =2.

Logo, a transformacéalo escalonamentpreemptvo parao nao preempto usandoeste
algoritno, temfatorde aproximagaqusto. 0




Capitulo 4

Algoritmos Baseadosm Programacao
Linear

Nestecapituloapresentamoalgoritmos queutilizam programacadinear paraobtencaale
aproximag6egparaproblemasie escalonamentoUm programadinear, € um problemade oti-
mizagaoondeo objetivo € otimizar umafuncgaolinearcomvaridweis reais,cujosvaloresdevem
satishzerum conjuntode restricdedineares.A funcaoa serotimizadaé chamadduncaoob-
jetivo. Serestringirmosasvariaweis do programdinear paravaloresinteiros,temosentdoum
programalinear inteiro. Existemmeétodoseficientesparaa resolucaode programadineares.
Muitos problemasde otimizagcaopodemser facilmenteescritoscomo programadinearesin-
teiros. Mas, de modo geral, a resolu¢cdode um programalinear inteiro € NP-dificil. Uma
estratégia relaxaro programdinearinteiro e resolvé-lode formafracionaria. Os algoritmos
gueapresentamoentamde algumaforma obtersolu¢cdesa partir do resultaddfracionariode
umprogramdinear. Esteresultadcé um limitanteparao 6timo, ja queo espacale solu¢desio
programaelaxadocontémo espacale solu¢desnteiras.Muitos dosalgoritmosarredondana
solucadracionariatentanddimitar asperdasNassec¢deseguintesapresentamaalgunsalgo-
ritmos queutilizam programacadinear. Nao € nossantencaomostrarresultadoselacionados
a teoriade programacadinear Apenasusamosesultadogjue sabemoseremvalidose os
aplicamosa algoritnosde aproximacaoParamaisdetalhesobreteoriade programacgadinear
veja[l10, 14].

25
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4.1 Uma 2-Aproximacaopara R||C ez

O algoritmo destasecacdfoi propostopor Lenstra,Shmas e Tardos[28]. Estealgoritmo
faz um arredondamentda solu¢cdode um programalinear obtendouma2-aproximagagara
o problemaR||C,,... Nesteproblematemosum conjunb de maquinasnao relacionadas
devenmos minimizar o tempode términodo escalonamentgerado.Apresentamos seguir um
programdinearparaesteproblema.

4.1.1 FormulacéoLinear do Problema

Lenstra,Shmaqs e Tardospropuseranumaformulagéolinear paraesteproblemausando
variaweis binariasz;; paracadapar;j € J, i € M. A variawl z;; temvalor O se a tarefa
j éalocadaao processador e temvalor 1 casocontrario. Além disso,ha naformulagdouma
variawelt, querepresentafuncaoobjetivo, ousejat = C,,... A programdinearé apresentado
aseyuir:

Min ¢
djesipiy <t Yie M (4.2)

A restricdo(4.1) garantequetodatarefa serdatribuidaa exatamentaimamaquina A restri-
¢cao(4.2) garantequenenhumanaquinaexecutaranaisdo queo tempot.

O problemacomestaformulacace quearazaoentrea solugdodtimainteiradestesistemae
asolucaodtimafracionériapodesermuito grandecomomostrao seguintelema.

Lema4.1.1 Existeumainsténciaparao problemarR||C,,., parao qualarazéoentreasolucdo
Otimainteira e a solucaodtimafracion&ia do programalinear acimaé m.

Prova. Consideraumainstanciaondetemosapenasimatarefa comrequisitode processamento
m emcadaumade m maquinasdénticas.A solucaodtimainteiraém. A soluc@ofracionéria
do programdinearalocaria% deprocessamentoaracadamaquinaresultandemumasolucao
fracionariadevalor 1. 0
Logo, ndoconsguimosnenhumaaproximacaaenelhordo quem seusarmosomolimitante
parao 6timo, apena® valor dasolucéodtimafracionariado programdineardado.lsto mostra
a importanciade se obter bonslimitantes. Portanto,ao invés de usara formulagdodada,o
algoritmo resole variosprogramasdinearescom a restricaode que o valor do escalonamento
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achadaleve sermaiordo queo tempode processamenttbe cadaumadastarefisnasmaquinas
emgueexecutam SejaT’ € Z* umvalor queachamossero valor 6timo. Definimostambém
o conjuntoSy = {(i, j)|p;; < T}. Comisso,temosumafamiliade programadinearesLP(T),

um paracadavalor possie deT € Z*. S6usamosvaloresde 7' parao qualtodastarefas
podemserprocessadasm pelo menosumamaquina.O programdinear LP(T) usavariaweis
z;; somentgaraosparess, j) € Sr. Destaforma,é obtidoumvalordeescalonamentminimo

ondedesconsidera-sgconstrucaale escalonamentosomoo do lema4.1.1. Paracadavalor
T, o algoritmoresole o programdinearLP(T) abaixoe apenagonsideraeeleadmitesolucéo
ou nao.

Zi:(i,j)eST zi; = 1 VjeJ
LP(T) Zj:(i,j)eST TijPij T YieM
zij > 0 V(i j) € Sr

IV IA

4.1.2 PropriedadesdosPontosExtremas

Descreemosaquialgumaspropriedadeslos pontosextremaisdo programalinear LP(T).
Pontosextremaissaosolu¢destimasde um programdinear.

Lema4.1.2 Qualquerpontoextremalpara LP(T) temno maximon + m variaveisdiferentes
dezeo.

Prova. Sejar = |Sr| 0 nUmerodevaridwisquelLP(T) possui.Dateoriade poliedros,sabemos
gueumasolucaoviavel paralLP(T) éumpontoextremalse,e somentese,elasatishzr restricdes
linearmenténdependentesomigualdade Destas- restricbespelomenos: — (n + m) devem
ser escolhidasdas tltimas desigualddes(z;; > 0). As variaweis destasultimas restricdes
receberad, logo, teremosno maximon + m variawisdiferentede zero.
0

Dadaumasolucdor do programdinear LP(T), dizemosqueumatarefa j € integralmente
atribuidaemz seelaé inteiramentelocadaa umadnicamaquira. Casocontrario,dizemosjue
atarefa j é alocadadeformafracionaria.

Lema 4.1.3 Qualquerpontoextremalqueé solucdode LP(T) deveter pelomenos:—m tarefas
integralmenteatribuidas.

Prova. Considereumasolucaoque é pontoextremalparalLP(T) e sejama e 3 0 nUmerode
tarefasalocadasntegralmentee deformafracionariarespecttamente. Cadatarefr alocadade
formafracionariadeve seralocadaa pelomenos2 maquiras. Destaformatemos:
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a+pf=n e a+286<n+m

A ultima desigualdadseguedo lemaanterior Temosquea + 25 = n + S < n + m. Isto
implicaque < m. Sabemogjuea segguinteigualdades valida,

a+pB—m=n—m.

Comog < m, temosque (S — m) < 0 e portantovalequea > n — m.
0
Dadaumasolucdor de LP(T) queé pontoextremal,definimosum grafoG, = (J, M, E)
bipartidoondeJ e M sdovérticese cadaarestale £ seradefinidadaseguinteforma: (j,i) € £
se, e somentese, z;; # 0. Definimostambémo grafo H, que é o grafo induzidode G,
possundoapenasirestagj, i) paraz;; tal que0 < z;; < 1. Dizemosqueumgrafoconexo com
K vérticesé umapseuddarwore seele contémno maximo K arestasDizemosqueum grafoé
umapseuddlorestasecadaumde seuscomponentefor umapseuddrvore. Ospréximosdois
lemasnosmostramalgumagpropriedadeslosgrafosdefinidos.

Lema4.1.4 O grafo G, é umapseuddloresta.

Prova. SejaG, um componenteone&o de G,. Vamosmostar queG,. é umapseudacanore.
Restringima o programdinearLP(T) e x apenaparaestecomponentér .., obtendoL P.(T) e
z.. O programdinear LP.(T) temapenassvariaweis relatvasa G, assimcomoz,. é o vetor
restritoa estasvariaweis. Sejar; o vetorsolucadadasdemaisvariawisdez. Vamosmostrarque
z. € pontoextremalde LP.(T'). Suponhajuez, ndosejapontoextremal. Nestecasoz,. € uma
combinacaaorvexa deoutrasduassolugbest, e x;, de LP.(T). Temosquez, = ax, + [,
ondes = 1 — . Vamosmontr outrosdois vetoresz; e z, daseyuinte forma: z; recebera
osvaloresde x; multiplicadospor i e osvaloresde =, hasrespectrasposi¢cdesassimcomo
emz; x, receberésvaloresde z; multiplicadospor % e osvaloresde ;. Assimtemosque
x = axi + fza, 0 queimplicaquez ndoé um pontoextremal. Logo z. € pontoextremalde
LP,.(T). Aplicandoo lema4.1.2mostamosqueG . € umapseudadnore.

0

Lema4.1.5 O grafo G, temumempaelhament@erfeito.

Prova. Cadatarefalocadantegralmentedemexatamenteimaarestancidenteemd,. Retiran-
do estagarefasde GG, juntamentecom suasarestaspbtemoso grafo H,. Comoa quantidade
de vérticese arestagetiradassaoiguais,temosque H, é umapseuddfloresta. Em H, cada
tarefatemgraupelomenos2, portantotodasasfolhassdomaquinas Em seguida retiramosde
maneirasucessia, umamagquinae atarefa incidentenarespectia arestado grafo H,, obtendo
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no final, ciclos paresja que H, € bipartido. Casandalternadamentasarestagiessesiclos
finalizamoso nosscemparelhamentdComoexenplo, nafigura4.1 apresentamosm possiel
grafo H,. As arestagnaisescurasorrespondemoemparelhamento.

U

Figura4.1: Atribuicdoa partir do matching.

4.1.3 O Algoritmo

Descreemosagorao algoritmoe provanos queesteé umaZ2-aproximacagaraR||Ci,q. -
Primeirament@amoscalcularumlimitanteparao espacale busca.Aloquecadatare emuma
maquinaondesuaexecucacé realizadano menortempopossvel. Sejaa 0 tempodetérmino
do escalonamentobtido. O algoritno, denotad@or LST, seguenafigura4.2.

Comumabuscabinarianointervalo[2, o] o algoritmoobtémo menorvalorT € Z* parao
qualLP(T) possuisolucéoviavel. SejaT™* estevalor e x a correspondentsolucdoqueé ponto
extremal. As tareiscomvaloresintegraisemz sdoalocadagmsuasmaquinagespecificadas.
Coma solugaofracionariade x € construidoo grafo H, e um emparelhamentperfeitosobre
estegrafo. As demaigarefissaoalocadasle acordocomo emparelhamento.
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ALGORITMO LST(J, M)

1. T+«
2. MIN «+ >
3. MAX «+ «
4. enquantaVAX — MIN > 1faga
5. T' « [MAXZMINY 4 MIN
6. seLP(T2) possuisolucaoentédo
7. T+ T
8. MAX < T'
9. senéo
10. MIN < T’
11. sejax = (z11,-..,Znm) aSolucéade LP(T)
12. parai < 1 atém faca
13. paraj < 1 atén faca
14. Sex;; = 1 entdo
15. M; « M;l|j
16. construeo grafo H, paratarebisndoalocadas
17. sejaP = {(jw, Mw), - - -, (jr, m,)} 0 emparelnamentperfeitode H,
18. paracadaarestdj,i) € P faga
19. M; « M;||j
20. Devolva iy, ..., M,

Figura4.2: Algoritmo paraescalonamentde maquirasnaorelacionadas.

O teoremaa seguir concluiestasecadanostrandm fatorde aproximacaalo algoritmo.
Teorema4.1.6 O algoritmoLSTé uma2-aproximagaapara R||Caz-

Prova. SejaT™* o valor 6timo obtido peloalgoritmoapdésa buscabinariae x a correspondente
solucaoque é pontoextremal. Como7T* < OPT, astarefasque foram atribuidasde forma
integral na solucdox geramum escalonamentoom tempode términomenorou igual a 7.
As tarefasquetémsolucadracionariasdoatribuidassegundoo emparelhamentperfeito. Pelo
lema4.1.3, sabemogjue existem no maximom tarefas atribuidasdestaforma. Logo, cada
maquinarecebeno maximoumatarefa a mais. Comoparatodatarefa restringinoso problema
ainstanciaondep;; < T*, temosqueo escalonamentgeradoé no maxino 20 PT'. O
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4.2 Um PTAS para P3| fiz;|Cinax

Esteproblemaé chamadale escalonamentde tarefas multiprocessadasm maquinade-
dicadas O algoritmoqueapresentamad®i deserolvido por Amouraetal. [2]. Vamosprimei-
ramentedar algumagdefinicbessobreo problema.Cadataref j temtempode processamento
p; € conjuntor; demaquinagjueira processarDizemosquer; € o tipo datarefa j. Durante
aexecucaadataref j, osprocessadorege 7; estdodedicadosxclusvamentea suaexecugao.
Dadasduastarefas j e k, dizemosque elassdocompativeiser; N 7, = (. Informalmente,
duastarefassaocompaties se podemser processadasimulianeamenteChamamosie uma
configuagcdoumacole¢cédoC detipostal que:

o VYV, 7, €C, N1 =0.
® UTkECTk - {1,,77’1,}

Na proximasegaomostranos que parao casoPm| fiz;, pmtn|Cy,., €xiste um algoritno
otimo polinomal. Nasecasayuinte usamo® algoritmo preemptvo 6timo paraobterumPTAS
parao casoP3| fiz;|Cpaq-

4.2.1 Um algoritmo linear para o casoPm/|fiz;, pmtn|Cpas

No casoPm/| fiz;, pmtn|C,.,; temosum namerofixo m de processadored/amosdenotar
por#C o numeraotal deconfiguragdesmfuncdodem. Vamosmontarumaformulacadinear
paraesteproblemaem funcdodasconfiguracdes.Temosvaridwis x; paracadaconfiguracao
C;. Particionamea astareisemfuncéodo seutipo 7. Temosossubconjunds:

JT ={j € J|tarefaj tem tipo7}
Paracadatipo 7 tambémcalculamos

D" = Zpk

keJT
Comissopodemosnontaro seguinteprogramdinearquedenotamogor LPP.

Min Zf?xz
(LPP)
ijrec; Ti > D™ vr C{l,...,m}
> 0 di=1,...,#C
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As variaweis x; recebemvaloresque representano tempoque as maquinasprocessana
configuracad’;. Destaforma,o programdinear minimiza o tempototal C,,,., (queé o tempo
correspondenta execucaadasconfiguracdesgjuerecebenvaloresdiferentesde 0), comares-
tricdo de que deve seralocadoespacasuficienteparaexecutartodasastarefas. Na figura4.3
apresentamos algoritmo quedenotamopor ABKM,,,4, .

O algoritmo primeirameng montae resolhe o programdinear LPP. Paracadavariawel =,
obtidanaresolucaalo programdinear LPP, diferentede zero,o algoritmoatribui processoa
configuraca@orrespondentecupanddodoo temporelativo a estavariawel. Processoguenéo
podemserexecutads totalmentenestaconfiguracasaointerrompids e recomecadoposteri-
ormenteemoutraconfiguragao.

ALGORITMO ABKM 1 (J, M)
1. resohaprogramdinear LP P obtendoumasolucaodtima(z7, . . ., t%¢)
2. parai < 1 até#C faca
3 paracadatipo 7 faca
4, i <z}
5. paracadatarefhj faca
6 parai < 1 até#C faca
7 set; € C; entao
8 sejat] o tempodisponiel parao tipo 7; emdC;
9. set; > p; entao
10. executej integralmenteemC;

11. T tT —pj

12. D 0

13. break

14. senao

15. executefracéot] dep; emC;
16. pj < p;—t]

17. t7 <0

Figura4.3: Algoritmo paraescalonamentpreemptvo detarefismultiprocessadas.

O sauinte teoremamosta que o algoritmo ABKM,,,,., € 6timo e podeser executadoem
tempolinear.

Teorema4.2.1 O escalonamewotgerado pelo algoritmo ABKM,,,.., € 6timo e é gerado com
compleidadedetempoO(n).

Prova. Primeiramenteyamosanalisara complidadedo algoritma Dadoqueo numerom de
processadorasconstantetemosum nimeroconstantele configuracfeg portantoum nimero
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constantelevariawis. Damesméorma,o numerodetiposdiferentes emfuncadodem, o que
implica que temosum numeroconstantede restricdes.Logo a resolugcéado programalinear
LPP tem complexidade O(1), assimcomoa execugaodosla¢ossobretipos e configuracdes.
Paraescalonamstarefas, asatribuimos aosespacosepresentadogelasconfiguracfegpasso
5-17).Isto podeserfeito comcompleidadeO(n).

Como o escalonamenté preemptvo, o programalinear LPP resolhe de forma 6tima o
problema.O algoritmogeraum escalonamentmatamenteietamanhonf; x; queéasolucao
otimadeLPP.

U

Usandddéiasdestealgoritmq é possie desemolverumPTAS parao casondopreempivo.
Veremossto napréximasecao.

4.2.2 O PTAS para P3| fiz;|Cpas

A idéiado algoritmoé separaio conjuntode tarefisem grandesl, e pequenadq’, de for-
maa ter um nimeroconstanteale processograndes.O algoritno geratodasaspossililidades
de escalonaos processograndes.Jaos processopequenosaoescalonadode formadtima
dentrodosespacosjuesobramno escalonamentdosprocessograndesusandaim algoritmo
parecidocom o algoritmo ABKM,,,,.,, da se¢éocanterior O escalonamentdos processope-
gueno< preemptvo e posteriornentetransformad@mnaopreemptvo. A transformacapara
um escalonamentndopreemptvo é feita de formaa obterum escalonamentoujo valor ndoé
muito distantedo 6timo.

Dadoum conjuntodetarefasgrandesl, definimosum quadio de L comoum subconjunto
de tarefascompatieisde L. Um escalonamentrelativo E € umasequénciale quadros®;
de L, tal quecadatarefa ocorreemumasubsequéncide quadrose quadrosconsecutios Sao
diferentes.O ultimo quadrodo escalonamentrelativo deve sero conjuntovazio. Um escalo-
namentarelativo representaimaordemde escalonamentdastarefisgrandes.Note quedado
gualguerescalonamentdastarefas ./, podemosassociao escalonamentdastarefisgrandes
L comumasequénciale quadros. Todavez que umataref grandeterminaou comeca te-
mosum novo quadro.Destaforma, podemosnontarum escalonamenteelativo dadoqualquer
escalonamentde J.

Dadoumtipo 7 definimosuma 7-configua¢doC* comoumacolecéodetipos, C 7 tal
que:

1. V7,7 €C%, 17, NT, =10
2. UpeccuTu = T.

Comoexempb considereguetenhamosim conjuntodetarefasgranded1, 2, 3} e umcon-
junto de tarefas pequenad4, 5,6, 7,8,9}. Na figura4.4 temosum escalonamenteelativo e
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2
(a) !
Q0 Q,
4 5 2 9
(b) 6 7 | 8
1 3

Figura4.4: Em (a) temosum escalonamenteelativo e em (b) um escalonamentdastarefas
pequenasespeitand® escalonamentelativo.

um escalonamentdastarefaispequenasespeitand@ escalonamentrelativo. Na figuratemos
cincoquadros?)y, . . ., Qs.

Seja#C; o numerode T-configuragbe® aindaD = }_._;p;. Antesde mostrarmos
algoritno vamosdefinir um programalinear, que assimcomoo da secaoanterior(de fato é
baseadmele), é resolvidoem tempolinear e geraum escalonamentétimo parao casoonde
apenas escalonamentdastarefas pequena® preemptvo. Dadoum escalonamenteelativo
E dastarefasgranded., temosasseguintesvariaweis

1. Variadwel t; paracadaquadrode E querepresenta instantede términodo quadro();.
Destaformat_, € o instantedetérminodo Gltimo process@rande.O tempodetermino
do escalonamentérepresentadpelavariawel .

2. Variawel e, paracadatipo 7, querepresenta tempototal duranteo qual processadores
{1,2,3} \ 7 estdoprocessandtarefasde L e queprocessadorese 7 ndoestéoproces-
sandaarefasde L.

3. Paracadatipo 7 e cadar-configuragaa’, definimosumavariawel z* quedesempenha
o0 mesmopapelquea variawel z; daformulacdodasecaaanterior Estasvariawisrepre-
sentano tempode processamentdastarefaispequenasobrea configuracaalefinidapor
Ccr.

Definimoso conjuntoY comoo conjuntodetodosostipos T, tal queexiste algumquadro
duranteo qual processadorefl, 2,3} \ 7 estdoprocessandtarefasde L e queprocessadores
de 7 ndoestaoprocessandtarefaisde L. Dadoum tipo 7, definimoso conjuntoX”™ comoo



4.2. Um PTAS paraP3|fiz;|Cmas 35

conjuntode quadros(@; tal que o conjuntode processadoressadosno quadroQ); € igual a
{1,2,3} \ 7. Comissotemoso seguinte programdinearquedenotamogor LPN:

Min tf
ti > 11 Vi € {1,,f} (4 1)
tk] tij = Dy VjeL (4 2)
(LPN) € = ZieXT ti - ti—l V1 g Y (43)
Dcu Tt < e VrCY (4.4)
ZTQT’\TEY Zuh’eC}‘ xg > D vr' C {1a 2, 3} (4 5)
t; > 0 vie {1,..., [} (4.6)
>0 vVr-configura@ar C Y (4.7)

A restricdo(4.1) é apenaparaassgurarumescalonamentaidvel. Paracadatarefagrande
J, temoso quadroz; deinicio de j e o quadrok;, queé o quadrodetérminode j. A restricao
(4.2) forcaque o tempoentreestesdois quadrossejaexatamenteo tempode processamento
dej. Narestricdo(4.3) temoso calculodo tempodasvariawise,. A restricéo(4.4) garante
queo tempolivre e, € suficienteparaexecucaadasrespectias T-configuragéeskinalmentena
restricéo(4.5) é garantidoquehaveraespagauficienteparaexecutartodastarefispequenasA
variawel D™ representa tempototal de todasastarefispequenasio tipo 7. Nestarestricaoé
somadomstemposdetodasr-configuracdeguetems’ comoum de seugipos

Antesde mostrarmo® algoritno parao problemaP3| fiz ;|Cp,q, damosum exempo para
melhorcompreensado programdinear LPN. Suponhajuetenhamos$ tareiscomrequisitos
deprocessamenteprocessadoredadospelatabelaabaixo.

Tarefa J1\J2|73 74| Js | Je
D 30292832 1
Processagresnecesariog 1| 2| 3| 3/3,21,2,3

Tabelad.1: Tabelacomdadosdastarefas

Suponhaque L = {ji1,7j2,j3} e queT = {j4,7s5,j6}. NestecasotemosqueD = 93.
Suponhaque tenhamosum escalonamentoelatvo £ dado pela figura 4.5, ou seja, F =
({1,2,3},{1,2},{1},0).

Temosvariawis de tempodos quadrost, .. ., ts. Consideramowariaweis paraos tipos
T = {3}, 7' ={2,3}, 7" = {1, 2,3}. Paracadaum dostipos 7,7’ e 7" temosvariaweise,, e
e e, queindicamo tempolivre paracadaum dosrespectrostipos. Temosaindaasvariaweis
referentesast-configuracdesParao tipo 7 temosapenas varidwel 22 indicandoo tempoque
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J1
J2
J3

t() tl t2 t3 t4

Figura4.5: Um dospossieisescalonamentaglativos.

algumatarefa executausandoo processadoniimero3. Parao tipo 7' temosvaridweisz2, que
representa tempoparaumatarefa queusaosprocessadoreze 3 simutaneamentes 2;° que

representa tempoparatarefisqueusamo processado2 ou o processadoB. Finalmentepara
o tipo 7 temosvariawis 1%, x.°, =17, 2%° e xl®. Comestasvariaweis podemosmontar

’T'" 7'”
0 programdinearabaixo.

Min ¢4
o <ty, t1 <ty ta<ts, t3<ts
to=0, t1—t=28, 1o—1% =29, t3—1,=30
e, =1ty — 1t
ey =13 —to
ern =1ty — 13
22 < e,
2} +a:z}3 < ey

123 12,3

1,23
Ton —+ .T,rn ;

,rll

2,13
7.II

1,2,3
,rll

+zx +z +zx < e

12,3 1,2,3
T”7 +.’L‘” 2D3

T”

3 2,3
T +x +x
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1,23
a2 + x5 > D®

Temosaindaas restricdesde que todasas variaweis devem ser posiivas. Nao inserimos
estagrestricbesparafacilitar a leiturado programadinear. Na proximasecaoapresentamos
algoritmo.

4.3 O algoritmo

Note quedadoum escalonamenteelativo dastarefaisgrandesp programdinear LPN re-
solve deformadtimao problemaondetarefaspequenapodemserinterrompida® continuadas
maistarde.Na figura4.6 apresentamos algoritno parao problemaP3| fiz ;|Cyq.. O algorit-
mo usaa rotinaABKM;,mm, quee umamodificagéado algoritmoABKM, .., dasecéacanterior
Estarotina escalonaas tarefas pequenasios intenalos e, da mesmaforma que ABKM,,,,.,,
escalonastarefasdeformapreemptva.

Primeiramenteg algoritmoordenaastarefisem ordemdecrescentee valoresde proces-
samento.Depoisdissoele achaum valor inteiro i < % tal quep;i + ... + privi_; < €. Seja
k = 7'. O algoritno particionaastarefaisJ = T'U L ondel sdoask maioregarefas. Comisso,
o algoritmoconstroitodosos escalonamento®lativos £ possieis dastarefasgrandes.Para
cadaum destesescalonamentaglativos € montadoe resolvidoo programadinear LPN. Para
cadaescalonamenteelativo E temosum escalonament8P(E)comtarefaispequenagmmodo
preemptvo. Esteescalonamentégeradadamesmdormaqueo escalonamentpreemptvo da
secaaanterior Paracadaescalonament8P(E) o algoritmoo transformamum ndopreempti-
vo SNP(E) executandaofim do escalonamentastarefaispequenasgjueforaminterrompidas
em algummoment de suaexecuc¢do.Ao final é retornadoo melhorescalonament8NP(E)
gerado.

Vamosaumaanalisedoalgoritmo.Vamossuporquel < ¢ < 1 equeastaresdeumadada
instanciasaotaisque D = 1. Casoisto ndoocorrapodemodazercomqueastarefastenham
estacaracteristicaParaissoconsideramogarefascom novo processamentg); = %. Vamos
mostrarque um escalonamentétimo dastarefas com temposde processamentmodificados
nosleva a um escalonament6timo dastarefiscomtemposoriginais. Destaforma, podemos
considerarnnstanciascom os temposde tarefas modificadose consguir aproximacgdegpara
estegjuetambémsdoaproximagdeparao problemaoriginal.

Teorema4.3.1 Seja(J, M, €) umainsténcia para o problema P3| fiz ;|Cy,q,. Um escalona-
mentodtimodastarefas;j comprocessamentgs; = & éumescalonamentétimodastarefas
comprocessaentosoriginais. O inversotambéme valido.
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ALGORITMO ABKM( J, M, ¢)
1. sejajo, ..., j,—1 astarebsemordemdecrescentdevaloresp,

2. sejai < % 0 menorvalorinteiro ndonegativo tal quep,i + ... + priv1 < €
3. k<« T
4. L {jo,---,x}
5. T+ J-L
6. sejaE* oconjuntodetodosescalonamentaglativosdastarefaisde L
7. paracadaFE € E* faca
8. resoha programdinear L PN obtendasolugéaodtima(z -, (1),.. .,z (w))
9. sejaSP(FE) o escalonamentgeradopor ABKM . (7, (1), ..., 2., (w)), E,T)
10. I—10
11. paracadaj € T faca
12. sej foi interrompidaemalgummomentoem.SP(E) entéo
13. I+ 1uUj
14. SNP(E) «+ SP(E)
15. paracadaj € I faca
16. retirej de SNP(E)
17. escalong deformaininterruptaaofinal de SN P(E)
18. MIN «+ algumF € E*
19. paracadak € E* faga
20. set(SNP(E)) < t(SNP(MIN)) entdo
21. MIN «+ E
22. retorneSNP(MIN)

Figura4.6: Algoritmo paraescalonamentodopreemptvo detarefismultiprocessadas.

Prova. SejaOPT' um escalonamentdtimo dastarefas modificadase Copr 0 SEeUtempo
de término. SejaX um escalonamentoom as tarefas na mesmaordemem que aparecem
nesteescalonament® P7’, mascom as tarefas com seustemposoriginais. SejaOPT um
escalonamentétimo dastarescomtemposoriginais. SuponhgorabsurdaqueC'x > Copr.
Copr € dadopor ) _.p, onde R € umasequénciale tarefis no escalonamentgue leva
até a Ultima tarefa a serescalonada.SejaS a sequénciano escalonament&’. E claro que
Y oses B =Copr. COMOY_ o0y < > gDs temosqued . .o <> % Logo, OPT"
ndoeraescalonamentétimo dastarefismodificadas. Tambéme facil verqueo inversotambém
évalido.

U

Paraver queo pass@ do algoritmofaz sentidodevenosobsenar o sgyuinte lema:

Lema4.3.2 Sejal > py > p1 > ... > p,—1 > 0 umasequéncialevalorestal que) . p; = 1,
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esejae > 0. Existei < ! tal quepsi + ... + privi; < e

Prova. Vamosdecompora sequénciag + ... + p, 1 emblocosBy = py + ... + pg, Bs =

pr+...+pr_1,...,Bi=pi+...+prr1_;. Comoasomadetodososblocosé 1, no maximo
% blocostémvalor maiordo quee. Pagandoo primeirobloco B; comvalor menorquee temos
quei < 1. 0

Casatenhamos: < 7+, entdatemosumniimeroconstanteletarefise podemodentartodas
aspossibildadesde escalonamentdestagarefascomo setodasfossemgrandes.Precisamos
agoramostrarqueo numerodeescalonamentaglatvosé polinomal. O proximolemamostra
guenaverdadegstenumeroe limitado por umaconstante.

Lema 4.3.3 O nimep total de escalonamenta®lativosé no maximo(k?3)2*

Prova. O nimerode processograndest |L| = k. E criadoum novo quadrosempreque um
process@randecomecaou termina. Existem2k eventcs destetipo. Cadaquadroconsise da
escolhade no maximotrésprocessoslentrek. Temosum limite superiorde k3. Logo existem
nomaximo(k3)% diferentesescalonamentaglativos. 0

O algoritmoresole o programalinear LPN que é parecidocom o da sec&oanterior E
facil percebequedentretodosos escalonamentageradosum corresponderao 6timo no que
diz respeitoastarefasgrandes Comoastarefaspequenasédoescalonadade forma 6tima nos
espacovaziosentreo escalonamentdastarefisgrandesentaoesteescalonamenttemvalor
gue é um limitanteinferior parao 6timo. As tarefis pequenague foram interrompidis sao
escalonadade formanaopreemptva aofinal do escalonamentd préximoteoremamostrao
limite parao tamanhalo escalonamentgerado.

Teorema4.3.4 O algoritmoABKM é umPTASpara P3| fiz ;| Craz-

Prova. SejaOPT’ o valor de um escalonamentotimo considerandas tarefas com tempos
de processamentanodificados.Sabemogjue o tamanhode um escalonamenteelativo é no
maximo2k. Comissotemosno maxino m(2k) = 6k tareispequenasjuesaointerrompids.
Destaforma, sabemogjue o atrasototal geradono final do escalonamenté no maximop;, +
...+ p7x_1 quefoi escolhidono passo2 do algoritno de formaa sermenorquee. Logo, o
tamanhdotal do escalonamentéde O PT"' + e. Seconsideramosstemposde processamento
originaisdastarefas,temosque o tamanhado escalonamenté limitadopor OPT + eD, mas
OPT > g Logo,temosumlimite de OPT + 3¢OPT parao escalonamentgerado.
O

Vale ressaltaique o algoritno destasecéopodeserestendidgarao casoPm| fiz;|Crap
ondem € umaconstanteA versaoestendiddoi mostadadeformaindependentpor Amoura
etal. [3] e porJansere Porkolab [26], guetambémapresentararam PTAS parao problema
maleael Pm|set|Cias-



Capitulo 5

Algoritmos baseadoem métodos
probabilisticos

Algoritmos probabilistcos sdo aquelesque durantealgum passode suaexecucaofazem
escolhasleatorias[}. Destaforma, quandoexecutamo® algoritmo,podemosbtersolugdes
diferentesparaumamesmainstanciade entrada.Muitos dosalgoritnos que utilizammétodos
probabilisicos tambémusamprogramacadinear. A maneiracomo a solucaofracionariaé
interpretadaé que muda. Em algoritmos probabilsticos, a solucéofracionariaé vista como
umaprobabilidadee de algumaforma geramosimasolugiobaseadaestagprobabilidadesE
importanteressaltamque apesardos resultadosle aproximacacseremprobabilsticos, muitos
destesalgoritmos podemserdesaleatorizadogtraszésdo métododasesperancasondicionais
Destaforma obtemosum algoritmo com aproximacaadeterministta. Nas secfesseguintes
exempificaremosestemétodo.

40



5.1. Uma(2 + €)-aproximaga@araR|r;;| Y w,;C; 41

5.1 Uma (2 + ¢)-aproximagaopara R|r;;| > w;C;

O algoritmo destasec¢éadoi propost por Schulze Skutella[32]. Trata-sedeuma(2 + ¢)-
aproximagégarao problemar|r;;| Y w,C;, ondetemosmaquinasidorelacionadasim con-
juntodetarefaiscomdiferentesemposieliberacéor;; paracadamaquinae devemosminimizar
a somaponderadalostemposde términodastarefas. O algoritmoapresentale formabastan-
te claracomo podemosobter algoritmas de aproximacaaatravés de analisesprobabilisicas.
Além disso,0 algoritmo € um 6timo exempb decomotransformaprogramadinearesparaque
passenatertamanhgolinomal comumaperdade e naaproximagao.

Primeiramentelefinimosum programdinear quemodelao problemar|r;;| > w;C;. Te-
mosasseayuintesvariaweis:

1. Varidwel C;"%, querepresenta tempodetérminodataref ;.

2. Variawel y;;;, queindicaseataref j estasendoprocessadaamaquina duranteo inter-
valodetempo(t, ¢t + 1].

Sejal’ = max; jy 74 + ZjEJ max; p;;. A constantd” € umlimite superiorparao tempode
términodo escalonamentétimo. Temosentdoa segguinte formulagdorelaxadaguedenotamos
porLPR:

Min ) " w;C/ 7"
JjeJ
(LPT)
m T N
ZZM:I Vied (5.2)
i=1 t=r;; p”
d yip<l VieM, e t=0,.T (5.2)
Jj€J
CLPr — zm:XT:(M(t + 1) 4 lyi.t) Vield (5.3)
! im1 1—0 Pii 27 27
m T
CIR >N "y Vield (5.4)
i=1 t=0
yijt:() Vie M, VjelJ, t:(),...,’f‘ij—l (55)

Yijt >0 Vi € M, VJ € J, t= Tijs ,T (56)
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Vamosa umadescricadodesteprogramalinear. Temosque minimizar a somaponderada
dostemposde términodastarefas. A equacag5.1) nosassguraque umatarefn j deve ser
totalmenteexecutada A equacad5.2) nosgarantequenumdadointervalo detempoemuma
certamaquira, estaexecutano maximoumatarefr. Na equacaq5.4) temosque o tempode
términode umatarefr serdsempremaior do que o seutempode processamentoA equacao
(5.5) nosgaranteguenenhumdarefa é executadantesde serliberada.Paraanalisara equacao
(5.3)temosqueobsenar o seguinteresultado:

Lema5.1.1 Dadoumescalonamentviavelndopreemptivgpara o problemanr|r;;| > w;C; e
umatarefaj, o tempodetérminodestatarefaé dadopor:

ty—1

St ) +5)

St =t 202

ondet; €otempodeiniciodej et €0 seutempodetérmino.Notequedadoumescalona-
mentonado preemptivoviavel, estaequacaacorrespondexatamente equacadqs.3).

Prova
Resolendoo somatdio temos,

tp—1 tp—1 t—1 ty—1
i, (tf S+ 3) T 3) =2 T t+2tftl tf 2 st 3

— titty—1 tf t;
- 2

+1+
:tf

Logo, dadoum escalonamentodopreemptvo viavel, a equacad5.3) correspondexata-
menteaotempodetérminode umatarefa.
0

5.1.1 O Algoritmo probabilistico

Nestasecampresentamasmalgoritmo quearredondaleformaprobabilisica umasolugéo
do programdinear L Pr. O algoritmoé apresentadoafigura5.1e o denotamogor LPRound

O algoritmoprimeiramentecalculaumasolucaobdtimay do programdinear L Pr. Depois
disso,paracadatarefa j, € calculadoum valor «; aleatériouniformementadistribuido no in-
tervalo [0, 1]. Durantea execucaado lagodospasso$-13,0 algoritmoatribui cadatarefa para
umparmaquina-tempgi, t) deformaaleatdriae uniformenentedistribuidacomprobabilidade
% Alem destaatribuicéo,é atribuidoum valor t; paracadataref j, querepresent® tempo

©]
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paraqualatarefa j foi atribuidanaméaquinai. Ao final, o algoritmoescalonastarefisnasma-
quinasqueforamatribuidaspor ordemdevalorest; sempreaespeitand@stemposieliberagéo
r;; dastarefs.

ALGORITMO LPRound(/, M)
1. monteo programdinear L P, comdadosdeentrada
2. sejay umvetordesolugBesdtimo paral Py
3. paracadaj € J faca
4 a; < random(0,1)
5. paracadaj € J faca
6 S+0
7 parai < 1 atém faca
8 parat < 1 atéT faca
9

. SeS+W
10. sea; < S entao
11. M; « MZHJ
12. t; < t+random(0,1)
13. break
14. ordenealista)M;,i=1,...,m porordemdevalorest; dastarefis

15. retorne(My,..., My,)

Figura5.1: Algoritmo probabilisico.

Através dos calculosdas esperancaslos temposde términosdastarefas podemosobter
limitesparao escalonamentgeradopeloalgoritmo.

Lemab5.1.2 Sejay umasolucdodtimade L Py e considee o escalonamentgaonstruia pelo
algoritmoLPRound.Temosguepara cadatarefaj no escalonamentoale:
< T i
a) O valorespeadodet; €37, 37 22(t + 3) '
b)O tempode processamentoespeadode cadatarefa j no escalonamentoonstrudo pelo

algoritmoé dadopor 37, S°7 v

Prova. Comoo algoritrmo atribui ¢; uniformemeng nointervalo (¢, ¢+ 1], o valoresperadaet,
é(t+ %). Somandm valor sobretodasasprobabildadesde atribuicdotemosque(a) € valido.
Dadoum par (i, j) o tempode processamentde j € p;;. Somanddodasasprobabilicadesde
atribuicdosobreosvaloresde processamentelativosa cadaatribuicdotemosquea esperanca
deprocessamentde umatarefaj é

zm: ZT: yzyt

i=1 t=0 p”
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Portanta(b) tambémé valido.
0
Como resultadalestdema,podemodimitarostemposietérminodastarefas. Destaforma,
podemosobter limitantesprobabilisicos parao valor do escalonamentgerado. O proximo
lemamostrao limite probabilkticoparao tempodetérminode umatarefa.

Lema5.1.3 O valor espeado do tempode término de umatarefa j emum escalonament
construdo peloalgoritmoLPRoundé dadopor:

m T
E[C;) <222y’” t+ )4 DD Y

i—1 t—o Pii i=1 t=0

Prova
A esperancao tempode términodatarefa j podesercalculadaatravés da esperancale
inicio datarefa j maisa esperancade seutempode processamento,

E[C;] = E[Sj] + E[p;].

Note que E[p,] foi calculadano lema5.1.2. Assim, vamoslimitar a esperancao tempo
deinicio datarefa j. Suponhajue; tenhasidoatribuidaa um certoparmaquina-tempdi, t).
A esperancae tempode inicio nestaatribuicdo,podeserdadapelo tempode processamento
esperad@ueocorreantesde j maiso tempoquea maquina: ficainativa. O tempoinativo da
maquina;, podeserlimitadopor¢. Comoataref j foi atribuidaaopar (i, t), entdopelomenos
notempot atarefa podeiniciar.

O tempode processamentesperadaue ocorreantesde j, € dadopelaprobabilicadede
umataref £ seratribuidaa maquinai e a um tempoanteriora t;. Vamossuporque todas
astarefis que sdoatribuidasao par maquina-teme (i, ¢) sdoexecutadasantesde j, ou seja,
recebenmvaloresmenoregjuet;. O tempoesperadale processamentqueocorreantesde j €
dadopor:

. Yy Y
ZPr[k =i jlpie < ZZPm = +Z Pik, =
k#j i =0 Pk

< t+1.

Portanto,fixado umatarefa j € J e umaatribui¢éo (7, ¢), temoso limite paraE[S;] de
2(t + %). Somandoestevalor sobretodasas probabildadesde atribuicio maquina-tempe
usandm lemab.1.2paralimitar o tempode processamentesperad@emos:

m T

i=1 t= op” i=1 t=0
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0
Com o resultadodestelema, podemodimitar o valor esperadalo escalonamentgerado
peloalgoritmoLPRound O préximo lemaformalizao resultado.

Teoremab.1.4 O valor espeado do escalonamentoonstruia peloalgoritmo LPRoundé li-
mitadopor 20PT.

Prova. Bastaperceberusanda lema5.1.3,queo valor do tempodetérminoesperadale cada
tarefa € menorou igual a duasvezeso limite darestricdo(5.3) do programdinear L Pi. Dada
umataret j, sejaC]-LPR o0 valor do tempode términodatarefa em umasolugéodtimaparao
programdinear LP®. Destaformatemos

ED 2, wiCjl = EwiCi] + ...+ Elw,Ch)]
2w, CFP" + . + 2w, CLP"
2>, w;CHP"

20PT.

VANRVANRVAN

5.1.2 Desaleatorizandoo Algoritmo

O algoritmodadonasecaanterior constroium escalonamentocomvaloresperadaleduas
vezeso otimo. Isto significaquenamédiaeleretornaum escalonamentoomestapropriedade,
maspodeserque existamcasosem que 0 escalonamentproduzidosejamuito ruim. Apre-
sentamosestasecaoumadesaleatorizacado algoritmo,paraquedestaformatenhamosima
2-aproximacaaleterministta. Vale lembrarque o métodoapresentadaquivale paramuitos
outroscasosondeseobtémfatoresde aproximacagrobabilisico. Paramaisdetalhesobreo
meétodoveja[13].

O métodobaseia-s@aidéiade consideraasalternatvas de decisbegprobabilisicasumaa
umae sempreescolhera maispromisora.Umaalternatva é dita maispromisoraseseuvalor
esperad@ o menorpossiel, jA que estamodratandode um problemade minimizag&o. Para
mostraro funcionamentalatécnicano algoritmoanterior consideraimapequenanodificacdo
guendoalterao resultadado valor esperadalo escalonamentdConsiderequecadatarefa tem
seuindicej. No passol3 do algoritmoLPRoung vamossuporque os valorest ; recebenmo
valort dorespectio intervaloemqueatarefafoi atribuida. Destaforma,tarefasatribuidaspara
ummesmapar (7, t) terdoo mesmovalor parat; e aordemde escalonamentseradeterminada
peloindice; dastarefas. Tarescommenorindicedevemserexecutadasntes.

Usandoas mesmasdéiasdo lema5.1.3 podemosprovar o préximo lema, que também
mostraum limite paratempodetérminodastarefas.
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Lema5.1.5 O valor espeadodetempodetérminode umatarefaj, como algoritmomodifica-
do, podeserlimitado por:

m T
ElC)] < Zzyzyt Pij +t+zzyzkl+zyzkt

k#j 1=0 k<j

Prova. Assimcomono lema5.1.3podemosalcularaesperancado tempodetérminocomo

E[C;] = E[Sj] + Elpj].

Consideregqueataref j foi atribuidaa um certopar (i, t), maquira-tempo.

Comoatarefa j foi atribuidaao par (z,t), entdoseuprocessamenté dadopor p;;. Para
calcularE[S;], usamosasidéiasdo lema5.1.3. O tempoinativo de i podeserlimitadopor .
Comoj éatribuidoparao par (i, t) entdopelomenosnotempot atarefa podeiniciar.

O tempoesperadale processamentgueocorreantesde j é dadopor:

ZPT k =i ]]pzk < Ek;ﬁg Zl ()pzk

k#j

t—1
< Zk;éj leo Yikl + Zk<j Yikt-

Somandastesvaloressobretodasprobabilidadesle atribuiciomaquina-temp temos:

m T
ElCy] < Zzp—] ng+t+zzyzkl+zyzkt

i=1 t=0 k#j 1=0 k<j
U

No processae desaleatorizacddazemosescolhagleterministtas baseadasos valores
probabilisicos. Estamosnteressadosm calcularesperancadadoque certasescolhagoram
feitas. SejaK C J um conjuntode tarefas que tenhamatribuicdo a paresmaquina-temep
definidas. Paracadak € K usamosvaridweis z;; € {0,1} queindicamse a tarefa k foi
atribuidaaopar (i, t) oundo.Comisto,podemosgalcularesperancadadoquefizemosdecisdes
sobreo conjuntoK . Suponhajuemodificamoso algoritno parafazeratribuicdoprobabilisica
apenagaraastarebisndopertencentea K. Dadoumataref j, podemosalculara esperanca
detempodetérmino,denotadgoor Ex[j], destaarefanoescalonamentgeradgpeloalgoritma
Osproximosdoislemasnosmostramcomocalcularestaesperanca.

Lema5.1.6 Sejaj ¢ K. O limite para o tempode términoespeadode j no escalonamento
geradopeloalgoritmo,dadoqueastarefasdo conjuntoK tenhamatribuicéesdefinidasé:
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m T
S Z Z —] pz] +t+z Z xzklpzk+ Z xzktpzk+ Z Z yzkl+ Z yzkt
=1 t=0 bij keK 1=0 kEK,k<j keJ\(KUj) keJ\K,k<j

Prova. Suponhajue; sejaatribuidaao parmaquira-tempo(i, t). Usandoasmesmasdéiasdo
lemab.1.3,temosum limite detempoparainatividadedamaquina: det. O processamentde
J €p;j. Ossomatdios

t—1
Z Z TikiPik + Z TiktPik

kEK 1=0 kEK k<j

correspondera esperancade processamentgueocorreantesde j e ossomatorios

t—1
Z Zyikl+ Z Yikt

keJ\(KUj) 1=0 keJ\K k<]
corresponderaoprocessamentguenecessariamentieorreantesde j. Somandceestes/a-
loressobreasprobabilidadesleatribuicdodatarefa j a paresmaquina-tempdaemosavalidade
dolema.
0

Lema5.1.7 Sejaj € K, tal queatarefaj éatribuida aopar (i,t) (z;;; = 1). O limite parao
tempodetérminoespeadodej no escalonamentgeradopeloalgoritmo, dadoqueastarefas
do conjuntoK tenhamatribuicdesdefinidasg:

Ek[Cjl <pij+t+ ) ZJJzklpzk + > TPkt Y Zyzkl + > Yim

kEK 1=0 k€K k<j keJ\(KUj) 1=0 keJ\K,k<j

Prova. Nestecaso,sabemogjueo tempodeinatividadedamaquinai € limitadopor¢ e queo
processamentde j € p;;. O valor esperadale processamentqueocorreantesde j € dadopor

Z szklpzlc + Z LiktPik + Z Z Yikl -+ Z Yikt-

k€K 1=0 kEK k<j keJ\(KUj) keJ\K k<]
Comissofinalizamoso lema.
0
O lemaabaixonosmostrao resultadmecessariparaa obtencaale umaaproximacaale-
terminidica. Sabemospelolemabs.1.3,quea esperancao tempode términode umatarefa
j no escalonamentgeradopelo algoritmo é duasvezeso tempode términodatarefhemum
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escalonamentétimo. O proximolemamostraquepodemogomardecisdeshasead@mespe-
rangasge gerarum escalonamentoom umatarefa atribuidadeterministamentede tal forma
gueaesperancado valor do escalonamentgeradondoé maiordo quea esperancao valor do
escalonamentoomestatarefa atribuidade formaprobabilstica.

Lema5.1.8 Sejay umasolugdodtimapara o programalinear LPg. SejaK C J, ondeas
tarefaspertencentea K tématribuicéofixa (i,t). Sejaj € J \ K. Existeumaatribuicdode j
paraumpar (imn, tmin) tal que:

EKU{j}[Z w0y < EK[Z w,Cy
! !

Prova
VamosdenotarporEKU){ 3 aesperancdx ;) comatarefj atribuidaaopar(i,t). O lado
direito dadesigualdadpodeserescritocomoumacombinaca@orvexa de esperancas

Z ,t)
KU{J} Z wiC]

paratodasas atribuicdespossieis de j paraum par (i,t). Obsenandoos lemas5.1.6 e
5.1.7, bastamultiplicarmoscadauma das probabildades% por cadauma dasesperancas

KU{]}[ZZ w,Cy]. Temos:

Ex[>2, wC] = EK[wlcl] -+ Ex[w,Cy]
- (3;11]1 KU{J}[wlcl] Tt meTEKU{J}[wlch
+(“JIE§§J{’,}[ G+t tmir pln) [y, cl)
= (B ) + B G+
R (Bl + -+ B [wnCal)

Seja(imin, tmin) 0 parparao qualobtemoso menorvalor esperadoValea desigualdde

Y51 YmjT
L Ku{g}[w101]+ +EKU{J}[wnC' D+ +—= o i
mj

- KU{]}[w1C1]+ +EKU{ }[wnC' ) >
j

yl i1 'min ,tmin 'minytmin
p_lﬂj(Eggu{j} Nyl + ... + B [w, Cul) +

Ku{j}
Zmzn tmln
Exl) Z wiCil-

mj
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0

Podemosalteraro algoritmoLPRoundparaque estepassea serdetermingtico. Na figura

5.2 é apresentadomaversdodeterminitica do algoritmg que chamamosie SSk No algo-

ritmo SSkcalculamosas esperangaﬁ?%){j}[zl w,C;] paratodosos pares(i, t) e atribuimosa
tarefa j parao parquetenhao menorvalor esperadoDestaforma, estamotomandodecisdes

determiniticase o lemab5.1.8 juntamentecom o teoremab.1.4,nosgarantenque o valor do

escalonamentgeradcé limitadopor 20 PT.

ALGORITMO SSK(J, M)
1. monteprogramdinear L P, comdadosdeentrada

2. sejay umvetordesolucdestimo paral Py
3. K«+0
4. (ijt;) < (0,0),5=1,...,n
5. paracadaj € J faca
6. MIN + oo
7. parai < 1 atém faca
8. parat < 1 atéT faca
9. calcule B [>, wiCy]
10. seMIN > ER!L[S", wC)) entdo
11. (ij, tj) — (i, t)
12. MIN + EZ IS wCy
13. K «+ KU {j}
14. paracadaj € J e seurespectio par(i;,t;) faca
15. M;; + Mz]H]
16. ordenealistaM;,7=1,...,m porordemdevalorest; dastarefis
17. retorne(M, ..., My,)

Figura5.2: Algoritmo determinigto.

5.1.3 Polinomialidade do Algoritmo

O numeroderestricbesdo programdinear L Pz ndoé polinomial ja queT ndoé limitado
polinomialmente.H& umamaneirabastanteconhecidajntroduzidapor Hall, Shmgs e Wein
[21], quetransformgprogramadinearescomo L Pr em programadinearesde tamanhaolino-
mial comumaperdade e naaproximacadoNestasecacapresentamaosstatécnica.

Dadog > 0, sejal o menorinteirotal que(1+3)* > T+1. O novo problemaserestringira
alL intervalos onde:

L = [log;,4(T +1)]
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Comissotemosum numeropolinomial deintervalos emrelacacaotamanhalaentrada.

Sejamosintenalos; = ((1 + 8)"" 1, (1 + B)Y] paral < | < L. Denotamospor |;| 0
tamanhado intenalo, ou seja|;| = 8(1 + ). Introduzimosvariawisy;;; ondey;;|I;| é o
tempoqueatarefa j é processadaamaquina nointenalo ;. Abaixo apresentamasm novo
programdineardetamanhagolinomal, quedenotame por LP’:

Min ijC’j
j=1

(LP)
m L
it .
Syt g e
i—1 1—0 Pii
>y <l VieM, e 1=0,.,L

jeJ

m

L
, all 1 .
o =3Bt g by vies )

J .
i=1 1=0 Dij

Yy =0 VieM, Vield (1+pB)<r;—1

yin >0 VieM, VjelJ, Vi=0,..L

Na figura5.3 apresentamos algoritmo polinomial, denotadgor SSk,;, queé umamodi-
ficacdodo algoritmoLPRound A Unicadiferencaestanaresolucaalo programdinear, onde
aqui é utilizado o programalinear LP’, e naforma da atribuicdo probabilisica dastarefisa

paresdeintenvalo-maquina.
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ALGORITHM SSkpy (J, M, €)
1. monteprogramdinear L P’ comdadosdeentrada
2. sejay umasolucaodtimado programdinear L P’
3. paracadaj € J faca
4 a;j < random(0,1)
5. paracadaj € J do
6 S+ 0
7 parai < 1 atém facga
8 paral < 1 atéL faca
9

S — S+ yijl'|Il|
) Dij
10. seq; < 5 entao
11. M; < M;l|j
12. tj — |
13. break

14. ordendistalM;, i =1,..., m porordemdevalorest; dastarefs
15. retorne(My,..., M,,)

Figura5.3: Algoritmo probabilisico polinomial.

Temosquecalcularasesperancasobreestenovo algoritno paramostrarmogjueasperdas
geradapeloprogramdinear L P’ ndosadograndesOsproximoslemastémsuasiemonstracoes
muito parecidaxomasdoslemasdasecacanterior

Lema5.1.9 AespeancadetempadetérminoE[C;] deumatarefaj € J emumescalonameot
geradopeloalgoritmo SS K, €:

E[C;] = Z Zyilel"

i=1 1=0

Prova. Bastamultiplicarmoscadaumadasprobabildadesde atribuicdodataref j pelosres-
pectvosvaloresde processamentoestasatribuicdese temosque:

E[C]] — Zzpijyz]l l .

i=1 1=0 Pij

O

Lema5.1.10 O valor espeadodotempodeinicio deumatarefaj no escalonamentoonstru-
dopeloalgoritmo SSk,,;, dadoqueelafoi atribuidaa umpar (i, 1), €nomaximo2(1 + 3)(1 +

5
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Prova. Sejaj umataref atribuida ao par maquina-interslo (i,7). O tempode inatividade
damaquina; é limitadopor (1 + 3)!~!, pois nesteintervalo de tempoa tarefa j ja podeser
executadaO© tempode processamentesperad@ueocorreantesde j € dadopor:

-1
Zp'k Z Yikql L] n Zp.kyiklul‘ _
' Dik ' ik

kA 00 =y
(1+8) " +B1+p8) "=
(1+8) 7' 1+8)
Logo o tempodeinicio esperadalatarefa j é:

1+ B)l_l +(1+ ,B)l_l(l +B)<2(1+8)(1+ B)l_l

0
Parafinalizar, temosquecalcularo valor esperadao tempodetérminode umatarefa. Isto
e feito no proximolema.

Lemab5.1.11 O valor dotempodetérminoespeado deumatarefa;j noescalonamentgerado
peloalgoritmo SSk,, é limitado por 2(1 + 8)CLF".

Prova

O tempode término esperadada tarefa j € dadopelo tempode inicio esperadamais o
tempode processamentesperadalesta. Nos dois lemasanterioresemosos resultadogara
estesvalores.Usandoarestricdo(5.11)de L P’ podemodimitar o tempode términodatarefa
j. A restricaoé dadaabaixo:

m L m L
' Yijr| 1| _ 1
Cit = ZZ#@ +5)’ 1+ZZ §yijl|fl| (5.11).
i=1 1=0 R i=1 1=0

Usandoosdoislemasanterioreobtemosa esperancdo tempodetérminode j:

m L I

ElC]<20+8)) ) w(l + B8+ il

i=1 1=0 K i=1 1=0
Logo,aesperancado valordetempodetérminodatarefa j € limitadapor:
E[C;] < 2(1+ B)CEY.

0
Paraqualquet > 0 podemosescolher3 = 5. O algoritmo S Sk, podeserdesaleatorizado
damesmdormaqueo algoritmoLPRound O teoremaabaixofinalizaestasec¢éao.
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Teorema5.1.12 O algoritmo S Sk, destase¢caoe uma(2 + ¢) aproxima;éo para o problema
R|ri;|w;C;

Prova. SejaCjLP' o valor detempode términode umatarefa ; emumasolugaootima parao
programdinear LP'. Bastaaplicarmoso lema5.1.11comg = $. Comoo valor do programa
linear LP' é umlimitanteparao 6timotemos

E[} wiCil = EuwC]+...+ Elw,C,]
< (24w CEF + ...+ (2 + )w,CEF
< (249 Zj ijjLPI
< 20PT.



Capitulo 6

Algoritmos baseadoem formulagoescom
Matrizes Semidefinidas

Muitos problemassdomelhoresescritosusando-seestricbesnao lineares. Destaforma,
temosformulagfesjuendopodemserresolvidagpor métodogararesolucaale programadi-
nearesSeaformulacaddor escritadeformaestritamentguadraticapu sejatodasvariawisda
formulacaaemgrauzerooudois,podemoselaxarestaformulacdgparaumaoutraformulacéo
vetorial. A formulacaovetorialporsuavez,é equvaentearesolucdaeum programasemidefi-
nidoquepodeserresolvidoemtempopolinomial. Muitos problemasémsidosatisatorianente
resolvidosde maneiraaproximadaisando-s@rogramacasemidefinidaA escritade umafor-
mulacaoestritamenteuadraticaem sido bastantautilizadapararesoher problemagie forma
aproximadaveja por exemplo[17]), masexistemformulacdesjue ndosaoestritamerd qua-
draticase fazemuso de matrizessemidefinidagparaseremresolvidasem tempopolinomial.
Veremoscomomatrizessemidefinidasiparecemnmaresolucaale problemasie escalonamento.
N&oé nossdntencacapresentatetalhesieprogramacasemidefinidaApenasmostamosque
€ possvel formular problemasjuadraticogjue possanserresolvidosatrasésde programacao
semidefinidaParamaisdetalhesobreo temaexistemvariasreferénciagomo[38, 37, 16].
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6.1 Uma2-aproximagaopara R|| > w;C;

O algoritmodestasecadoi propostopor Skutella[33] e utiliza umaformulacaoquadratica
paramodelaro problemaR|| » - w,;C;, ondedevenmns minimizar a somaponderad@ostempos
de términosdastarefisem maquinamaorelacionadasApesarda formulacdondoserestrita-
mentequadratica Skutellamostroucomorelaxara formulacdoparaobtencaade um sistema
convexo com matrizessemidefinidas.Destaforma, podemosresoher o programaquadrati-
co emtempopolinomial. De umaformageral,quandotemosum sistemacorvexo, podemos
resolvé-loemtempopolinomial. Na secacseguinte apresentamasformulagéaodo problema.

6.1.1 Formulacaodo problema

Nestasecdoapresentamoformulacdesquadraticagparao problema. Vamosver alguns
detalhesgue precisamogaramodelaro problemaRr|| ) w,;C;. Smith [36] mostrouque o
problemal || > w;C; éresolvidodeformapolinomial usando-se seguinte regra:

° Escaloneastarehsemordemdecrescentdevalores%.
J

Destaforma, o nossoproblemaconsisé em acharumaparticdodastarefaisnasmaquiras.
Paracadamaquinai, definimosumaordemdastarefas,executandgj antesde £ namaquinai
(j <i k) sez% > 1‘)"—’; Casol% = 1‘)"—’; a ordemé definidapeloindice,destemodoj <; k se
j<k.

Paracadamaquina = 1, ..., m e paracadatarefa j = 1, ..., n, temosumavariawel binaria
a;; querecebel casoa tareh j sejaatribuidaa maquira i e 0 casocontrario. Temostambém
umavariawel C; paracadataref querepresent@ tempode términodesta. Temosa seyuinte
formulacaoquadréaticagdenotadaor IQP:

Min Zje] ijj

(IQP) Y™ a; = 1 VjeJ (6.1)
C; = >0 (i + D, aikpix) Vi€ J (6.2)
Qjj € {0, 1} Vie M, VjeJ (63)

Segue umadescricaoda formulacdo. A restricdo(6.1) nos garanteque toda tarefa sera
escalonadamalgumamaquira. Dadaumatarefa j, arestricaq(6.2) calculao tempodetérmino
destatarefa, queé dadopelotempode processamentqueocorreantesdestamaisseuproprio
processamento.
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Estaformulagdamodeladeformacorretao nossogproblemaPodemoselaxaraformulagao
fazendacomaquea;; > 0 aoinvésdetermosaformulacéanteira. Chamamos formulagéore-
laxadade QP. Note quendotemosumaformulagacestritamentguadraticaassimvamosrees-
creverestaformulacdcemumanovaformulacaaguesejacorvexaparaguepossamosesolvé-la
emtempopolinomil.

A formulacadoQP podeserreescritacomoaformulacaol) P’ descritaa seguir:

Min cTa+ ia”Da (6.4)
(@P')
Z;’-’;l Qi = 1 Vied
a 2

Nestaformulagé@op vetora € R™" correspondatodasasvariawisa;; deQP. As variaweis
a;; €ma estdoordenadaprimeiramentgelasmaquinas = 1,...,m e paracadamaquinai,
temosumaordenacaalastarefisde acordocoma regra (<;) definidaanteriormente O vetor
c € R™ témosvaloresc;; = w;p;; € estaordenadalamesmaormaqueo vetora. A matriz
D = (dj)nk)) €simétricae temdimensdesnn x mn cujosvaloressdopreenchidosegundoa

regra:

0 se i#h ou j=k
dajyney = Swipix S€ i=h € k=;j
wgpi; S€ t=h e j<;k

Comoasentradagie D sdoiguaisa zeroquandoi # h, temosumamatrizdecompostam
m blocosD;,7 = 1,...,m nadiagonalde D. Todasasoutrasposicbegemvalor 0. Comoas
tarefasestdoordenadaseguna aregra <;, cadaumdosblocosD; é daseayuinte forma:

0 WoPi1  W3Pi1 .- WpPil
WaPi1 0 W3Pi2 ... WpPi2
D; = | wspin  wspio 0 e WpPi3 (6.5)
WnPi1 WnPi2  WnDPi3 .. 0

ProblemasiaformaMin ¢’z + 1:z:TD:v sujeitosa restricdeddaforma Az = b, podemser
resolvidosemtempaopolinomial se D for umamatrizsemidefinidd12]. Destaforma,temosque
transformaia matriz D emumamatrizsemidefinidabtendcassimum programasemidefinido
guepodeserresolvidoemtempopolinomial.

Skutellamostou comotransformaamatriz D, somand@elaumafracaopositva, paraque
estafique semidefinida.Dadosvetoresbinariosa € {0,1}™", pode-seeescreer o termoc’a
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da fungdoobjetivo (6.4) comoa’diag(c)a, ondediag(c) corresponde umamatriz diagonal
cujasentradasoincidemcom asentradaglo vetorc. Seja > 0. Temosa seguintefuncao
objetivo modificada:

. 1 .
Min (1-23)-cla+ EaT(D + 24 - diag(c))a (6.6)
Comoo vetorc é naonggativo, noteque
—B-cfa+ B-a’diagic)a <0

paravetoresarbitrariosa € [0,1]™". A igualdadeé alcancadajuandoa € {0,1}™". Desta
forma,anovafuncéoobjetivo (6.6) podeobtervaloresmenoresio queafuncaoobjetivo (6.4).

Além disso,afuncaoobjetivo (6.6) € ndocrescentemrelacdoao valor 3, porissotemosque
acharo menorvalorpossvel parag tal que D +24-diag c) passeasersemidefinidaO proximo

lemamostraqual € estevalor.

Lema6.1.1 Ses > 1, entdoa matriz(D + 24 - diag(c)) é positivasemidefinidaAlémdisso,0
menorvalor possivetle § para quematrizesdaforma(D + 25 - diag(c)) sejamsemidefinidas

65 =1

Prova.
Primeiramenteonsideramog = 1 emostramosjue D +diag(c) é semidefinidalUm bloco
D; diagonaldamatriz D + diag(c) podeservisto como:

wW1P;1 WP W3Pi1r - WpPil
WaP;1  WaPi2  W3Pi2 ... WypPi2

D; = | wspin wspip W3Piz ... WpDPi3 (6-7)
WnPi1 WpPi2  WnPi3 e WnPin

Skutellamostou queestamatrizésemidefinidadadoque% 2,y 2 P2

Considereagoraque 8 > 1. A matriz (D + 23 - diag(c)) é a somade duasmatrizes
semidefinidasD + diag(c) e (26 — 1) - diag(c), portantoo lemavale.

Paramostar que o0 menorvalor possiel de 5 paraquea matriz (D + 25 - diag(c)) seja

semidefinida g > % considere sgyuinte exemplode matriz D:

D:<(1) (1)) (6.8)

Estamatriz correspond@o casoondetemosapenasimamaquinae duastarefas,cadauma
comprocessamento e pesol. As entradagladiagonalde (D + 25 - diag(c)) éiguala 2 de

tal formaqueelaséé semidefinidese > %
O
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Estelemanospermitetrabalharcom umanova formulacéo,denotadgor CQP, queapre-
sentamos segulir.

Min LcTa+ laT(D + diag(c))a

cepP) Y™ g = 1 VjeJ
C; = Yiliagpi;+ > ke GikPik) Vi€ J
a > 0

6.1.2 O algoritmo

Nestasecaampresentamos algoritmoquefaz arredondamentprobabilisico de umasolu-
¢aodo programasemidefinidoC'Q P. Nafigura 6.1 apresentamos algoritno, quedenotamos
por SkQ.

Primeiro o algoritmo calculao vetor 6timo a do programasemidefinidoCQP e depois
atribui cadatarefa de forma probabilisica a umadasmaquinas.Cadatarefa é atribuidainde-
pendentementée formaaleatdriaa cadaumadasmaquinassomprobabilidadez;;. Dadauma
atribuiciodetarefisasméaquinase algoritmogeraum escalonamentbaseadmo algoritmode
Smith.

ALGORITHM SKQ(J, M)
1. monteprogramasemidefinidaC’' @) P comdadosdeentrada

1. sejaa umvetorqueé solucaodtimadeCQP
2. paracadaj € J faca
3. a;j < random(0,1)
4. paracadaj € J faca
5. S+ 0
6. parai < 1 atém facga
7. S+ S+ ay
8. sea; < S entdo
9. M; < M;||j
10. break
11. ordeneastaresemAM;, i = 1,...,m pelafuncdo=;
12. retorne(My,..., My,)

Figura6.1: Algoritmo de Skutellabasead@mumaformulacdosemidefinida.

Para calculara razdode aproximacaado algoritno vamosobter antesalgunsresultados
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relativosaoarredondamentprobabilstico.

Lema6.1.2 Considee que o algoritmo SkQ é executadocom um vetor 6timo a obtido por
umasolucaoodtimado programaquadratco QP ao invésdo programasemidefinidd@C QP. A
espeancado tempode términode umatarefa j no escalonamentanontadopelo algoritmo é
igual aotempodetérminono escalonamentétimo.

Prova

Seataref j é atribuidaa maquinai, aesperancao valor detempodetérminoé dadopela
esperancae processamentqueocorreantesde j maisseuproprio processamentdomando
sobretodasaspossbilidadesde atribuicdode j temos:

m

E(C)) = Z(%pzj + Z @ij0kiPik)

i=1 k=ij

guepelarestricdo(6.2) de Q P temos

E( CQP Z azg ng + Z azkpzk

k<ij

O
Vamoscalcularagoraaesperancdo valor obtido peloalgoritno SkQ Dadoumvetorviavel
a parao programasemidefinidoC'QP denotamopor CQP(a) o valor obtido pelo programa
semidefinidccomestevetor.

Lema6.1.3 O valor espeadodo escalonamentgeradopeloalgoritmo SkQé menorou igual
a 2 vezes valor deumescalonamentotimo.

Zw, ) < 20PT

Prova

Sejaa um vetor6timo para@ P’. Vimosque@ P’ é equivalentea Q P. Usandoestefatoe
o lemaanteriorpodemodimitar o valor esperadao escalonamentgeradgpeloalgoritmoSkQ
daseuinte forma:

1
E( E w;C;) =c'a+ 5aDa
Noteque

a(D + diag(c))a + ;( a— a-diag(c)a)
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ou seja,
E(XZ;wiCy) = CQP(a)+ 5(c"a —a- diag(c)a)
< 20QP(a)
< 20PT.

A primeiradesigualdadeemdofatoqueCQP(a) > ic’a. A segundavemdofatodeque

o programaC P subestimao valor do programaquadraticol) P’ que € um limitante parao
otimo.

0

Podemogambémdesaleatorizaestealgoritmo através do métododasesperancasondi-

cionaisde forma a obterumaaproximacaaleterminiica. O proximo corolariofinaliza esta
secao.

Corolério 6.1.4 O algoritmo SkQpodeserdesaleatoriado obtendouma?2-aproximagaaopara
o problemar|| >~ w;C;.



Capitulo 7

Resumode Resultados

Nestasecaoapresentamoam resumode resultadosde aproximagagaraproblemasde
escalonamentoO objetivo desteresumoé identificaros melhoresresultadogie artigosestu-
dadosduranteo mestrado.Certamente resumonao estacompleto,massene paradar uma
visdomaisampladaarea.Apresentamoduastabelasontendaesultadosleaproximacéagara
variosproblemagde escalonamentbemcomoa referécia de ondeencontrarde forma mais
detalhadastegesultadosNote quendotemosresultadoparaalgumasvariagdesio problema
natabelaabaixo.Poderealmentendoexistir resultadogparaestegproblemasou simplesnente
naoachamosesultadoparaeles.Valeressaltaque muitosresultadosiatabelaforamobtidos
de outro problemamaisgenérico.Setivermosum resultadoparaP|r;| Y - w;C; por exemplq
podemosestendeesteresultadgparao problemaP|r;| > C; ja queesteé um casoparticular
do primeiro.
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Problema Off-line On-line
Llprec| - w;C; (2) [20]
llprec| 3 Cj (2)[20]
1|prec, pmtn| Y w;C; (2)[20]
1|prec,pmin| )" C; (2)[20]
Lr;| 32 w;C; (A+e)[1] || B3 +¢)[20]
1ri| > C;j (I+e[1] | B+e)[20]
1|rj, pmin| 3 w;C} (I+e[1] || (4/3)[31]
lirj, pmin| - C; (1) [8] 1) [8]
1|rj, prec| - w;C; (3)[29]
ljrj,prec| - Cj (3)[29]
1|r;, prec,pmtn| ) w;C; (2)[20]
1|r;, prec,pmtn| ) C; (2)[20]

Tabela7.1: Resultadosomosmelhoredatoresde aproximacagaraasvariacoesio problema
deescalonamento.
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Problema Off-line On-line
P[> w;C} (1+¢I[39] || 4+¢)[20]
P[> C; (1) [24] (4 +¢€) [20]
Plrj| 3 w;C; (L+e[1] || 4+ [20]
Plrj| > C; (1+e[1] | (4+¢) [20]
P|rj,pmtn| Y w;C; 1+¢€)[1]
Plrj,pmtn| ) C; 14+e¢)[1]
Plprec| Y- w;C; (M) [29]
Plprec|>_ C; (7) [29]
Plprec,pmtn| )" w;C; 83— %) [20]
P|prec,pmtn| ) C; B - %) [20]
Plrj,prec| 3 w;C} (7) [29]
P|rj,prec| " C; (M) [29]
P|rj,prec,pmin| ) w;C; (3)[20]
P|rj,prec,pmin| ) C; (3)[20]
Rm|r;| > w;C; (1+¢)[1]
Rm|r;,pmin| ) w;C; 1+¢)[1]
R|r;,prec|Crmaq O(logm) [11]
R|rj,prec| Y w;C; O(logm) [11]
Rlprec| Y- w;C; O(logm) [11]
Rlprec| - C; O(logm) [11]

R|prec,pmtn| > w;C;
R|prec,pmtn| )" C;

R|[>C; 1[9]
R2|| Y w;C; 1.276[33]

RIS w;C; G/2B4 | ©r0
R|rij| 3 w;Cj (2) [34] (8) [20]

Rlpmitn| 3 w;C; (2) [34]

R|rij| 3° C; (2)[34]

R|rij, pmin| 3° w;C; (3)[34]

R|rij,pmin| 3 C; (3)[34]

R|ri;,prec| Y w;C;
R|rij,prec| > C;
R|rij, prec,pmin| Y w;C;
R|ri;,prec,pmitn| > C;

Pm|fiz;, pmin|Cpag (1) [2]
Pm|fiz;|Crnaz (1+¢) [2]
Pm|set|Craz (1+¢)[26]
Pm|fiz;| Y C; (1+¢)[25]

Pm| fiz;,pmtn,r;| > w;C; | (1+¢€)[29]

Tabela7.2: Resultadogomosmelhoredatoresde aproximagagaraasvariagdesio problema
deescalonamento.



Capitulo 8

Implementacaode Algoritmos de
Aproximacaopara Problemasde
Escalonamento

8.1 Prdlogo

O artigo a sgyuir resumeum conjuntode testesque realizamoscom algunsalgoritmes de
aproximacagaraescalonamentoAté ondesabemosiuito poucose sabesobreo comporta-
mentopréaticode algoritnos de aproximagagaraproblemasie escalonamentdOsresultados
mostranmgueapesadealgunsalgoritmas teremfatoresdeaproximacaaltos,osvaloresobtidos
estaamuito proximosdo valor 6timo. Tambémmplementarosumaheuristcaparao problema
maisgenéricoestudadoO algoritmoé basead@mum dosalgoritmas apresentadogOstestes
realizadosnostamqueestaheuristicaé@ melhordo quevariosdosalgoritmosapresentados.
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8.2 Artigo
Practical Comparison of Approximation Algorithms for Schediling
Problems?
E.C.Xavier? FK. Miyazava®
Abstract

In this paperwe considerracticalaspect®of approximatbn algorithis for scheduling
problems.We implementsomeapproximatioralgorithmsandstudytheir practicalperforman-
ce. Theschedulingproblemsconsideredareall NP-hard. For the moregeneralproblemconsi-
deredwe modify oneof thealgorithns andgetbetterresults.

KeyWords: Approximatia algorithms SchedulingAsymptotc performance.

8.2.1 Intr oduction

Severaljob schedulingproblemsin parallelmachineghatappearsn practiceare NP-hard.
In theseschedulingproblemswe have a setof jobswith someattributes thathave to beproces-
sedin asetof machinesninimizing theaveragecompletiontime. If we considetthatP # NP,
we cannot solve theseproblemsto optimality efficiently. This motivatesthe developmentof
approximaton algorithms thatareefficientandproducesesultswith quality guaranteeWeim-
plementedsomeapproximatioralgorithmsfor schedulingobsin parallelmachinesandstudied
their performancen practice.

Givenanalgorithm A for a minimization problemandan instancel of this problem,we
denoteby A(I) the value of the solution returnedby .4 whenappliedto the instancel and
we denoteby O PT'(I) thevalueof anoptimal solutonto I. We saythatanalgorithm.4 has
an approximatbn factor «, or is a-approximatedif A(1)/OPT(I) < «, for all instanced.
Whenthealgorithm A is probabilisic andtheinequality E[A(7)]/OPT(I) < « is valid for all
instanced, where E[A(I)] is the expectedvalueof the soluion returnedby algorithm. A, we
saythat.A is a probabiligic a-approximagdalgorithm.

For all problemsconsideredn this paper we denoteby J = {1,...,n} the setof jobs
andM = {1,...,m} thesetof machines.Whenmachinesareunrelatede.g. have different

This researclwaspartially supprtedby FAPESPprgect 01/044124, MCT/CNPqunder PRONEX progam
(Proc.664107/974) andCNPq(Proc.470608/0.-3,464114/00-4,300801/98-7).

?|nstituto de Compuacido— Universidade Estadualde Campina, Caixa Postal6176 — 13084-F%1 —
CampinasSP— Brazil, {eduardo.;avier, fkm}@ic.unicampbr.
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processingpeed)wve denoteby p;; the processingime of job j whenexecutedon machinei,
andby p; whenall machinesareidentical. We denoteby r; the releasedateof job j, which
representshe momentthata job canstartanddenoteby w; theimportanceweightof finishing
thejob earlier Thecompletiontime of the job is denotedby C .

We usethenotationa|S|y introducedoy Grahamawler, LenstraandRinnooy Kan([3]. In
thefollowing we detailthetermsusedin this papermunderthis notation. Theterma corresponds
to themachineervironment, P for identicalmachinesr R for unrelatednachinesTheterm 3
tell ussomerestrictionsaboutjobs, if they have releasedatesy ;, if thejobscanbeinterrupted
andcontinuedater, pmtn, etc... Finally theterm- indicatesthe objective functionwe wantto
minimize.

All problemswe considerare non-preemptie. We implementedalgorithms for the fol-
lowing problems: P|r;| >>C; , P||Y_w;C; , P|rj| > w;C;, R|| > w;C; and R|r;| > w;C;.
For the problemP|r;| Y C; we implementedthe algorithmdevelopedby Phillips et al. [7].
It is a combinatorialalgorithmbasedin a heuristicfor the preemptve case. For the problem
P|| > w;C; weimplemened the algorithmof KawaguchiandKyan [6], thatis basedn a list
schedulingheuristic. For the problemsP|r;| Y~ w,C; and R|r;| >~ w;C; we implementedal-
gorithirs of Schulzand Skutella[8]. The algorithm for thefirst problemis combiratorialand
theseconds basedn asoluion of alinearprogram.Both algorithmsareprobabilistc. For the
problemR|| > w;C; weimplementedhealgorithmdevelopedby Skutella[9] thatis basedon
asemidefinitgprogram.

Therearealot of work in the developmentof approximatim algorithms but very few con-
siderpracticalperformanceanalysis.In [5], Hepnerand Steinpresentanimplementatiorof a
PTAS for asinglemachineschedulingwith releasedates.Thereare PTAS algorithmsfor paral-
lel machinesspresentedby Afrati etal. [1], but theirimplementationrequiresextra effortsand
generallyresultsin algorithns with time compleity representeddy high degreepolynomals.

All algorithirs are implementedn C. For the algorithmsthat require solutiors of linear
or quadraticprogramswe usethe Xpress-MPlibrary, of DashOptimizaton [2]. Basedin the
practicalresults,we proposea simple modificationon the algorithmpresentedy Schulzand
Skutella[8] for R|r;| > w;C;. Thealgorithmobtainsolutimswith betterquality.

Thepaperis organizedasfollows. In thesecondsectionwe presenthealgorithmsandgive
someinsigh of how they works. In thethird sectionwe presentheresultsobtainedn practice.

8.2.2 Algorithms

In this sectionwe describeahealgorithmsandhow they wereimplementedWe do notshaw
how their approxinmate factorsare obtained. The interestedeadercanfind moredetailsabout
theapproximatiorresultsof thesealgorithns in thereferencs.
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Algorithm PSW for P|r;| > C;

Thealgorithmof this sectionwasdevelopedby Phillipsetal. [7] whichwe denoteby PSW
It findsa solutionin two phasesin thefirst phasethealgorithmsolvesthe preemptve versim
of this problemandin the secondohasdt usesanalgorithmthatcorvertsthe preemptve sche-
duleto anon-preemptie schedule The preemptve versionof this problemis alreadyNP-hard,
andis solvedby a 2-approximatioralgorithm. Thealgorithmthatcorvertsto a non-preemptie
schedulegproducesa new schedulehatis at mostthreetimesworsethanthe preemptve sche-
dule. Thisleadsto a 6-approximatioralgorithmfor the problemP|r;| > C;.

The algorithm for the preemptve scheduleis basedin the following idea: at ary time,
executemn jobswith theshortestemainingamountof work. We presenthealgorithmin figure
8.1andwe denoteit by Preemptive We assumen the algorithm,thatthe machinesarealways
orderedn non-decreasingrderof processindime. The processindime of amachinei, is the
finishingtime of thelastjob thatexecutesn it, whichis denotedoy p(2/;). We assumehatwe
have a minimum heaporderedby the processingime of jobs, wich we denoteby HEAP. The
heapcontainsonly jobsthatwerereleasedi.e., all jobsin the heaparereadyto be processed.
We changdhereleasealateof jobsin theheapto thereleasalateof theheapwhichis denotedy
rupap- Thefunctionfirsf HEAP) returnsajob with smallesiprocessindgime in the HEAP and
thefunctionlast(M;) returntheremainingprocessindime of thelastjob executingin machine
2.

In stepsl-6 the algorithminitializes, putting the jobs with the smallestreleasedatein the
heap.Theloopin step7 is doneuntil all jobsbecomescheduledIn step8 thealgorithmtests
if the machinelessoccupiedhasprocessingime lessthanor equalto the releasedateof the
jobsin theheap.In this casethefirst job of theheapis executedn thismachine ptherwisewe
have threeotherpossbilities. If thereis any job beenexecutedhaving processingime bigger
thanthe processindime of thejob in the heap,the algorithmchangethesejobs (stepsl7-19).
In othercasewe put morejobsin the heapor setits releasalate(steps20-31).

Notice that preemptios of jobs occursonly whenwe put new jobsin the heap,i.e., jobs
that are alreadyin the heapdoesnot fall in step19, so the numberof preemptionsn each
machinecan be overestmatedby n. The time complity of the implementedalgorithmis
O(n(logn +m)).

ThealgorithmPSW, which is presentedn figure 8.2, usesthe preemptve scheduledjene-
ratedby the algorithmPreemptive It schedulegachjob j in the machinewhich completed;
in the preemptve schedule.

Thealgorithmgenerates List M;, for eachmachinei, of jobsorderedby their preemptve
completon times C; in the preemptve schedule. For eachmachines, the algorithm PSW
generates non-preemptie schedulawith jobsin the orderspecifiedby M;, with theconstraint
thatnojob j startsbeforeits releaselate.

The compleity of this algorithmis O(nlogn + m) plus the compleity to generatethe
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ALGORITHM Preemptre(J, M)

1.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

2
3
4,
5.
6
7
8
9

HEAP «+ ()
let/ betheminimum releasalateof jobs
for all jobsj € J withr; =1 do
insertj in HEAP
J—J—j
rHEAP |
while(HEAP # ()
if p(M,) < rugapthen
M,y < M, ||first(HEAP)
if HEAP = () then
let ! bethe next minimumreleasedateof jobsin J
for all jobsj € J withr; =1 do
insertj in HEAP
J—J—7
THEAP < |
else
fori + 1tom do
if Prirst(HEAP) < last(Mi) then
changehefirstjobin H E AP with lastjob in machineM; andbreak
if thealgorithmhadnotchangedobsin step19then
if J =0 then
rapap < p(My)
else
let ! bethe next minimum releasedateof jobsin J
if L > p(M;) then
rapap < p(M)
else
for all jobs;j € J withr; =1 do
insertj in HEAP
J—J—j
raEAp < |
return(M, ..., M,,)

Figura8.1: Algorithm thatgeneratehe preemptve schedule.

preemptve schedulelt wasshawn thatthe producedschedulas at mostsix timesbiggerthan
anoptimal schedule.



8.2. Artigo 69

ALGORITHM PSW(J,M)
1. generateapreemptve scheduld L, ..., L,,) of (J, M) with algorithm Preemptie
2. ordereachlist M; by the preemptve completion time C'; of jobs
3. return(My,..., My,,)

Figura8.2: Algorithm thatgeneratehe non-preemptie schedule.

Algorithm KK for the problem P|| )" w,C;

The algorithmof this sectionis an extenson of the problem1|| > w;C; for the problem
P||> > w;C;. Theprobleml|| > w;C} is solved optimally with thefollowing algorithmdevelo-
pedby Smith[10]: orderjobsin non-decreasingrderof - 2i andschedulghejobsin thisorder
Theheuristicfor the parallelmachinecaseis an extensmn orderjobsin non-decreasingrder
of fjJ andschedulgobsin this orderevery time a machinebecomedree. KawaguchiandKyan

[6] have shawvn thatthis algorithmproducesschedulesvith a factorof (@) of the optimal.
The algorithm,which we denoteby KK, is presentedn figure 8.3 andhave compleity time
O(nlogn + nm).

ALGORITHM KK(J, M)
1. orderjobsin J in non- decreasmgrderof 2
2. M;«+(fori=1,.
3. foreachj € Jin orderdo
4, let 7 bethelessocuppiedmachine
5 M; « M;l|j
6. return(M,..., My,,)

Figura8.3: Algorithm of KawaguchiandKyan.

Algorithm SzSk for the problem P|r;| > w;C;

The algorithmof this sectionwas developedby Schulzand Skutella[8]. We denotethis
algorithmby SzSk. The algorithmis a 2-probabilstic approximatioralgorithmand canalso
be derandomizedwe implementedthe probabilstic algorithm andrunit 100timesandgetthe
bestgeneratedschedule.With experimentalresults,we sav that runningthe algorithmmore
than 100 times doesnot lead to much betterresults. The algorithm is relatedto the linear
formulation for a single machineproblempresentedelon. We have variablesy ;;, for eachjob
J andfor eachtime interval ¢ thata job canrun. We alsohave variablesC';, thatrepresentshe
finishingtime of job 5. Theconstantl” is anupperboundfor the completiontime of ajob. The
relaxedlinearprogramdenotedby LPS is thefollowing:
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Min Zje] ’ijj

Sier Vit =D VjeJ
(LPS) Zje] yie <1 t=0,..T
C; = B4, unlt+s) YieJ
yie = 0 VjeJandt=0,..,r;,—1
ypig = 0 Vje Jandt =rj,...,T

It was shavn that we can solwe this linear programusing a combinatorialalgorithm [8].
Supposeve have justonemachinem timesfasterthanthe machinesonsideredConsiderthe
processingimesof the jobsto be m timessmaller Constructa preemptve scheduldor this
singlemachinewith the new processingimesusingthefollowing rule: atany time, construcia
preemptve scheduleS onthenew singlemachineby schedulingamongthe availablejobs,the
onewith the smallestpf ratio. Theresultingschedulecorresponds$o an optimum soluion to
theformulation. Eachvarlableyﬁ recieve valuel if job j wasprocesseduringtime [t — 1,¢)
in thegenerategchedule.

NoticethatthealgorithmPreemptivas easilymodifiedto solve theformulationandcanbe
implementedo runin O(nlogn). After this, we constructa schedulebasedin probabilisic
assignnents. We choosefor eachjob j, a variablea; uniformly distributed from the interval
[0, 1]. Thenwe consideitheprobabilistt finishingtime, i.e., thefirst timein theschedulevhere
the total amountof work doneis p;«;. We denotethis value by C;(«;). The algorithmis
presentedn figure 8.4. The attribute j,,.., Of eachjob j, storesthe machinewhereit mustbe
executed.

ALGORITHM SzSK(J, M)
1. M;«@fori=1,...,m
solvethelinearprogramL P S with the combinabric algorithm
for eachj € J do
a; < rand(0,1)
Jmach < Tand(1,m)
let L bealist of thejobsorderedby their C;(«;)
for eachj € L in orderdo
M;poer, <= Mjmacth

return(M, ..., M,,)

©oNOoOh WD

Figura8.4: Combinatoricalgorithmof SchulzandSkutella.
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The compleity time of thealgorithmSz Sk is O(n logn).

Algorithm Sk for R|| > w;C}

This algorithmis basedn a semidefinie formulation andis presentedby Skutella[9]. We
denotethe algorithmby Sk. The quadraticprogramfor this problemhasbinary variablesa,;,
thatsaysthatajob j is to beprocessed machinei, if andonlyif a;; = 1 andvariablesC); that
representghefinishtime of job j. We alsohave a function <; thatspecifythe executionorder
of ajob pair 7, k in somemachinei. Jobj mustbeprocessetheforek in machine; if ;"—j > ;f—’;
Thequadratigorogramis shavn bellow:

Min ZjEJ chj

C; = Yiltiay- P+ 2z 0wpin) Vi€
a;; € {O, 1} Vie M, VjelJd

Skutellahave shavn thatthis formulationis equivalentto the following quadraticformula-
tion

Min ¢Ta+ %aTDa

Z;’ilaij = 1 VJEJ
a > 0

wherea € R™ is a vectorof all variablesa;; lexicographically orderedwith respectto the
naturalorder1, 2, ..., m of themachinesandthen,for eachmachinei, the jobsorderedaccor
dingto <;. Thevectorc € R™ is given by c;; = w;p;; andD = (djynk)) IS @ Symiretric
mn X mn-matrix given by

Oifi#Ahorj=k
diijyne) = § wipak if i = handk <; j
WgPij if i = handj <; k.

It is shavn thatthis problemcanbe solvedin polynomal time if, andonly if, matrix D is
positive semidefinié. This motivatestheconstructiorof anew formulation,whichwe call QPS
Theformulation is givenbellow where (D + diag(c)) is positve semidefiniteanddiag(c) is a
diagonalmatrix with the vectorc.



8.2. Artigo 72

Min ic"a+ Za” (D + diagc))a
(QPS)
Z:’iil Qi 1 Vield
0

S
AVARI

We solwe this formulationusingthe Xpressquadraticsolver. Givena solutionfor QSP, we
assigrjobsto machine with probabilily a;;. It is shavnthatthisis aprobabilisic 2—approximation
algorithm For the specialcaseof identicalparallelmachinesthe optimal solution to theabove
formulatian is givenby a;; = % for eachoneof thevariables.Thuswe implenmenteda combi-
natorialalgorithmfor this especiataseattributing eachjob to amachinewith probability % and
thenexecutngthejobsin eachmachineby thespecifiedorder<;. We denotethiscombinatoral
algorithmby Sk-C.

The algorithmfor the generalcaseis givenin figure 8.5. We executethe algorithm 100
times,excepttheresolutionof theQSPwhichis executednly once returningthebestgenerated
schedulelts compleity timeis O(nlogn + nm) plusthe compleity time to solve QSP

ALGORITHM SK(J, M)
1. M« Qfori=1,...,m

2. leta bethevectorsoluion of thequadratigprogram@PS
3. foreachj € Jdo
4, a; < rand(0,1)
5. foreachj € Jdo
6. S+ 0
7. fori < 1tomdo
8. S+ S+ ay
9. if o; < S then
10. M; « M;||j
11. break
12. orderjobsineachM; by <;,i=1,...,m
13. return(My,..., My,,)

Figura8.5: Algorithm of Skutellabasedn a quadratidormulation.

Algorithm SzSk2 for R|r;| > w;C}

Thisis alsoaprobabiligic algorithmandis, presentedby SchulzandSkutella[8]. Thealgo-
rithm, denotedby SzSk 2, is basedn thesolutionof alinearformulation andis ageneralization
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of algorithmSzSk. As in thelinear programof algorithm SzSk, the basicformulationhave
variablesC); thatrepresentghefinish time of job j andvariablesy;;; thatsaysthatjob j is pro-
cessedn machine attimet, for all possibleunittime intervalsthata machinecanexecute.The
maximun time that a machinecanexecuteis denotedby 7. The formulationis exponental,
but it canbe madepolynomal usinginterval timesthatincreasesxponentialy in their size.We
haveintenals I, = ((1+ 8)'~%, (1 + 8)'] andbinaryvariablesy;;; thatindicatestheinterval that
ajob run despitethe time thatthe job run. We representhe size of anintenal I, by |I;|. The
relaxedformulationis givenbellow

Min Z?:l ij]

S YL = 1 vied
(LPSS) > jes Yist < 1 YieM an?Izlz 0,...L
m L 4 _ .
Cj = S (B A+ B + gyl L) Vi€ d
Yiji = 0 VieM,Vjed (1+8)!<r;—1
Yijl > 0 VieM,VjelJ,l=0,..,L

The algorithmsolvesthe linear programLPSSandassigneachjob 5 to a machine-interal
pair (i, I;) atrandomwith probability y”’ 4] . Thejobsassignedo amachinei arescheduledn
non-decreasingrderof |nter\alsaSS|gnmentlf therearemorethanonejob assignedo the sa-
mepair (i, I;), thealgorithmschedulehemin orderof theirvalue;j. Thelinearprogramis also
solvedwith the Xpresssolver. For agivene > 0 wesets = £. Thisalgorithmis aprobabilisic
(2 + €)-approximationalgorithm. As in the algorithm Sk, the probabilisic assignmenstep
is executedl00timesandis returnedthe bestgeneratedchedule.The algorithmis presented
in figure 8.6. Its time compleity is O(nmlogT + nlogn) plusthetime compleity to solve
LPSS

Heuristic Algorithm for R|r;| > w;C;

In this sectionwe presenta simge modificationin the algorithm SzSk2. The modified
algorithmis denotedoy SSHP. In [4], Hariri andPottspresent simpleheuristicalgorithmfor
1|r;| >~ w,;C; usedto find anupperboundfor a branchandboundalgoritrm. The algorithm is
asfollows:

1. Let S bethesetof all (unsequenceddbs,let H = 0 andk = 0 andfindT = mines{r;}.

2. FindthesetS' = {j|j € S,r; < T'} andfind ajob with i € S" and ¢ = maxjesl{ }
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ALGORITHM SzSK2(J, M, ¢)
1. M« Qfori=1,...,m

2. lety bethevectorsolutionof thelinearprogramLPSS
3. tj«+ ooforeachjeJ
4. foreachj € Jdo
5. a; < rand(0,1)
6. foreachj € Jdo
7. S+ 0
8. fori « 1tom do
0. forl <+ 1toLdo
10. S 5+ vl
11. if o; < S then
12. M;  M;||j
13. tj 1
14. break
15. orderlist M; in non-decreasingrderof valuest;, i =1,...,m
16. return(M,..., M,,)

Figura8.6: Probabilistc algorithmof SchulzandSkutella.

3. Setk = k + 1, sequencéob i in position &k, setT = T + p;, setH = H + w;T andset
S=5-{i}.

4. If S = 0, thenstopwith the sequencegyeneratechaving H asits cost. Otherwiseset
T = maz{T, mincs{r;}} andgoto step2.

In algorithm SzSk 2, the jobs areassignedo pairsmachine-interal andthemexecutedin
eachmachineby the orderof intenals assignmentsln algorithmSSHP, the assignmenstep
is doneasin algorithm SzSk 2, but the jobs assignedo a machine; are scheduledisingthe
algorithmof Hariri andPotts.

8.2.3 Practical Analysis of the Implemented Algorithms

In this sectionwe presentheresultsof our tests.Sincesomeproblemsareparticularcases
of others,we madeseveral differenttests. Eachsubsectioris resered for one case. Before
presenteachtestwe shav how the datawas generated.In eachtestwe generatel00 jobs
with processingequiremenuniformly chosenfrom the interval [1, 100], w; chosenfrom the
intenal [1,10]. Whenthe problemrequirereleasedates the datais generatedisingthe same
approactusedby Hariri andPotts[4]. Thereleasalatesareuniformly choserfrom theinterval
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[0, E[p|n~]. Thissimulateghearrival of then jobsfrom a stablequeueaccordingto a Poisson
processwith parametery [5]. Thetime in all tablesis givenin secondsTheratioin thetable
corresponds$o %, whereV is the valuefound by the algorithm and L B is a lower boundfor
the optimal We madetestswith 2, 5, 7 and 10 machines.As wasdonein [5], we usefive
differentinstancesn eachtestproblem,sotheresultsin the tablescorrespondso the meanof

fivetests.Thealgorithnms weretestedona AMD Athlon 1.2Ghzwith 800MB of RAM.

Testfor the problem P|| > w;C;

In this problemwe usedthe algorithmskKK, SzSk andSk-C. Table8.1 showv theresults
of thistests.TheLB correspondso thefractionaloptimal solution of thequadratidormulatian
QPS of algorithmSk. It generates betterlower boundthanthelinearformulationLPSS.

| Problem || LB |Algorithm| Value |Time Ratio

KK 138301L7.6 0.01|1.00@®
P2||Y° w;C; |[38293.99 SzSk |383%58.8§ 0.11/1.00(8
Sk-C |383319.6 0.05|1.0010

KK [146088.70.01]1.0018
P5|| 3 w;C, || 145821.3] SzSk |148134.2 0.171.013
Sk-C |147%83.6 0.07/1.014

KK ]115431.0 0.01|1.002
P7||Y° w;C; ||[115064.84 SzSK |117479.40.11/1.0210
Sk-C |11782.6 0.07|1.02%

KK 82516.2|0.01/1.0063

P10|| Y w;C;| 81997.11| SzSK | 85775.2|0.111.048)
SK-C |8564.6|0.06/1.04%

Tabela8.1:

The algorithis got very goodresultsin practice.As we cansee the ratio grows whenwe
usemoremachinesFor algorithmKK theincreases very small. For the otheronesthegrowth
is morerepresentate. We believe thatthis is becauseéhe numberof possble waysof assign
a job to a machineincreasesand the probabiligic algorithmwould have to testmuch more
possililities to take betterresults.

Testfor the problem P|r;| >~ C;

To solvetheproblemP|r;| Y C; we usedthealgoritms PSW, SzSk, SzSk2 andSSHP.
Despitealgorithm SzSk is the combinatorialversionof SzSk2 for identical machineswe
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alsorun algorithmSzSk 2. The algorithmsSzSk2 andSSHP wereexecutedwith parameter
e = 0.3. We madedifferenttestsusingdifferentparameters to generatehereleaselates.We
usedparametery = 0.2, v = 0.4 andvy = 0.6. TheLB is the fractionaloptimal soluion of
thelinear programof algorithmSzSk2 with e = 0.3. It is interestilg to notethatthis lower
boundmay be far away from the integer optimal, becausean optimal integer solution to the
formulation LPSS is alreadya relaxationto the original problemP|r;| >~ C;. Tables8.2,8.3
and8.4 shaw theresultsobtainedfor thesetests.

[Problemwith v = 0.2] LB |Algorithm] Value | Time | Ratio

PSW 1109136.8 0.01 |1.1537
P2|r;| 3> C; 9459059 SzSk [124153.4 0.01 |1.3125
SzSK2 [113208.6 5.08 |1.1977
SSHP |105280.4 5.79 |1.113(

PSW [60768.4] 0.01 [1.1559
P5lr;| S C;  |5256948 SzSK | 75553.8| 0.25 |1.4374
SzSK2 | 63130.6| 58.19|1.2008
SSHP | 60418.6| 52.95|1.1493

PSW |57933.6| 0.01 |1.2815
P7|rj| 3> C; 45222020 SzSk | 6847M0.4| 0.01|1.5142
SzSk2 |5953).8|90.13|1.3164
SSHP | 5848.2|90.17|1.2934

PSW |535%.4| 0.01 |1.272§
P10|r;| >- C; 4205244 SzSK | 62120.2| 0.24|1.4772
SzSK2 |5564.2|171.291.3232,
SSHP |54845.2|183.711.3042

Tabela8.2:

Noticethatthe algorithm SSHP get betterresultswhenwe have few machinesandsmall
valuesof ~. This algorithmobtainedthe bestresultswhenwe have just two machines.The
algorithm PSW and SSHP are the bestin all casesdespiteof the algorithm PSW hasthe
biggestapproximaton factor Otherinterestingpointis thatthe ratio for the algorithm SzSk
getbetterresultswhenwe have moremachineswith biggervaluesof v. ThealgorithmSz Sk 2
obtainedbetterresultsthanthe algorithmSzSk for all casesgxceptwhenwe have big values
of v andmore machinesaswe canseein table8.4. Analyzing the fractional solution of the
linear programusedby algorithmthe SzSk 2, we canseethatthe solver generatesn optimal
fractionalsolutionusinglessmachinesn sucha way thatvariablesof somemachinesarelittle
used.Consequentlythe generatedcheduléhave somemachineghatarealmostunused.The
algorithmSz Sk is thecombinatoral versionof SzSk2 but thejobsareattributedto all machi-
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[Problemwith y=0.4] LB |Algorithm| Value | Time | Ratio|

PSW [126%9.0 0.01 |1.2189
P2|r;| > C; 103833.92 SzSk |162040.§ 1.73|1.5605
SzSK2 [13384.2 6.52|1.285
SSHP |12182.4 6.11 |1.1718

PSW [1045%1.0 0.01[1.2617
P5lr;| C; | 8287240[ SzSk |12479.4 0.26 |1.5(64
SzSk2 |107531.0 62.90|1.2975
SSHP |10527.2 59.61|1.2705

PSW [108252.4 0.01 |1.2476
PTlri| > C; 8676290 SzSk (119628.§ 2.15|1.3788
SzSK2 [111726.4112.951.2877
SSHP |109449.6107.211.2614

PSW [103%6.d 0.01[1.254
PlOjr;|SSC; | 8278775 SzSk |107%57.4 0.17 [1.3016
SzSK2 |107522.0218.681.2%87
SSHP |105247.4221.411.2712

Tabela8.3:

nesuniformly. This alsoexplainswhy the algorithmSSHP whencomparedo the algorithm
PSW, getbetterresultsusingtwo machinegshan7 and10 machines.

Testfor the problem R|| > w,C;

In this problemwe usethe algorithirs Sk, SzSk2 andSSHP. For thetestsin table8.5we
choosep;; uniformly from theinterval [1,...,100]. In the testsdonein table 8.6 we choose
processingimesto give the ideathatwe have machinedasterthanothers. Usingtwo machi-
neswe chooseprocessingimes from the intenval [1,. . ., 50] for the first machineand from
[50, ..., 100] for the secondmachine.Using five machinesve take processingimesfrom in-
tenvals, [1, ..., 20],[20,...,40],...,[80,...,100]. Usingsesen machinesve take processing
timesfromintervals,[1, ..., 15|, [15,...,30],...,[90,...,100]. In thetestswith tenmachines,
we chooseprocessingimesfromintenals[1, . .., 10][10, ..., 20][20,...,30],...,[90, ..., 100].
We usee = 0.1 in SzSk2 andSSHP. The LB correspondso thefractionalsolutionfound by
thequadratidormulation@S P of thealgorithmSk .

As we canseeall algorithis producesschedulewery closeto the optimal. In generalthe
algorithmSSHP producedetterschedules.
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|Problemwith y = 0.6] LB

Algorithm| Value | Time | Ratio|

P2|rj| > C;

PSW

168188.8

0.01

1.2%49

134019.99

SzSK

21643.0

1.55

1.6148

SzSk2

175249.4

7.24

1.3076

SSHP

165981.0

6.60

1.2384

Po|ry| 32 C;

PSW

155@5.8

0.01

1.245]

124323.46

SzSK

176075.4

0.10

1.4139

SzSk2

162046.8

62.90

1.3013

SSHP

156834.4

67.48

1.2504

Plrj| 32 C;

PSW

15734.2

0.01

1.2481

126(5.88

SzSK

165377.2

2.21

1.3115

SzSK2

162347.49

120.04

11.2874

SSHP

158676.2

116.25

1.2583

PlOI’I"j| Z Cj

PSW

15206.0

0.01

1.2481

12189.84

SzSK

153%44.4

0.07

1.2600

SzSk2

158748.8

246.22

1.3@27

SSHP

153621.8

243.6§

1.2606

Tabela8.4:

H Problem H

LB |Algorithm Value | Time| Ratio |

R2[[ 32 w;Cj

SK 194216.4

1.13

1.0005

194112.01 SzSk2

194149.9

6.40

1.0001

SSHP

194143.8

6.21

1.0001

R5[[ 32 w;Cj

SK 37763.0| 38

.31/1.0038

37616.6 | SzSk2

37644.0

19.86

1.0007

SSHP

37627.4| 22

.24/1.0002

R[22 w;Cj

SK 26305.0| 89

.36|1.0097

26049.94| SzSk2

26154.2

26.15

1.0040

SSHP

26140.2| 26

.06/1.0034

R10[| Y wiC

SK 11666.2

200.791.0290

11337.05| SzSk2

11474.6

40.15

1.0121

SSHP

11450.2| 40

.79/1.0009

Tabela8.5:

Comparisonfor problem R|r;| >~ w;C;

78

In this casewe usethe algorithns SzSk2 and SSHP to solve problem R|r;| > w;C;.
Table 8.7 shaw the resultsof the tests. We usey = 0.2 to generataeleasedates. The LB
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| Problem* || LB |Algorithm] Value | Time| Ratio|

SK  |246873.9 0.97 |1.0005
R2|| " w;C; ||24675.49 SzSk2 |246811.2 6.12 [1.0002
SSHP |246783.8 6.13 |1.000]

SK 73934.6| 37.41|1.0067|
R5|| > w;C; || 73513.03| SzSk2 | 73670.0| 25.80/1.0021
SSHP |73659.6|27.71|1.0019

SK 52211.6| 98.06|1.0129
R7||>°w;C; || 51544.92| SzSK2 |51828.4| 25.90(1.0064
SSHP | 51849.2| 26.14|1.0069

SK 30516.2|207.621.0724
R10|| >~ w;C;|| 28453.73| SzSk2 |29472.2| 53.07/1.0357
SSHP |29415.8|52.16|1.0338

Tabela8.6:

is the optimal fractional solution of the linear programL PSS with ¢ = 0.3 andwe alsouse
this e valuein bothalgorithns. We emphasizehatthis lower boundmay be far away from the
integer optimal solution, sincean integer optimal solutionto LPSS is alreadya relaxationof
theproblemR|r;| > w;C;. ThealgorithmSSHP getbetterresultsin all tests.

| Problem* | LB |Algorithm| Value | Time | Ratio||
SzSk2 |352346.4 5.958|1.2424
R2|’/‘j| ijcj 28384.32 SSHP |332137.8 5.686|1.1712
SzSk2 |257145.8 51.83|1.27%
R5|rj| Y- w;C; ||200044.77 SSHP |251919.2 53.73|1.253%
SzSKk2 |254033.2109.321.263
R7|7‘j| ijcj 201034.5| SSHP |250165.8 94.71|1.243%
SzSk2 |256892.4186.381.26(4
R10jrj| Y w;C;|| 203814.6] SSHP |253180.0185561.2422

Tabela8.7:

8.2.4 Conclusion

We presentomputationatesultsfor someapproximationalgorithns for scheduliig on pa-
rallel machinesAs expectedthe practicalsolutionsyieldsratiosbetterthanthe approximation
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factorof the presentedlgorithms.We alsopresent heuristicalgorithmthatgetbetterresults
in almostall casesstudied.
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Capitulo 9

Algoritmos de Aproximacaopara uma
VersaoGeneralizadado Problemada
Mochila

9.1 Prélogo

O artigoa seguir tratade umageneralizacado problemadamochila. No problemapadrao
damochilatemoscomodadosde entradap tamanhak damochila, um conjuntoS deitemse
funcdess. e v, quemapeano tamanhee o valordecadateme € S respecttamente.O objetivo
do problema¢ acharum subconjintoU C S talque)_ s, < K eovalor) . v, seja
maximizado. No problemaque consideramosalémdosdadosde entradaapresentadosemos
tambénumaoutrafuncaoc, quemapeiaumaclasseparao item e, temostamanhaledivisérias
de compartinentosd e limites d,,;,, € d,.., parao tamanhade compartimentasNo problema
generalizaddemosque acharum subconjuntal C S cujovalor ), ., v, sejamaximizado
e umaparticdoly, . .., U, desteconjuntosatishzendoas segguintesrestricdes:(i) Paracada
U;,1 < i < ktemosqued,,;, < ZueUi Sy < dmae, (i) Paracadal;, 1 < ¢ < k temosque
todosositemsdeU; pertencenaumamesmeclasse(iii) >, ., su +d-k < K.

Esteproblematem aplicagbegpraticasem problemagie cortee processamentde bobinas
demetaisnaindustriametalligicae € exemplficadano artigo. Apesardo problemaserdeem-
pacotamentondo e dificil acharaplicacdesle tal problemaem escalonamentoComoja foi
visto no capitulo3, secaa3.2, problemagsle escalonamente empacotamentedofortemente
relacionados.Paraexenplificar o usodo problemaapresentadecomoum de escalonamento,
suponhague tenhamosumamaquinam, que podeexecutarvariostipos de servicosmasde-
pendedaacoplagena elade algunsdisposiivos. Destaforma sea maquinafor executaruma
determinaddarefa que necessitalispositvo ¢; e emseguida outratarefa comdispogtivo c,, é
necessarigpara-laparatrocaros dispo#tivos Suponhague estetemposejad. Cadatarefa j

81
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possuitempode processamentp;, pesow; e disposiivo necessarie;. Além disso,suponha
guenossoobjetivo é maximizaro pesototal dastarefas executadasté um total de tempo K.
Esteproblemaé facilmentemapead@o problemadamochila generalizada.

Um resumodo artigofoi publicadono IV ALIO/EURO Workshopon Applied Combinato-
rial Optimization,queocorreuno Chileemnovemiyo de2002.A versaacompletaapresentada
aqui,foi submetilaparaarevista DiscreteAppliedMathmatcse aindandorecebemosesposta.
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9.2 Artigo

Approximation Schemedor a Class-Constrainedknapsack Problem*

E. C. Xavier? F. K. Miyazawa?

Abstract

We considerapproximatbn algorithrrs for a class-constrainedersionof the knapsack
problem: Given aninteger K, a setof items.S, eachitem with value, size and a class,find
a subsetof S of maximum total value suchthat items are groupedin compartments.Each
compartmentnusthave only itemsof the sameclassandmustbe separatedby the subsequent
compartmenby a wall division of sized. Moreover, two subsequentvall divisionsmuststay
a distanceof at leastd,,;, andat mostd,... The total size usedby compartmentand by
wall divisionsmustbe at most K. This problemhave practicalapplicationson cutting-sock
problems.

KeyWords: Approximatian algorithms knapsackproblem.

9.2.1 Intr oduction

We considerapproxinationalgorithns for a class-constrainedersionof the knapsackpro-
blemwhichwe call Genealized-Knapsek (G-KNAPSACK). Given aninteger K, asetof items
S ={1,...,n}, eachitems with valuewv;, sizes; anda classc;, wall divisionsof sized, find a
setM C S of maximumtotal valueanda partitionof M into compartmentg’y, ..., Cy, each
compartmentith size} .. s. wherethefollowing conditiors arevalid: (i) itemsin thesame
compartmenhave the sameclass,(ii) two subsequentompartmentsre separatedy a wall
division, (iii) thetotal sizeusedby compartmergandby wall divisionsmustbeatmostK, (iv)
eachcompartmensizemustbe atleastd,,;, andatmostd,,..

This problemhasa practicalmotivation in the roll cuttingin the iron and steelindustry
Ferreiraetal. [3] present cutting problemwherearaw materialroll mustbe cutinto final rolls
groupedby certainpropertiesaftertwo cuttingphasesTherolls obtainedafterthefirst phase,
called primary rolls, are subnitted to different processingoperationgtensioning,tempering,
laminating, hardeningetc.) beforethe secondphasecut. Due to technologcal limitations,

This researclwaspartially supprtedby FAPESPprgect 01/044124, MCT/CNPqunder PRONEX progam
(Proc.664107/974) andCNPq(Proc.470608/0.-3,464114/00-4,300801/98-7).

?|nstituto de Compuacido— Universidade Estadualde Campina, Caixa Postal6176 — 13084-F%1 —
CampinasSP— Brazil, {eduardo.;avier, fkm}@ic.unicampbr.
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primaryrolls have a maximumandminimum allowablewidth andeachcut generatea lossin
theroll width.

In table 9.1, we presentsomecomma characteristicgor final rolls. We considerthree
classesn this problem,onefor eachdifferentthickness.The hardnessnterval of itemswith
thesamethicknessareoverlappedn acommoninterval to satisfyall hardnessequirementslf
thereareitemsfor which hardnesgannotbe assignedo the samethicknessclass,a new class
mustbe definedfor theseones.

| Width (mm) || Hardnesgkg - mm?) || Thicknesgmm) ||

50 50to 70 4.50
74 60to 75 4.50
93 32t0 39 3.50
35 32to41 3.50
20 20to0 30 2.50
100 24t0 35 2.50

Tabela9.1: Characteristicsf final rolls

In the exampleof table 9.1, we have a raw materialroll of size K (1040 mm) which is
first cut in primary rolls accordingto the different classes. In the exampk, the roll is first
cutin threeprimaryrolls. Eachprimaryroll is processedby differentoperationgo acquirethe
requiredthicknessaandhardnes$eforeobtainingthefinal rolls. Eachcuttingin theroll material
generates lossdueto thewidth of thecutterknife. Thecutsdoneatthefirst phasecorresponds
to the sizeof thewall division of our problem. The cutsof the secondpohasecanbe associated
to thesizeof theitems. Thisway, we only worry aboutthelossgeneratedby thefirst phasecut.
Thefigure9.1show the process.

Eachprocessingperationhasa high costwhich impliesitemsto be groupedbeforeeach
processingperationsywhereeachgroupcorrespond$o onecompartmentin theabove exam-
ple we can considerthreedifferent classesand six differentitems. The size of the raw roll
materialcorrespondso the sizeof theknapsackandthesizeof thewall divisioncorrespondso
thelossgeneratedby thefirst cutting phase.Thedistancesl,,;, andd,,., aretheminimumand
maximun allowable width of the primaryrolls.

Givenafamily of algorithms A, for ary ¢ > 0, andaninstancel for someproblemP we
denoteby A.(I) thevalueof thesolutionreturnedby algorithm A, whenexecutedoninstancel
andby OPT(I) thevalueof anoptimal solutian for thisinstance We saythat A . is apolynomal
time approximatbn scheme(PTAS) for a maximization problemif for ary ¢ > 0 andary
instancel we have A.(I) > (1 — ¢)OPT(I). If thealgorithmis alsopolynomial in 1/ we say
that A, is afully polynomal time approximatiorschemgFPTAS).
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Raw Roll Material

1040 prim

\ First Phase Cu{

Primary Rolls

¢

Processing operations
Second Phase Cut

Final Products Loss

INERIEy

Figura9.1: Thetwo-phasecuttingstockproblem.

Results: In this paperwe presenta FPTAS anda PTAS for two restrictedversionsof the
G-KNAPSACK. We also presenta proof that a lessrestrictedversionof the G-KNAPSACK
problemcannotbe approximatedinlessP = N P. Thealgoritmswe presentaredevelopedin
two phases.In thefirst phasewe have to solve a small problemfor eachclass. In the second
phasewve usetheresultsof eachclassto solve thefully problemusinga dynamc programmiig
approach.

For the FPTAS we considerat mosta constant of differentitem sizesfor eachclass.The
algorithmis simpleand usesan algorithmto find an optimal bin packingof items. The bins
have sized,., andmustbefilled by atleastd,;,.

ThePTAS isfor thecasevhend,,;, = 0. Thealgorithmis morecomplec andusessomenice
ideasproposedy ChekuriandKhanna[2]. In this case the algorithmfind a setof itemsthat
canbe pacledinto binsof sized,,., andhave a correspondingaluevery closeto the optimal.
Theitemsarepackedusingknown algorithmsfor bin packing.

RelatedWork : Theknapsackproblemis awell studedproblemin theliteratureanda FPTAS
wasshavn by IbarraandKim [5]. In [1], Capraraet al. presentapproximationschemedor
two restrictedversiors of the knapsackproblem,k KP andE-KKP. The KKP is the knapsack
problemwherethe numberof items chosenin the solutionis at mostk andthe E-KKP has
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thenumberof itemschosenn the solution exactly k. ChekuriandKhanna[2] presenta PTAS
for the Multiple KnapsackProblem(MKP). In this problemwe have a set B of bins, each
bin j € B with capacityb;, andasetS of items,eachitem i with size s, andprofit p;. The
objectveisto find asubsetU C S of maximum profit suchthatU hasa feasiblepackingin B.
In [6], Schachnaand Tamir presenta PTAS to a class-constrainechultiple knapsackproblem
(CCMK) and class-constrainetdin-packingproblem(CCBP). In both problemswe have N
bins, eachbin j with C; compartmentandsizeV;. We alsohave a set] of items,eachitem
u € I have classe,, sizes, andprofit p,. In problemCCMK, we have to find a packingof
itemsinto thebins B, suchthatthevalueof theitemspacledis maximizedandeachbin j hasat
mostC; itemsof differentclassesin problemCCBP thebinshave sizel andC compartments
Thegoalis to find a legal placemenof all itemsin a minimal numberof bins. If we consider
thatwe do not have therestrictions(ii) and(iv) of G-KNAPSACK andthe sizeof thewall is 0
thenwe cansolve G-KNAPSACK usingthealgorithmto CCMK developedby Schachnaand
Tamir.

Organization: In sectior9.2.2,we presentigenericalgorithmto solvethe G-KNAPSACK pro-
blem. This genericalgorithmdepend®n the solution of anothemproblemthatwe call SMALL.
In sections9.2.3and9.2.4we presentwo algorithmsto specialcasesof the problemSMALL
which yieldsto a FPTAS andto a PTAS for the problemG-KNAPSACK. Finally, in section
9.2.5we presentaninaproximality resultto G-KNAPSACK problem.

9.2.2 Generic Algorithm

In this sectionwe presentsomenotationandformally definethe problemG-KNAPSACK.
Furthermoreye present generalapproximatio schemeconsideringhe existenceof analgo-
rithm to arestrictedproblem.

For mostapproximatbn schemesi is sufficientto prove thatthe soluion generateds O (¢)
from the optimumsolutian, sincewe canobtaina solutionthatis e from the optimumsolution
simple rescalingthe parametet. Thereforethefollowing claimis valid.

Claim 9.2.1 Givena constant > 0, if A, is a polynomialtime algorithmfor a maximizatio
problem P, sudh thatfor anyinstancel of P, wehaveA.(I) > (1 — O(e))OPT(I), thenthere
is a polynomia time algorithm B, sudthat B.(I) > (1 — ¢)OPT(I).

An instancel for the G-KNAPSACK is atuple (S, ¢, s, v, K, d, dmax, dmin) WhereS' is a set
of items, ¢, s andv areclass,size andvaluefunctionsover S, respectiely; d is the size of
wall divisions,andd,., andd.,;, areboundsfor the compartmentsize. All valuesarenon-
negatives. We denoteby n andm, the numberof itemsin the setS andthe numberof classes,
respectely.

GivenasetS andanumericfunction f over.S, we denoteby f(S) thesum) " . f(e).
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A soluion @ of aninstancel for problemG-KNAPSACK is a pair (S’, P') whereS’ C S
andP’ is apartitionof S’, P/, ..., P,, eachsetP; hasonly itemsof thesameclassandaresuch
thatdm < $(P}) < dpae ands(Q) < K wheres(Q) = S8 (s(P!) + d).

The sizeof a soluion @ = (S’, P'), whereP' = (P,..., P]), is equalto s(Q)) andthe
valueof thesolution ), denotedby v(Q), is equalto v(S").

TheproblemG-KNAPSACK canbedefinedasfollows: Givenaninstancel, find a solution
@ of maximum value.

The crucial point for the algorithm of this sectionis a subrouthe for a problemwe call
SMALL. Thealgorithmis the samefor thetwo problemswe considelin the next two sections,
differing only ontheway problemSMALL is solved.

PROBLEM SMALL: Givenaninstancel for G-KNAPSACK, whereall itemsare of the same
classandgivenavaluew, find a solution @ of I with valuew andsmallestize.

We saythatan algorithm SS, is e-relaxedfor problemSmALL if givenaninstancel and
valuew the algorithm generates solution @ with (1 — e)w < v(Q) < w ands(Q) < s(0),
whereO is a solution with valuew andsmallestsize. Suchsoluion () is calledan e-relaxed
solution.

In figure 9.2 we presentan approximatbn schemdor G-KNAPSACK usinga subroutingo
solve problemSmALL. Thealgorithmusesaroundingideapresentedby IbarraandKim [5] for
theknapsackproblem.

In stepsl—3theoriginalinstancas reparameterizesh suchaway thateachnew itemvalue
vl, Is a non-n@dive integer value boundedby [n/¢]. Therefore,the value of ary solution
is boundedby V' = O(n?/¢). This leadsto a polynomal time algorithm using a dynamic
programmiig approachwith only O(e) loss on the total value of the soluion found by the
algorithm

In stepsA-8,thealgorithmgenerates-relaxed solutionsfor eachproblemSmMALL obtained
from thereparameterizethstance®f eachclassandeachpossiblevaluew. Thesolutionsare
storedin variablesA; ;, for eachclass; andeachpossiblevaluek.

In steps9—-14problemG-KNAPSACK is solvedusingdynamicprogrammig. We have table
T; ., indexedby classeg andall possilte valuesw. It storesthesmallersoluion usingitemsof
classedl,...,j} thathave valuew. Thebasicideais to solve thefollowing recurrence:

Ty = min{Tj 1, Ajw, min {Tj_1 4 + Ajoi}}-
1<k<w

Finally, giventhattherearem classesin stepsl6—17a solution generatedvith maximum
valuew is returned.

To prove that G, is anapproximatiam schemewe considerthatalgorithmSS,, usedassu-
broutine,is ane-relaxedalgorithmfor problemSmALL.

Lemma 9.2.2 If the algorithm GG, usesan e-relaxedalgorithm as suboutine andif O, is a
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ALGORITHM G(I) wherel = (S, ¢, s,v, K, d, dmax, @min)
Subputine: S S, (e-relaxedalgorithmfor problemSMALL).
1. % repamameterzetheinstarce by value

2. letP <« max{v.: e € S}, L+ eP/n andV <« [n?/e], wheren = |S)|

3. foreachiteme € S dov, < | %]

4. Y% genertean e-relaxedsolutionfor eadt class

5. forclassj < 1tomdo

6. for valuew < 1toV do

7. let.S; bethesetof itemsin S with class;

8. Ajw < SS(Sj,5,v", K, d, dmax, Amin, W)

9. % for ead possiblevaluew, find solutionfor G-KNAPSACK with classeq1,...,j}
10. forvaluew +— 1toV do
11. T ¢ Arw
12. forclassj <+ 2tom do
13. for valuew < 1toV do
14. T + (solutonin {T;_1,, Ajw, mini<pcwi{Tj—16 + Ajw—k}}

of valuein [(1 — €)w, w] andminimum size)

15. let@ bethesolutin Ty, ., 1 < w < V with maximumvaluew andsizes(Q) < K
16. return@.

Figura9.2: Genericalgorithmfor G-KNAPSACK usingsubrouthefor problemSmMALL

solution usingclasses(1, ..., j}, with w := v'(0;,,) andminimumsize thenT},, existsand
V' (Thw) = (1 = e)w ands(Tjw) < $(Oju).

Proof. First, notethatif asoluion O;,, with valuew := v'(0,,,) usingitems{1, ..., j} exists
thenasolutian for 7} ,, alsoexists We canprovethisfactby induction onthenumberof classes.
Thebasecaseconsideronly itemswith classl andcanbe provedfrom thefactthatsubrouthe
SS. is ane-relaxedalgorithm (thatis, 71 ,, = A; ).

Considerasolution O; ,, with valuew := v'(0;,,) usingitems{1, ..., j}.

If O;. usesonly itemsof classj, thenwe have a solution A;,, which is obtainedfrom
subroutne SS,, which by assumptin is an e-relaxed algorithm. Therefore,v’(A4,,,) > (1 —
€)v'(Oj ) ands(A4; ) < s(0j ).

If O, usesonly itemsof classeq, ..., j — 1, byinduction,T;_, ,, existsandv'(T;_1 ) >
(1= v/ (O5) aNds(Tj-1.0) < 5(Os0).

If O;., = (S, P) usesitemsof class; anditemsof otherclassesgdenoteby O, = (Si, P)
andO, = (S,, P,) two solutiors obtainedpartitioning O; ,, suchthat P; containsall partsof
P with items of classdifferentthanj and P, containsall partswith itemsof classj. Let
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k :='(0,). By induction therearesolutionsT;_; , andA;,,_ suchthat
V' (Tioap) + V' (Ajwik) > 1 —€k+(1—€)(w—k)=(1-¢€v(0;,) and
S(Tj—l,k) + S(Aij_k) < 8(01) + S(Og) = S(Oj,w).
0

Theorem9.2.3 If [ is aninstancefor G-KNAPSACK andS'S, is an e-relaxedpolynomialtime
algorithm for SMALL thenthe algorithm G, with subwoutine SS. is a polynomia time ap-
proximaion schemefor G-KNAPSACK. Moreover, if S, is also polynomid timein 1/¢, the
algorithmd. is a fully polynomialtime approximationscheme

Proof. Let O beanoptimum solution for instancel. Let w bethevalueof anoptimalsolutian
consideringheroundedtems

V(Tmw) = Z Ve > Z v,L = Lv'(Ty)

> L(1 — ew > L(,l —€) Zvé

> LA-9Y (-1 > La-9}F-n)
= (1-¢)(D_ve—nL)=(1-¢)(OPT — €P)
> (1- e)(E)PT — ¢OPT)

> (1—2¢)OPT

Sincethesolutionreturneddy thealgorithmG . hasvalueatleastv (7, ,,), wehavethatG (1) >
(1 —2¢)OPT.

If m andn arethe numberof classesandthe numberof items,respectiely, thetime com-
plexity of thealgorithmG. is O(mn*/e? + mn? /e - Tss), whereTsg is thetime compleity of
subrouthe SS.. Therefore,f SS. is polynomal time in » (andin 1/¢) thenalgorithmG. is a
(fully) polynomal time approximatio scheme. 0

In the next two sectionswe presentwo approxinationsschemedor restrictedversiors of
problemG-KNAPSACK. The approximatbns schemesre basedon algorithm G, and differ
only in the way problem SMALL is solved. From now on we considerthe items after the
roundingprocess.

9.2.3 The FPTAS

In this section,we considerthe G-KNAPSACK problemrestrictedto & differentitem sizes
in eachclass. We presenta fully polynomal time approximatio scheme. The algorithm is
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the samepresentedn the previous section. In this case,we only needto preseniane-relaxed

algorithm usedassubrouine by thealgorithmd', thatis polynamial time bothin theinputsize

andin 1/e. In fact, we shav thatan algorithmfor problemSMALL doesnot needto compute

solutionsfor everyvaluew to obtainafully polynomaltime approximaibn schemdor problem

G-KNAPsSACK. Givensucha subroutinethe approximatio resultfollows from theoren9.2.3.
Thenext resultstatethe difficulty of the casewe areconsidering

Theorem 9.2.4 Theproblemwith therestrictionthat we haveat mosta constantt of different
sizesn ead classis still N P-hard.

Proof. Thetheoremis valid sincethe knapsackproblemis a particularcasewheneachitem is
of adifferentclassandd,,,x = o0, dmin = 0 andd = 0. O

The k-PAck problem

Before presentinghe algorithmto solve problemSMALL, considerthe problem,denoted
by k-Pack, which consiss in packingn one-dimensinal itemswith at mostk differentitem
sizesinto the minimum numberof binsof sized .., eachbin filled by atleastd,;,.

The algorithmto solve problemk-PAack usesa dynamicprogrammingstratgy combined
with the generatiorof all configurationsof packingitemsinto onebin. In the figure 9.3 we
presenthe algorithmthatgenerates function B thatreturnsthe minimumnumberof binsto
packaninputlist, undertherestrictionsof theproblemk-PAcK. For our purposeswe alsoneed
thatthe function B returnsthe partitionof the input list into bins. For simpicity, we let to the
interestedreaderits conversionto an algorithmthat alsoreturnsthe partition of the input list
into bins.

In stepsl—4,the algorithmgeneratesll possiblesubsebf itemsthatcanbe pacledin one
bin. In eachiterationof the while commandstepss—11,the algorithmusesthe knowledgeof
instanceghatuses; binsto computeinstanceshatuses; + 1 bins.

Thefollowing theoremss straighforward.

Theorem 9.2.5 The algorithm P, genematesa functionthat returnsthe minimumnumberof
binsto pad any sublig of theinputlist L of problemk-PAack. Moreover, thealgorithm P, has
a polynomal time compleity.

Solving problem SMALL

Thefollowing lemma statesherelationshipof a solution for problemSMALL andthe pro-
blemk-PAcK.

Lemma9.2.6 If O = (L, P)isanoptimumsolutionofaninstarcel = (5, s,v’, K, d, dmax, dmin, W)
for theproblemSmMALL, L C SandP = (P,..., P;) thenk > B(L), whee B(L) is the mi-
nimumnumberof binsto pad L into binsof sized .y, filled by at leastd,;,.
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ALGORITHM Py (L, duin, dmax)
1. letsy,...,s,thek differentsizesoccurringin list L,

2. letd; bethenumberof itemsin L of sizes;, 1 =1,...,k,
3. letQ, bethesetof all tuples(qi, - . ., ;) suchthatd < ¢; < d;,i =1,...,k
4, anddmin S Zle q;Si S dmax-
5. leti«+1
6. while(dy,...,d) ¢ Q; do
7. Qit1 <0
8. for eachq’ € Q; andg” € Q; do
9. q — ql+qll
10. if ¢ ¢ Q;and(q1,...,qx) < (di,...,dx)thenQit1  Qir1 +4¢
11. i1+ 1
12. letB(g) «+jforallge Q;,1<j<i
13. returnB

Figura9.3: Algorithm to find the minimum numberof binsto packary subsebf L

Proof Note thatitemspacked in the optimum solution O are separatedy wall divisions of
sized andtwo subsequentvall divisionsdefininga compartmentnustbe a distancebetween
dmin @Nddna,. Itemsin compartmentganbe considerechsa packinginto bins of size d .
occupiedby at leastd,,;,. Since B(L) is the minimum numberof suchbinsto pack L, the
numberof compartmentsf L is atleastB(L). 0

Corollary 9.2.7 If O = (L, P) isanoptimumsoluionofaninstancel = (5, s, v’, K, d, dmax, dmin, W)
for problemSMALL, thens(O) > s(L) + B(L)d.

In figure 9.4, we presentan algorithmfor solving a relaxed versionof problemSmALL,
which is sufficient to our purposes.The algorithmfirst considerall possilbe configurationsof
solutionsfor problemSMALL, without consideringhe valueof eachitem. This stepis perfor
medby a subroutne to solve problemk-PAack. Insteadof finding eachpossibleattribution of
valuesfor eachconfigurationthe algorithmonly generatesalid configurationsvith maximum
value. For a givenvalue w, the algorithmonly returnsa solution if the valueis a maximum
valuefor someconfiguration. Notice that we returnthe smallestpackingthat have the given
value.

Theorem9.2.8 If I is an instancefor G-KNAPSACK with at mostk differentitem sizesand
algorithm@G. is executedwith subioutine £-S'S thenG (1) > (1 — €)OPT(I).

Proof. Consideran optimum solution O for the instancel with the roundeditems. Let Q.
be the setof itemsof classc usedin this optimal solutian. This setof itemscorrespondso a
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ALGORITHM k-SS(S, s,v", K, d, dmax, dmin, W)
Subputine: P, (Subroutingo solve problemk-Pack).
1. Iet B + Pk(S, dmina dmax)

2. letsy,..., s, thek differentsizesoccurringin list L,
3. letd; bethenumberof itemsin L of sizes;, 1 =1,...,k,
4. letQ bethesetof all tuples(qy, ..., q;) suchthat0 < ¢; < d;,i=1,...,k
5. foreachg = (¢1,...,q) € Q do
6. let P(g) the packingobtainedusingfunction B(q) placingfor eachsizes;,
7. i; itemsof S with sizes; andgreatestalues
8. letQu,+{geQ: w=uv(P(g)}
9. if Q, # 0then
10. returng € @,, suchthats(q) is minimum.
11. else
12. return()

Figura9.4: Algorithm to find the minimum numberof binsto packary subsebf L

configurationy, thatis packedoptimally by corollary9.2.7.In algorithmk-S 'S we returnitems
of maximum value correspondingo this configuration. If £-SS doesnot returnthis optimal
solutionto G, it is becausét findsanotherconfigurationwith the samevaluebut with smaller
sizein line 10 of the algorithm It follows from theorem9.2.3thatthe optimal solution found
by algorithmG, with £-SS is aFPTAS to G-KNAPSACK. O

9.2.4 The PTAS

In this section,we presentan algorithm to solve the problemSMALL with the restriction
thatd;, = 0. Thisrestrictionis basedin our weaknesgo find packingswith a minimum
filling. In section9.2.5we presentan inaproximality resultthat shav thatthe full versionof
G-KNAPSACK problemcannot beapproximatedinlessP = N P.

The algorithmof this sectionusessomenice ideasproposeddy Chekuriand Khanna[2].
Given aninstancel = (S5, s,v', K, d, dmax, dmin, w) for the problemSMALL, the algorithm
performstwo basicsteps.First, the algorithmfindsa setU C S with v'(U) > (1 — O(e))w
suchthatits packinghassizeno biggerthanan optimal packingof valuew. Thisis shavn in
the next subsection.In the secondstep,the algorithmpacksa setU’ C U suchthatv(U’) >
(1—=0(e))v'(U).
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Finding the Items

Givenaninstancel we first haveto find a subsebf theitemswith total valuevery closeto
w. Thealgorithm, denotedby F'ind, is presentedn figure 9.5. It finds a polynamial number
of sets,suchthatatleastonehasvaluecloseto w andits packingsizeis at mostthe sizeof the
packingof the optimal solution.

ALGORITHM Find(S, €, w)
Suboutine: Round (Subroutingo roundthe valuesof theitems).
1. foreache € Sdo

2. v” < (1+€)F where(1 + €)F < vl < (1 +e)**!
3. leth < [log?Z]
4. foreachi € {0,...,h}do
5. let S; bethe setof itemswith value(1 + €)? in S
6. let (¢}, ..., e}, ) theitemsin S; sortedin non-decreasingrderof size
7. letT bethesetof all possilbe tuples(ky, . . ., k)
suchthatk; € {0,...,2},0 <i < handXr  k; = 2.
8. for eachvaluew' in theintenal [(1 — €)w, w] do
9. for eachtuple (&1, ..., k) in T do
10. for eachi € {0,...,h} do
11. letU; = {ei,..., et} suchthatv({e,... el }) < k(<L) < v({el,...,ei})
12. U+« (UyU...UUp)
13. QR+ Q+U.
14. return@.

Figura9.5: Algorithm to find setswith valuevery closeto a givenvaluew

In the first step,the algorithm F'ind rounddown eachitem valueto the nearespower of
(1 4+ €). Fromnow on, considertheitemswith the new values.GivenasetO, with v'(0) = w
and smallestsize, we have with the roundingthat =%~ < v"(0) < w. With the rounding

(1+e€)
specifiedve have h = |log | differentvaluesof items. Theitemsaregroupedby theirvalues
in setsSy, ..., Sy, suchthatitemsin the samesethave the samevalue.

Insteadof looking for thesetsO; = ON S;,7 =1,..., h, thealgorithm Find, findssubsets
U; with valuesvery closeto v'(0;) whosepackingis notlargerthananoptimalpackingof O.

For eachindex i, the algorithmfinds anintegervaluek; € {0, ..., %} suchthatk;($) <
v"(0;) < (ki +1)(%*). Thealgorithmgenerateall possilte tuples(k, . .., k) andonewill
satisfythis condition. First we shawv thatsuchvaluesk; exist in sucha way thatthey arevery
closeto theoptimal.

Lemma9.2.91f O C S is a setwith +'(0O) = w and smallestsize thenthere existsa valid
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tuple (ki, . . ., k) such thatfor each i wehavek; € {0,..., 2} and 35 | £:i(2) > (1 — e)w.

Proof. LetO = O, U...U O, whereO; = S;n 0,1 < i < h. Foreachi, letk; = | (9" |
andwe have:

ew ew " €W

) - | POy (PO 0y - .

k. —

Z(h) L ew h ew h

Thus,for each: we Iooseatmost%, sothetotal lossis ew.
O

Thefirst ideais to testall possilbe valuesk;, but this doesnot leadsto a polynomal time
algorithm In this casewe have O((logn)'°¢™) possibilties to test. To limit thenumberof tests
polynomially, we usethe factthat . k; < % Note thatif this condition is not satisfiedwe
would obtainsetswith valuesbiggerthanw. The next two lemmas presentedy Chekuriand
Khanna[2], limit thenumberof differenttuplesto be considered.

Lemma9.2.10 Let f be the numberof g-tuplesof non negative integer valuessud that the
sumof thevaluesof thetupleis d. Then

d+g—1
(50
g—1
Lemma 9.2.11 Thenumberof differenttuplesof index k; thatwe haveto testis O(n«).

Proof. Letd = % andg = h. Fromlemma4.2 we know thatthe numberof possibilties to test
is
d+g—1
= (N0
g—1

fo (d+g—1)! (d+g-1)...d+1) _([d+g-1"
T (g-Dla (g—1)! ST -1

Usingthe Stirling approxinationfor thefactorialwe have (¢ — 1)! > (%). Therefore,

Thatis,

e(d+g—1) g—1
fSC—;jT—ﬁ :

Sinceh + % < o(% — 1) for someconstanty, we have the new limit:

—1 1
F< (%)g—l — (ea)?" = O(nt).
0
The enumeratiorof the tuplesis donein step7 of the algorithmandis usedin the loop of
step9. Noticethatwe have a polynamial numberof tuples. Now we shav how the algorithm

gettheitems.Given asetS; andavaluek; thealgorithm take itemsasfollows:
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1. In step6 thealgorithmsortthe setS; in non-decreasingrderof itemssize.

2. Itemsaretakenin non-decreasingrderof sizeuntil thetotal valueof theitemsbecomes
biggeror equalthank;(”) in stepl1.

Thenext lemnma statethatatleastoneof the setsobtainedhis way have valuevery closeto
theoptimalandthatits packingsizeis not biggerthanthe packingsizeof the optimal setO.

Lemma9.2.12 LetO bea solutin with valuew andsmallessizeandO,, . . ., O, thepartition
of O suhthatO;, = ON S;,i = 1,...,h. Thee are valuesk,, ..., k, andsetsUy, ..., U,
obtaired by the algorithm Find, sud thatv(U, U ... U U) > v(0)(1 — O(¢)) andthatthe
padking sizeof thesetU is notlarger thanthe pading sizeof O.

Proof. Consideranintegeri,0 < 7 < h. Fromlemma4.1 thereexistsaninteger k; suchthat
k(%) < 0"(05) < (ki+1)(%). Sincethealgorithm Find testsall possibilties of £;, onetuple
satisfythe above condition. In stepl1 thealgorithmtake itemse; € S; thatcanfall in oneof
thistwo cases:

1) Supposehatv;, < S*. Thealgorithmtake itemsuntil their total value becomegreater
or equalthank;(%*). Takingitemsthis way the loosein valueis not morethan * because
v"(05) < (ki +1)(5%). If all thesetsO; fall in this casethetotallossis at mostew.

2) Supposghatv;, > . Thealgorithmtake itemsuntil their total valuebecomegreateror
equalthank; (). Weknow thatv;. > 7, andin this casethereis nolossbecausghealgorithm
take exactly thevalueof v"(O;).

Notethatall itemsin thesetO, have thesamevalueandsov” (0;) is multiple of thevalueof
theitems. Thealgorithmnever take moreitemsthanthesetO;, i.e., |U;| < |O;|. Thealgorithm
takestheitemsin non-decreasingrderof sizeobtainng a packingwith sizenotlargerthanthe
packingof theitemsin O;. O

Remindthat O correspondso a setsuchthatv’(O) = w beforethe roundingin stepl of
thealgorithm Find andthatits packingsizeis minimum. After theroundingwe have (fUTc) <
v"(0) < w wich impliesthatv”(0) € [(1 — €)w, w] since

w . cw
(1+e¢) 1+e¢
If we testall integer possiblevaluesw’ in theintenal [(1 — €)w, w] we have at mostew
possililities. Sincethe maximumvalueof w is O(”Tz) we have atmostO (n?) possibé tests.If
wetake w' = [v"(0O)] thisvaluesatisfy:

< ew.

w —

! !

k% < 0"(0;) < (ki + 1)%, 0<i<h.

Accordingto lemma9.2.12we have a loss of at mostew’ which correspondgo a small
fractionof thevalueof O.
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ew' < e(v"(0) +1) < 2e0"(0)

ThesearcHor thevalueof w' correspondso theloopin step8 of thealgorithm.

At last, the algorithm generatea polynomal numberof sets,at leastonewith valuev =
(1 — O(e))w andthatcanbe pacledoptimally. In the next sectionwe seehow thesesetscanbe
pacled.

Packing the Items

In the previoussectionwe have obtainedat leastonesetU of itemssuchthatits total value
is very closeto the optimal O andthatits packingsizeis not larger thanthe packingsize of
O. The packingis obtainedusingknown algorithmsfor bin packing. Notice thatan optimal
bin packingusingbins of sized,,. is a limit for the optimal packingin compartmentsThis
is becauseve choosetemsof smallersizeandpossilty lessitemsthanthe optimal set. Also
noticethatpackingthe itemswith this algorithmwe canrespectonly the maximum limit of a
compartmenty ..

Fernadezela VegaandLueker[7] have shavn how to build analgorithmthatpackitems
usingat most(1 + ¢)OPT + 1 bins. FriezeandClarke [4] found a PTAS for the problemof
packinga setof itemsin m binsmaximzing the total valueof the pacleditems wherem is a
constant.

We call by Ary, the algorithmof Fernadezle la VegaandLueker, andby Ar- thealgo-
rithm of FriezeandClarke. The algorithm Pack, to packa setU, is presentedn figure 9.6. It
first useshealgorithmAry;, to packtheitemsin U. If thenumberof binsusedis smallerthan
% + 2 it justforgetthe packingandpackthe setusingthealgorithm A z¢. In the othercasewe
justtake the O PT" binswith biggestvalue. We denoteby size(/V) thenumberof binsusedin
packingN.

Lemma9.2.13If P is the solutian correspondig to the padking generted by the algorithm
Pack over the setU thenv(P) > (1 — O(e))v(U) andits sizeis smallerthan the optimal
pading.

Proof If OPT" > % thenwe loosethe value of eO PT' 4 1 bins. Of courseOPT" < OPT,
whereO PT is the minimumnumberof binsto packtheitemsin U. Eachoneof thebinshave

valueat mostsii(e[(]])v) . Thenwe looseat most
v(U) v(U) v(U)
PT'+1) < PT+1) = .
size(n) OPT +1) < Gpp(OPT+1) =eo(U) + 557

SinceOPT > OPT' > 1 anupperboundfor thelooseis 2ev(U).
Thereforep(P) > (1 — 2¢)v(U).
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ALGORITHM Pack(U)
Suboutine: Agry, andAgc (Subroutineso packtheitems.
1. letN « Apyi(U)

let OPT" 2=l
if OPT' > I then

let P bethe O PT" binswith biggestvaluesin N
else

Prc + 0

forj <« 1tol+2do

Ppc <= Ppc + Apc(U, j)

Let P bethesmallerpackingin Pr¢ suchthatv(P) > (1 — €)v(U)

return P

© N OhA WD

=
o

Figura9.6: Algorithmto packtheitems

If OPT' < I thenwe have thatsize(N) < ¢ + 2. In this caseP is obtainedrunningthe
algorithm A ¢ with j bins1 < 5 < % + 2. We take the smallerpackingof the itemssuchthat
thetotallooseis atmostev (U). O

The e-relaxedalgorithm

In this sectionwe presenthe e-relaxed algorithmfor the problemSMALL with therestric-
tion thatd,,;, = 0. Thealgorithmis presentedn figure 9.7. It is very simpleandjust usethe
algorithns presentedh sectionst.1and4.2.

ALGORITHM Small(S, s,v, K, d, dmax, 0, w)
Subputine: Find and Pack (Subroutine®f theprevioussections).
1. let@ « Find(S, e, w)
2. MIN + o©
3. foreachU € @ do
4 M <+ Pack(U)
5. if size(M) < MIN andv(M) > (1 — (5+ 2)e)w then
6 M2 +— M
7 MIN <« size(M)
8. returniM2

Figura9.7: Algorithm to solve SmallProblem

Givenavaluew, the algorithm Find generates polynomal numberof setsU asshavn
in section4.1. At leastoneof the setshave valuevery closeto the valueof the optimal setO
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andhave a packingof sizeat mostthe sizeof the optimal. For all possibilities of U we packit
with algorithm Pack. The algorithm Find generatea lossof at mostbe. Thealgorithm Pack
generatea lossof at most2e. The solutionreturnedby the algorithmis the packingof smaller
sizesuchthatthelooseis atmost(2 + 5)ew. We canconcludewith thetheorem:

Theorem 9.2.14 Algorithm G, is a PTASto G-Knapsak if d,,;, = 0, whenexecutedwith the
e-relaxedalgorithm Small of this section.

9.2.5 Inaproximality of the G-KNAPSACK problem

In thissectiorwe presentininaproximality resultfor the G-KNAPSACK problem.We prove
thatthe full versionof the problemwhere0 < d.;, < dmax CaNNOt be approximatedo ary
factorunlessP = N P. Theproofis madereducingthe partition problem,with instancel/; and
itemswith total size K, to aninstanceof the G-KNAPSACK problemwith the samesetof items
anddin = dpax = % It is not hardto seethatwith thisinstance G-KNAPSACK problemhave
only two possibé solutions,onewith size0 andotherwith size % Thelastsolution is obtained
if andonly if instancel; hasa solution.

We canalsoprove thatthe G-KNAPSACK cannotbeapproximatedvhen0 < dyin < dimax-
Thenext theoremstateghisresult.

Theorem 9.2.15 Theke is a gap-introducingreductiontransforminginstancel; of thePartition
Problem(PP)to aninstancel, of the G-KNAPSACK problemsud that:

e If instancel; is satisfidble thenOPT(I5) = d,, and

e if I; is notsatisfable OPT (1) = 0.

Proof Let I, = (5, s) betheinstanceof Partition Problemwhereeachiteme € S hassizes,.
We constructininstancel, suchthatO PT'(13) € {0, dmin}- Letly = (S, ¢, s, v, K, 0, dimax, Gmin)
betheinstanceof G-KNAPSACK problem. For eachiteme € S we have thatv, = s, - o and
sl = s - a, Wherea is aninteger constant.Of coursethe partition problemis satisfiablewith
instance(S, s) if andonly if it is satisfiablewith instance(S, s’). All itemsin S belonggto the
sameclass.Let dp;, = ZETSS anddpax = dmin + (@ — 1). Let K = dp,.x. Noticethatthereis
nowall divisions.

First notethatary sizes!, is multiple of « andtherefore ary solutian of I, is alsomultiple
of a.. Sinced,,;, is multiple of o, we have

dmin < dmax < dmin + o

andwe concludethatthereis no solution to instancel, with sizegreaterthand, ;..
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If instancel, is satisfiablethenthe optimal solution of instancel, hasvalued,,;, andthe
knapsacks filled until d,i,. If instancel, is not satisfiablethenthe only solutionwith size
multiple of « thatrespectshelimits d,,;, andd,,., hasvalue0 andit packsnoitems.

d

Corollary 9.2.16 Thereis nor-approximaton algorithmfor G-KNAPSACK problemwhen( <
min < dmax , 7 > 0, UnlessP = NP.

9.2.6 Conclusion

We preseniapproximatio algorithnms to somerestrictedversionsof G-knapsack.We also
provethatthefull versionof G-KNAPSACK problemcannotbeapproximatedTheproblemhas
a practicalmotivationin theiron andsteelindustrywherea problemof cuttingrolls appears.
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Capitulo 10

Conclusao

Nestetrabalhoapresentamoalgumastécnicasernvolvidas no deserolvimento de algorit-
mos de aproximacao. As técnicasapresentadaram exemplficadasatravés de problemas
de escalonamentoomalgoritmosvistosem algunsdosartigosestudadosiuranteo mestrado.
Apresentamoalgoritmosqueachamosiestacabematécnicaempregacdh ou possuenalguma
caracteristicgueachamoserrelevante.Esperamosestaforma,darumaboavisdodaareade
algoritnos de aproximaca@pesade usarmosapenaslgoritnos paraproblemagde escalona-
mento.Apresentamotambémum resumocomos melhoregesultadogparacadaproblemade
escalonamentdOsresultadosédobaseadososartigosestudadogpor issondoesperamogue
0 resumoestejacompletoe contenhaos resultadognaisrecentes.Além disso,apresentamos
doisartigos.O primeiro€ umacomparacagraticaentrealgunsalgoritmos de aproximag¢aoO
seggundosdaoalgoritmes de aproximacagaracasosparticularede umavariagaodo problema
damochik.

Analisandoos resultadospraticosdos algoritmosimplementados percebemogue estes
atingemvaloresbemmaisproximo do 6timo do queo limite de seusfatoresde aproximacao.
Isto mostraque apesarda areaseralavancadgpor resultadogedricos,muitos dos algoritmos
podemser utilizadosna pratica,até mesmoaquelescom fatoresde aproximacaelevados. O
algoritmo PSWapresentadao capitulo8 por exemgo, possuifator de aproximagaagual a 6,
masanalisands resultadograticosparao problemapP|r;| > C;, podemosrer queassolu-
cOesgeradaestdocomum fatorde aproximacagaraum limitante do 6timo, variandode 1.15
até1.28. Valeressaltaiqueo limitanteparao 6timo € o resultaddracionariode um programa
linear, quemesmasendaesolvidodeformainteira,aindaassimseriaum limitanteparao esca-
lonamentadtimo. Logo, nossantuicdoé queosresultadoobtidospor estesalgoritmossejam
muito préximosdo 6timo. Osalgoritmes executadoparao problemar|| > w;C; porexemplq
atingemnapraticafatoresde aproximagaauevariamentre1.0001 a1.07, quandocomparados
comum limitante inferior parao 6timo. Isto mostraquealgortimos de aproximacagodemser
utilizadosnapraticacomoheuristica®u mesmocomogeradoresle limitantessuperiorepara
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algoritmos exatosbaseadosmmétodoscomobrand-and-cut branch-andboundetc.

Finalmente apresentamoam PTAS um FPTAS paracasosparticularesde um problema
gueé umageneralizacaalo problemada mochila. Tal problema,definidono capitulo9, tem
aplicacdesem escalonamentoO© problemafoi primeiramenteestudadade forma praticapor
Ferreira,Neves,Fonsecea Castro[15] atravrésde heuristicasO problematemaplicacoegpra-
ticasnaindustriametalUgicanaéreade processamentde rolosde metais.Até ondesabemos,
tal problemanaotinha sido estudadazom o foco de algoritma de aproximagao.Mostramos
gue o problemandopodeseraproximadoa menosque P = NP, e apresentamosm PTAS
e um FPTAS paradois casosparticularesdo problema. Os algoritmosque apresentamo&m
complidadede temporelativamentealta. Portanto seriainteressantapresentanovos algo-
ritmos aproximadosgue mesmocom fatoresde aproximagaanmaiores tenhamcompleidade
detempoaceitael napratica.
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