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Resumo

Nestetrabalhoestudamos diversosproblemasdeescalonamentoconsideradosNP-difíceis.As-
sumindo a hipótesede que ������	� , sabemosquenãoexistem algoritmos eficientesparare-
solver taisproblemas.Por issohouve um grandeavançono desenvolvimentodealgoritmosde
aproximação,quesãoalgoritmos eficientes(complexidadepolinomial) e quegeramsoluções
com garantiade qualidade.Nos últimos anos,diversastécnicassurgiram parao desenvolvi-
mentodealgoritmosdeaproximaçãocomoo métodoPrimal-Duale ProgramaçãoSemidefini-
da. Nestetrabalho,apresentamosum estudodealgumasdastécnicasenvolvidasno desenvol-
vimentode algoritmos de aproximação.Tais técnicassãoexemplificadascom algoritmosde
aproximaçãoparaproblemasdeescalonamentoemmáquinas.Tambémimplementamosalguns
dosalgoritmos estudadose fazemosumacomparaçãopráticaentreeles. Além disso,propo-
mosumamudançaemum dosalgoritmose mostramosqueesteobtémmelhoresresultadosna
prática.Apresentamostambémalgoritmos deaproximaçãoparaumavariaçãodo problemada
mochila. Tal problematemaplicaçõespráticasna indústria metalúrgicae aindaemproblemas
deescalonamento.
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Abstract

In this work we studyseveralscheduling problemsthatareNP-hard.If we considerthat �
����� , weknow thattherearenoefficientalgorithms to solve theseproblems.Becausethis,there
werealot of improvementin thefield of approximationalgorithms,thatareefficientalgorithms
(polynomial complexity time) thatproducessolutionswith qualityguarantee.In thelastyears,
severalnew approacheshavebeenusedin thedevelopmentof approximationalgorithmslikethe
Primal-DualmethodandSemidefiniteProgram.In thiswork, westudyseveraltechniquesused
in thedevelopmentof approximationalgorithms usingschedulingproblems.We implemented
severalstudiedschedulingalgorithmsandcomparethemin practice.Weproposeamodification
in oneof thealgorithmsandshow thatit producessolutionswith betterquality. Wealsopresent
approximation algorithmsto a generalizedversionof the knapsackproblem. This problem
appearsin themetalindustryandhasapplicationsin schedulingproblems.
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Capítulo 1

Intr odução

Nestetrabalhoapresentamosdiversosalgoritmos deaproximaçãovoltadosparaproblemas
deescalonamentodetarefas.Muitasdasvariaçõesdeproblemasdeescalonamentosãoproble-
masdeotimizaçãoquepertencema classeST� -difícil. Problemasdeotimização,nasuaforma
geral,têmcomoobjetivo maximizarou minimizar umafunçãodefinidasobreum certodomí-
nio. A teoriaclássicadeotimizaçãotratado casoemqueo domínio é infinito. Jáno casodos
chamadosproblemasdeotimizaçãocombinatória, o domínio é tipicamentefinito; alémdisso,
emgeralé fácil listar osseuselementose tambémtestarseum dadoelementopertencea esse
domínio. Ainda assim,a idéia ingênuade testartodosos elementosdestedomínio na busca
pelomelhormostra-seinviável naprática,mesmoparainstânciasdetamanhomoderado.

Nestetrabalho,assumimosa hipótesede que � �� SU� . Destaforma, tais problemasde
escalonamentoe muitos outrosproblemasde otimizaçãoquesão ST� -difíceis, nãopossuem
algoritmos eficientespararesolve-losde forma exata. Muitos destesproblemasaparecemem
aplicaçõespráticaseháumforteapeloeconômicopararesolve-los.Problemasdeescalonamen-
to aparecemnaalocaçãodetarefasemmáquinas,alocaçãoderegistradoresemcódigosgerados
por compiladores,naalocaçãoderecursosemlinhasdeproduçãodeindústrias,dentreoutros.
Nestetrabalho,consideramosproblemasdealocaçãodetarefas,quepodemestarsujeitasa vá-
rias restrições,em máquinasde tal forma a minimizar algumafunçãode custoassociadaao
problema.Exemplo decasosenvolvidosnestetipo deproblemaé a obtençãodeescalonamen-
tosdetarefasemcomputadoresondeamédiadeatendimentodeumatarefasejaminimizada,ou
quetarefasimportantestenhammaiorprioridadeparaseremfinalizadas,oumesmoa obtenção
deumescalonamentoquegastetempototalmínimo.

Comonãoconseguimosresolver tais problemasde forma exatae eficiente,buscamosal-
ternativas quepossamserúteis. Existemváriosmétodosquesãomuito utilizadosna prática
comoo usode heurísticas,programaçãointeira, métodoshíbridos,redesneurais,algoritmos
genéticos,dentreoutros. Outra forma de resolução,é a utilizaçãode algoritmos de aproxi-
mação.Nestecaso,o algoritmo sacrificaa otimalidadeem trocada garantiade umasolução

1



1.1. ObjetivosdoTrabalho 2

aproximadacomputável eficientemente.Certamente,o interesseé,apesardesacrificaraotima-
lidade,faze-lodeformaqueaindapossamosdarboasgarantiassobreo valordasoluçãoobtida,
procurandoganharo máximo emtermosdeeficiênciacomputacional.

Em linhasgerais,algoritmosdeaproximaçãosãoaquelesquenãonecessariamenteprodu-
zemumasoluçãoótima,massoluçõesqueestãodentrodeumcertofatordasoluçãoótima.Esta
garantiadevesersatisfeitaparatodasasinstânciasdoproblema.Destaformadevemosdaruma
demonstraçãoformaldestefato.

1.1 Objetivosdo Trabalho

O objetivo principaldestetrabalhoé estudartécnicasusadasno desenvolvimento de algo-
ritmos de aproximaçãoexemplificando-ascom o usode problemasde escalonamento.Além
disso,estudamoso comportamentode algunsalgoritmos aproximadosna prática. Paratanto,
implementamosalgunsalgoritmose comparamossuasperformances,tantode tempoquanto
dequalidadedesoluçõesgeradas.Tambémbuscamoso desenvolvimentodenovosalgoritmos.
Nestecaso,apresentamosalgoritmos paraumaversãodoproblemadamochilaquetemaplica-
çõesemproblemasdeescalonamento.

1.2 Organização do Texto

A organizaçãododocumentoestábaseadaprincipalmentenostiposdetécnicasempregadas
no desenvolvimento de algoritmosde aproximação.Antesde tudo, damosumaintroduçãoa
AlgoritmosdeAproximaçãoe falamossobreo problemadeescalonamentoemmáquinas(cap.
2).

Nosdemaiscapítulos, apresentamosváriosalgoritmosdeaproximaçãoparaproblemasde
escalonamento,exemplificandoalgumasdastécnicasusadasna construçãode algoritmosde
aproximação,comométodoscombinatórios(cap. 3), programaçãolinear (cap. 4), métodos
probabilísticos(cap.5) eprogramaçãosemidefinida(cap.6).

É importantelembrarqueexisteminúmerosalgoritmosdeaproximaçãoparaproblemasde
escalonamentoe nãoé nossaintençãomostrartodosos algoritmosestudados.Algoritmos de
aproximaçãoparaproblemasde escalonamentoforam estudadosdesdea décadade 60 [18].
Assim, buscamoscolocarno texto algoritmosqueachamosexemplificar bemumadadatécnica
ouquemostramalgumfatoquejulgamos importante.

O capítulo7 é um resumocontendoos melhoresresultadosparaproblemasde escalona-
mentoemmáquinas.Esteresumocontémosmelhorese maisimportantesresultadosquepu-
demosencontrarduranteo mestrado.Não esperamosqueele estejacompletoe muito menos
quecontenhaosresultadosmaisrecentesparacadatipo deproblema.A áreadealgoritmosde
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aproximaçãoébastanteativae novosresultadosaparecemregularmente.
Os capítulos8 e 9 sãoartigosqueescrevemos. O primeiro artigo mostraumacompara-

çãopráticaentrealgunsalgoritmosdeescalonamentoeo segundosãoalgoritmosaproximados
propostos paraumaversãogeneralizadadoproblemadamochilaquetemaplicaçãoemescalo-
namentodemáquinas.

Finalmente,nocapítulo10apresentamosasconclusõesdestetrabalho.



Capítulo 2

Preliminares

Estecapítulocontém,deformaresumida,definiçõesenoçõesbásicasqueserãonecessárias
no decorrerdaleiturado trabalho.Apresentamosdefiniçõesbásicossobrealgoritmosdeapro-
ximação,dandodefiniçõesrelacionadassobreo tema.Discutimostambémbrevementetécnicas
usadasno desenvolvimento dealgoritmosaproximados.Tambémfalamossobreproblemasde
escalonamento,mostrandotermosusadosnestetrabalhobemcomodefiniçõesqueutilizamos.

4
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2.1 Algoritmos deAproximação

Nestaseçãodamosumabrevevisãosobrealgoritmosdeaproximaçãomostrandoumanota-
çãoutilizadae tambémconceitosbásicossobreo tema.

Dadoum algoritmo V , paraum problemademinimização,se W for umainstânciaparaeste
problema,vamosdenotarpor VXA?WPF o valor da soluçãodevolvida pelo algoritmo V aplicado
à instância W e vamos denotarpor Y �%Z A?WPF o correspondentevalor parauma soluçãoótima
de W . Diremosque um algoritmo tem um fator de aproximação[ , ou é [ -aproximado,seVXA\W�F$]"Y �%Z A?WPF	^_[ , paratodainstânciaW . No casodosalgoritmosprobabilísticos,considera-
mosadesigualdadè;a�VXA?WPF�bc]"Y �%Z A?WPF0^d[ , ondeaesperançà'a>VXA\WPF�b é tomadasobretodasas
escolhasaleatóriasfeitaspeloalgoritmo.É importanteressaltarquealgoritmosdeaproximação
consideradosnestetrabalhotêmcomplexidadedetempopolinomial.

Ao elaborarumalgoritmo aproximado,o primeiropassoébuscarumaprovadeseufatorde
aproximação.Outroaspectointeressanteéverificarseo fatordeaproximação[ demonstradoé
o melhorpossível. Paraisto,devemosencontrarumainstânciacujarazãoentreasoluçãoobtida
peloalgoritmoe suasoluçãoótimaé igual,ou tãopróximoquantosequeira,de [ . Nestecaso,
dizemosqueo fatordeaproximaçãodoalgoritmoéjusto,ouseja,seufatordeaproximaçãonão
podesermelhorado.

Nos últimos anossurgiram váriastécnicasde carátergeralparao desenvolvimentode al-
goritmosdeaproximação.Algumasdestassão:arredondamentodesoluçõesvia programação
linear, dualidadeemprogramaçãolinear e métodoprimal-dual, algoritmos probabilísticose
suadesaleatorização,programaçãosemidefinida,provasverificáveisprobabilisticamentee a
impossibilidadedeaproximações,dentreoutras(veja[13, 22,37, 38]).

Uma estratégiacomumparasetratarproblemasde otimizaçãocombinatóriaé formular o
problemaatravésdeumsistemadeprogramaçãolinearinteiraeresolverarelaxaçãolineardes-
te,umavezqueistopodeserfeito emtempopolinomial. O usodeprogramaçãolineartemsido
usadoparaa obtençãode algoritmos aproximadosatravésde diversasmaneiras.Uma muito
comumé o usodearredondamentosdassoluçõesfracionáriasdoprogramalinear. Outratécni-
ca,é resolvero sistemadualdoprogramalinear, emvezdoprimal,eemseguidaobtemosuma
soluçãocombasenasvariáveisduais.Outratécnicamaisrecente,é o usodo métododeapro-
ximaçãoprimal-dual, quetemsidousadoparaobterdiversos algoritmoscombinatórios usando
a teoriadedualidadeemprogramaçãolinear. Nestecaso,o métodoé emgeralcombinatório,
nãorequerendoa resoluçãodeprogramaslinearese consistedeumageneralizaçãodo método
primal-dualtradicional.

Jánocasodealgoritmos probabilísticos,o algoritmocontémpassosquedependemdeuma
seqüênciade bits aleatórios.Nestecaso,a análiseda soluçãogeradapelo algoritmoé calcu-
ladacom baseno valor esperadoda solução. É interessanteobservar queapesardo modelo
parecerrestrito,a maioriadosalgoritmos probabilísticospodeserdesaleatorizada,atravésdo
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métododasesperançascondicionais,tornando-sealgoritmosdeterminísticos(veja[13]). A ver-
sãoprobabilística é, emgeral,maissimplesdeseimplementare maisfácil deseanalisarque
a correspondenteversãodeterminística. Além disso, muitosdosalgoritmos de aproximação
combinamo usodetécnicasdeprogramaçãolinearcomtécnicasusadasemalgoritmosproba-
bilísticos,considerandoo valordasvariáveisobtidaspelarelaxaçãolinearcomoprobabilidades.
O usodestastécnicastantoisoladamente comoemconjuntotemsidousadonosúltimosanos
comsucessoemdiversos problemas.

No casodatécnicadeprogramaçãosemidefinidatemosum sistemaquadrático,quesees-
crito emcertascondiçõespodeserresolvidoemtempopolinomial. A vantagemdestemétodoé
quemuitosproblemaspodemserrepresentadosatravésdemodelosdeprogramaçãosemidefini-
daquemuitasvezesnoslevaa melhoreslimitantes.Goemanse Willi ansom[17] apresentaram
umaformabastanteinovadoradesearredondarassoluçõesdo sistemaquadrático,atravésdo
arredondamentoprobabilístico,considerandocadaumadasvariáveisdosistemacomoumvetor
naesferaunitária.No capítulo7 apresentamosalgoritmosparaproblemasdeescalonamentode
tarefasdesenvolvido porSkutellaqueusamformulaçõesbaseadasemmatrizessemidefinidas.

Do pontode vista teórico,os algoritmos de aproximaçãomaisdesejadossãoaquelesque
obtêmvaloresmais próximosdo ótimo. Os algoritmos que encontramsoluçõescom valor
tãopróximoquantosequeiradeumasoluçãoótima, possuemumadenominaçãoprópia. Tais
algoritmostêmfatoresdeaproximaçãoA��eC
DfF , nocasodeproblemasdeminimização,e A��hg;DfF ,
nocasodeproblemasdemaximização,ondeD éumaconstantepositivaquepodesertomadatão
pequenaquantosequeira.ChamamosdePTAS (PolynomialTime ApproximationScheme)os
algoritmosquetêmtaisfatoresdeaproximaçãoetêmtempodeexecuçãopolinomial naentrada.
ChamamosdeFPTAS (Fully PolynomialTimeApproximationScheme)osalgoritmosquetêm
tais fatoresde aproximaçãoe têm tempode execuçãopolinomial na entradae em ij . Logo,
dentreosdoistipos,osalgoritmosmaisdesejadossãoosFPTAS.

Outro tópico importanteemalgoritmosdeaproximaçãoé inaproximalidadedeproblemas.
Dadoum certoproblemak , dizemosqueesteproblemapossuifator de inaproximalidade [ ,
senãopuderexistir um algoritmo [ -aproximadopara k . Umadasmaneirasparasedemons-
trar tais resultados,é mostrarque se existir um algoritmo [ -aproximadoparaum problemak , entãopodemosresolver de maneiraótimaem tempopolinomial um problemak'l quesejaST� -difícil. Resultadosimportantesnestaáreaforamfeitoscoma utilizaçãodeprovasverifi-
cáveisprobabilisticamente,devido a Arora et al. [5, 6]. Paramaisdetalhessobreresultadosde
inaproximalidadeveja[4, 37].
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2.2 ProblemasdeEscalonamento

Nestaseçãodefinimosalgunsconceitosrelacionadosaproblemasdeescalonamentoeapre-
sentamosalgumasdefiniçõesenotaçõesqueserãoutilizadasnorestantedestetrabalho.

Problemasde escalonamentotêm sido umadasprincipaisáreasde pesquisano desenvol-
vimentode algoritmosde aproximação.Vale dizer queé atribuído a um problemade esca-
lonamentode tarefasem computadoresparaleloso primeiro algoritmo de aproximação(veja
Graham[18]).

Nestetrabalho,usamosaseguintenotação.Temosumconjuntodetarefas m � NO�"5onInonM5p<�Q e
um conjuntodemáquinasq � NO�"5Inononr5G1sQ . As tarefasa seremescalonadassãodenotadasport
, e < denotao númerodetarefas.As máquinas(processadores)sãodenotadaspor , , �)^u,L^u1

onde1 éo númerodemáquinas.
Osatributosqueumatarefa

t'v m podeter emumescalonamentosão:� tempodeprocessamento, denotadopor 7eH> , quedependedamáquina, ondeatarefa
t

será
processada.No casoespecialondetemosapenasumamáquina,outodasasmáquinassão
idênticas,denotamosa requisiçãode processamentoapenaspor 74 . A tarefa

t
deve ser

processadapor um respectivo períododetempoemumadas 1 máquinas.Podeocorrer
que74H> �xw , indicandoquea tarefa

t
nãopoderáserexecutadanamáquina, ;� tempodetérmino, denotadopor �0 , queindicao tempoemquea tarefa

t
écompletada;� pesoda tarefa, denotadopor J0 , queindicaa prioridadequea tarefa temparasertermi-

nada;� tempodeliberação, denotadopor �M , antesdoquala tarefa nãopodeserprocessada.

Nestadissertaçãoassumimos,a nãoserquesejadito o contrário,quetodososvaloresdes-
critossãointeirosnãonegativos.

Outracondiçãocomumemescalonamentosé a precedênciaentretarefas. Denotamosportzy|{
sea tarefa

t
devesercompletadaantesdatarefa

{
começar.

Dadoumconjuntodetarefas m � NO�"5onInonI5G<}Q eumconjuntodemáquinasq � NO�"5InononI5p1sQ ,
definimosum escalonamentonão-preemptivocomoumaatribuiçãodecadatarefa

t~v m para
umparmáquina-tempoA\,p5p:$F , indicandoqueatarefa

t
éexecutadanamáquina, einicia suaexe-

cuçãono tempo: . Dadoumatarefa
t

esuaatribuição A?,p5$:$F , umescalonamentonão-preemptivo
deve satisfazera restriçãodequenenhumaoutratarefa

{
podeseratribuídaparaum par A?,p5$:�l�F

com : l v a :!5p:�C�74H� MF . Definimosum escalonamentopreemptivocomoumaatribuiçãodecada
tarefa

t
a um conjuntode triplas � � NPA?, i 5$: i 5!+ i F!5onononr5�A\,.��5p:��"5!+���FfQ . Umatripla A\,p5p:!5!+�F repre-

sentaamáquinaque
t

executa,o seutempodeinício efim respectivamente. Dadoumatarefa
t

eseuconjuntodeatribuições� , o escalonamentopreemptivo devesatisfazera restriçãodeque
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nenhumatarefa
{

podeseratribuídaparaumatripla A?,8l�5p:�lc5f+el�F tal queexistapar A?,.lc5p:!5f+�F v �
com a�:�l�5!+el�Fh��a :!5!+�F���x� eainda �� � � i

+ � g3: �7�H��> � �"n
Destaforma, um escalonamentopodeser preemptivo ou não. De maneirasimplificada,es-
calonamentospreemptivos sãoaquelesque uma tarefa podeser repetidamenteinterrompida
e continuadadepois,na mesmaou em outramáquina. Escalonamentosnão-preemptivos são
aquelesqueumatarefadeveserprocessadademaneiraininterrupta.

Definimoso tempodetérminodeum escalonamento,o tempodetérminodaúltima tarefa
a sercompletada. Denotamoso tempode términodo escalonamentopor �	����� . Destaforma
temosque ������� ������� N��% �5 t'v m�Q .

Comonemtodasascondiçõesacimaprecisamestarpresentesemum problemadeescalo-
namento,Graham,Lawler, Lenstrae Rinnooy Kan [19] (veja também[27]) apresentaramum
esquemadeclassificaçãoparaestesproblemasdenotadopelatripla [�� ��� � . A seguir apresenta-
mososvaloresde [ , � e � paraosproblemasdenossointeresse:� O termo [ é a característicada máquina quepodeser1, P ou R. Quandotemosapenas

umamáquinausamos[ � � . Quandotemosváriasmáquinasparalelasidênticasusamos[ � � . O casogeralondeasmáquinasnãotêmnenhumarelaçãoentresi,édenotadocom[ � & . Juntocomasletras � e & pode-secolocaro númerodemáquinasno ambiente
deescalonamento.Assim, �)B indicaquetemosduasmáquinasidênticasemparalelo.� O termo � podeservazioouconterascaracterísticasdastarefas: �! (ou �IH> ), precepmtn.
A inclusãodo tipo �M indica queastarefas têm tempode liberação,prec indica queas
tarefas podemter precedênciaentreelase pmtn indica que o escalonamentopodeser
preemptivo.� O termo � refere-seà funçãoobjetivo. Casotenhamos� � # JL r�% estamosminimizan-
do o tempodefinalizaçãoponderadodastarefas. Quandotemos� � �����8� o objetivo é
minimizar o tempomáximoparacompletartodasastarefas(makespan). Notequeeste
último podeserreduzidoparao casoondetemosprecedênciae pesos.Paraisso,basta
colocartodosospesosiguaisa0 e inserirumanovatarefacompesounitárioequesucede
todasasdemaistarefas.

Umadistinçãofeitaemrelaçãoaumalgoritmoparaescalonamentoéseeleéon-lineouoff-
line. Umalgoritmooff-line temcomoentradatodososdados(7* , �f , etc...)relativosaoconjunto
de tarefas. Nestecasoo algoritmotempreviamenteestesdadose constróio escalonamentoa
partir deles.Jáum algoritmo on-lineconstróium escalonamentoa medidaqueo tempopassa
e quenovastarefassãoliberadas.Seumatarefa

t
é liberadano tempo : , entãoo algoritmosó
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tomaconhecimentodosdadosrelativosa
t

notempo: . No tempo: o algoritmosópossui dados
dastarefas

{
paraasquais�o��^�: .

Um tipo de escalonamentoquevem sendoestudadorecentementeé o casoem queasta-
refaspodemexecutaremváriosprocessadoresao mesmotempo. Estetipo de escalonamento
é chamadoescalonamentoemmultiprocessadores. Cadatarefa

t
estáassociadaa umafunção7O �A. =F onde ¢¡�q , detal formaqueo tempodeprocessamentode
t

estáemfunçãodosubcon-
junto de processadoresondeela seráexecutada.Esteproblemaé chamadode escalonamento
maleávele o termo � no esquemadeclassificaçãoconteráo indicador £6¤I: . Um escalonamento
é nãomaleávelseo conjuntodemáquinasnasquaisa tarefa irá executarestáfixo. Destafor-
ma,a tarefa temtempodeprocessamento7P e subconjuntodeprocessadores¥! fixo ondeserá
executada.Paraesteproblemao termo � conteráo indicador+*,.-P .

Naspróximasseções,quandoestivermosdescrevendoosalgoritmos, consideramosquees-
tes recebemcomoparâmetroso conjunto m de tarefas e o conjunto q de máquinas.Dado
umatarefa

t
, sempreconsideramosqueos atributosrelacionadosa estatarefa, como �I , 7O ,�% , sãoinerentesa tarefa

t
. Seum algoritmorecebecomoparâmetroumatarefa

t
, estamos

consequentemente recebendoosdadosrelativosaestatarefa.
Dadoum conjuntodemáquinas q � NO�"5Inononr5G1sQ , o escalonamentonãopreemptivo retor-

nadopor um algoritmoseráumasequênciade listas q i 5onononM5!q¦� . Cadalista q¦H contémuma
sequênciadetarefas q¦H � A t H�§!5ononInI5 t H � F indicandoqueo escalonamentodeveexecutarastarefast H § 5onononM5 t H � nestaordemna máquina, , semprerespeitandoos temposde liberaçãodastarefas.
Além disso,consideramosqueaslistasestãovaziasno início do algoritmo. Destaformanão
colocamosospassosparainiciar valoresdestaslistas.

Dadoumescalonamentogeradoporalgumalgoritmo,assumimosnaspróximasseções,que
o valor desteescalonamentorepresentao valor da funçãoobjetivo queestamosinteressados
em minimizar. Destaforma, nosreferimossempreao valor do escalonamentosemexplicitar
qual é o objetivo de minimizaçãodo escalonamento.Além disso, denotamoso valor de um
escalonamentoótimo por ¨©��ª .



Capítulo 3

Algoritmos Combinatórios

A utilizaçãode algoritmospuramentecombinatóriosé a primeiraquenosvem em mente
quandotentamosresolver um problema. Não existemregrasbásicasparao desenvolvimen-
to de algoritmos de aproximaçãoatravésde algoritmoscombinatórios, a nãosera utilização
dastécnicasbásicasjá conhecidascomodivisãoe conquista,algoritmosgulosos,programação
dinâmica,etc.É claroquenãoestamosrestritosaestastécnicasquandotentamosresolverqual-
querproblemae algoritmosde aproximaçãotambémnãodevemficar restritos. O importante
emalgoritmos deaproximaçãoé a buscadelimitantesparaa soluçãoótima. Sempredevemos
ter emmentequeé necessárioumamaneiradesecompararo valor dassoluçõesgeradaspelo
nossoalgoritmocomo valor deumasoluçãoótima,por issoa importânciadelimitantesbons.
Limitantesbonssãoaquelesquetêmvalorespróximosdoótimo. Seestamosquerendominimi-
zaro tempodetérminodeumescalonamentoporexemplo,umlimitanteparao ótimoéo maior
tempodeprocessamentodeumatarefa. Notequefatoresdeaproximaçãobaseadosunicamente
nestelimitantepodemnãoserbons.Considereporexemplo, o escalonamentode < tarefascom
mesmotempodeprocessamentoemumaúnicamáquina.Claramentequalquerescalonamento
geradodevegastarpelomenos< vezeso tempodatarefa maislonga.Osalgoritmospropostos
devem, dealgumaforma,gerarsoluçõesquefazemusodeestruturasdo problemaquepossam
sercomparadascomo ótimo. Porestruturasdo problemaqueremosdizerdadosdasinstâncias
doproblemaquepossamserobtidasfacilmentee quesãocomparáveisaoótimo. Um exemplo
é o maior tempodeprocessamentodeumatarefa comovimosa pouco. Nasseçõesseguintes
daremosexemplos de algoritmoscombinatórios e comoo fator de aproximaçãoé calculado
atravésdelimitantes.

10
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3.1 Algoritmo deGraham para «
¬f¬\­ 1
®"-
O algoritmodadonestaseçãofoi propostopor Graham[18] em1966e possuicaráterhis-

tórico, pois foi o primeiro algoritmo conhecidoa ter umaprova de fator de aproximação.O
algoritmo tratadocaso������������� , ondetemosum conjuntodemáquinasidênticasenossoobje-
tivo éminimizaro tempodetérminodoescalonamento.

O algoritmodeGrahamtemcomoentradao conjuntodetarefas m eo conjuntodemáquinasq . Cadatarefa
t

possuitempode processamento7P ;¯±° quepertenceaosracionais.Temos
queencontrarumapartição N²q i 5onononM5!q¦��Q dastarefas NO�@5onononr5G<�Q queminimize ����� H�A�:MA8q¦H�FpF
onde:MA8q¦H?F � #  !³o´¶µ 7O , ouseja,minimize o tempodetérminodoescalonamento.

3.1.1 O Algoritmo

O algoritmo propostopor Grahambaseia-seemumaidéiamuito simples:aloqueastarefas
umaa uma,destinandocadatarefa à máquinamenosocupada.Casotenhamosmaisde uma
máquinaparaalocaçãode umatarefa, o algoritmo atribui a tarefa de forma arbitráriaà uma
dasmáquinas.Poressecritério, a escolhada máquina queirá receberdeterminadatarefa não
dependedostemposdastarefasqueaindanãoforamatribuídasanenhumamáquina.Na figura
3.1apresentamoso algoritmoquedenotamosporGH.

ALGORITMO GH( mP5!q )

1. para, de1 a 1 faça

2. q¦Hh· �
3. para

t
de1 a < faça

4. seja
{

umamáquinatal que :MA8q3�6F émínimo

5. q¸��· q¸�/��� t
6. devolva q i 5ononInI5!q¦�

Figura3.1: Algoritmo deGraham.

Comoexemplo, considereaentrada( NO�"5o�"5I�"5o�"5o�@5o�"5o�"5I�"5o�"5o�@5o�6°PQ ,2). Nafigura3.2apresen-
tamoso escalonamentoqueo algoritmogera.

1

1

1 1

1

1

1

1

1

10

1

M1

M2

Figura3.2: Escalonamentogerado.

O escalonamentogeradopelo algoritmoGH tem tempode términoigual a 15 enquantoo
escalonamentoótimo temtempodetérminoiguala 10epodeservistonafigura3.3.
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1 1 1 1 1M1

M2

1 1 1 1 1

10

Figura3.3: Escalonamentoótimo.

Para estainstância,o algoritmo GH tem umaaproximaçãode i?¹i?º � �"5¼» . Grahamfoi o
precursorda áreade algoritmosde aproximação,pois propôsestealgoritmojuntamentecom
umaprovadeseufatordeaproximação.

3.1.2 RazãodeAproximação

Nestaseçãomostramoso fator de aproximaçãodo algoritmoGH. Vamosmostrarcomo
obtero limite de aproximaçãoatravésdaanalisede limitantesinferiores. O próximo teorema
mostrao resultado.

Teorema3.1.1 O algoritmoGH éuma A.B½g¾i� F -aproximaçãopara o problema ����� �¿����� .
Prova. Podemosperceberqueao final da execuçãodo algoritmo,ele produziráumapartiçãoN²q i 5onononM5!q¦�¿Q de NO�"5InononI5p<�Q , ouseja,umescalonamentoviável. Istoocorrejáquetodastarefas
serãoescalonados.

Vamosacharagoralimitantesinferioresparao ótimo. Sabemosque� ¨)��ª©A\1À5G<�5p:$F=Á374����� �x�'���  P7O eque� ¨)��ª©A\1À5G<�5p:$F=Á i� #xÂ � i 7O .
A primeiradesigualdadevemdo fatodequetemosqueexecutara maiortarefa. A segunda

desigualdadevem do fato de quesepudéssemosdividir e atribuir o processamentototal em
partesiguaisparacadaumadasmáquinas,estenosdariao menor�¿����� possível.

Seja ¥ o valor do escalonamentogeradopeloalgoritmo GH aofinal deumaiteraçãoqual-
quer. Seja J a tarefa quefoi atribuídaà máquina

{
nestaiteração.É claroque :MA8q¸�6F émínimo

antesdaatribuiçãodatarefa J .
Vamosmostrarque ¥'g¦79�����;^Ã:MA.q¸�6F antesdaatribuiçãode J . Seja + a máquinatal que:MA.q�Ä�F � ¥ . Se + � { entãovaleque¥�g07������Å^u:MA.q¸�6F antesdaatribuiçãode J . Casocontrário,

sejaÆ aúltimatarefaprocessadanamáquina+ . Tambéméválidoque ¥�g�7*�����Å^�:MA8q¸Ä²FOg27�Ç�^:MA.q¸�6F antesdaatribuiçãode J . Portanto,nenhumamáquinapodeestardesocupadano tempo¥Ègs74����� . Logovaleadesigualdade

Â�  � i 7O 	Áu1¦A�¥zgs74�����²FhC~7�������n
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Consequentementetemos

¨©��ª|Á �1 Â�  � i 7O 	Á�¥zgdA
1Ég��1 F�74�����On (3.1)

Trocando¥ nadesigualdade(3.1)obtemos

¥U^d¨)��ª�C|A 1Ég��1 F\74�����On
Como79�����©^d¨)��ª a seguintedesigualdadeévalida

¥T^_A��¶C 1Êgu�1 F$¨©��ª � A8B½g �1 F$¨)��ª�n
A desigualdadeacimaé válidaparao escalonamentogeradono fim decadaiteração,por-

tantotambéméválidaparao último escalonamentogerado.
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3.2 Um PTAS para o problema «
¬f¬\­ 1
®"-
O algoritmodestaseção,propostopor Hochbaume Shmoys [23], mostrao forte relaciona-

mentoentreproblemasdeempacotamentoeescalonamento.O problema����� �	����� é fortemente
relacionadocomo problemadeempacotamentounidimensionalquepodeserdefinidocomo:� Dadosrecipientesde tamanho: e < itens N�® i 5onInonM5G® Â Q , cadaitem ®�H com tamanho7Ë��µ ,

devemosempacotarestes< itensnomenornúmeroderecipientespossível. O empacota-
mentodevesatisfazera restrição:

1. Dado um recipiente & e um conjunto N6- i 5InononI5$-Ë�²Q de itens empacotadosem & ,
deve-serespeitar# �H � i 74�!µ�^Ì��&'� , onde � &'� éo tamanhodorecipiente& .

Considereuma instânciado problema ������������� ondetemos < tarefas com requerimento
deprocessamentoNf7 i 5onononM587 Â Q quedevemserexecutadasem 1 máquinas.Notequeexisteum
escalonamentocomtempodetérmino�¿����� � : se,esomentese,podemosempacotar< itensde
tamanhoNf7 i 5onononM587 Â Q em 1 recipientesdecapacidade: . DadoumainstânciaW � Nf7 i 5onInonI587 Â Q ,
sejaÍf,.<h£OA?WË5p:$F o menornúmeroderecipientesdecapacidade: necessáriosparaempacotarW . O
menortempodetérmino ������� parao problema�
����������� serádadopor: �zÎ�Ï N6:2Ð�Íf,.<h£OA?WË5p:$F)^1sQ .

SejaRLÑ � maxN	i� #xÂH � i 74H85874������Q . Comovimosnaseçãoanterior, RLÑ éumlimitanteinfe-
rior e B@RLÑ é um limitantesuperiorparao ótimo do problema�
�����	����� . Podemosdeterminaro
menor�0����� comumabuscabinárianesteintervalocomarestriçãodeque Íf,8<�£/A\WË5f�¿�����²F�^u1 .
Naseçãoseguinteapresentamosumalgoritmopolinomial paraumcasoparticulardoproblema
deempacotamentounidimensional.

3.2.1 Algoritmo para EmpacotamentoemRecipientes

Nestaseçãoapresentamosum algoritmopolinomial ótimo pararesolver instânciasdo pro-
blemadeempacotamentoemrecipientesdetamanho: , quandoo númerodetamanhosdiferen-
tesdositensé limitadopor umaconstante

{
. Umainstânciadesteproblema,podeserdefinida

por uma
{
-tupla A\, i 5onononr5G,8�oF especificandoquantosobjetosde cadatamanhoexistem. Assim,

vamossuporqueo algoritmorecebeum conjuntode itens W e geraa partir desteconjunto,a
tupla representante.Seja Ñ©W/Ss �A�: i 5InononI5$:��oF o menornúmerode recipientesnecessáriospara
empacotarositensrepresentadospelatupla A\: i 5onInonI5p:��IF . O algoritmo,denotadoporPackHS, re-
cebecomoparâmetroositenseumvalorespecificandoo tamanhodosrecipientes.O algoritmo
podeservistonafigura3.4.

Dadoa tupla A\< i 5onInonI5G<*�oF , o algoritmoprimeiramentecalculao conjunto k dadopor todas{
-tuplas A?Ò i 5onononr5GÒI�oF tal que Ñ©W/Ss �A\Ò i 5InononI5pÒI�6F � � e °�^�ÒrH�^É<eHÓ5o�À^Ê,Å^ {

. Claramente
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ALGORITMO PackHS(W ,: )
1. particioneW � W i�Ô nonon Ô WI� tal queitensde WIH sãotodosdomesmotamanho,�2^u,L^ {
2. geretupla A?< i 5onInonI5G<*�oF tal que <�H � � WMH$� , ��^u,L^ {
3. geretupla A8£ i 5onononM5!£o�oF tal que £oH � 74� , - v WMH , �2^u,=^ {
4. kÕ· �
5. paracadatupla A?Ò i 5onononM5GÒI�oF tal que °Ö^dÒMH�^u<eHÓ5o��^d,L^ { , faça

6. se # �H � i £IHe×6ÒMH}^Ø� então

7. kÕ· k Ô NPA?Ò i 5Inononr5GÒI�oF!Q
8. Ñ©W/Ss �ApA\Ò i 5ononInI5GÒM�oF$F=· �
9. paracadatupla A?, i 5onononr5G,8�oF ; °È^u,.H}^u<*H�5o��^u,L^ { faça

10. Ñ©W/Ss �A?, i 5onononM5G,8�oF%· ��C ��Î�Ï N�Ñ)WPSU �A?, i g�Ò i 5InononI5p,8�hg�ÒI�6F0Ð Ù A?Ò i 5onononM5GÒI�oF v kÈQ
11. retorneÑ©W/Ss 

Figura3.4: Algoritmo paraempacotaritensnomenornúmeroderecipientes.

o conjunto k possuimenosque < � elementos.Em seguidao algoritmocalculaentradasde
umatabela

{
-dimensional. Cadaentradadatabelaé definidapor Ñ©W/Ss �A\, i 5onInonM5p,8�6F paratodoA\, i 5onInonI5G,.�6F v N�°�5Inononr5G< i Q=ÚÖN�°�5onInonM5p<�ÛIQ=ÚÈnononrÚÖN�°�5onononr5G<*�²Q . CadaentradaA?, i 5onononM5G,8�IF databela

representao menornúmerode recipientesnecessáriosparaempacotarestesitens. A tabelaé
iniciadacom Ñ©W/Ss �A?Ò@F � � paracada Ò v k . As demaisentradasda tabelasãocalculadas
usando-seaseguinterecorrência:

Ñ©W/SU ¿A\, i 5onInonI5G,.�6F � �¶C ��Î�Ï N�Ñ©W/Ss �A\, i g�Ò i 5onInonI5G,.��g�ÒI�oF0Ð Ù A?Ò i 5onononM5GÒI�oF v kÈQ
O algoritmopodeserimplementadode formaa calcularcadaentradada tabelacomcom-

plexidadedetempö'A?< � F ea tabelainteiracomcomplexidadedetempö'A?< Û�� F . Vamossupor
nasseçõesseguintes,quejuntocoma função Ñ©W/Ss  , o algoritmodevolveum empacotamento
dositens.

3.2.2 O Algoritmo para o Problema ÜÞÝ8Ý�ßÈà½áMâ
Nestaseçãoapresentamoso algoritmoque gerao escalonamentoutilizandoo algoritmo

PackHS da seçãoanterior. Para tanto, temosque limitar o númerode diferentestemposde
processamentosarredondando-os.

Seja D umnúmeropositivo e : v a>RLÑ'5!B@RLÑ)b . Nafigura3.5apresentamosumalgoritmo, de-
notadoporRound, quearredontaostemposdeprocessamentodastarefasaseremescalonadas,
detal formaa ter umnúmeroconstantedetemposdeprocessamentodiferentes.

O algoritmo devolve doisconjuntos, &Å� e &�B . O conjunto &�B temastarefasconsideradas
pequenas.Dizemosqueumatarefa é pequenaseseutamanhoé menordo que D$: . O conjunto



3.2. Um PTAS parao problema����� ������� 16

ALGORITMO Round(m , D ,: )
1. paracada

tzv m faça

2. &Å��· �
3. &�B�· �
4. se7O 	ÁdD$: então

5. seja, o inteiro tal que :�DoA��0CEDfF H ^37� 	ãÞ:�D6A��0C¢DfF H�ä i
6.

t l � t
7. 7O �åe·¾:�D6A���C¢DfF H
8. &Å�½· &Å� Ô N t l�Q
9. senão

10. &�B)· &�B Ô N t Q
11. retorne&Å� e &�B

Figura3.5: Algoritmo paraarredondartamanhodositens.

&Å� contémas tarefas consideradasgrandes.Estastarefas têm seutempode processamento
arredondadoda seguinte forma: cada7/ no intervalo a�:�DoA���CØDfF H 5p:�D6A���CÃDfF H�ä i F é trocadopor74l � :�D6A��¿CuDfF H para ,½Áæ° . Os 74l criadospodemassumir no máximo

{ �¾ç�è�é@ê i ä j ijrë valores
distintos. Comisso,podemosdeterminarum empacotamentoótimo paraestesitensusandoo
algoritmo PackHS. Comoo arredondamentoreduzo tamanhodecadaitem por um fatordeno
máximo �¶CÞD , seconsiderarmoso seustamanhosoriginais, o empacotamentoseráválidopara
recipientesdetamanho:MA��0C¢DfF . Consideramosastarefascomoobjetosaseremempacotados.

Na figura3.6apresentamosum algoritmo,denotadopor PackHS2, queempacotaastarefas
doconjunto m emrecipientesdetamanho:MA��¶CEDGF .

Todosos itens sãoempacotadosem recipientesde tamanho:MA��)CæDfF . Os itens grandes
do conjunto &Å� sãoempacotadosde forma ótima pelo algoritmoPackHS. O algoritmoentão
empacotaosobjetospequenosdemaneiragulosanosespaçosquepossivelmentesobraram.Só
éutilizadoumnovo recipientesetodososdemaisestiveremcheiosporpelomenos: .

Vamosdenotarpor [�A�m�5p:!5GDfF o númerode recipientesusadospelo algoritmo PackHS2pa-
ra empacotartodosos itens. O lemaabaixomostraqueo númerode recipientesusadospelo
algoritmo PackHS2, paraempacotartodasastarefas,nãoé maior do queo númerode recipi-
entesusadospor umasoluçãoótima. Vale lembrarqueno algoritmo é utilizadorecipientesde
tamanho:MA���CXDfF enquantoasoluçãoótimaqueempacotaestesitensusarecipientesdetamanho: .
Lema 3.2.1 O número de recipientesusadospelo algoritmo PackHS2para empacotaruma
instância A�m�5p:!5GDfF é nomáximoo número derecipientesusadosemumasoluçãoótima,ouseja,[0A�mP5p:!5fDfF0^dÍf,8<�£OA�mP5p:$F .
Prova.
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ALGORITMO PackHS2(m , D ,: )
1. Round(m , D ,: )
2. PackHS(&Å� ,: )
3. seja q � NO�"5Inononr5fìÓQ , o conjuntoderecipientescomempacotamentode &Å�
4. paracada

tzv &�B faça

5. para ,�· � até ì faça

6. se
t

podeserempacotadoem , então

7. q¦H�· q¦Hp��� t
8. break

9. se
t

nãofoi empacotadoentão

10. ìh· ì4C��
11. crienovo recipienteì
12. q � · q � ��� t
13. retorneq i 5onInonI5!q

�
Figura3.6: Algoritmo paraempacotartodosositens(tarefas).

Os itensgrandessãoempacotadosde maneiraótima pelo algoritmoPackHS. Setodosos
itenspequenospuderemserempacotadossemutilizar nenhumnovo recipiente,entãoo lema
vale já queos itensgrandesforam empacotadosde maneiraótima. Seo algoritmo PackHS2
precisarcriarnovosrecipientes,éporquetodososdemaisestãoocupadoscompelomenos: de
tamanho,já queos recipientestem tamanho:MA��	C�DfF e todosos itenspequenostem tamanho
menorque :�D . Logo, todosos recipientesestãoocupadoscom pelo menos: com exceçãodo
último recipientecriado.Como Íf,8<h£OA�m�5p:$F considerarecipientesdetamanho: , esteteráqueusar
pelomenosamesmaquantidadederecipientes.

Comoo valor de um escalonamentoótimo parao problema�
����������� é dadopor ¨©��ª ��zÎ�Ï N6:�ÐOÍf,8<�£OA�mP5p:$F�^u1sQ , temos,aplicandoo lema3.2.1,que �zÎ�Ï N6:�ÐO[�A�m�5$:!5fDfF�^u1sQÅ^d¨)��ª .
Temosqueacharentãoo menorvalor de : tal que [0A�mP5p:!5fDfFÅ^í1 . O algoritmoda figura 3.7,
denotadoporHS, gerao escalonamentoparao problema����� ������� .

O algoritmo fazumabuscabináriacom : no intervalo aîRLÑ'5fB@RLÑ)b atéquea buscadiminua
paraum intervalo de tamanhoDGRLÑ . Para cadavalor : , é geradoum empacotamentocom o
algoritmo PackHS2. A respostado algoritmoHS é o empacotamentocom o menor : tal que[0A�mP5p:!5fDfF0^u1 . O tamanhodesteempacotamentoédadopor :$��H Â .

Na buscabinária,o algoritmo considerao intervalo aîRLÑ'5fB@RLÑ)b dividido emintervalosdis-
cretosde tamanhoDGRLÑ . Existem ij intervalosde tamanhoDGRLÑ entre RLÑ e B@RLÑ . Logo, o
algoritmo faz umabuscabináriaem ij intervalose isto é feito com ç�è�é"ê Û ij!ë iterações.Seja ª
o pontomaisa direitado intervalo emqueo algoritmoterminaa busca,ou seja, ª � qxï�ð
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ALGORITMO HS(m , q , D )
1. q�WPSñ· R=Ñ
2. q�ï�ðK· B@RLÑ
3. enquantoq�ï�ðñg¢qxW/S
¯�DGRLÑ faça

4. :L· ´½ò/ó¶ôP´½õ�öÛ CEqxW/S
5. PackHS2A�mP5fDI5p:$F
6. se [�A�m�5$:!5fDfF�^u1 então

7. qxï�ðK· :
8. :���H Â ·�:
9. senão

10. qxW/S÷·¾:
11. retorne:��}H Â eempacotamentoq i 5onononM5!q¦� geradoporPackHS2

Figura3.7: Algoritmo quegerao escalonamentodastarefas.

quandoo algoritmo termina. O lemaabaixomostraum limite parao valor de :M�}H Â obtidona
buscabinária.

Lema 3.2.2 Seja ª o pontomaisa direita no intervalo emqueo algoritmo encerra a busca
binária. Valeque ªØ^_A��0C¢DfF$¨)��ª .

Prova.
O algoritmo fazumabuscabináriaatéqueo intervalo debuscadiminuaparaum tamanho

de DGRLÑ , ousejaatétermosqxï¿ðñg�qxW/SøãÞDGRLÑ . Sabemosque �zÎ�Ï N6:�ÐO[0A�mP5p:!5fDfF0^d1sQ está
no intervalo aîqxW/ST5fqxï�ðsb econsequentementeno intervalo a ª�gùDGRLÑ'5pª�b . Logo temosªØ^ �zÎ�Ï N6:�ÐO[0A�mP5p:!5fDfF0^u1sQ�CEDGRLÑ .

Como R=Ñ éumlimitante inferior doótimo, temosque ªÃ^_A��¶C¢DfF$¨)��ª .

Com o limitanteobtido no lema3.2.2,podemosmostrarqueo algoritmoHS é um PTAS
parao problema����� ������� . Notequeo algoritmo nãoé um FPTAS porqueo algoritmoPackHS
temcomplexidadedetempö'A?< Ûoúîû�ü�ý §�þ�ÿ §ÿ�� F
Teorema3.2.3 Dadoumainstância A�mP5!qÃF parao problema����� �	����� eum D tal que ��¯uD�¯u° ,
o algoritmoHSproduzumescalonamentotendotempodetérminonomáximo A��¶CE("DfF�¨©��ª�n
Prova.

O algoritmoachaum escalonamentode tamanhono máximo A���C�DfF�ª já queo algoritmo
PackHS2empacotaastarefasem recipientesde tamanhono máximo A���CÃDGF�ª . Como ª ^



3.2. Um PTAS parao problema����� ������� 19

A���C�DfF$¨)��ª pelolema3.2.2,temosumlimiteparao tamanhodoescalonamentode A���C�DfF Û ¨)��ª .
Mas A��¶CEDfF Û � �¶CÞB@D}C¢D Û ^_A��0C¢("DfF , já que �2¯�D .
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3.3 Uma 2-aproximaçãopara
� ¬�� t ¬�� ­ t

O algoritmo destaseção,propostopor Phillips, Steine Wein [30], é genéricopodendoser
aplicadoparatransformaçõesgeraisdeescalonamentospreemptivosparanãopreemptivos. A
formaapresentadaaqui,seráespecificaparao problema��� �f "� # �% , ondedeve-semontarum
escalonamentoemumaúnicamáquinaminimizandoasomadostemposdetérminodastarefas.
Cadatarefa

t
possuiumtempodeliberação�r , antesdoqualnãopodeserprocessada.No final

destaseção,mostramosqueo fatordeaproximaçãodestealgoritmoé justo. O algoritmo,que
denotamosporPSW, éapresentadonafigura3.8.O algoritmo usaumafunçãofirst, queretorna
o primeiroelementodeumalista.

ALGORITMO PSW(m )

1. seja   um escalonamentoótimo parao problema��� �o 658741;:�<¶���% comastarefas m
2. seja ��� o tempodetérminodecadatarefa

t
noescalonamento 

3. seja R umalistacomtarefasde m ordenadaspelosrespectivosvalores� � 
4. enquantoR|��|� faça

5.
t · firstA.R=F

6. R�· R
	�N t Q
7. escalone

t
deformanãopreemptivaapartir de � � 

8. atualizeosvaloresde ���� paratodos
{�v R

Figura3.8: Algoritmo paratransformarescalonamentopreemptivo emnãopreemptivo.

Apósgerarum escalonamentopreemptivo, o algoritmo ordenaastarefaspor ordemdetér-
minodoescalonamentopreemptivo. O algoritmo geraumoutroescalonamentonãopreemptivo
daseguinte forma. Paracadatarefa

t
, é alocado,a partir do tempo � � , espaçosuficientepara

executa-lade formanãopreemptiva. Nesteprocesso,aoalocarespaçoparaumatarefa, asde-
maistarefasqueterminamdepoisde � � sãodeslocadasparafrente,por issoé atualizadoseus
valoresdetempodetérminonalinha8 doalgoritmo. Comoexemplo considerea figura3.9.

Baker [8] apresentaum algoritmo polinomial parao problema ��� �I �5.791;:�<¶�$# �% quede-
notamospor Bk. O algoritmoBk é baseadona seguinte idéia: a qualquerinstante, execute
a tarefa com menortempoparaserfinalizada. Apresentamoso algoritmoBk na figura 3.10.
No algoritmo temosumalista R queestásempreordenadaemordemcrescentepor tempode
processamentodastarefas. A funçãofirst retornao primeiroelementoda lista e a funçãolast
retornao temporestantequefaltaparaa última tarefa emexecuçãoterminar. Denotamospor:MA\1XF o tempodetérminodaúltimatarefa emexecuçãonamáquina1 .
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1 12 23

3 2 2 1 1

3 2 1

a

b

c

Figura3.9: TemostrêstarefasparaescalonarNO�"5!B/5f(PQ . O escalonamentoótimo preemptivo é
apresentadoem(a). Em (b) aloca-seespaçoparaqueo escalonamentofique nãopreemptivo.
Em(c) temoso escalonamentonãopreemptivo.

3.3.1 Resultados

Usandoo algoritmoBk comoo algoritmopreemptivo no passo1 do algoritmo PSW, obte-
mosuma2-aproximaçãoparao casonãopreemptivo. Dadoumatarefa

t
, denotamosseutempo

detérminonoescalonamentopreemptivo por ��� eseutempodetérminonoescalonamentonão
preemptivo por � Â . O próximoteoremamostrao fatordeaproximaçãodoalgoritmo PSWpara
o problema��� �! "���% .
Teorema3.3.1 O algoritmo PSWé uma2-aproximaçãopara o problema �P� �� "�$# �% quando
utilizamoso algoritmoBk nopasso1.

Prova. Seja
t

umatarefa qualquer. Seja � � o tempodetérminodatarefa
t

no escalonamento
preemptivo e � Â o tempode términono escalonamentonãopreemptivo. Considereo último
pedaçode

t
quefoi escalonadono preemptivo, cujo tamanhoé Òr . Estepedaçofoi escalonado

do tempo � � gùÒG até � � . O algoritmoPSWinsere7� 0gùÒp unidadesdetempoa partir de � � e
escalona

t
demaneiranãopreemptivanoblocoresultantedetamanho74 . Destamaneiratodas

astarefasqueexecutamapós� � sãoempurradassemalterara ordemdo escalonamentoe sem
violar os �! . O algoritmo PSWremove todosospedaçosde

t
queocorriamantesde � � g {  .

Nesteprocessotemosque:

� Â ^_A?� � C ���
 ������ ���� 79�IFhC~7O (3.2)

O algoritmoexecuta
t

a partir de � � somadocom o deslocamentoqueocorreudevido ao
processamentonãopreemptivo dastarefas

{
queterminaramantesde

t
. A desigualdade(3.2)

podeserreescritadaseguinte forma:

� Â ^d��� C ���
 ������ ���� 79� (3.3)
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ALGORITMO Bk A�m�F
1. R3· �
2. seja ì o menortempodeliberaçãodastarefas

3. paracada
tzv m com �f � ì faça

4. insira
t

em R
5. ms· m
g t
6. ���z· ì
7. enquanto( RÃ��|� ) faça

8. se :MA8q i F�^u��� então

9. q i · q i ����+*,8�@£I:MA.R=F
10. se R ��� então

11. seja ì o menortempodeliberaçãodastarefasem m
12. paracada

t'v m com �G � ì faça

13. insira
t

em R
14. mU· m
g t
15. ���z· ì
16. senão

17. se7 ÄGH������! ��#" ã�ì\®/£I:MA8q i F então

18. troqueaprimeiratarefa de R como último processodamáquina1 i
19. senão

20. se m �|� então

21. ���z·¾:MA8q i F
22. senão

23. seja ì o menortempodeliberaçãodastarefasem m
24. se ì�¯¢:MA8q i F então

25. ���z·�:MA8q i F
26. senão

27. paracada
t'v m com �G � ì faça

28. insira
t

em R
29. mU· m
g t
30. ���z· ì
31. retorneq i

Figura3.10:Algoritmo deBaker parao casopreemptivo.

O somatórioémenorou igualque �$� já queestamossomandoostemposdeprocessamento
dastarefasqueterminamantesde

t
maisseuprópriorequisitodeprocessamento7Ë . Logovale



3.3. Uma2-aproximaçãopara ��� �f �� # �% 23

que � Â ^�B@��� eportanto �  !³&% � Â ^�B �  !³&% � � ^�B@¨©��ª�5
já queo escalonamentopreemptivo ótimoéumlimitanteparao escalonamentonãopreemptivo
ótimo.

Notequepoderíamosobterumoutroescalonamentonãopreemptivo daseguinte forma:Se-
ja
t

a última tarefa a terminar, ou seja,cujo � � é máximo. Podemosescalonartodastarefas
a partir de ��� até B@��� de maneiranãopreemptiva. Esteescalonamentoé viável já quepode-
mosescalonarde formanãopreemptiva astarefasno mesmoespaçodetempogastonaforma
preemptiva. Tambémrespeitamosos �M pois é claro queem � ������ todasas tarefas já foram
liberadas.Mas ao escalonarmosdestaforma,nãotemosnenhumagarantiadasrelaçõesentre���H e � ÂH dastarefas , , com exceçãoda última tarefa

t
. Podemosnotarentão,queao traba-

lharmoscomalgoritmosdeaproximação,é importantequetenhamossemprealgumaformade
relacionarnossosresultadoscomo valordeumasoluçãoótima.

3.3.2 AproximaçãoJusta

Quandodesenvolvemosalgoritmosdeaproximaçãoé interessantemostrarqueo algoritmo
temfatordeaproximaçãojusto,ouseja,mostrarqueexisteminstânciasparaasquaiso algorit-
mo retornao valor limitante. Isto nospermitemostrarqueo algoritmo propostonãopodeter
seufatordeaproximaçãomelhorado.Comoexemplo mostramosqueo algoritmoPWSdaseção
anteriortemfatordeaproximaçãojusto.

Teorema3.3.2 O fator deaproximaçãodoalgoritmoPSWé justo.

Prova. Considereaseguinteinstânciaparao algoritmo: No tempo° umatarefa
t i comrequisito

deprocessamentoÑ é liberada;no tempoÑÃg3B umatarefa
t Û comrequisito deprocessamento

1 é liberadae no tempo Ñ_CÕ� , - tarefascom requisitode processamento1 sãoliberadas.O
escalonamentoótimo preemptivo paraestainstânciaé obtido da seguinte forma. Escalonea
tarefa

t i atéo tempoÑEgsB , pare-aeexecuteatarefa
t Û atéo tempoÑÞg¸� . Terminedeexecutart i atéo tempoÑ|Cd� . Depoisexecuteas - tarefasrestantes.Nestecasotemos#
� � � Ñxgù� C3Ñ�CÞ�%C�#(' ä��rä iH � ' ä4Û , � B²Ñ�C3Ñ)-2C  ¼Û�ä��rä i "��Û � B@ÑÞC3Ñ)-Ègù�%C  �rä i ") �rä4Û�"Û .

O escalonamentoótimo nãopreemptivo é obtido executandoa tarefa
t i atéo tempo Ñ e

executandoasdemaistarefasemseguida.Esteescalonamentotemvalormaioremumaunidade
doqueo escalonamentopreemptivo.

O algoritmo por suavez, transformao escalonamentopreemptivo em um escalonamento
nãopreemptivo onde

t Û terminanotempoÑ�g�� , t i terminanotempoB²Ñ�g�� eas - tarefassão
executadasemseguida.Temosentão#
� Â � ÑÕgu�¶CEB@ÑØgu�=CÞ# Û ' ô i ä��H � Û ' , � ("Ñ�CÞB²Ñ)-'g¢B�C �� ¼�oô i "Û .
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Fazendo- �+* Ñ temosque è�Î�� '-,�. Û ' �rä0/ ' ô/Û�ä21435146 §879' �rä4Û ' ô i ä:351 þ�§87 351 þ 9 79 � B .
Logo, a transformaçãodo escalonamentopreemptivo parao nãopreemptivo usandoeste

algoritmo, temfatordeaproximaçãojusto.



Capítulo 4

Algoritmos BaseadosemProgramação
Linear

Nestecapítuloapresentamosalgoritmosqueutilizam programaçãolinearparaobtençãode
aproximaçõesparaproblemasdeescalonamento.Um programalinear, é um problemadeoti-
mizaçãoondeo objetivo éotimizarumafunçãolinearcomvariáveis reais,cujosvaloresdevem
satisfazerum conjuntoderestriçõeslineares.A funçãoa serotimizadaé chamadafunçãoob-
jetivo. Serestringirmosasvariáveisdo programalinearparavaloresinteiros,temosentãoum
programalinear inteiro. Existemmétodoseficientesparaa resoluçãode programaslineares.
Muitos problemasde otimizaçãopodemser facilmenteescritoscomoprogramaslinearesin-
teiros. Mas, de modo geral, a resoluçãode um programalinear inteiro é �	� -difícil. Uma
estratégiaé relaxaro programalinear inteiro e resolvê-lode formafracionária.Osalgoritmos
queapresentamostentamdealgumaformaobtersoluçõesa partir do resultadofracionáriode
umprogramalinear. Esteresultadoéumlimitanteparao ótimo,já queo espaçodesoluçõesdo
programarelaxadocontémo espaçodesoluçõesinteiras.Muitos dosalgoritmosarredondama
soluçãofracionáriatentandolimitarasperdas.Nasseçõesseguintesapresentamosalgunsalgo-
ritmosqueutilizam programaçãolinear. Nãoé nossaintençãomostrarresultadosrelacionados
a teoria de programaçãolinear. Apenasusamosresultadosquesabemosseremválidose os
aplicamosaalgoritmosdeaproximação.Paramaisdetalhessobreteoriadeprogramaçãolinear
veja[10, 14].

25
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4.1 Uma 2-Aproximaçãopara ;ñ¬f¬\­ 1
®�-
O algoritmo destaseçãofoi propostopor Lenstra,Shmoys e Tardos[28]. Estealgoritmo

faz um arredondamentoda soluçãode um programalinear obtendouma2-aproximaçãopara
o problema &'����������� . Nesteproblematemosum conjunto de máquinasnão relacionadase
devemosminimizar o tempodetérminodo escalonamentogerado.Apresentamosa seguir um
programalinearparaesteproblema.

4.1.1 FormulaçãoLinear do Problema

Lenstra,Shmoys e Tardospropuseramumaformulaçãolinear paraesteproblemausando
variáveis binárias -ËH> paracadapar

tØv m , , v q . A variável -4H> tem valor 0 sea tarefat
é alocadaaoprocessador, e temvalor 1 casocontrário.Além disso,hánaformulaçãouma

variável : , querepresentaafunçãoobjetivo,ouseja,: � ������� . A programalinearéapresentado
aseguir:

Min :
# H�³o´ -9H� � � Ù t'v m A�<4n ��F#  f³=% -9H� �74H� É^ : Ù*, v q A�<4n¼B"F-9H� ÉÁ ° Ù*, v qx5 Ù t'v mPnÉA�<4n (�F

A restrição(4.1)garantequetodatarefaseráatribuídaaexatamenteumamáquina.A restri-
ção(4.2)garantequenenhumamáquinaexecutarámaisdoqueo tempo: .

O problemacomestaformulaçãoéquearazãoentreasoluçãoótimainteiradestesistemae
asoluçãoótimafracionáriapodesermuitograndecomomostrao seguintelema.

Lema 4.1.1 Existeumainstânciaparaoproblema&'�����	����� parao quala razãoentreasolução
ótimainteira ea soluçãoótimafracionária doprogramalinear acimaé 1 .

Prova. Considereumainstânciaondetemosapenasumatarefacomrequisitodeprocessamento1 emcadaumade 1 máquinasidênticas.A soluçãoótimainteiraé 1 . A soluçãofracionária
doprogramalinearalocaria i� deprocessamentoparacadamáquinaresultandoemumasolução
fracionáriadevalor1.

Logo,nãoconseguimosnenhumaaproximaçãomelhordoque 1 seusarmoscomolimitante
parao ótimo,apenaso valordasoluçãoótimafracionáriadoprogramalineardado.Istomostra
a importânciade se obter bonslimitantes. Portanto,ao invés de usara formulaçãodada,o
algoritmo resolve váriosprogramaslinearescoma restriçãodequeo valor do escalonamento
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achadodevesermaiordoqueo tempodeprocessamentodecadaumadastarefasnasmáquinas
emqueexecutam. Seja ª v?> ä um valor queachamossero valor ótimo. Definimostambém
o conjunto  A@ � NPA\,p5 t F�� 74H> �^|ª�Q . Comisso,temosumafamíliadeprogramaslinearesLP(T),
um paracadavalor possível de ª vB> ä . Só usamosvaloresde ª parao qual todastarefas
podemserprocessadasempelo menosumamáquina.O programalinearLP(T) usavariáveis-9H> somenteparaosparesA?,p5 t F v  �@ . Destaforma,éobtidoumvalordeescalonamentomínimo
ondedesconsidera-sea construçãodeescalonamentoscomoo do lema4.1.1. Paracadavalorª , o algoritmoresolveo programalinearLP(T)abaixoeapenasconsideraseeleadmitesolução
ounão.

LP(T)
# HC
D ¼H8E  4"c³&F�G -9H> � � Ù t'v m#  H
D HCE  I"�³�F G -9H> �7�H> É^ ª Ù*, v q-9H> �Á ° Ù A?,$5 t F v  -@

4.1.2 PropriedadesdosPontosExtr emais

Descrevemosaqui algumaspropriedadesdospontosextremaisdo programalinear LP(T).
Pontosextremaissãosoluçõesótimasdeumprogramalinear.

Lema 4.1.2 Qualquerpontoextremalpara LP(T) temno máximo<
Cu1 variáveisdiferentes
dezero.

Prova. Seja � � �> -@L� o númerodevariáveisqueLP(T) possui.Da teoriadepoliedros,sabemos
queumasoluçãoviávelparaLP(T)éumpontoextremalse,esomentese,elasatisfaz � restrições
linearmenteindependentescomigualdade.Destas� restrições,pelomenos�¿gEA\<ÅC�1XF devem
ser escolhidasdasúltimas desigualdades( -�H> xÁ ° ). As variáveis destasúltimas restrições
receberão0, logo,teremosnomáximo <zCù1 variáveisdiferentesdezero.

Dadaumasolução- do programalinearLP(T), dizemosqueumatarefa
t

é integralmente
atribuídaem - seelaéinteiramentealocadaaumaúnicamáquina. Casocontrário,dizemosque
a tarefa

t
é alocadadeformafracionária.

Lema 4.1.3 QualquerpontoextremalqueésoluçãodeLP(T)deveterpelomenos<=g21 tarefas
integralmenteatribuídas.

Prova. Considereumasoluçãoqueé pontoextremalparaLP(T) e sejam [ e � o númerode
tarefasalocadasintegralmentee deformafracionária,respectivamente.Cadatarefa alocadade
formafracionáriadeveseralocadaapelomenos2 máquinas.Destaformatemos:
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[�C¢� � < ¤ [
CEB²��^u<zCù1
A última desigualdadeseguedo lemaanterior. Temosque [TCÞB²� � <�CE�ù^x<;CE1 . Isto

implica que ��^u1 . Sabemosqueaseguinteigualdadeévalida,

[
C¢�Tg�1 � <
g31Àn
Como ��^u1 , temosque A\�Ug31XF�^d° eportantovaleque [ùÁu<�g�1 .

Dadaumasolução- deLP(T) queé pontoextremal,definimosum grafo J©� � A�mP5!qx5G`ÅF
bipartidoondem e q sãovérticesecadaarestade ` serádefinidadaseguinteforma: A t 5G,ÓF v `
se, e somentese, -ËH> �� ° . Definimostambémo grafo Kz� que é o grafo induzido de J2�
possuindoapenasarestasA t 5p,�F para-eH> tal que °ÈãE-ËH> 	ã|� . Dizemosqueumgrafoconexo comL

vérticesé umapseudoárvoreseelecontémnomáximo
L

arestas.Dizemosqueum grafoé
umapseudoflorestasecadaumdeseuscomponentesfor umapseudoárvore.Ospróximosdois
lemasnosmostramalgumaspropriedadesdosgrafosdefinidos.

Lema 4.1.4 O grafo J)� éumapseudofloresta.

Prova. Seja JNM um componenteconexo de J)� . Vamosmostrar que JOM é umapseudoárvore.
Restringimos o programalinearLP(T) e - apenasparaestecomponenteJOM , obtendoRL�PMrA\ª	F e-QM . O programalinear RL�PMrA�ª	F temapenasasvariáveis relativasa JOM assimcomo -�M é o vetor
restritoaestasvariáveis. Seja-SRM o vetorsoluçãodasdemaisvariáveisde - . Vamosmostrarque-QM é pontoextremalde RL�PMrA�ª½F . Suponhaque -QM nãosejapontoextremal.Nestecaso-�M é uma
combinaçãoconvexa deoutrasduassoluções-*� e -QT , de RL�UMrA�ª	F . Temosque --M � [}-Ë�=C¢�h-QT ,
onde � � �2gd[ . Vamosmontar outrosdois vetores- i e -ËÛ da seguinte forma: - i receberá
osvaloresde -VRM multiplicadospor iÛXW e osvaloresde -Ë� nasrespectivasposiçõesassimcomo
em - ; -eÛ receberáosvaloresde -YRM multiplicadospor iÛ[Z e osvaloresde --T . Assimtemosque- � [}- i C���-ËÛ , o queimplica que - nãoé um pontoextremal. Logo -SM é pontoextremaldeRL�UMrA�ª	F . Aplicandoo lema4.1.2mostramosque J\M éumapseudoárvore.

Lema 4.1.5 O grafo J)� temumemparelhamentoperfeito.

Prova. Cadatarefaalocadaintegralmentetemexatamenteumaarestaincidenteem J)� . Retiran-
do estastarefasde J�� juntamentecomsuasarestas,obtemoso grafo K'� . Comoa quantidade
de vérticese arestasretiradassãoiguais,temosque Kz� é umapseudofloresta. Em KÈ� cada
tarefa temgraupelomenos2, portantotodasasfolhassãomáquinas.Em seguida retiramosde
maneirasucessiva,umamáquinae a tarefa incidentenarespectivaarestado grafo Kz� , obtendo
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no final, ciclos paresjá que KÖ� é bipartido. Casandoalternadamenteasarestasdessesciclos
finalizamoso nossoemparelhamento.Comoexemplo, nafigura4.1apresentamosum possível
grafo KÅ� . As arestasmaisescurascorrespondemaoemparelhamento.

M

M

M M

J

J J

J

J M

J J

M

M M M

Figura4.1: Atribuiçãoapartir domatching.

4.1.3 O Algoritmo

Descrevemosagorao algoritmoe provamosqueesteé uma2-aproximaçãopara &'��� �¿����� .
Primeiramentevamoscalcularumlimitanteparao espaçodebusca.Aloquecadatarefaemuma
máquinaondesuaexecuçãoé realizadano menortempopossível. Seja [ o tempodetérmino
doescalonamentoobtido.O algoritmo, denotadoporLST, seguenafigura4.2.

Comumabuscabinárianointervalo a W� 5f[}b o algoritmoobtémo menorvalor ª v]> ä parao
qualLP(T) possuisoluçãoviável. Seja ª$^ estevalor e - a correspondentesoluçãoqueé ponto
extremal.As tarefascomvaloresintegraisem - sãoalocadasemsuasmáquinasespecificadas.
Coma soluçãofracionáriade - é construídoo grafo KÈ� e um emparelhamentoperfeitosobre
estegrafo.As demaistarefassãoalocadasdeacordocomo emparelhamento.
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ALGORITMO LST( mP5!q )

1. ªu· [
2. q�WPSñ· W�
3. q�ï�ðK· [
4. enquantoq�ï�ðñg¢qxW/S
¯|� faça

5. ª l · ç ´½òPó=ôP´½õ�öÛ ë�CÞqxW/S
6. se RL�'A�ª	B"F possuisoluçãoentão

7. ªd· ª l
8. qxï�ðK· ª�l
9. senão

10. qxW/S÷·¾ª�l
11. seja- � A�- i�i 5onononM5p- Â ��F asoluçãode RL��A\ª	F
12. para,�· � até 1 faça

13. para
t · � até < faça

14. se -9H> � � então

15. q¦H�· q¦Hp��� t
16. construao grafo KÖ� paratarefasnãoalocadas

17. seja � � NPA t�_ 5G1 _ Fr5onInonM56A t �o5p1`�!F!Q o emparelhamentoperfeitode KÈ�
18. paracadaarestaA t 5G,ÓF v � faça

19. q¦Hh· q¦HG��� t
20. Devolva q i 5on�n n 5!q¦�

Figura4.2: Algoritmo paraescalonamentodemáquinasnãorelacionadas.

O teoremaaseguir concluiestaseçãomostrandoo fatordeaproximaçãodoalgoritmo.

Teorema4.1.6 O algoritmoLSTéuma2-aproximaçãopara &'�����¿����� .
Prova. Seja ª ^ o valor ótimo obtidopeloalgoritmoapósa buscabináriae - a correspondente
soluçãoqueé pontoextremal. Como ª�^U^ ¨©��ª , as tarefasqueforam atribuídasde forma
integral na solução- geramum escalonamentocom tempode términomenorou igual a ª ^ .
As tarefasquetêmsoluçãofracionáriasãoatribuídassegundoo emparelhamentoperfeito.Pelo
lema4.1.3, sabemosque existem no máximo 1 tarefas atribuídasdestaforma. Logo, cada
máquinarecebenomáximoumatarefa a mais.Comoparatodatarefa restringimoso problema
a instânciasonde7ËH� ½^�ª ^ , temosqueo escalonamentogeradoénomáximo B²¨©��ª .
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4.2 Um PTAS para «ba©¬)ced#f t ¬\­ 1
®�-
Esteproblemaé chamadodeescalonamentodetarefasmultiprocessadasemmáquinasde-

dicadas.O algoritmoqueapresentamosfoi desenvolvido porAmouraet al. [2]. Vamosprimei-
ramentedaralgumasdefiniçõessobreo problema.Cadatarefa

t
temtempodeprocessamento7O e conjunto ¥f demáquinasqueirá processar. Dizemosque ¥! é o tipo da tarefa

t
. Durante

a execuçãodatarefa
t
, osprocessadoresde ¥$ estãodedicadosexclusivamentea suaexecução.

Dadasduastarefas
t

e
{
, dizemosqueelassãocompatíveisse ¥! ��¸¥I� �ñ� . Informalmente,

duastarefassãocompatíveis sepodemserprocessadassimultaneamente.Chamamosde uma
configuraçãoumacoleção� detipostal que:� Ùe¥M�@5$¥G v � , ¥M�=�X¥p �|� .� ÔPg � ³��*¥M� � NO�"5ononInM5G1sQ .

Na próximaseçãomostramos queparao caso �213��+*,.-� �58741;:�<¶���0����� existe um algoritmo
ótimo polinomial. Naseçãoseguinteusamoso algoritmo preemptivo ótimoparaobterumPTAS
parao caso�2(*�>+e,.-/ "� �0����� .
4.2.1 Um algoritmo linear para o caso ÜihÉÝkjmlHnPo0prqshut�vÈÝ�ßÖà	áIâ

No caso��13�>+*,?-/ �58741;:�<¶���0����� temosum númerofixo 1 deprocessadores.Vamosdenotar
por wÖ� onúmerototaldeconfiguraçõesemfunçãode 1 . Vamosmontarumaformulaçãolinear
paraesteproblemaem funçãodasconfigurações.Temosvariáveis -eH paracadaconfiguração�0H . Particionamos astarefasemfunçãodoseutipo ¥ . Temosossubconjuntos:

m g � N tzv m0� tarefa
t

tem tipo ¥*Q
Paracadatipo ¥ tambémcalculamos

x g � ��M³&%�y 79�@n
Comissopodemosmontaro seguinteprogramalinearquedenotamosporLPP.

(LPP)

Min #(z �H � i -9H# H!{ g ³&�"µ -9H Á x g Ùe¥T¡ÃNO�"5onInonM5p1sQ-9H Á ° , � �@5onononr5HwÖ�
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As variáveis -9H recebemvaloresquerepresentamo tempoqueasmáquinasprocessama
configuração�¶H . Destaforma,o programalinearminimiza o tempototal �	����� (queé o tempo
correspondenteà execuçãodasconfiguraçõesquerecebemvaloresdiferentesde0), coma res-
trição de quedeve seralocadoespaçosuficienteparaexecutartodasastarefas. Na figura 4.3
apresentamoso algoritmo quedenotamosporABKM� �|� Â .

O algoritmo primeiramente montae resolve o programalinearLPP. Paracadavariável -Y^H ,
obtidanaresoluçãodo programalinearLPP, diferentedezero,o algoritmoatribui processosa
configuraçãocorrespondenteocupandotodoo temporelativo aestavariável. Processosquenão
podemserexecutados totalmentenestaconfiguraçãosãointerrompidose recomeçadosposteri-
ormenteemoutraconfiguração.

ALGORITMO ABKM � �|� Â ( mP5!q )

1. resolvaprogramalinear R=�2� obtendoumasoluçãoótima A\-S^ i 5onononM5p--^z � F
2. para,�· � até wÖ� faça

3. paracadatipo ¥ faça

4. : gH ·¾--^H
5. paracadatarefa

t
faça

6. para ,�· � até wÖ� faça

7. se ¥p v �0H então

8. seja: gH o tempodisponível parao tipo ¥M em ��H
9. se : gH Á�7O então

10. execute
t

integralmenteem ��H
11. : gH ·�: gH gU7O 
12. 7O �· °
13. break

14. senão

15. executefração : gH de 7� em �0H
16. 7O �·K7O 0g3: gH
17. : gH · °

Figura4.3: Algoritmo paraescalonamentopreemptivo detarefasmultiprocessadas.

O seguinte teoremamostra queo algoritmo ABKM� �|� Â é ótimo e podeserexecutadoem
tempolinear.

Teorema4.2.1 O escalonamento gerado pelo algoritmo ABKM� �|� Â é ótimo e é gerado com
complexidadedetempö;A\<hF .
Prova. Primeiramentevamosanalisara complexidadedo algoritmo. Dadoqueo número1 de
processadoreséconstante,temosumnúmeroconstantedeconfiguraçõeseportantoumnúmero
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constantedevariáveis.Damesmaforma,o númerodetiposdiferenteséemfunçãode 1 , o que
implica quetemosum númeroconstantede restrições.Logo a resoluçãodo programalinear
LPP tem complexidade ¨'A���F , assimcomoa execuçãodoslaçossobretipos e configurações.
Paraescalonarastarefas,asatribuímos aosespaçosrepresentadospelasconfigurações(passo
5-17). Isto podeserfeito comcomplexidade ¨'A?<�F .

Como o escalonamentoé preemptivo, o programalinear LPP resolve de forma ótima o
problema.O algoritmogeraumescalonamentoexatamentedetamanho#(z �H � i -9H queéasolução
ótima deLPP.

Usandoidéiasdestealgoritmo, épossível desenvolverumPTAS parao casonãopreemptivo.
Veremosistonapróximaseção.

4.2.2 O PTAS para Ü~}0Ýkj:lHn o Ý�ß à	áIâ
A idéiado algoritmoé separaro conjuntode tarefasemgrandesR , e pequenasª , de for-

maa ter um númeroconstantedeprocessosgrandes.O algoritmo geratodasaspossibilidades
deescalonarosprocessosgrandes.Jáosprocessospequenossãoescalonadosdeformaótima
dentrodosespaçosquesobramnoescalonamentodosprocessosgrandes,usandoumalgoritmo
parecidocom o algoritmo ABKM� �U� Â da seçãoanterior. O escalonamentodosprocessospe-
quenosépreemptivo eposteriormentetransformadoemnãopreemptivo. A transformaçãopara
um escalonamentonãopreemptivo é feita deformaa obterum escalonamentocujovalornãoé
muito distantedoótimo.

Dadoum conjuntodetarefasgrandesR , definimosum quadro de R comoum subconjunto
de tarefascompatíveis de R . Um escalonamento relativo ` é umasequênciade quadroskÖH
de R , tal quecadatarefa ocorreemumasubsequênciadequadrose quadrosconsecutivossão
diferentes.O último quadrodo escalonamentorelativo deve sero conjuntovazio. Um escalo-
namentorelativo representaumaordemdeescalonamentodastarefasgrandes.Notequedado
qualquerescalonamentodastarefas m , podemosassociaro escalonamentodastarefasgrandesR com umasequênciade quadros.Todavez queumatarefa grandeterminaou começa,te-
mosumnovo quadro.Destaforma,podemosmontarumescalonamentorelativo dadoqualquer
escalonamentode m .

Dadoum tipo ¥ definimosuma ¥ -configuração ���g comoumacoleçãodetipos ¥ � ¡Ã¥ tal
que:

1. Ùe¥ � 5p¥�� v ���g 5 ¥ � ��¥�� �x�
2. Ô2g�� ³&� �y ¥ � � ¥ .
Comoexemplo considerequetenhamosumconjuntodetarefasgrandesNO�@5!BP5f(PQ eumcon-

junto de tarefaspequenasN=<45!»/5r��5H�P5���5r�PQ . Na figura 4.4 temosum escalonamentorelativo e



4.2. Um PTAS para �2(*�>+e,.-/ "���0����� 34

2

3
(a)

2

3

(b)

4 5

6 8

9

7

1

1

k i k�Û k�/ k�� k ¹

Figura4.4: Em (a) temosum escalonamentorelativo e em (b) um escalonamentodastarefas
pequenasrespeitandoo escalonamentorelativo.

umescalonamentodastarefaspequenasrespeitandoo escalonamentorelativo. Nafiguratemos
cincoquadrosk i 5onononM5fk ¹ .

Seja wÖ� g o númerode ¥ -configuraçõese ainda
x � #  !³&% 7O . Antesde mostrarmoso

algoritmo vamosdefinir um programalinear, queassimcomoo da seçãoanterior(de fato é
baseadonele),é resolvidoem tempolinear e geraum escalonamentoótimo parao casoonde
apenaso escalonamentodastarefaspequenasé preemptivo. Dadoum escalonamentorelativo` dastarefasgrandesR , temosasseguintesvariáveis:

1. Variável :�H paracadaquadrode ` querepresentao instantede términodo quadro k)H .
Destaforma :�ÄIô i éo instantedetérminodoúltimo processogrande.O tempodetérmino
doescalonamentoé representadopelavariável :$Ä .

2. Variável ¤ g paracadatipo ¥ , querepresentao tempototal duranteo qualprocessadoresNO�@5!BP5f(PQ�	½¥ estãoprocessandotarefasde R e queprocessadoresde ¥ nãoestãoproces-
sandotarefasde R .

3. Paracadatipo ¥ e cada¥ -configuração���g , definimosumavariável --�g quedesempenha
o mesmopapelquea variável -eH daformulaçãodaseçãoanterior. Estasvariáveisrepre-
sentamo tempodeprocessamentodastarefaspequenassobreaconfiguraçãodefinidapor���g .

Definimoso conjunto � comoo conjuntodetodosostipos ¥ , tal queexistealgumquadro
duranteo qualprocessadoresNO�"5!BP5f(/Q�	�¥ estãoprocessandotarefasde R e queprocessadores
de ¥ nãoestãoprocessandotarefasde R . Dadoum tipo ¥ , definimoso conjunto ð g comoo
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conjuntode quadrosk)H tal que o conjuntode processadoresusadosno quadro kÅH é igual aNO�"5fBP5f(PQ:	�¥ . Comissotemoso seguinte programalinearquedenotamosporLPN:

(LPN)

Min :$Ä
:�HÃ¯ :�H�ô i Ù*, v NO�@5onononr5!+}Q A�<�n���F:�� � g3:�H � � 7O Ù t'v R A�<�n B"F¤ g � # H�³Mó2y :�HËg3:�H�ô i Ùe¥U¡d� A�<�n¼(�F# � �y -��g ^ ¤ g Ùe¥U¡d� A�<�n�<OF# g���g å { g ³�� # � { g å ³�� �y -��g Á x g å Ùe¥�l*¡ÃNO�"5!BP5f(/Q A�<�n »"F:�H|Á ° Ù*, v NO�@5onononr5!+}Q A�<�n���F- �g Á ° Ùe¥ -configuração�$¥T¡d� A�<4n��@F

A restriçãoA�<4n ��F éapenasparaassegurarumescalonamentoviável. Paracadatarefagrandet
, temoso quadro,\ deinício de

t
e o quadro

{  , queé o quadrodetérminode
t
. A restriçãoA�<4n B@F força queo tempoentreestesdois quadrossejaexatamenteo tempode processamento

de
t
. Na restrição A�<4n (�F temoso cálculodo tempodasvariáveis ¤ g . A restrição A�<4n�<�F garante

queo tempolivre ¤ g ésuficienteparaexecuçãodasrespectivas ¥ -configurações.Finalmentena
restriçãoA�<�n »"F égarantidoquehaveráespaçosuficienteparaexecutartodastarefaspequenas.A
variável

x g å representao tempototal detodasastarefaspequenasdo tipo ¥el . Nestarestriçãoé
somadoostemposdetodas¥ -configuraçõesquetem ¥ l comoumdeseustipos.

Antesdemostrarmoso algoritmo parao problema�2(*�>+*,?-Ë �� �0����� , damosumexemplo para
melhorcompreensãodoprogramalinearLPN. Suponhaquetenhamos6 tarefascomrequisitos
deprocessamentoeprocessadoresdadospelatabelaabaixo.

Tarefa � i � Û � / � � � ¹ ����  30 29 28 3 2 1

Processadoresnecessários 1 2 3 3 3,21,2,3

Tabela4.1: Tabelacomdadosdastarefas

Suponhaque R � N t i 5 t Ûo5 t /oQ e que ª � N t �65 t ¹ 5 t � Q . Nestecasotemosque
x � �@( .

Suponhaque tenhamosum escalonamentorelativo ` dado pela figura 4.5, ou seja, ` �A�NO�"5!BP5f(/QO5INO�"5!B/QO5MNO�@QO5 � F .
Temosvariáveis de tempodos quadros: º 5onononM5p:X� . Consideramosvariáveis paraos tipos¥ � N�(PQ , ¥ l � N²BP5G(PQ , ¥ l l � NO�"5!B/5f(PQ . Paracadaum dostipos ¥ ,¥ l e ¥ l l temosvariáveis ¤ g , ¤ g å

e ¤ g å å queindicamo tempolivre paracadaum dosrespectivostipos. Temosaindaasvariáveis
referentesas ¥ -configurações.Parao tipo ¥ temosapenasa variável - /g indicandoo tempoque
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:X�

t it Ût /

: i :�Û: º :�/
Figura4.5: Um dospossíveisescalonamentosrelativos.

algumatarefa executausandoo processadornúmero3. Parao tipo ¥ l temosvariáveis - ÛX/g å , que
representao tempoparaumatarefa queusaosprocessadores2 e3 simultaneamente,e - Û4E /g å que
representao tempoparatarefasqueusamo processador2 ouo processador3. Finalmentepara
o tipo ¥4l l temosvariáveis - i ÛX/g å å , - i Û4E /g å å , - i E ÛX/g å å , - Û4E i /g å å e - i E Û4E /g å å . Comestasvariáveispodemosmontar
o programalinearabaixo.

Min :��
: º ãE: i 5 : i ã¢:�Û65 :�Û	ã¢:�/65 :�/¿ãÞ:X�

: º � °�5 : i g3: º � B#��5 :�ÛLg3: º � B#��5 :�/¶g¸: º � (@°
¤ g � :�Û=g�: i
¤ g å � :�/=g�:�Û
¤ g å å � :X�¶g3:�/
- /g ^d¤ g

- ÛX/g å C�- Û4E /g å ^�¤ g å
- i ÛX/g å å Cù- i Û4E /g å å C�- i E ÛX/g å å C�- Û4E i /g å å C�- i E Û4E /g å å ^d¤ g å å

- /g Cù- Û4E /g å Cù- i Û4E /g å å Cù- i E Û4E /g å å Á x /



4.3. O algoritmo 37

- ÛX/g å C�- i E ÛX/g å å Á x ÛX/
- i ÛX/g å å Á x i ÛX/

Temosaindaas restriçõesde que todasasvariáveis devem ser positivas. Não inserimos
estasrestriçõesparafacilitar a leitura do programalinear. Na próximaseçãoapresentamoso
algoritmo.

4.3 O algoritmo

Notequedadoum escalonamentorelativo dastarefasgrandes,o programalinearLPN re-
solvedeformaótimao problemaondetarefaspequenaspodemserinterrompidasecontinuadas
maistarde.Na figura4.6apresentamoso algoritmo parao problema�2(*�>+*,?-9 �� �0����� . O algorit-
mo usaa rotinaABKMl� �|� Â , queéumamodificaçãodoalgoritmoABKM� �|� Â daseçãoanterior.
Estarotina escalonaas tarefas pequenasnos intervalos ¤ g da mesmaforma que ABKM� �|� Â
escalonaastarefasdeformapreemptiva.

Primeiramente,o algoritmoordenaastarefasemordemdecrescentedevaloresdeproces-
samento.Depoisdissoeleachaum valor inteiro ,2^ ij tal que 7Q� µ CØnonon"Cù7Q� µ þ�§ ô i ã±D . Seja{ � � H . O algoritmo particionaastarefas m � ª Ô R ondeR sãoas

{
maiorestarefas.Comisso,

o algoritmoconstróitodosos escalonamentosrelativos ` possíveis dastarefasgrandes.Para
cadaum destesescalonamentosrelativosé montadoe resolvidoo programalinear LPN. Para
cadaescalonamentorelativo ` temosumescalonamentoSP(E)comtarefaspequenasemmodo
preemptivo. Esteescalonamentoégeradodamesmaformaqueo escalonamentopreemptivo da
seçãoanterior. ParacadaescalonamentoSP(E), o algoritmoo transformaemumnãopreempti-
vo SNP(E), executandoaofim do escalonamentoastarefaspequenasqueforaminterrompidas
em algummomento de suaexecução.Ao final é retornadoo melhorescalonamentoSNP(E)
gerado.

Vamosaumaanálisedoalgoritmo.Vamossuporque °Èã�D�ãÃ� equeastarefasdeumadada
instânciasãotaisque

x � � . Casoisto nãoocorrapodemosfazercomqueastarefastenham
estacaracterística.Paraissoconsideramostarefascom novo processamento7el � � �� . Vamos
mostrarqueum escalonamentoótimo dastarefascom temposde processamentomodificados
nosleva a um escalonamentoótimo dastarefascomtemposoriginais. Destaforma,podemos
considerarinstânciascom os temposde tarefas modificadose conseguir aproximaçõespara
estesquetambémsãoaproximaçõesparao problemaoriginal.

Teorema4.3.1 Seja A�mP5!qx5GDfF umainstância para o problema �)(e�>+*,?-e "���0����� . Um escalona-
mentoótimodastarefas

t
comprocessamentos7�l � � �� é umescalonamentoótimodastarefas

comprocessamentosoriginais. O inversotambéméválido.
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ALGORITMO ABKM( mP5!qx5GD )
1. seja

t º 5Inononr5 t Â ô i astarefasemordemdecrescentedevalores7O 
2. seja ,L^ ij o menorvalor inteironãonegativo tal que7Y� µ C�nonIn6C~7�� µ þ"§ ^dD
3.

{ · � H
4. R3· N t º 5onInonI5 t ��Q
5. ªu· m
gùR
6. seja `O^ o conjuntodetodosescalonamentosrelativosdastarefasde R
7. paracadà

v ` ^ faça

8. resolvaprogramalinear R=�2S obtendosoluçãoótima A�- g § A���Fr5Inononr5p- g�� A?J½FpF
9. seja  L��A.`©F o escalonamentogeradoporABKM l� �|� Â A$A\- g § A���Fr5onInonI5p- g�� A\J�F$Fr5f`z5pª	F

10. WÈ· �
11. paracada

t'v ª faça

12. se
t

foi interrompidaemalgummomentoem  %�'A?`ÅF então

13. WÈ·�W Ô t
14.  LST�'A?`ÅFL·  L��A.`©F
15. paracada

t'v W faça

16. retire
t

de  %SU��A.`©F
17. escalone

t
deformaininterruptaaofinal de  %SU��A.`ÅF

18. q�WPSñ· algum ` v `�^
19. paracadà

v ` ^ faça

20. se :MA8 %ST�'A?`ÅFpF�ã¢:MA8 %SU��A8qxW/SUFpF então

21. qxW/S÷· `
22. retorne %SU��A8qxW/SsF

Figura4.6: Algoritmo paraescalonamentonãopreemptivo detarefasmultiprocessadas.

Prova. Seja ¨)��ª l um escalonamentoótimo dastarefas modificadase ������@ å o seutempo
de término. Seja ð um escalonamentocom as tarefas na mesmaordemem que aparecem
nesteescalonamentö©��ª�l , mascom as tarefascom seustemposoriginais. Seja ¨)��ª um
escalonamentoótimodastarefascomtemposoriginais.Suponhaporabsurdoque ��ód¯u������@ .������@ é dadopor # �$³&� 7�� onde & é uma sequênciade tarefas no escalonamentoque leva
atéa última tarefa a serescalonada.Seja   a sequênciano escalonamentoð . É claro que# ��³&F �H�� � ���Q��@/å . Como # �p³�� 70�2ãÕ# ��³�F 7Q� temosque # �p³�� �H�� ãÕ# ��³�F �H�� . Logo, ¨©��ª¿l
nãoeraescalonamentoótimo dastarefasmodificadas.Tambéméfácil verqueo inversotambém
éválido.

Paraverqueo passo2 doalgoritmofazsentidodevemosobservaro seguinte lema:

Lema 4.3.2 Seja �)Á�7 º Áù7 i Á_nInon9Á¢7 Â ô i Á�° umasequênciadevalorestal que # H 74H � � ,
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eseja D¿¯�° . Existe,=^ ij tal que7 � µ Cdnonon�CÀ7 � µ þ"§ ô i ^dD .
Prova. Vamosdecompora sequência7 º CÕnInonOCù7 Â ô i em blocos Ñ º � 7 º C_nInonOCù7 � , Ñ	Û �7 � C�nonon$C�7 � 9 ô i 5InononI5GÑ�H � 7 � µ C�nInon$C�7 � µ þ"§ ô i . Comoasomadetodososblocosé1,nomáximoij blocostêmvalormaiordo que D . Pegandoo primeirobloco Ñ)H comvalormenorque D temos
que ,=^ ij .

Casotenhamos<~ã�� §ÿ , entãotemosumnúmeroconstantedetarefasepodemostentartodas
aspossibilidadesde escalonamentodestastarefascomosetodasfossemgrandes.Precisamos
agora,mostrarqueo númerodeescalonamentosrelativosépolinomial. O próximolemamostra
quenaverdade,estenúmeroé limitadoporumaconstante.

Lema 4.3.3 O número total deescalonamentosrelativosénomáximo A { / F Û��
Prova. O númerodeprocessosgrandesé ��R½� � {

. É criadoum novo quadrosemprequeum
processograndecomeçaou termina.Existem B { eventos destetipo. Cadaquadroconsiste da
escolhadeno máximotrêsprocessosdentre

{
. Temosum limite superiorde

{ / . Logo existem
nomáximo A { / F Û�� diferentesescalonamentosrelativos.

O algoritmo resolve o programalinear LPN que é parecidocom o da seçãoanterior. É
fácil perceberquedentretodososescalonamentosgerados,um corresponderáaoótimo noque
diz respeitoastarefasgrandes.Comoastarefaspequenassãoescalonadasdeformaótima nos
espaçosvaziosentreo escalonamentodastarefasgrandes,entãoesteescalonamentotemvalor
queé um limitanteinferior parao ótimo. As tarefaspequenasque foram interrompidassão
escalonadasdeformanãopreemptivaaofinal do escalonamento.O próximoteoremamostrao
limite parao tamanhodoescalonamentogerado.

Teorema4.3.4 O algoritmoABKM é umPTASpara �)(*��+*,.-4 @� �0����� .
Prova. Seja ¨)��ª�l o valor de um escalonamentoótimo considerandoastarefascom tempos
de processamentosmodificados.Sabemosqueo tamanhode um escalonamentorelativo é no
máximo B { . Comissotemosno máximo 1¦A.B { F � � { tarefaspequenasquesãointerrompidas.
Destaforma,sabemosqueo atrasototal geradono final do escalonamentoé no máximo 7h�0CnonInOC¢7 � �Mô i quefoi escolhidono passo2 do algoritmo de forma a sermenorque D . Logo, o
tamanhototaldoescalonamentoéde ¨©��ª½lMC3D . Seconsideramosostemposdeprocessamento
originaisdastarefas,temosqueo tamanhodo escalonamentoé limitadopor ¨©��ª¢CuD x , mas¨)��ªxÁ � / . Logo,temosumlimite de ¨)��ª3CE("Dp¨©��ª parao escalonamentogerado.

Vale ressaltarqueo algoritmo destaseçãopodeserestendidoparao caso �213��+*,.-4 "���0�����
onde 1 é umaconstante.A versãoestendidafoi mostradadeformaindependentepor Amoura
et al. [3] e por Jansene Porkolab [26], quetambémapresentaramum PTAS parao problema
maleável ��13�>£6¤I:6���0����� .



Capítulo 5

Algoritmos baseadosemmétodos
probabilísticos

Algoritmos probabilísticos sãoaquelesque durantealgum passode suaexecuçãofazem
escolhasaleatórias[7]. Destaforma,quandoexecutamoso algoritmo,podemosobtersoluções
diferentesparaumamesmainstânciadeentrada.Muitos dosalgoritmosqueutilizammétodos
probabilísticos tambémusamprogramaçãolinear. A maneiracomo a soluçãofracionáriaé
interpretadaé quemuda. Em algoritmos probabilísticos,a soluçãofracionáriaé vista como
umaprobabilidadee dealgumaformageramosumasoluçãobaseadanestasprobabilidades.É
importanteressaltarqueapesardosresultadosde aproximaçãoseremprobabilísticos,muitos
destesalgoritmospodemserdesaleatorizadosatravésdo métododasesperançascondicionais.
Destaforma obtemosum algoritmocom aproximaçãodeterminística. Nas seçõesseguintes
exemplificaremosestemétodo.

40
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5.1 Uma  �¡£¢ ¤-¥ -aproximaçãopara ;÷¬�� , t ¬�� ¦ t ­ t
O algoritmo destaseçãofoi proposto por Schulze Skutella[32]. Trata-sedeuma A.B	CuDfF -

aproximaçãoparao problema&'� �IH> "�$# JL !�% , ondetemosmáquinasnãorelacionadas,umcon-
juntodetarefascomdiferentestemposdeliberação��H> paracadamáquinaedevemosminimizar
a somaponderadadostemposdetérminodastarefas. O algoritmoapresentadeformabastan-
te clara comopodemosobteralgoritmos de aproximaçãoatravés de análisesprobabilísticas.
Além disso,o algoritmo éumótimo exemplo decomotransformarprogramaslinearesparaque
passema ter tamanhopolinomial comumaperdade D naaproximação.

Primeiramentedefinimosum programalinearquemodelao problema&'� �²H� �� # JL r�% . Te-
mosasseguintesvariáveis:

1. Variável � �#�=§ , querepresentao tempodetérminodatarefa
t
.

2. Variável Æ²H> �� , queindicasea tarefa
t

estásendoprocessadanamáquina, duranteo inter-
valodetempo A\:!5p:�C��Ib .

Sejaª �x�����  HCE  4"��IH> �C�#  f³=% ����� HG74H> . A constanteª éumlimitesuperiorparao tempode
términodoescalonamentoótimo. Temosentãoaseguinte formulaçãorelaxada,quedenotamos
por RL�P� :

Min
�  f³=% JL !� �¨� § 

A.RL� � F �� H � i
@�
� � �8µ � Æ²H> ��7�H> � � Ù t'v m (5.1)

�  !³&% Æ²H> ���^Ø� Ù*, v q�5 e : � °�5on n�n>ª (5.2)

� �#� § � �� H � i
@�
� � º A

Æ�H> ��74H> A\:�C �B FhC �B Æ²H� ��\F Ù t'v m (5.3)

� �#� § Á �� H � i
@�
� � º Æ�H> �� Ù t'v m (5.4)

Æ²H> �� � ° Ù*, v qx5 Ù t�v m�5 : � °P5on�n n 5G�IH> =gu� (5.5)

Æ²H� ��}Ád° Ù*, v qx5 Ù t�v m�5 : � �MH> �5In�n n�5$ª (5.6)
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Vamosa umadescriçãodesteprogramalinear. Temosqueminimizar a somaponderada
dostemposde términodastarefas. A equação(5.1) nosasseguraqueumatarefa

t
deve ser

totalmenteexecutada.A equação(5.2) nosgarantequenumdadointervalo de tempoemuma
certamáquina, estaexecutano máximoumatarefa. Na equação(5.4) temosqueo tempode
términode umatarefa serásempremaior do queo seutempode processamento.A equação
(5.5)nosgarantequenenhumatarefaéexecutadaantesdeserliberada.Paraanalisaraequação
(5.3) temosqueobservaro seguinteresultado:

Lema 5.1.1 Dadoumescalonamento viávelnãopreemptivopara o problema &'� �"H> "�$#KJL r�% e
umatarefa

t
, o tempodetérminodestatarefaédadopor:

��©Mô i�
� � ��µ A �:�Ä¿g�:�H A\:�C �B FhC �B F

onde:�H éo tempodeinício de
t

e :$Ä éo seutempodetérmino.Notequedadoumescalona-
mentonãopreemptivoviável,estaequaçãocorrespondeexatamentea equação(5.3).

Prova.
Resolvendoo somatório temos,

# ��©Mô i� � ��µ AÊi��©Mô���µ A\:�C±iÛ FhC±iÛ F = # ��©Mô i� � ��µ i��©Mô���µ :�CÞ# ��©Mô i� � ��µ i��©Mô���µ iÛ CÞ# ��©Iô i� � ��µ iÛ
=
��µ�ä�� © ô iÛ C iÛ C � © ô���µÛ

= :�Ä
Logo, dadoum escalonamentonãopreemptivo viável, a equação(5.3) correspondeexata-

menteaotempodetérminodeumatarefa.

5.1.1 O Algoritmo probabilístico

Nestaseçãoapresentamosumalgoritmo quearredondadeformaprobabilísticaumasolução
doprogramalinear RL�2� . O algoritmoéapresentadonafigura5.1eo denotamosporLPRound.

O algoritmoprimeiramentecalculaumasoluçãoótima Æ do programalinear RL�m� . Depois
disso,paracadatarefa

t
, é calculadoum valor [* aleatóriouniformementedistribuído no in-

tervalo aî°�5I�Ib . Durantea execuçãodo laçodospassos5-13,o algoritmoatribui cadatarefa para
umparmáquina-tempoA?,$5p:$F deformaaleatóriaeuniformementedistribuídacomprobabilidadeÇ�µ �«ª� µ � . Além destaatribuição,é atribuídoum valor :� paracadatarefa

t
, querepresentao tempo
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paraquala tarefa
t

foi atribuídanamáquina, . Ao final, o algoritmoescalonaastarefasnasmá-
quinasqueforamatribuídasporordemdevalores:� semprerespeitandoostemposdeliberação�IH� dastarefas.

ALGORITMO LPRound(m�5!q )

1. monteo programalinear RL�s� comdadosdeentrada

2. seja Æ umvetordesoluçõesótimopara RL�¬�
3. paracada

tzv m faça

4. [* �·��@®�<A­¯®�1¦A.°P5o��F
5. paracada

tzv m faça

6.  3· °
7. para ,�· � até 1 faça

8. para:L· � até ª faça

9.  3·  UC Ç�µ �«ª� µ �
10. se [e ½^�  então

11. q¦H�· q¦H$��� t
12. :? �· :�C¢�²®�<Y­�®�1¦A.°�5o�6F
13. break

14. ordenea lista q¸H , , � �"5onInonM5p1 porordemdevalores:. dastarefas

15. retorne A8q i 5onononM5!q¦�0F
Figura5.1: Algoritmo probabilístico.

Através dos cálculosdasesperançasdos temposde términosdastarefas podemosobter
limitesparao escalonamentogeradopeloalgoritmo.

Lema 5.1.2 Seja Æ umasoluçãoótima de RL�°� e considere o escalonamentoconstruído pelo
algoritmoLPRound.Temosquepara cadatarefa

t
noescalonamentovale:

a) O valor esperadode :8 é # �H � i # @ � � º Ç�µ �«ª� µ � A�:�C iÛ F
b)O tempodeprocessamentoesperadodecadatarefa

t
no escalonamentoconstruído pelo

algoritmoédadopor # �H � i # @ � � º Æ²H� ��
Prova. Comoo algoritmo atribui :� uniformementenointervalo A\:!5p:"C¦�Mb , o valoresperadode :Ó 
é A\:hC iÛ F . Somandoo valor sobretodasasprobabilidadesdeatribuiçãotemosque(a) é valido.
Dadoum par A\,p5 t F o tempodeprocessamentode

t
é 7ËH> . Somandotodasasprobabilidadesde

atribuiçãosobreosvaloresdeprocessamentorelativosà cadaatribuiçãotemosquea esperança
deprocessamentodeumatarefa

t
é �� H � i

@�
� � º

Æ�H> ��74H> 7�H> 6n
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Portanto(b) tambémévalido.

Como resultadodestelema,podemoslimitarostemposdetérminodastarefas.Destaforma,
podemosobter limitantesprobabilísticos parao valor do escalonamentogerado. O próximo
lemamostrao limite probabilísticoparao tempodetérminodeumatarefa.

Lema 5.1.3 O valor esperado do tempode términode uma tarefa
t

em um escalonamento
construídopeloalgoritmoLPRoundédadopor:

`;a>�% fb�^�B �� H � i
@�
� � º

Æ²H� ��74H> A�:�C �B FhC �� H � i
@�
� � º Æ�H> ���n

Prova.
A esperançado tempode términoda tarefa

t
podesercalculadaatravésda esperançade

início datarefa
t

maisaesperançadeseutempodeprocessamento,

`;a>�% fb � `;aî 4 fbOCE`;a 7O fb8n
Note que `;a 7/ Gb foi calculadano lema5.1.2. Assim, vamoslimitar a esperançado tempo

deinício datarefa
t
. Suponhaque

t
tenhasidoatribuídaa um certoparmáquina-tempoA\,p5p:$F .

A esperançade tempode início nestaatribuição,podeserdadapelo tempodeprocessamento
esperadoqueocorreantesde

t
maiso tempoquea máquina, fica inativa. O tempoinativo da

máquina, , podeserlimitadopor : . Comoa tarefa
t

foi atribuídaaopar A\,p5p:$F , entãopelomenos
no tempo: a tarefapodeiniciar.

O tempode processamentoesperadoqueocorreantesde
t
, é dadopelaprobabilidadede

umatarefa
{

seratribuídaa máquina, e a um tempoanteriora :Ó . Vamossuporque todas
astarefasquesãoatribuídasao par máquina-tempo A\,p5p:$F sãoexecutadasantesde

t
, ou seja,

recebemvaloresmenoresque :. . O tempoesperadodeprocessamentoqueocorreantesde
t

é
dadopor:

� �=±�  �2��a {�y H t b 74H � ^ � �=±�  
�cô i� � � º 74H �

Æ²H � �74H�� C � �=±�  74H�� Æ²H��4�74H �^ :hC��"n
Portanto,fixado uma tarefa

tÃv m e umaatribuição A?,$5p:$F , temoso limite para `;aî * fb deB4A�:¶C iÛ F . Somandoestevalor sobretodasasprobabilidadesde atribuiçãomáquina-tempoe
usandoo lema5.1.2paralimitar o tempodeprocessamentoesperadotemos:

`;a>�% fb�^�B �� H � i
@�
� � º

Æ²H� ��74H> A�:�C �B FhC �� H � i
@�
� � º Æ�H> ���n
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Com o resultadodestelema,podemoslimitar o valor esperadodo escalonamentogerado
peloalgoritmoLPRound. O próximo lemaformalizao resultado.

Teorema5.1.4 O valor esperadodo escalonamentoconstruído peloalgoritmoLPRoundé li-
mitadopor 2OPT.

Prova. Bastaperceber, usandoo lema5.1.3,queo valordo tempodetérminoesperadodecada
tarefa é menorou igual a duasvezeso limite darestrição(5.3)do programalinear RL�°� . Dada
umatarefa

t
, seja � �¨� § o valor do tempode términoda tarefa em umasoluçãoótimaparao

programalinear RL� � . Destaformatemos

`;a #  JL r�% Gb � `;a�J i � i b/Cdnonon�C¢`;a�J Â � Â b^ B²J i � �#� §i C�nInon�CÞB�J Â � �#� §Â^ B #  JL !� �¨� § ^ B@¨©��ª .

5.1.2 Desaleatorizandoo Algoritmo

O algoritmodadonaseçãoanterior, constróiumescalonamentocomvaloresperadodeduas
vezeso ótimo. Istosignificaquenamédiaeleretornaumescalonamentocomestapropriedade,
maspodeserqueexistamcasosem queo escalonamentoproduzidosejamuito ruim. Apre-
sentamosnestaseção,umadesaleatorizaçãodoalgoritmo,paraquedestaformatenhamosuma
2-aproximaçãodeterminística. Vale lembrarqueo métodoapresentadoaqui vale paramuitos
outroscasosondeseobtémfatoresdeaproximaçãoprobabilístico. Paramaisdetalhessobreo
métodoveja[13].

O métodobaseia-senaidéiadeconsiderarasalternativas dedecisõesprobabilísticasumaa
umae sempreescolhera maispromissora.Umaalternativa é ditamaispromissoraseseuvalor
esperadoé o menorpossível, já queestamostratandode um problemade minimização.Para
mostraro funcionamentodatécnicanoalgoritmoanterior, considereumapequenamodificação
quenãoalterao resultadodo valor esperadodo escalonamento.Considerequecadatarefa tem
seuíndice

t
. No passo13 do algoritmoLPRound, vamossuporqueos valores:G recebemo

valor : dorespectivo intervaloemqueatarefa foi atribuída.Destaforma,tarefasatribuídaspara
ummesmopar A\,p5p:$F terãoo mesmovalorpara:Ó eaordemdeescalonamentoserádeterminada
peloíndice

t
dastarefas.Tarefascommenoríndicedevemserexecutadasantes.

Usandoas mesmasidéiasdo lema 5.1.3 podemosprovar o próximo lema, que também
mostraumlimite paratempodetérminodastarefas.
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Lema 5.1.5 O valor esperadodetempodetérminodeumatarefaj, como algoritmomodifica-
do,podeserlimitadopor:

`;a>�% !b�^ �� H � i
@�
� � º

Æ�H> ��74H> A�74H> Cù:�C � �=±�  
�cô i� � � º Æ²H��

� C � � �  Æ�H��4�?F
Prova. Assimcomono lema5.1.3podemoscalcularaesperançado tempodetérminocomo

`;a>�% fb � `;aî 4 fbOCE`;a 7O fb8n
Considerequea tarefa

t
foi atribuídaaumcertopar A?,p5$:$F , máquina-tempo.

Comoa tarefa
t

foi atribuídaao par A?,p5$:$F , entãoseuprocessamentoé dadopor 7ËH> . Para
calcular `;aî 4 fb , usamosasidéiasdo lema5.1.3. O tempoinativo de , podeserlimitadopor : .
Como

t
éatribuídoparao par A?,p5$:$F entãopelomenosno tempo: a tarefa podeiniciar.

O tempoesperadodeprocessamentoqueocorreantesde
t

é dadopor:

� �=±�  �2��a {�y H t b 74H � ^�# �&±�  # �cô i� � º 74H�� Ç µ � �� µ � CE# � �  74H � Ç µ � ª� µ �^ # �=±�  # �cô i� � º Æ�H��
� C # � �  Æ²H��I�Ón

Somandoestesvaloressobretodasprobabilidadesdeatribuiçãomáquina-tempo temos:

`;a>�% !b�^ �� H � i
@�
� � º

Æ�H> ��74H> A�74H> Cù:�C � �=±�  
�cô i� � � º Æ²H��

� C � � �  Æ�H��4�?F
No processode desaleatorização,fazemosescolhasdeterminísticasbaseadasnosvalores

probabilísticos. Estamosinteressadosem calcularesperançasdadoquecertasescolhasforam
feitas. Seja

L ¡ m um conjuntode tarefas que tenhamatribuição a paresmáquina-tempo
definidas. Para cada

{Ìv L
usamosvariáveis -9H��4� v N�°�5I�@Q que indicam se a tarefa

{
foi

atribuídaaopar A?,$5p:$F ounão.Comisto,podemoscalcularesperançasdadoquefizemosdecisões
sobreo conjunto

L
. Suponhaquemodificamoso algoritmo parafazeratribuiçãoprobabilística

apenasparaastarefasnãopertencentesa
L

. Dadoumatarefa
t
, podemoscalculara esperança

detempodetérmino,denotadapor `$²�a t b , destatarefanoescalonamentogeradopeloalgoritmo.
Ospróximosdoislemasnosmostramcomocalcularestaesperança.

Lema 5.1.6 Seja
t ]v L

. O limite para o tempode términoesperadode
t

no escalonamento
geradopeloalgoritmo,dadoqueastarefasdoconjunto

L
tenhamatribuiçõesdefinidas, é:
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`�²½a>�% !b�^ �� H � i
@�
� � º

Æ�H> ��74H> A�74H> MC	:$C ��M³&²
�cô i� � � º -9H��

� 74H��6C ��M³�²PE � �  -9H��4� 74H �6C ��M³&%�³I k²s´r 4"
�cô i� � � º Æ²H��

� C ��M³&%�³X²PE � �  Æ²H��4�\Frn
Prova. Suponhaque

t
sejaatribuídaaoparmáquina-tempoA?,$5p:$F . Usandoasmesmasidéiasdo

lema5.1.3,temosum limite detempoparainatividadedamáquina, de : . O processamentodet
é 74H� . Ossomatórios

��M³�²
�cô i� � � º -9H��

� 74H��LC ��M³�²2E � �  -9H��I��74H��
correspondema esperançadeprocessamentoqueocorreantesde

t
eossomatórios

��M³&%�³I k²s´r 4"
�cô i� � � º Æ²H��

� C ��r³=%�³X²PE � �  Æ²H��I�
correspondemaoprocessamentoquenecessariamenteocorreantesde

t
. Somandoestesva-

loressobreasprobabilidadesdeatribuiçãodatarefa
t

aparesmáquina-tempo,temosavalidade
do lema.

Lema 5.1.7 Seja
t;v L

, tal quea tarefa
t

é atribuída ao par A?,$5p:$F�A�-�H> �� � ��F . O limite para o
tempodetérminoesperadode

t
noescalonamentogeradopeloalgoritmo,dadoqueastarefas

doconjunto
L

tenhamatribuiçõesdefinidas,é:

`�²½a>�% fbh^374H> %C�:hC ��M³&²
�cô i� � � º -9H �

� 74H��=C ��r³&²PE � �  -9H��4��74H �LC ��M³&%�³I �²s´M I"
�cô i� � � º Æ²H��

� C ��M³=%�³X²PE � �  Æ²H �4�
Prova. Nestecaso,sabemosqueo tempodeinatividadedamáquina, é limitadopor : e queo
processamentode

t
é 79H> . O valoresperadodeprocessamentoqueocorreantesde

t
é dadopor

��r³&²
�cô i� � � º -9H��

� 74H �=C ��M³�²PE � �  -9H �4��74H��LC ��M³&%�³I k²s´r 4"
�cô i� � � º Æ�H��

� C ��M³&%�³X²PE � �  Æ²H��4�Ón
Comissofinalizamoso lema.

O lemaabaixonosmostrao resultadonecessárioparaa obtençãodeumaaproximaçãode-
terminística. Sabemos,pelo lema5.1.3,quea esperançado tempode términode umatarefat

no escalonamentogeradopeloalgoritmoé duasvezeso tempode términoda tarefa em um
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escalonamentoótimo. O próximolemamostraquepodemostomardecisões,baseadoemespe-
ranças,e gerarum escalonamentocomumatarefa atribuídadeterminísticamentede tal forma
quea esperançadovalordoescalonamentogeradonãoémaiordoquea esperançadovalordo
escalonamentocomestatarefa atribuídadeformaprobabilística.

Lema 5.1.8 Seja Æ umasoluçãoótima para o programa linear RL��� . Seja
L ¡Km , ondeas

tarefaspertencentesa
L

têmatribuiçãofixa A\,p5p:$F . Seja
t'v mµ	 L . Existeumaatribuiçãode

t
para umpar A?,8��H Â 5p:��}H Â F tal que:

` ²s´#¶c 4· a ��� J � � � b�^d`�²�a ��� J � � � b
Prova.

Vamosdenotarpor `  HCE ��"²s´¨¶c �· aesperançà�²s´¨¶c �· comatarefa
t

atribuídaaopar A?,p5$:$F . O lado
direitodadesigualdadepodeserescritocomoumacombinaçãoconvexadeesperanças

`  HCE ��"²s´#¶c 4· a ��� J
� � � b

para todasas atribuiçõespossíveis de
t

para um par A?,$5p:$F . Observando os lemas5.1.6 e
5.1.7, bastamultiplicarmoscadauma dasprobabilidades

Ç�µ ��ª� µ � por cadauma dasesperanças`  ¼HCE ��"²s´#¶c 4· aî# � J
� � � b . Temos:

`�²�a # � J � � � b � `¸²	a>J i � i b/C�nonIn�CE`�²½a�J Â � Â b� A Ç § � §� § � `  i E i "²s´¨¶c �· a�J i � i bOC�nonon6C Ç�¹ � G� ¹ � `  �°E @�"²s´¨¶c �· a>J i � i b�F�C�nInonCÈA Ç § � §� § � `  i E i "²s´¨¶c �· a�J Â � Â bcFhC�nonIn�C Ç�¹ � G� ¹ � `  �¬E @0"²s´#¶c 4· a>J Â � Â b�F� Ç § � §� § � A?`  i E i "²s´¨¶c �· a�J i � i bOC�nonon6CE`  i E i "²s´#¶c 4· a>J Â � Â b�FhCdnononC Ç�¹ � G� ¹ � A?`  �°E @�"²s´¨¶c �· a>J i � i b/C�nonIn�CE`  ¼�¬E @�"²s´#¶c 4· a�J Â � Â bcF
Seja A?,?�}H Â 5p:��}H Â F o parparao qualobtemoso menorvaloresperado.Valea desigualdadeÆ i  i7 i  A?`  i E i "²s´¨¶c �· a>J i � i bÓC'nInon�CÅ`  i E i "²s´¨¶c �· a�J Â � Â bcFrC'nonon�C Æ²�� �@74�� A?`  �°E @�"²s´¨¶c �· a>J i � i bÓC'nInon�CÅ`  �°E @�"²s´¨¶c �· a�J Â � Â bcF�ÁÆ i  i7 i  A?`  H ¹ µ»º¼E � ¹ µ»º�"²s´¨¶c �· a>J i � i bPC�nonIn6CE`  ¼H ¹ µ�º¼E � ¹ µ�º�"²s´¨¶c �· a�J Â � Â bcF�C�nonInC Æ²�� �@74�� A?`  H ¹ µ»º¨E � ¹ µ»º�"²s´¨¶c �· a>J i � i bPC�nonIn6CE`  ¼H ¹ µ�º¼E � ¹ µ�º�"²s´¨¶c �· a�J Â � Â bcF �`  H ¹ µ»º¼E � ¹ µ�º&"²s´#¶c 4· a ��� J � � � b.n
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Podemosalteraro algoritmoLPRoundparaqueestepassea serdeterminístico. Na figura
5.2 é apresentadoumaversãodeterminística do algoritmo, quechamamosde SSk. No algo-
ritmo SSkcalculamosasesperanças`  HCE ��"²s´#¶c 4· a # � J

� � � b paratodososparesA\,p5p:$F e atribuímosa
tarefa

t
parao parquetenhao menorvalor esperado.Destaforma,estamostomandodecisões

determinísticase o lema5.1.8juntamentecom o teorema5.1.4,nosgarantemqueo valor do
escalonamentogeradoé limitadopor B@¨)��ª .

ALGORITMO SSk(mP5!q )

1. monteprogramalinear R=�2� comdadosdeentrada

2. seja Æ umvetordesoluçõesótimopara RL�¬�
3.

L · �
4. A\,c �5p:? rFL· A?°�5f°�F , t � �"5onononM5G<
5. paracada

tzv m faça

6. qxW/S÷· w
7. para ,�· � até 1 faça

8. para:L· � até ª faça

9. calcule `  ¼HCE ��"²s´M a # � J � � � b
10. se qxW/S
¯u`  HCE ��"²s´M a # � J � � � b então

11. A?,� �5p:? rFL· A?,p5$:$F
12. qxW/S÷· `  HCE ��"²s´M aî# � J � � � b
13.

L · L Ô N t Q
14. paracada

tzv m e seurespectivo par A?,� �5p:? MF faça

15. q¦H � · q¦H � ��� t
16. ordenea lista q¸H , , � �"5onInonM5p1 porordemdevalores:. dastarefas

17. retorne A8q i 5onononM5!q¦�0F
Figura5.2: Algoritmo determinístico.

5.1.3 Polinomialidade do Algoritmo

O númeroderestriçõesdo programalinear RL�s� nãoé polinomial já que ª nãoé limitado
polinomialmente.Há umamaneirabastanteconhecida,introduzidapor Hall, Shmoys e Wein
[21], quetransformaprogramaslinearescomo RL�s� emprogramaslinearesdetamanhopolino-
mial comumaperdade D naaproximação.Nestaseçãoapresentamosestatécnica.

Dado �3¯Þ° , sejaR o menorinteirotal que A��/CÖ��F � Áuª©C�� . O novo problemaserestringirá
aL intervalos onde: R � ç�è�é"ê i ä�Z A\ª�C���F�ë
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Comissotemosumnúmeropolinomial deintervalos emrelaçãoaotamanhodaentrada.
Sejamos intervalos W � � A$A��½CØ��F

� ô i 5�A��½C|��F
�
b para ��^KìÈ^KR . Denotamospor � W � � o

tamanhodo intervalo, ou seja � W � � � �¶A���Cu��F
� ô i . Introduzimosvariáveis Æ�H� � onde Æ²H> � � W � � é o

tempoquea tarefa
t

é processadanamáquina, no intervalo W � . Abaixoapresentamosum novo
programalineardetamanhopolinomial, quedenotamos por RL�Öl :

qx,8< Â�  � i JL !�% A.RL� l F �� H � i
�� � � º
Æ�H> � � W � �74H> � � Ù t�v m

�  !³&% Æ²H> 
� ^Ø� Ù*, v q�5 e ì � °P5on�n n 5fR

� �#� å � �� H � i
�� � � º A

Æ�H> � � W � �74H> A��¶C¢��F
� ô i C �B Æ²H> 

� � W � ��F Ù t'v m A8»/n��"�6F
Æ�H> � � ° Ù*, v q�5 Ù t'v mP5 A��=Cù��F

�
^u�IH� ¶gu�

Æ²H> � Ád° Ù*, v q�5 Ù t�v mP5 Ù�ì � °�5on n�n 5fR
Na figura5.3 apresentamoso algoritmo polinomial, denotadopor SSk�H½

�
, queé umamodi-

ficaçãodo algoritmoLPRound. A únicadiferençaestánaresoluçãodo programalinear, onde
aqui é utilizado o programalinear RL�)l , e na forma da atribuiçãoprobabilística dastarefasa
paresdeintervalo-máquina.
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ALGORITHM  L  { �H½
�
( ¾�¿HÀu¿rÁ )

1. monteprogramalinear Â°Ã�Ä comdadosdeentrada

2. seja Å umasoluçãoótimadoprogramalinear Â¬Ã Ä
3. paracadaÆÈÇÉ¾ faça

4. Ê�Ë�ÌÎÍ#ÏÑÐAÒ¯Ó=ÔÖÕ«× ¿�Ø=Ù
5. paracadaÆÈÇÉ¾ do

6. ÚÛÌ ×
7. para Ü Ì Ø até Ô faça

8. para Ý Ì Ø até Â faça

9. ÚÛÌ Ú
Þ+ß µ à«áCâ»ã ä�á8ãå µ à
10. se Ê-Ë$æuÚ então

11. ÀÖç Ì ÀÖçIèCè Æ
12. é�Ë�Ì Ý
13. break

14. ordenelista Àêç , ÜUëBØì¿�í�í�í�¿ Ô porordemdevaloresé«Ë dastarefas

15. retorne Õ À?î�¿�í�í�í�¿HÀÖïmÙ
Figura5.3: Algoritmo probabilístico polinomial.

Temosquecalcularasesperançassobreestenovo algoritmo paramostrarmosqueasperdas
geradaspeloprogramalinear Â¬ÃNÄ nãosãograndes.Ospróximoslemastêmsuasdemonstrações
muito parecidascomasdoslemasdaseçãoanterior.

Lema 5.1.9 Aesperançadetempodetérminoð`ñ5ò Ë�ó deumatarefa ÆôÇÉ¾ emumescalonamento
geradopeloalgoritmo Ú¬Úsõ å ½[ö é:

ð`ñ5ò ËHó ë ï÷
çùø�î

ú÷
ö ø0û

Å¼ç Ë ö è ü ö è�í
Prova. Bastamultiplicarmoscadaumadasprobabilidadesdeatribuiçãoda tarefa Æ pelosres-
pectivosvaloresdeprocessamentonestasatribuiçõese temosque:

ðµñ»ò Ë�ó ë ï÷
çùø�î

ú÷
ö ø0ûUý

ç Ë Å¼ç Ë ö è ü ö è
ý ç Ë

í

Lema 5.1.10 O valor esperadodotempodeinício deumatarefa Æ noescalonamentoconstruí-
dopeloalgoritmo Ú¬Ú°þ å ½[ö , dadoqueela foi atribuídaa umpar Õ Ü4¿rÝ�Ù , énomáximoÿ Õ Ø Þ�� Ù Õ Ø Þ� Ù ö�� î .
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Prova. Seja Æ uma tarefa atribuída ao par máquina-intervalo Õ Ü4¿�Ý«Ù . O tempode inatividade
da máquinaÜ é limitadopor Õ Ø Þ�� Ù ö�� î , pois nesteintervalo de tempoa tarefa Æ já podeser
executada.O tempodeprocessamentoesperadoqueocorreantesde Æ édadopor:

÷ �
	ø Ë ý ç � ö�� î÷ � ø0û Å¼ç � � è ü � èý ç � Þ ÷ �
	ø Ë ý ç � Å¼ç � ö è ü ö èý ç � ë
Õ Ø Þ�� Ù ö
� î Þ��mÕ Ø Þ�� Ù ö�� î ë

Õ Ø Þ�� Ù ö
� î Õ Ø Þ�� Ù
Logoo tempodeinício esperadodatarefa Æ é:

Õ Ø Þ�� Ù ö
� î Þ Õ Ø Þ�� Ù ö�� î Õ Ø Þ�� Ù æ ÿ Õ Ø Þ�� Ù Õ Ø Þ�� Ù ö
� î
Parafinalizar, temosquecalcularo valoresperadodo tempodetérminodeumatarefa. Isto

é feito nopróximolema.

Lema 5.1.11 O valor dotempodetérminoesperado deumatarefa Æ noescalonamentogerado
peloalgoritmo Ú¬Ú¬þ å ½[ö é limitadopor ÿ Õ Ø Þ�� Ù�ò ú����Ë .

Prova.
O tempode término esperadoda tarefa Æ é dadopelo tempode início esperadomais o

tempode processamentoesperadodesta.Nos dois lemasanteriorestemosos resultadospara
estesvalores.Usandoa restrição(5.11)de Â¬Ã�Ä podemoslimitar o tempodetérminodatarefaÆ . A restriçãoédadaabaixo:

ò ú�� �Ë ë ï÷
çkø�î

ú÷
ö ø0û

Å¨ç Ë ö è ü ö è
ý ç Ë

Õ Ø Þ�� Ù ö�� î Þ ï÷
çùø�î

ú÷
ö ø0û

Øÿ Å¨ç Ë ö è ü ö è Õ�� í8Ø#Ø=Ù�í
Usandoosdoislemasanterioresobtemosa esperançado tempodetérminode Æ :

ðµñ»ò Ë�óVæ ÿ Õ Ø Þ�� Ù ï÷
çùø�î

ú÷
ö ø0û

Å¨ç Ë ö è ü ö è
ý ç Ë

Õ Ø Þ�� Ù ö
� î Þ ï÷
çùø�î

ú÷
ö ø0û

Å¼ç Ë ö è ü ö è�í
Logo,aesperançadovalordetempodetérminodatarefa Æ é limitadapor:

ðµñ»ò ËróSæ ÿ Õ Ø Þ�� ÙIò ú�� �Ë í
ParaqualquerÁ�� × podemosescolher� ë��� . O algoritmo Ú°Ú¬þ å ½[ö podeserdesaleatorizado

damesmaformaqueo algoritmoLPRound. O teoremaabaixofinalizaestaseção.
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Teorema5.1.12 O algoritmo Ú¬Ú¬þ å ½[ö destaseçãoéuma Õ ÿ Þ ÁrÙ aproximaçãopara o problema�µè Í ç Ë è J Ë ò Ë
Prova. Seja ò ú�� �Ë o valor de tempode términodeumatarefa Æ emumasoluçãoótimaparao
programalinear Â¬ÃNÄ . Bastaaplicarmoso lema5.1.11com � ë �� . Comoo valor do programa
linear Â¬Ã Ä éumlimitanteparao ótimo temos

ð`ñ � Ë J Ë ò Ë�ó ë ð`ñ�J�îIò¸î ó¯Þ í�í�í Þ ð`ñ�J��#ò�� óæ Õ ÿ Þ Á�Ù�J�îIò ú����î Þ í�í�í Þ Õ ÿ Þ ÁrÙ�J��#ò ú�����æ Õ ÿ Þ Á�Ù � Ë J Ë ò ú�� �Ëæ ÿ�� Ã! .



Capítulo 6

Algoritmos baseadosemformulaçõescom
Matrizes Semidefinidas

Muitos problemassãomelhoresescritosusando-serestriçõesnão lineares. Destaforma,
temosformulaçõesquenãopodemserresolvidaspor métodospararesoluçãodeprogramasli-
neares.Seaformulaçãofor escritadeformaestritamentequadrática,ouseja,todasvariáveisda
formulaçãotemgrauzerooudois,podemosrelaxarestaformulaçãoparaumaoutraformulação
vetorial.A formulaçãovetorialporsuavez,éequivalentearesoluçãodeumprogramasemidefi-
nidoquepodeserresolvidoemtempopolinomial. Muitosproblemastêmsidosatisfatoriamente
resolvidosdemaneiraaproximadausando-seprogramaçãosemidefinida.A escritadeumafor-
mulaçãoestritamentequadráticatemsidobastanteutilizadapararesolver problemasdeforma
aproximada(vejapor exemplo[17]), masexistemformulaçõesquenãosãoestritamente qua-
dráticase fazemusode matrizessemidefinidasparaseremresolvidasem tempopolinomial.
Veremoscomomatrizessemidefinidasaparecemnaresoluçãodeproblemasdeescalonamento.
Nãoénossaintençãoapresentardetalhesdeprogramaçãosemidefinida.Apenasmostramosque
é possível formularproblemasquadráticosquepossamserresolvidosatravésdeprogramação
semidefinida.Paramaisdetalhessobreo temaexistemváriasreferênciascomo[38, 37, 16].

54
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6.1 Uma 2-aproximaçãopara #%$&$(' ) Æ+*êÆ
O algoritmodestaseçãofoi propostoporSkutella[33] e utiliza umaformulaçãoquadrática

paramodelaro problema�µèCè � J Ë ò Ë , ondedevemosminimizar asomaponderadadostempos
de términosdastarefasemmáquinasnãorelacionadas.Apesarda formulaçãonãoserestrita-
mentequadrática,Skutellamostroucomorelaxara formulaçãoparaobtençãode um sistema
convexo com matrizessemidefinidas.Destaforma, podemosresolver o programaquadráti-
co em tempopolinomial. De umaforma geral,quandotemosum sistemaconvexo, podemos
resolvê-loemtempopolinomial. Naseçãoseguinteapresentamosa formulaçãodoproblema.

6.1.1 Formulaçãodo problema

Nestaseçãoapresentamosformulaçõesquadráticasparao problema. Vamosver alguns
detalhesque precisamosparamodelaro problema �µèCè � J Ë ò Ë . Smith [36] mostrouque o
problemaØ�èCè � J Ë ò Ë é resolvidodeformapolinomialusando-seaseguinte regra:, Escaloneastarefasemordemdecrescentedevalores - àå à .

Destaforma,o nossoproblemaconsiste em acharumapartiçãodastarefasnasmáquinas.
ParacadamáquinaÜ , definimosumaordemdastarefas,executandoÆ antesde þ namáquinaÜ
(Æ/.�ç þ ) se - àå µ à � -10å µ 0 . Caso - àå µ à ë -10å µ 0 a ordemé definidapelo índice,destemodo Æ/.�ç þ seÆ32 þ .

ParacadamáquinaÜmë Øì¿�í�í�í8¿ Ô e paracadatarefa Æ ë Ø#¿�í8í�í�¿ Ð , temosumavariável bináriaÏ ç Ë querecebeØ casoa tarefa Æ sejaatribuídaa máquina Ü e × casocontrário. Temostambém
umavariável ò Ë paracadatarefa querepresentao tempode términodesta.Temosa seguinte
formulaçãoquadrática,denotadapor IQP:

(IQP)

Min � Ë ³54 J Ë ò Ë� ïçkø�î Ï ç Ë ë Ø 6�ÆµÇÉ¾ Õ87 í8Ø&Ùò Ë ë � ïçkø�î Ï ç Ë¼Õ ý ç ËsÞ � �:9 µ Ë Ï ç � ý ç � Ù;6�ÆµÇÉ¾ Õ87 í�ÿ#ÙÏ ç Ë Ç < × ¿�Ø�= 6�Ü:Ç À ¿ 6�ÆµÇê¾ Õ87 í?>ìÙ
Segue uma descriçãoda formulação. A restrição(6.1) nos garanteque toda tarefa será

escalonadaemalgumamáquina. Dadaumatarefa Æ , arestrição(6.2)calculao tempodetérmino
destatarefa, queé dadopelotempodeprocessamentoqueocorreantesdestamaisseupróprio
processamento.
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Estaformulaçãomodeladeformacorretao nossoproblema.Podemosrelaxara formulação
fazendocomque Ï ç ËA@�× aoinvésdetermosa formulaçãointeira.Chamamosa formulaçãore-
laxadadeQP. Notequenãotemosumaformulaçãoestritamentequadrática,assimvamosrees-
creverestaformulaçãoemumanovaformulaçãoquesejaconvexaparaquepossamosresolvê-la
emtempopolinomial.

A formulaçãoQPpodeserreescritacomoa formulaçãoB�Ã�Ä descritaaseguir:

Õ B�Ã Ä Ù Min CED Ï¯Þ î� Ï DGF Ï Õ�7 íIH�Ù� ïçùø�î Ï ç Ë ë Ø 6�ÆµÇÉ¾Ï @ ×
Nestaformulação,o vetor Ï ÇKJ ïL� correspondeatodasasvariáveis Ï ç Ë deQP. As variáveisÏ ç Ë em Ï estãoordenadasprimeiramentepelasmáquinasÜ�ë Øì¿�í�í�í8¿ Ô e paracadamáquinaÜ ,

temosumaordenaçãodastarefasdeacordocoma regra ( .�ç ) definidaanteriormente.O vetorC�ÇMJ ïL� têmosvaloresC�ç Ë ë J Ë ý ç Ë e estáordenadodamesmaformaqueo vetor Ï . A matrizF ë Õ�Ò�N ç Ë�O N?P � O Ù ésimétricaetemdimensõesÔ ÐRQµÔ Ð cujosvaloressãopreenchidossegundoa
regra:

Ò N ç Ë�O N?P � O ë STVU × se ÜXWëZY ou Æ\ë þJ Ë ý ç � se ÜUëZY e þ .�ç ÆJ � ý ç Ë se ÜUëZY e Æ[.�ç þ
Comoasentradasde F sãoiguaisa zeroquandoÜ\Wë]Y , temosumamatrizdecompostaemÔ blocos F\ç[¿�Ü¸ë Øì¿�í8í�í8¿ Ô na diagonalde F . Todasasoutrasposiçõestemvalor × . Comoas

tarefasestãoordenadassegundo a regra .�ç , cadaumdosblocosFÈç édaseguinte forma:

F�çYë
^____`

× a � ý çCî a / ý çCî í8í�í a � ý ç8îa � ý ç8î × a / ý ç � í8í�í a � ý ç �a / ý ç8î a / ý ç � × í8í�í a � ý ç�/í�í8í í�í�í í8í�í í8í�ía � ý çCî a � ý ç � a � ý çk/ í8í�í ×

bdcccce (6.5)

ProblemasdaformaMin C Dgf Þ Øÿ f�D F f sujeitosa restriçõesdaforma h f ëji , podemser

resolvidosemtempopolinomial se F for umamatrizsemidefinida[12]. Destaforma,temosque
transformaramatriz F emumamatrizsemidefinidaobtendoassimumprogramasemidefinido
quepodeserresolvidoemtempopolinomial.

Skutellamostroucomotransformaramatriz F , somandoaelaumafraçãopositiva,paraque
estafiquesemidefinida.Dadosvetoresbinários Ï Çk< × ¿�Ø�= ïl� , pode-sereescrever o termo C D Ï
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da funçãoobjetivo (6.4) como Ï D diagÕ C�Ù Ï , ondediagÕ C�Ù correspondea umamatriz diagonal
cujasentradascoincidemcom asentradasdo vetor C . Seja � � × . Temosa seguintefunção
objetivo modificada:

Min Õ Ø�m � ÙonpC D Ï�Þ Øÿ Ï D Õ F Þ ÿ � n diagÕ C�ÙIÙ Ï (6.6)

Comoo vetor C énãonegativo, notequem � n
C D Ï$Þ�� n Ï D diagÕ C�Ù ÏÈæ�×
paravetoresarbitrários Ï Ç ñ × ¿�Ø ó ïL� . A igualdadeé alcançadaquandoÏ Çq< × ¿�Ø�= ïL� . Desta
forma,a nova funçãoobjetivo (6.6)podeobtervaloresmenoresdoquea funçãoobjetivo (6.4).
Além disso,a funçãoobjetivo (6.6) é nãocrescenteemrelaçãoaovalor � , por issotemosque
acharo menorvalorpossível para� tal que F Þ ÿ � n diagÕ C�Ù passeasersemidefinida.O próximo
lemamostraqualéestevalor.

Lema 6.1.1 Se�M@ î� , entãoa matriz Õ F Þ ÿ � n diag Õ C�ÙIÙ épositivasemidefinida.Alémdisso,o
menorvalor possívelde � para quematrizesda forma Õ F Þ ÿ � n diag Õ C�Ù4Ù sejamsemidefinidas
é � ë î� .
Prova.

Primeiramenteconsideramos� ë î� emostramosque F Þ diagÕ C�Ù ésemidefinida.Um blocoF�ç diagonaldamatriz F Þ diagÕ C�Ù podeservistocomo:

F�çAë
^____`
a î ý çCî a � ý ç8î a / ý çCî í�í�í a � ý ç8îa � ý çCî a � ý ç � a / ý ç � í�í�í a � ý ç �a / ý çCî a / ý ç � a / ý çk/ í�í�í a � ý ç�/í8í�í í�í8í í�í�í í8í�ía � ý ç8î a � ý ç � a � ý çk/ í�í�í a � ý çr�

bdcccce (6.7)

Skutellamostrouqueestamatrizésemidefinidadadoque -gså s @ ¿�í8í�í�¿ @ - ºå º .
Considereagoraque � � î� . A matriz Õ F Þ ÿ � n diagÕ C�ÙIÙ é a somade duasmatrizes

semidefinidas,F Þ diagÕ C�Ù e Õ ÿ � m Ø=Ùon diagÕ C�Ù , portantoo lemavale.
Paramostrar queo menorvalor possível de � paraquea matriz Õ F Þ ÿ � n diagÕ C�Ù4Ù seja

semidefinidaé �t@ î� considereo seguinteexemplodematriz F :F ëvu × ØØ ×xw (6.8)

Estamatrizcorrespondeaocasoondetemosapenasumamáquinae duastarefas,cadauma
comprocessamentoØ e peso Ø . As entradasdadiagonalde Õ F Þ ÿ � n diagÕ C�Ù4Ù é igual a ÿ � de
tal formaqueelasóé semidefinidase �M@ î� .
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Estelemanospermitetrabalharcomumanova formulação,denotadopor CQP, queapre-
sentamosa seguir.

Õ òyB�Ã Ù Min î� C D Ï¯Þ î� Ï D Õ F Þ diagÕ C�Ù4Ù Ï� ïçkø�î Ï ç Ë ë Ø 6�ÆµÇÉ¾ò Ë ë � ïçkø�î Ï ç Ë¨Õ ý ç Ë2Þ � �z9 µ Ë Ï ç � ý ç � Ù{6�ÆµÇÉ¾Ï @ ×

6.1.2 O algoritmo

Nestaseçãoapresentamoso algoritmoquefazarredondamentoprobabilístico deumasolu-
çãodo programasemidefinidoòyB�Ã . Na figura6.1apresentamoso algoritmo, quedenotamos
por Ú¬þ B .

Primeiro o algoritmo calculao vetor ótimo Ï do programasemidefinidoòyB�Ã e depois
atribui cadatarefa de forma probabilística a umadasmáquinas.Cadatarefa é atribuídainde-
pendentementedeformaaleatóriaa cadaumadasmáquinascomprobabilidadeÏ ç Ë . Dadauma
atribuiçãodetarefasasmáquinas,o algoritmogeraumescalonamentobaseadonoalgoritmode
Smith.

ALGORITHM SkQ( ¾ ¿HÀ )

1. monteprogramasemidefinidoòyBOÃ comdadosdeentrada

1. seja Ï umvetorqueésoluçãoótimade ò|B�Ã
2. paracadaÆÈÇÉ¾ faça

3. Ê�Ë�ÌÎÍ#ÏÑÐAÒ¯Ó=ÔÖÕ«× ¿�Ø=Ù
4. paracadaÆÈÇÉ¾ faça

5. ÚÛÌ ×
6. para Ü Ì Ø até Ô faça

7. ÚÉÌ ÚiÞ Ï ç Ë
8. se Ê-Ë�æuÚ então

9. ÀÖç Ì ÀÖç4èCè Æ
10. break

11. ordeneastarefasem À]ç , ÜUëBØì¿�í�í�í�¿ Ô pelafunção .�ç
12. retorne Õ À?î�¿�í�í�í�¿HÀÖïmÙ

Figura6.1: Algoritmo deSkutellabaseadoemumaformulaçãosemidefinida.

Para calculara razãode aproximaçãodo algoritmo vamosobter antesalgunsresultados



6.1. Uma2-aproximaçãopara �µèCè"� a¬Ë ò Ë 59

relativosaoarredondamentoprobabilístico.

Lema 6.1.2 Considere que o algoritmo SkQé executadocom um vetor ótimo }Ï obtido por
umasoluçãoótimado programaquadrático BOÃ ao invésdo programasemidefinidoò|B�Ã . A
esperançado tempode términode umatarefa Æ no escalonamentomontadopeloalgoritmoé
igual ao tempodetérminonoescalonamentoótimo.

Prova.
Sea tarefa Æ é atribuídaà máquinaÜ , a esperançadovalordetempodetérminoé dadopela

esperançadeprocessamentoqueocorreantesde Æ maisseupróprioprocessamento.Somando
sobretodasaspossibilidadesdeatribuiçãode Æ temos:

ð Õ ò Ë Ùsë ï÷
çùø�î Õ }Ï ç Ë ý ç Ë2Þ ÷�:9 µ Ë }Ï ç Ë }Ï � ç ý ç � Ù

quepelarestrição(6.2)de B�Ã temos

ð Õ ò Ë Ù¬ë òy~ �Ë ë ï÷
çùø�î }Ï ç Ë#Õ ý ç ËsÞ ÷�:9 µ Ë }Ï ç � ý ç � ÙHí

Vamoscalcularagoraaesperançadovalorobtido peloalgoritmo SkQ. DadoumvetorviávelÏ parao programasemidefinidoòyBOÃ denotamospor ò|B�Ã Õ�Ï Ù o valor obtidopelo programa
semidefinidocomestevetor.

Lema 6.1.3 O valor esperadodoescalonamentogeradopeloalgoritmoSkQémenorou igual
a 2 vezeso valor deumescalonamentoótimo.

ð Õ ÷ Ë a¬Ë ò Ë Ù æ ÿ�� Ã! 
Prova.

Seja }Ï um vetorótimo para BOÃ�Ä . Vimosque BOÃ�Ä é equivalentea BOÃ . Usandoestefatoe
o lemaanteriorpodemoslimitar o valoresperadodoescalonamentogeradopeloalgoritmoSkQ
daseguinte forma:

ð Õ ÷ Ë a¬Ë ò Ë Ù°ë�C D }Ï�Þ Øÿ }Ï FK}Ï
NotequeC D }Ï�Þ Øÿ }Ï FK}Ï ë Øÿ C D }Ï�Þ Øÿ }Ï-Õ F Þ diagÕ C�Ù4ÙE}Ï$Þ Øÿ Õ C D }Ï m�}Ï n diagÕ C�Ùz}Ï Ù
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ouseja,

ð Õ � Ë a¬Ë ò Ë Ùsë òyB�Ã Õ }Ï Ù Þ î� Õ C D }Ï m�}Ï n diagÕ C�Ùz}Ï Ùæ ÿ¨ò|B�Ã Õ }Ï Ùæ ÿ�� Ã! �í
A primeiradesigualdadevemdo fatoque òyB�Ã Õ }Ï Ù @ î� C�DL}Ï . A segundavemdofatodeque

o programaò�Ã|B subestimao valor do programaquadráticoBOÃ Ä queé um limitanteparao
ótimo.

Podemostambémdesaleatorizarestealgoritmoatravésdo métododasesperançascondi-
cionaisde forma a obterumaaproximaçãodeterminística. O próximo coroláriofinaliza esta
seção.

Corolário 6.1.4 O algoritmoSkQpodeserdesaleatorizadoobtendouma2-aproximaçãopara
o problema �µè8è�� a¬Ë ò Ë .



Capítulo 7

ResumodeResultados

Nestaseçãoapresentamosum resumode resultadosde aproximaçãoparaproblemasde
escalonamento.O objetivo desteresumoé identificaros melhoresresultadosde artigosestu-
dadosduranteo mestrado.Certamenteo resumonãoestácompleto,masserve paradar uma
visãomaisampladaárea.Apresentamosduastabelascontendoresultadosdeaproximaçãopara
váriosproblemasde escalonamentobemcomoa referência de ondeencontrarde forma mais
detalhadaestesresultados.Notequenãotemosresultadosparaalgumasvariaçõesdoproblema
natabelaabaixo.Poderealmentenãoexistir resultadosparaestesproblemasou simplesmente
nãoachamosresultadosparaeles.Valeressaltarquemuitosresultadosnatabelaforamobtidos
deoutroproblemamaisgenérico.Setivermosum resultadopara Ã è Í�Ë è � a¬Ë ò Ë por exemplo,
podemosestenderesteresultadoparao problemaÃ è Í�Ë è�� ò Ë já queesteé um casoparticular
doprimeiro.
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Problema Off-line On-line��� ���
�E�
���q� Ë:�YË (2) [20]��� ���
�E�
��� �YË (2) [20]��� �1�5�z�d���������L����� Ëz�YË (2) [20]��� ���
�E�d���������L� � �YË (2) [20]��� � Ë ���j� Ë:�YË (
�L���

) [1] ( � ��� ) [20]��� � Ë � � �YË (
�L���

) [1] ( � ��� ) [20]��� � Ë ���1�����L���j� Ë:�YË (
�L���

) [1] ( ���p� ) [31]��� � Ë ���������L� � �YË (1) [8] (1) [8]��� � Ë �����
�E�
���q� Ëz�YË (3) [29]��� � Ë �����
�E�
� � �YË (3) [29]��� � Ë �����
�z�:���1�����L����� Ëz�YË (2) [20]��� � Ë ���1�5�z�d���������L� � �YË (2) [20]

Tabela7.1: Resultadoscomosmelhoresfatoresdeaproximaçãoparaasvariaçõesdoproblema
deescalonamento.
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Problema Off-line On-line� �����j� Ë:�YË (
�L���

) [35] ( � ��� ) [20]� ��� � �YË (1) [24] ( � ��� ) [20]� � � Ë ���q� Ë:�YË (
�L���

) [1] ( � ��� ) [20]� � � Ë � � �YË (
�L���

) [1] ( � ��� ) [20]� � � Ë ���������L���j� Ëz�YË (
�L���

) [1]� � � Ë ���������L� � �YË (
�L���

) [1]� � �1�5�z�
���q� Ëz�YË (7) [29]� � ���
�E�
� � �YË (7) [29]� � ���
�E�d���������L���j� Ëd�YË ( ��� îï ) [20]� � ���
�z�:���1�����L� � �YË ( ��� îï ) [20]� � � Ë �����
�z�5����� Ëz�YË (7) [29]� � � Ë ���1�5�z�
� � �YË (7) [29]� � � Ë �����
�E�d���������L���j� Ë:�YË (3) [20]� � � Ë �����
�E�d���������L��� �YË (3) [20]  �¡� � Ë ���j� Ëd�YË (
�L���

) [1]  �¡� � Ë ���������L���j� Ë:�YË (
�L���

) [1]  � � Ë �����
�z�5� � ïo¢¤£ ¥�¦�§
¨5© �[ª [11]  � � Ë �����
�E�
����� Ë:�YË ¥�¦�§
¨5© �[ª [11]  � �1�5�z�
���j� Ë:�YË ¥�¦�§
¨5© �[ª [11]  � ���
�E�
��� �YË ¥�¦�§
¨5© �[ª [11]  � ���
�E�d���������L���j� Ëz�YË  � ���
�z�:���1�����L� � �YË  ����� �YË 1 [9] �« ��� � � Ëd�YË 1.276[33]  ������� Ëz�YË ( �
� « ) [34] (8) [20]  � � ç Ë � � � Ë:�YË (
«
) [34] (8) [20]  � �������L���¬� Ë:�YË (2) [34]  � � ç Ë � � �YË (2) [34]  � � ç Ë ���������L���j� Ëd�YË (3) [34]  � � ç Ë ���1�����L� � �YË (3) [34]  � � ç Ë ���1�5�z�
���q� Ë:�YË  � � ç Ë �����
�E�
� � �YË  � � ç Ë �����
�z�:���1�����L���j� Ë:�YË  � � ç Ë �����
�z�:���1�����L� � �YË� �¡� ­¯®±° Ë ���������L� � ïo¢¤£ ¦ �zª [2]� �¡� ­¯®±° Ë � � ïL¢²£ ¦ �L����ª [2]� �¡� ³:�E�&� � ïo¢¤£ ¦ �L����ª [26]� �¡� ­¯®±° Ë � � �YË ¦ �L����ª [25]� �¡� ­¯®±° Ë ���������´��� Ë � � � Ëd�YË ¦ �L����ª [25]

Tabela7.2: Resultadoscomosmelhoresfatoresdeaproximaçãoparaasvariaçõesdoproblema
deescalonamento.



Capítulo 8

ImplementaçãodeAlgoritmos de
Aproximaçãopara Problemasde
Escalonamento

8.1 Prólogo

O artigo a seguir resumeum conjuntode testesquerealizamoscom algunsalgoritmos de
aproximaçãoparaescalonamento.Até ondesabemos,muito poucosesabesobreo comporta-
mentopráticodealgoritmosdeaproximaçãoparaproblemasdeescalonamento.Osresultados
mostramqueapesardealgunsalgoritmosteremfatoresdeaproximaçãoaltos,osvaloresobtidos
estãomuitopróximosdovalorótimo. Tambémimplementamosumaheurísticaparao problema
maisgenéricoestudado.O algoritmoé baseadoemum dosalgoritmos apresentados.Ostestes
realizadosmostramqueestaheurísticaémelhordoqueváriosdosalgoritmosapresentados.
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8.2 Artig o

Practical Comparisonof Approximation Algorithms for Scheduling
Problems1

E.C.Xavier2 F.K. Miyazawa2

Abstract

In this paperwe considerpracticalaspectsof approximation algorithms for scheduling
problems.We implementsomeapproximationalgorithmsandstudytheir practicalperforman-
ce. Theschedulingproblemsconsideredareall NP-hard.For themoregeneralproblemconsi-
dered,wemodify oneof thealgorithms andgetbetterresults.

KeyWords: Approximation algorithms, Scheduling,Asymptotic performance.

8.2.1 Intr oduction

Several job schedulingproblemsin parallelmachinesthatappearsin practiceareNP-hard.
In theseschedulingproblems,wehaveasetof jobswith someattributes,thathaveto beproces-
sedin asetof machinesminimizing theaveragecompletiontime. If weconsiderthat ÃµWë�¶iÃ ,
we cannot solve theseproblemsto optimality efficiently. This motivatesthe developmentof
approximationalgorithms, thatareefficientandproducesresultswith qualityguarantee.Weim-
plementedsomeapproximationalgorithmsfor schedulingjobsin parallelmachinesandstudied
theirperformancein practice.

Given an algorithm · for a minimizationproblemandan instanceü of this problem,we
denoteby · Õ ü Ù the valueof the solution returnedby · whenappliedto the instanceü and
we denoteby � Ã! Õ ü Ù thevalueof anoptimal solution to ü . We saythatanalgorithm · has
an approximation factor Ê , or is Ê -approximated,if · Õ ü Ù"¸�¹\ºx» Õ ü�Ù æ Ê , for all instancesü .
Whenthealgorithm · is probabilistic andtheinequality ð`ñ¼· Õ ü Ù ó ¸½¹!ºx» Õ ü Ù æ�Ê is valid for all
instancesü , where ðµñV· Õ ü Ù ó is theexpectedvalueof thesolution returnedby algorithm · , we
saythat · is aprobabilistic Ê -approximatedalgorithm.

For all problemsconsideredin this paper, we denoteby ¾bë <�Ø½¿�í�í�íz¿ Ð = the setof jobs
and À ëÁ<�Ø½¿�í�í�í:¿ Ô = thesetof machines.Whenmachinesareunrelated(e.g. have different

1This researchwaspartially supportedby FAPESPproject 01/04412-4, MCT/CNPqunder PRONEX program
(Proc.664107/97-4) andCNPq(Proc.470608/01–3,464114/00–4,300301/98–7).

2Instituto de Computação— UniversidadeEstadualde Campinas, Caixa Postal6176 — 13084–971 —
Campinas–SP— Brazil, {eduardo.xavier, fkm}@ic.unicamp.br.
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processingspeed)we denoteby ý ç Ë theprocessingtime of job Æ whenexecutedon machineÜ ,
andby ý Ë whenall machinesareidentical. We denoteby Í�Ë the releasedateof job Æ , which
representsthemomentthata job canstartanddenoteby a Ë theimportanceweightof finishing
thejob earlier. Thecompletiontimeof thejob is denotedby ò Ë .

WeusethenotationÊ è � è Â introducedby Graham,Lawler, LenstraandRinnooy Kan [3]. In
thefollowing wedetailthetermsusedin thispaperunderthisnotation. Theterm Ê corresponds
to themachineenvironment, Ã for identicalmachinesor � for unrelatedmachines.Theterm �
tell ussomerestrictionsaboutjobs,if they have releasedates,Í&Ë , if thejobscanbeinterrupted
andcontinuedlater, ý Ô`é�Ð , etc...Finally theterm Â indicatestheobjective functionwe wantto
minimize.

All problemswe considerare non-preemptive. We implementedalgorithms for the fol-
lowing problems: Ã è Í�Ë è � ò Ë , Ã è8è � a¬Ë ò Ë , Ã è ÍrË è � a¬Ë ò Ë , �µè8è � a¬Ë ò Ë and �µè ÍrË è � a¬Ë ò Ë .
For the problem Ã è ÍHË è � ò Ë we implementedthe algorithmdevelopedby Phillips et al. [7].
It is a combinatorialalgorithmbasedin a heuristicfor the preemptive case.For the problemÃ èCè � a¬Ë ò Ë we implemented thealgorithmof KawaguchiandKyan[6], that is basedin a list
schedulingheuristic. For the problemsÃ è Í�Ë è�� a¬Ë ò Ë and �µè ÍrË è�� a¬Ë ò Ë we implementedal-
gorithms of SchulzandSkutella[8]. Thealgorithm for thefirst problemis combinatorialand
thesecondis basedin asolution of a linearprogram.Bothalgorithmsareprobabilistic. For the
problem�µèCè � a¬Ë ò Ë we implementedthealgorithmdevelopedby Skutella[9] thatis basedon
asemidefiniteprogram.

Therearea lot of work in thedevelopmentof approximation algorithms,but very few con-
siderpracticalperformanceanalysis.In [5], HepnerandSteinpresentan implementationof a
PTAS for asinglemachineschedulingwith releasedates.TherearePTAS algorithmsfor paral-
lel machinesaspresentedby Afrati etal. [1], but their implementationrequiresextraeffortsand
generallyresultsin algorithms with timecomplexity representedby highdegreepolynomials.

All algorithms are implementedin C. For the algorithmsthat requiresolutions of linear
or quadraticprogramswe usetheXpress-MPlibrary, of DashOptimization [2]. Basedin the
practicalresults,we proposea simple modificationon thealgorithmpresentedby Schulzand
Skutella[8] for �µè ÍrË è � a¬Ë ò Ë . Thealgorithmobtainsolutionswith betterquality.

Thepaperis organizedasfollows. In thesecondsectionwepresentthealgorithmsandgive
someinsight of how they works. In thethird sectionwepresenttheresultsobtainedin practice.

8.2.2 Algorithms

In thissectionwedescribethealgorithmsandhow they wereimplemented.Wedonotshow
how their approximatefactorsareobtained.The interestedreadercanfind moredetailsabout
theapproximationresultsof thesealgorithms in thereferences.
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Algorithm PSW for Ã è Í�Ë è � ò Ë
Thealgorithmof thissectionwasdevelopedby Phillipsetal. [7] whichwedenoteby PSW.

It findsasolutionin two phases.In thefirst phase,thealgorithmsolvesthepreemptive version
of this problemandin thesecondphaseit usesanalgorithmthatconvertsthepreemptivesche-
duleto anon-preemptiveschedule.Thepreemptiveversionof thisproblemis alreadyNP-hard,
andis solvedby a2-approximationalgorithm.Thealgorithmthatconvertsto anon-preemptive
scheduleproducesa new schedulethat is at mostthreetimesworsethanthepreemptive sche-
dule.This leadsto a6-approximationalgorithmfor theproblemÃ è Í¼Ë è � ò Ë .

The algorithm for the preemptive scheduleis basedin the following idea: at any time,
executeÔ jobswith theshortestremainingamountof work. Wepresentthealgorithmin figure
8.1andwe denoteit by Preemptive. We assumein thealgorithm,thatthemachinesarealways
orderedin non-decreasingorderof processingtime. Theprocessingtime of a machineÜ , is the
finishingtimeof thelastjob thatexecutesin it, which is denotedby ý Õ À ç�Ù . Weassumethatwe
have a minimum heaporderedby theprocessingtime of jobs,wich we denoteby HEAP. The
heapcontainsonly jobsthatwerereleased,i.e., all jobs in theheaparereadyto beprocessed.
Wechangethereleasedateof jobsin theheapto thereleasedateof theheapwhichis denotedbyÍ5ÃlÄgÅ � . ThefunctionfirstÕ HEAPÙ returnsa job with smallestprocessingtime in theHEAPand
thefunction lastÕ ÀÛç�Ù returntheremainingprocessingtimeof thelastjob executingin machineÜ .

In steps1-6 thealgorithminitializes,putting the jobswith thesmallestreleasedatein the
heap.Theloop in step7 is doneuntil all jobsbecomesscheduled.In step8 thealgorithmtests
if the machinelessoccupiedhasprocessingtime lessthanor equalto the releasedateof the
jobsin theheap.In thiscase,thefirst job of theheapis executedin thismachine,otherwise,we
have threeotherpossibilities. If thereis any job beenexecutedhaving processingtime bigger
thantheprocessingtime of the job in theheap,thealgorithmchangethesejobs(steps17-19).
In othercaseweputmorejobsin theheapor setits releasedate(steps20-31).

Notice that preemptions of jobs occursonly whenwe put new jobs in the heap,i.e., jobs
that are alreadyin the heapdoesnot fall in step19, so the numberof preemptionsin each
machinecan be overestimatedby Ð . The time complexity of the implementedalgorithm is� Õ�ÐsÕ±ÆÈÇ½ÉsÐÈÞ Ô Ù4Ù .

ThealgorithmPSW, which is presentedin figure8.2,usesthepreemptive scheduledgene-
ratedby thealgorithmPreemptive. It scheduleseachjob Æ in themachinewhich completedÆ
in thepreemptiveschedule.

Thealgorithmgeneratesa List ÀÛç , for eachmachineÜ , of jobsorderedby their preemptive
completion times ò Ë in the preemptive schedule. For eachmachine Ü , the algorithm PSW
generatesanon-preemptiveschedulewith jobsin theorderspecifiedby À?ç , with theconstraint
thatno job Æ startsbeforeits releasedate.

The complexity of this algorithmis � Õ�Ð!ÆÊÇ½ÉsÐ Þ(Ô Ù plus the complexity to generatethe
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ALGORITHM Preemptive( ¾1¿EÀ )

1. Ë ð|h$Ã Ì Ì
2. let Ý betheminimum releasedateof jobs

3. for all jobs ÆÈÇM¾ with Í�Ë ë Ý do

4. insert Æ in HEAP

5. ¾ Ì ¾Ím Æ
6. ÍpÃLÄgÅ � Ì Ý
7. while(Ë ðyh$ÃÎWë Ì )
8. if ý Õ À î4Ù æ Í5ÃlÄÏÅ � then

9. À î Ì À î=èCè¼Ð�Ü Í�Ñ�é�Õ Ë ðyh$ÃOÙ
10. if Ë ð|h�Ã ë Ì then

11. let Ý bethenext minimumreleasedateof jobsin ¾
12. for all jobs ÆµÇM¾ with Í�Ë ë Ý do

13. insert Æ in Ë ðyh$Ã
14. ¾ Ì ¾Ím]Æ
15. Í5ÃLÄgÅ � Ì Ý
16. else

17. for Ü Ì Ø to Ô do

18. if ýgÒ çrÓ¤Ô8Õ N ÃLÄgÅ � O 2 Ý Ï�Ñ�é�Õ ÀÖç�Ù then

19. changethefirst job in Ë ð|h�Ã with lastjob in machineÀ ç andbreak

20. if thealgorithmhadnot changedjobsin step19 then

21. if ¾
ë Ì then

22. Í5ÃLÄgÅ � Ì ý Õ À î4Ù
23. else

24. let Ý bethenext minimum releasedateof jobsin ¾
25. if Ýo� ý Õ À î4Ù then

26. Í5ÃlÄÏÅ � Ì ý Õ À îIÙ
27. else

28. for all jobs ÆµÇM¾ with Í�Ë ë Ý do

29. insertÆ in Ë ð|h$Ã
30. ¾ Ì ¾Ím]Æ
31. Í5ÃlÄÏÅ � Ì Ý
32. return Õ À î&¿�í�í�í:¿EÀÖï Ù

Figura8.1: Algorithm thatgeneratethepreemptiveschedule.

preemptive schedule.It wasshown thattheproducedscheduleis at mostsix timesbiggerthan
anoptimal schedule.
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ALGORITHM PSW(J,M)

1. generateapreemptivescheduleÕ Â îz¿�í�í�í:¿rÂ2ïmÙ of Õ ¾¯¿&À(Ù with algorithm Preemptive

2. ordereachlist ÀÖç by thepreemptivecompletion time ò Ë of jobs

3. return Õ À î&¿�í�í�í:¿EÀÖï Ù
Figura8.2: Algorithm thatgeneratethenon-preemptiveschedule.

Algorithm KK for the problem Ã èCè � a¬Ë ò Ë
The algorithmof this sectionis an extension of the problem Ø èCè � a¬Ë ò Ë for the problemÃ èCè�� a¬Ë ò Ë . Theproblem Ø�èCè"� a¬Ë ò Ë is solved optimally with thefollowing algorithmdevelo-

pedby Smith[10]: orderjobsin non-decreasingorderof
å à- à andschedulethejobsin thisorder.

Theheuristicfor theparallelmachinecaseis anextension: orderjobsin non-decreasingorder
of

å à- à andschedulejobsin thisorderevery timeamachinebecomesfree.KawaguchiandKyan

[6] have shown that this algorithmproducesscheduleswith a factorof Õ�Ö �¤× î� Ù of theoptimal.
The algorithm,which we denoteby KK, is presentedin figure 8.3 andhave complexity time� Õ�Ð!ÆÈÇ�É2ÐôÞ ÐAÔ Ù .
ALGORITHM KK( ¾¯¿EÀ )

1. orderjobsin ¾ in non-decreasingorderof
å à- à2. À]ç Ì Ì for ÜPë Ø½¿�í�í�íz¿ Ô

3. for eachÆµÇM¾ in orderdo

4. let Ü bethelessocuppiedmachine

5. ÀÖç Ì ÀÖç�è8è Æ
6. return Õ À î&¿�í�í�í:¿EÀÖï Ù

Figura8.3: Algorithm of KawaguchiandKyan.

Algorithm SZSK for the problem Ã è Í4Ë è � a¬Ë ò Ë
The algorithmof this sectionwasdevelopedby SchulzandSkutella[8]. We denotethis

algorithmby SZSK. The algorithmis a 2-probabilistic approximationalgorithmandcanalso
bederandomized.We implementedtheprobabilistic algorithm andrun it 100timesandgetthe
bestgeneratedschedule.With experimentalresults,we saw that runningthe algorithmmore
than 100 times doesnot lead to much betterresults. The algorithm is relatedto the linear
formulation for a single machineproblempresentedbelow. We have variablesÅ Ë Õ , for eachjobÆ andfor eachtime interval é thata job canrun. We alsohave variablesò Ë , thatrepresentsthe
finishingtimeof job Æ . Theconstant is anupperboundfor thecompletiontimeof a job. The
relaxedlinearprogram,denotedby LPS, is thefollowing:
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(LPS)

Min � ËEØ 4 a¬Ë ò Ë� D Õ�ø¯ÓCà Å Ë Õ ë ý Ë 6�ÆµÇM¾� ËEØ 4 Å Ë Õ æ Ø é ë × ¿�í8í�íÙ¿" ò Ë ë å à� Þ îå à � D Õ�ø¯ÓCà Å Ë Õ Õ�éYÞ î� Ù;6�ÆµÇM¾Å Ë Õ ë × 6�ÆµÇM¾ and é ë × ¿�í�í8íÙ¿ ÍrË m£ØÅ Ë Õ @ × 6�ÆµÇM¾ and é ë ÍrË ¿�í8í�íÊ¿� 
It wasshown that we cansolve this linear programusinga combinatorialalgorithm[8].

Supposewe have just onemachineÔ timesfasterthanthemachinesconsidered.Considerthe
processingtimesof the jobs to be Ô timessmaller. Constructa preemptive schedulefor this
singlemachinewith thenew processingtimesusingthefollowing rule: atany time,constructa
preemptivescheduleÚ on thenew singlemachineby scheduling,amongtheavailablejobs,the
onewith thesmallest

å à- à ratio. The resultingschedulecorrespondsto anoptimum solution to
theformulation. Eachvariable Å Ë Õ recieve value Ø if job Æ wasprocessedduringtime ñ é m Ø½¿ é Ù
in thegeneratedschedule.

NoticethatthealgorithmPreemptiveis easilymodifiedto solve theformulationandcanbe
implementedto run in � Õ�Ð!ÆÊÇ½ÉsÐ Ù . After this, we constructa schedulebasedin probabilistic
assignments. We choosefor eachjob Æ , a variable ÊYË uniformly distributed from the intervalñ × ¿�Ø ó . Thenweconsidertheprobabilistic finishingtime, i.e., thefirst timein theschedulewhere
the total amountof work doneis ý ËHÊ-Ë . We denotethis valueby ò Ë¼Õ«Ê-Ë Ù . The algorithm is
presentedin figure8.4. Theattribute Æ=ïL¢²Ú P of eachjob Æ , storesthemachinewhereit mustbe
executed.

ALGORITHM SZSK( ¾¯¿&À )

1. À]ç Ì Ì for ÜPë Ø½¿�í�í�íz¿ Ô
2. solve thelinearprogramÂ¬Ã Ú with thecombinatoric algorithm

3. for eachÆµÇM¾ do

4. Ê�Ë�ÌÎÍ#ÏÑÐAÒ�Õ�× ¿�Ø=Ù
5. Æ�ïo¢²Ú P Ì Í¨ÏÑÐYÒ-Õ Ø�¿ Ô Ù
6. let Â bea list of thejobsorderedby their ò Ë¨Õ«Ê-Ë Ù
7. for eachÆµÇ Â in orderdo

8. À Ë ¹¯ÛÝÜ�Þ Ì À Ë ¹¯Û�ÜßÞ è8è Æ
9. return Õ À î&¿�í�í�í:¿EÀÖï Ù

Figura8.4: Combinatoricalgorithmof SchulzandSkutella.
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Thecomplexity timeof thealgorithmSZSK is � Õ�Ð!ÆÈÇ½ÉsÐ Ù .
Algorithm SK for �µè8è � a¬Ë ò Ë

This algorithmis basedin a semidefinite formulation andis presentedby Skutella[9]. We
denotethealgorithmby SK. Thequadraticprogramfor this problemhasbinaryvariablesÏ ç Ë ,
thatsaysthata job Æ is to beprocessedin machineÜ , if andonly if Ï ç Ë ë Ø andvariablesò Ë that
representsthefinish time of job Æ . We alsohave a function .�ç thatspecifytheexecutionorder
of a job pair Æ½¿ þ in somemachineÜ . JobÆ mustbeprocessedbefore þ in machineÜ if - àå µ à @Î-10å µ 0 .Thequadraticprogramis shown bellow:

Min � Ë&Ø 4 a¬Ë ò Ë
ò Ë ë � ïçkø�î Ï ç Ë n Õ ý ç Ë2Þ � �:9 µ Ë Ï ç � ý ç � Ùà6�ÆµÇt¾Ï ç Ë Ç < × ¿�Ø�= 6�Ü¬Ç�À�¿ 6�ÆµÇM¾

Skutellahave shown thatthis formulationis equivalentto thefollowing quadraticformula-
tion

Min CED Ï¯Þ î� Ï DáF Ï� ïçùø�î Ï ç Ë ë Ø 6�ÆôÇM¾Ï @ ×
where Ï ÇâJ ïo� is a vectorof all variablesÏ ç Ë lexicographicallyorderedwith respectto the
naturalorder Ø½¿Hÿ1¿�í�í�í:¿ Ô of themachinesandthen,for eachmachineÜ , thejobsorderedaccor-
ding to .¸ç . The vector CiÇ�J ïl� is given by C�ç Ë ë a¬Ë ý ç Ë and F ë Õ�Ò�N ç Ë"O N?P � O Ù is a symmetricÔ Ð�Q~Ô Ð -matrix given by

Ò N ç Ë"O NrP � O ë ST U × if ÜXWëãY or Æ\ë þa¬Ë ý ç � if ÜUëãY and þ .�ç Æa � ý ç Ë if ÜUëãY and Æä.�ç þ í
It is shown that this problemcanbesolved in polynomial time if, andonly if, matrix F is

positivesemidefinite. Thismotivatestheconstructionof anew formulation,whichwecall QPS.
The formulation is givenbellow where Õ F Þ diagÕ C�Ù4Ù is positive semidefiniteanddiagÕ C�Ù is a
diagonalmatrixwith thevector C .
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(QPS)

Min î� C D Ï¯Þ î� Ï D Õ F Þ diagÕ C�Ù4Ù Ï� ïçùø�î Ï ç Ë ë Ø 6�ÆµÇM¾Ï @ ×
We solve this formulationusingtheXpressquadraticsolver. Givena solutionfor QSP, we

assignjobstomachineÜ with probability Ï ç Ë . It is shownthatthisisaprobabilistic ÿ1m approximation
algorithm. For thespecialcaseof identicalparallelmachines,theoptimal solution to theabove
formulation is givenby Ï ç Ë ë îï for eachoneof thevariables.Thuswe implementeda combi-
natorialalgorithmfor thisespecialcaseattributing eachjob to amachinewith probability îï and
thenexecutingthejobsin eachmachineby thespecifiedorder .$ç . Wedenotethiscombinatorial
algorithmby SK -C.

The algorithmfor the generalcaseis given in figure 8.5. We executethe algorithm100
times,excepttheresolutionof theQSPwhichisexecutedonlyonce,returningthebestgenerated
schedule.Its complexity time is � Õ�Ð!ÆÈÇ�É2ÐôÞ ÐAÔ Ù plusthecomplexity time to solveQSP.

ALGORITHM SK( ¾¯¿EÀ )

1. À]ç Ì Ì for ÜPë Ø½¿�í�í�íz¿ Ô
2. let Ï bethevectorsolution of thequadraticprogramB�Ã Ú
3. for eachÆµÇM¾ do

4. Ê�Ë�ÌÎÍ#ÏÑÐAÒ�Õ�× ¿�Ø=Ù
5. for eachÆµÇM¾ do

6. ÚÛÌ ×
7. for Ü Ì Ø to Ô do

8. ÚÉÌ ÚiÞ Ï ç Ë
9. if Ê�Ë�æuÚ then

10. ÀÖç Ì ÀÖç4èCè Æ
11. break

12. orderjobsin eachÀêç by .�ç , ÜUëBØ½¿�í�í�í:¿ Ô
13. return Õ À î&¿�í�í�í:¿EÀÖï Ù

Figura8.5: Algorithm of Skutellabasedin a quadraticformulation.

Algorithm SZSK2 for �µè ÍrË è � a¬Ë ò Ë
Thisis alsoaprobabilistic algorithmandis, presentedby SchulzandSkutella[8]. Thealgo-

rithm,denotedby SZSK2, is basedin thesolutionof a linearformulation andis ageneralization
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of algorithmSZSK . As in the linear programof algorithmSZSK , the basicformulationhave
variablesò Ë thatrepresentsthefinish timeof job Æ andvariablesÅ�ç Ë Õ thatsaysthatjob Æ is pro-
cessedin machineÜ at time é , for all possibleunit timeintervalsthatamachinecanexecute.The
maximum time that a machinecanexecuteis denotedby  . The formulationis exponential,
but it canbemadepolynomial usinginterval timesthatincreaseexponentially in their size.We
have intervals ü ö ë Õ4Õ Ø Þ�� Ù ö�� î ¿ Õ Ø Þ�� Ù ö ó andbinaryvariablesÅ#ç Ë ö thatindicatestheinterval that
a job run despitethe time that the job run. We representthesizeof an interval ü ö by è ü ö è . The
relaxedformulationis givenbellow

(LPSS)

Min � �Ë ø�î a¬Ë ò Ë� ïçùø�î � ú
ö ø0û ß µ à�á)ã ä�á8ãå µ à ë Ø 6�ÆµÇM¾� ËEØ 4 Å¨ç Ë ö æ Ø 6�Ü¬Ç�À and ÝAë × ¿�í�í�í�Âò Ë ë � ïçùø�î � ú

ö ø0û Õ ß µ à�á ã ä á ãå µ à Õ Ø Þ�� Ù ö�� î Þ î� Å¨ç Ë ö è ü ö èDÙ 6�ÆôÇM¾Å¨ç Ë ö ë × 6�Ü¬Ç�À , 6�ÆµÇt¾ , Õ Ø Þ�� Ù ö æ Í ç Ë m ØÅ¨ç Ë ö @ × 6�Ü¬Ç�À , 6�ÆµÇt¾ , ÝSë × ¿�í�í8íÙ¿rÂ
Thealgorithmsolvesthe linearprogramLPSSandassigneachjob Æ to a machine-interval

pair Õ Ü"¿�ü ö Ù at randomwith probability ß µ à«áCâ»ã ä�á8ãå µ à . Thejobsassignedto amachineÜ arescheduledin
non-decreasingorderof intervalsassignment.If therearemorethanonejob assignedto thesa-
mepair Õ Ü"¿4ü ö Ù , thealgorithmschedulethemin orderof their valueÆ . Thelinearprogramis also
solvedwith theXpresssolver. For agiven åX� × weset � ëv�� . Thisalgorithmis aprobabilisticÕ ÿ Þ årÙ -approximationalgorithm. As in the algorithmSK , the probabilistic assignmentstep
is executed100timesandis returnedthebestgeneratedschedule.Thealgorithmis presented
in figure8.6. Its time complexity is � Õ�Ð�Ô�ÆÊÇ½É  Þ Ð!ÆÊÇ½É¬Ð Ù plus the time complexity to solve
LPSS.

Heuristic Algorithm for �µè ÍrË è�� a¬Ë ò Ë
In this sectionwe presenta simple modificationin the algorithmSZSK2. The modified

algorithmis denotedby SSHP. In [4], Hariri andPottspresentasimpleheuristicalgorithmforØ�è ÍrË è � a¬Ë ò Ë usedto find anupperboundfor a branchandboundalgorithm. Thealgorithm is
asfollows:

1. Let Ú bethesetof all (unsequenced)jobs,let Ë ë × and þ ë × andfind  uë Ô Ü Ð-ËEØpæ < Í�Ë = .
2. Find theset Ú Ä ë]<�ÆYè ÆôÇ Ú ¿ Í�Ë�æ  \= andfind a job Ü with Ü¬Ç Ú Ä and - µå µ ë Ô Ï f Ë&Ø5æ � <ç- àå à = .
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ALGORITHM SZSK2( ¾1¿EÀ�¿&å )
1. À]ç Ì Ì for ÜPë Ø½¿�í�í�íz¿ Ô
2. let Å bethevectorsolutionof thelinearprogramÂ¬Ã Ú¬Ú
3. é�Ë Ì è for eachÆôÇM¾
4. for eachÆµÇM¾ do

5. Ê�Ë�ÌÎÍ#ÏÑÐAÒ�Õ�× ¿�Ø=Ù
6. for eachÆµÇM¾ do

7. ÚÛÌ ×
8. for Ü Ì Ø to Ô do

9. for Ý Ì Ø to Â do

10. ÚÛÌ Ú
Þ ß µ à«á â»ã ä á ãå µ à
11. if Ê�Ë�æ Ú then

12. ÀÖç Ì ÀÖçIèCè Æ
13. é�Ë�Ì Ý
14. break

15. orderlist Àêç in non-decreasingorderof valuesé Ë , ÜUë Ø�¿�í�í�í:¿ Ô
16. return Õ À î&¿�í�í�í:¿EÀÖï Ù

Figura8.6: Probabilistic algorithmof SchulzandSkutella.

3. Set þ ë þOÞ Ø , sequencejob Ü in position þ , set  +ë] Þ ý ç , set Ë ë Ë Þéa çÈ andsetÚ ë Ú m�<=Ü�= .
4. If Ú ë Ì , thenstopwith the sequencegeneratedhaving H as its cost. Otherwiseset ë Ô Ï f <5 �¿�ê3ëÈì Ë&Ø5æ < Í�Ë =í= andgo to step2.

In algorithmSZSK2, the jobsareassignedto pairsmachine-interval andthemexecutedin
eachmachineby theorderof intervalsassignments.In algorithmSSHP, theassignmentstep
is doneasin algorithmSZSK2, but the jobs assignedto a machineÜ arescheduledusingthe
algorithmof Hariri andPotts.

8.2.3 Practical Analysis of the ImplementedAlgorithms

In thissection,wepresenttheresultsof our tests.Sincesomeproblemsareparticularcases
of others,we madeseveral different tests. Eachsubsectionis reserved for onecase. Before
presenteachtest we show how the datawas generated.In eachtest we generate100 jobs
with processingrequirementuniformly chosenfrom the interval ñkØ½¿�Ø ×#×¨ó , a�Ë chosenfrom the
interval ñùØ½¿�Ø ×¨ó . Whentheproblemrequirereleasedates,thedatais generatedusingthe same
approachusedby Hariri andPotts[4]. Thereleasedatesareuniformly chosenfrom theinterval
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ñ × ¿rðµñ ý ó8Ð Â ó . This simulatesthearrival of the Ð jobsfrom a stablequeueaccordingto a Poisson
processwith parameterÂ [5]. Thetime in all tablesis givenin seconds.Theratio in thetable
correspondsto îú½ï , where ð is thevaluefoundby thealgorithm and Âòñ is a lower boundfor
the optimal. We madetestswith 2, 5, 7 and10 machines.As wasdonein [5], we usefive
differentinstancesin eachtestproblem,sotheresultsin thetablescorrespondsto themeanof
five tests.Thealgorithms weretestedonaAMD Athlon 1.2Ghzwith 800MB of RAM.

Testfor the problem Ã è8è � a¬Ë ò Ë
In this problemwe usedthealgorithmsKK, SZSK andSK-C. Table8.1 show theresults

of this tests.TheLB correspondsto thefractionaloptimal solutionof thequadraticformulationB�Ã Ú of algorithmSK. It generatesabetterlowerboundthanthelinearformulation Â°Ã Ú¬Ú .

Problem LB Algorithm Value Time Ratio

KK 383017.6 0.01 1.0002�ó« ��� � � Ëz�YË 382923.95 SZSK 383258.8 0.11 1.0008
SK-C 383319.6 0.05 1.0010

KK 146088.2 0.01 1.0018�óô ������� Ëz�YË 145821.3 SZSK 148134.2 0.17 1.0158
SK-C 147933.6 0.07 1.0144

KK 115431.0 0.01 1.0032�Aõ ��� � � Ëz�YË 115054.88 SZSK 117479.4 0.11 1.0210
SK-C 117882.6 0.07 1.0245

KK 82516.2 0.01 1.0063� �&ö������q� Ë:�YË 81997.11 SZSK 85775.2 0.11 1.0460
SK-C 85646.6 0.06 1.0445

Tabela8.1:

Thealgorithms got very goodresultsin practice.As we cansee,theratio grows whenwe
usemoremachines.For algorithmKK theincreaseis verysmall.For theotheronesthegrowth
is morerepresentative. We believe that this is becausethenumberof possible waysof assign
a job to a machineincreasesand the probabilistic algorithmwould have to test much more
possibilities to takebetterresults.

Testfor the problem Ã è ÍIË è�� ò Ë
To solve theproblemÃ è Í�Ë è � ò Ë weusedthealgorithmsPSW, SZSK , SZSK2 andSSHP.

DespitealgorithmSZSK is the combinatorialversionof SZSK2 for identicalmachines,we
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alsorun algorithmSZSK2. ThealgorithmsSZSK2 andSSHP wereexecutedwith parameteråmë × íI> . WemadedifferenttestsusingdifferentparametersÂ to generatethereleasedates.We
usedparameterÂ£ë × í�ÿ , Â ë × í÷H and Â£ë × í 7 . The LB is the fractionaloptimal solution of
the linear programof algorithmSZSK2 with å�ë × í?> . It is interesting to notethat this lower
boundmay be far away from the integer optimal, becausean optimal integer solution to the
formulation Â¬Ã Ú¬Ú is alreadya relaxationto theoriginal problem Ã è Í�Ë è � ò Ë . Tables8.2,8.3
and8.4show theresultsobtainedfor thesetests.

Problemwith øúù ö½û « LB Algorithm Value Time Ratio

PSW 109136.8 0.01 1.1537�ó« � � Ë ��� �YË 94590.59 SZSK 124153.6 0.01 1.3125
SZSK2 113298.6 5.08 1.1977
SSHP 105280.4 5.79 1.1130

PSW 60768.4 0.01 1.1559�óô � � Ë � � �YË 52569.48 SZSK 75553.8 0.25 1.4372
SZSK2 63130.6 58.19 1.2008
SSHP 60418.6 52.95 1.1493

PSW 57953.6 0.01 1.2815�Aõ � � Ë ��� � Ë 45222.02 SZSK 68479.4 0.01 1.5142
SZSK2 59530.8 90.13 1.3164
SSHP 58486.2 90.17 1.2933

PSW 53526.4 0.01 1.2728� �&ö�� � Ë ��� �YË 42052.44 SZSK 62120.2 0.24 1.4772
SZSK2 55645.2 171.291.3232
SSHP 54845.2 183.711.3042

Tabela8.2:

Notice that thealgorithmSSHP getbetterresultswhenwe have few machinesandsmall
valuesof Â . This algorithmobtainedthe bestresultswhenwe have just two machines.The
algorithm PSW and SSHP are the bestin all casesdespiteof the algorithm PSW hasthe
biggestapproximation factor. Otherinterestingpoint is that the ratio for the algorithmSZSK

getbetterresultswhenwe havemoremachineswith biggervaluesof Â . ThealgorithmSZSK2
obtainedbetterresultsthanthealgorithmSZSK for all cases,exceptwhenwe have big values
of Â andmoremachinesaswe canseein table8.4. Analyzing the fractionalsolution of the
linearprogramusedby algorithmthe SZSK2, we canseethat thesolver generatesanoptimal
fractionalsolutionusinglessmachinesin sucha way thatvariablesof somemachinesarelitt le
used.Consequently, thegeneratedschedulehave somemachinesthatarealmostunused.The
algorithmSZSK is thecombinatorial versionof SZSK2 but thejobsareattributedto all machi-
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Problemwith ø�ù ö½û � LB Algorithm Value Time Ratio

PSW 126569.0 0.01 1.2189�X« � � Ë � � �YË 103833.92 SZSK 162040.8 1.73 1.5605
SZSK2 133894.2 6.52 1.2895
SSHP 121682.4 6.11 1.1718

PSW 104561.0 0.01 1.2617�Xô � � Ë � � �YË 82872.40 SZSK 124759.4 0.26 1.5054
SZSK2 107531.0 62.90 1.2975
SSHP 105297.2 59.61 1.2705

PSW 108252.4 0.01 1.2476�óõ � � Ë ��� � Ë 86762.90 SZSK 119628.8 2.15 1.3788
SZSK2 111726.6112.951.2877
SSHP 109449.6107.211.2614

PSW 103936.8 0.01 1.2554� �&ö�� � Ë ��� �YË 82787.75 SZSK 107757.0 0.17 1.3016
SZSK2 107522.0218.681.2987
SSHP 105247.4221.411.2712

Tabela8.3:

nesuniformly. This alsoexplainswhy thealgorithmSSHP whencomparedto thealgorithm
PSW, getbetterresultsusingtwo machinesthan7 and10machines.

Testfor the problem �µèCè�� a¬Ë ò Ë
In this problemwe usethealgorithms SK , SZSK2 andSSHP. For thetestsin table8.5we

chooseý ç Ë uniformly from the interval ñkØ½¿�í�í�íd¿�Ø ×#×¨ó . In the testsdonein table8.6 we choose
processingtimesto give the ideathatwe have machinesfasterthanothers.Usingtwo machi-
neswe chooseprocessingtimes from the interval ñùØ½¿�í�í�íz¿ �#×¨ó for the first machineand fromñ �#× ¿�í�í�í:¿�Ø ×ì×¨ó for thesecondmachine.Usingfive machineswe take processingtimesfrom in-
tervals, ñkØ½¿�í�í�íd¿Hÿ ×¼ó ¿=ñ»ÿ × ¿�í�í�íE¿�H ×¨ó ¿�í�í�í:¿=ñVü × ¿�í�í�íd¿�Ø ×ì×¨ó . Using seven machineswe take processing
timesfrom intervals, ñkØ½¿�í�í�íd¿�Ø �=ó ¿=ñkØ � ¿�í�í�íE¿&> ×¨ó ¿�í�í�í:¿=ñVý × ¿�í�í�íd¿�Ø ×ì×¨ó . In thetestswith tenmachines,
wechooseprocessingtimesfrom intervals ñùØ�¿�í�í�í:¿�Ø ×¨ó ñùØ × ¿�í�í�íz¿Hÿ ×¼ó ñ»ÿ × ¿�í�í�í:¿�> ×¨ó ¿�í�í�íz¿=ñVý × ¿�í�í�í:¿�Ø ×ì×¨ó .
We use å�ë × í�Ø in SZSK2 andSSHP. TheLB correspondsto thefractionalsolutionfoundby
thequadraticformulation B Ú Ã of thealgorithmSK .

As we canseeall algorithms producesschedulesvery closeto theoptimal. In generalthe
algorithmSSHP producesbetterschedules.
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Problemwith ø�ù ö½û÷þ LB Algorithm Value Time Ratio

PSW 168188.8 0.01 1.2549�X« � � Ë � � �YË 134019.98 SZSK 216423.0 1.55 1.6148
SZSK2 175249.6 7.24 1.3076
SSHP 165981.0 6.60 1.2384

PSW 155055.8 0.01 1.2451�Xô � � Ë � � �YË 124523.46 SZSK 176075.4 0.10 1.4139
SZSK2 162046.8 62.90 1.3013
SSHP 156834.4 67.48 1.2594

PSW 157384.2 0.01 1.2481�óõ � � Ë ��� � Ë 126095.88 SZSK 165377.2 2.21 1.3115
SZSK2 162347.6120.041.2874
SSHP 158676.2116.251.2583

PSW 152096.0 0.01 1.2481� �&ö�� � Ë ��� �YË 121859.84 SZSK 153544.8 0.07 1.2600
SZSK2 158748.8246.221.3027
SSHP 153621.8243.681.2606

Tabela8.4:

Problem LB Algorithm Value Time Ratio

SK 194216.4 1.13 1.0005 �« ������� Ë:�YË 194112.01 SZSK2 194149.8 6.40 1.0001
SSHP 194143.8 6.21 1.0001

SK 37763.0 38.31 1.0038 �ô ��� � � Ë:�YË 37616.6 SZSK2 37644.0 19.86 1.0007
SSHP 37627.4 22.24 1.0002

SK 26305.0 89.36 1.0097 Xõ ������� Ë:�YË 26049.94 SZSK2 26154.2 26.15 1.0040
SSHP 26140.2 26.06 1.0034

SK 11666.2 200.791.0290  �&ö���� � � Ëd�YË 11337.05 SZSK2 11474.6 40.15 1.0121
SSHP 11450.2 40.79 1.0099

Tabela8.5:

Comparison for problem �µè Í�Ë è � a¬Ë ò Ë
In this casewe usethe algorithms SZSK2 and SSHP to solve problem �µè Í�Ë è � a¬Ë ò Ë .

Table8.7 show the resultsof the tests. We use Â+ë × í�ÿ to generatereleasedates. The LB
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Problem* LB Algorithm Value Time Ratio

SK 246873.6 0.97 1.0005 �« ��� � � Ë:�YË 246745.49 SZSK2 246811.2 6.12 1.0002
SSHP 246783.8 6.13 1.0001

SK 73934.6 37.41 1.0057 �ô ��� � � Ë:�YË 73513.03 SZSK2 73670.0 25.80 1.0021
SSHP 73659.6 27.71 1.0019

SK 52211.6 98.06 1.0129 Xõ ��� � � Ë:�YË 51544.92 SZSK2 51828.4 25.90 1.0054
SSHP 51849.2 26.14 1.0059

SK 30516.2 207.621.0724  �&ö���� � � Ëd�YË 28453.73 SZSK2 29472.2 53.07 1.0357
SSHP 29415.8 52.16 1.0338

Tabela8.6:

is the optimal fractionalsolution of the linear program Â¬Ã Ú°Ú with åÈë × íI> andwe alsouse
this å valuein bothalgorithms. We emphasizethatthis lower boundmaybefar away from the
integeroptimal solution, sincean integeroptimal solution to Â¬Ã Ú¬Ú is alreadya relaxationof
theproblem�µè ÍHË è�� a¬Ë ò Ë . ThealgorithmSSHP getbetterresultsin all tests.

Problem* LB Algorithm Value Time Ratio

SZSK2 352346.2 5.958 1.2424 �« � � Ë � � � Ë:�YË 283584.32 SSHP 332137.8 5.686 1.1712

SZSK2 257145.8 51.83 1.2796 �ô � � Ë � � � Ë:�YË 200944.77 SSHP 251919.2 53.73 1.2536

SZSK2 254033.2109.321.2636 Xõ � � Ë ���q� Ë:�YË 201034.5 SSHP 250165.8 94.71 1.2436

SZSK2 256892.4186.381.2604  �&ö�� � Ë � � � Ëz�YË 203814.6 SSHP 253180.0185.561.2422

Tabela8.7:

8.2.4 Conclusion

We presentcomputationalresultsfor someapproximationalgorithms for scheduling onpa-
rallel machines.As expected,thepracticalsolutionsyieldsratiosbetterthantheapproximation
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factorof thepresentedalgorithms.We alsopresenta heuristicalgorithmthatgetbetterresults
in almostall casesstudied.
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Capítulo 9

Algoritmos deAproximaçãopara uma
VersãoGeneralizadado Problemada
Mochila

9.1 Prólogo

O artigoa seguir tratadeumageneralizaçãodoproblemadamochila. No problemapadrão
damochilatemoscomodadosdeentrada,o tamanhoõ damochila,um conjunto Ú deitemse
funçõesÑ5ÿ e � ÿ quemapeamotamanhoeo valordecadaitem ��Ç Ú respectivamente.Oobjetivo
do problemaé acharum subconjunto

��� Ú tal que ��� Ø�� Ñ � æ õ e o valor ��� Ø�� � � seja
maximizado.No problemaqueconsideramos,alémdosdadosdeentradaapresentados,temos
tambémumaoutrafunçãoC ÿ quemapeiaumaclasseparao item � , temostamanhodedivisórias
decompartimentosÒ e limites Ò ï|çr� e Ò ïL¢¤£ parao tamanhodecompartimentos. No problema
generalizadotemosqueacharum subconjunto

�	� Ú cujo valor ��� Ø
� � � sejamaximizado
e umapartição

� îz¿�í�í�í:¿ � � desteconjuntosatisfazendoas seguintesrestrições:(i) Para cada� çÝ¿�Ø æ Ü æ þ temosque Ò ïUç?� æ � � Ø
� µ Ñ � æ Ò ïo¢¤£ ; (ii) Paracada
� ç�¿�Ø æ Ü æ þ temosque

todosositemsde
� ç pertencemaumamesmaclasse;(iii) ��� Ø�� Ñ � Þ Ò n þ æ�õ .

Esteproblematemaplicaçõespráticasemproblemasdecortee processamentodebobinas
demetaisnaindústriametalúrgicaeé exemplificadanoartigo.Apesardoproblemaserdeem-
pacotamento,nãoé difícil acharaplicaçõesde tal problemaem escalonamento.Comojá foi
visto no capítulo3, seção3.2, problemasde escalonamentoe empacotamentosãofortemente
relacionados.Paraexemplificar o usodo problemaapresentadocomoum de escalonamento,
suponhaquetenhamosumamáquinaÔ , quepodeexecutarvários tipos de serviçosmasde-
pendedaacoplagema eladealgunsdispositivos. Destaformasea máquinafor executaruma
determinadatarefa quenecessitedispositivo C¨î e emseguida outratarefa comdispositivo C � , é
necessáriopará-laparatrocaros dispositivos. Suponhaqueestetemposeja Ò . Cadatarefa Æ

81
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possuitempodeprocessamentoý Ë , pesoa°Ë e dispositivo necessárioC Ë . Além disso,suponha
quenossoobjetivo é maximizaro pesototal dastarefasexecutadasatéum total de tempo õ .
Esteproblemaé facilmentemapeadoaoproblemadamochila generalizada.

Um resumodo artigofoi publicadono IV ALIO/EURO Workshopon Applied Combinato-
rial Optimization,queocorreunoChileemnovembro de2002.A versãocompleta,apresentada
aqui,foi submetidaparaarevistaDiscreteAppliedMathmaticseaindanãorecebemosresposta.
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9.2 Artig o

Approximation Schemesfor a Class-ConstrainedKnapsack Problem1

E. C. Xavier2 F. K. Miyazawa2

Abstract

We considerapproximation algorithms for a class-constrainedversionof theknapsack
problem: Given an integer õ , a setof items Ú , eachitem with value,sizeanda class,find
a subsetof Ú of maximum total value suchthat items are groupedin compartments.Each
compartmentmusthave only itemsof thesameclassandmustbeseparatedby thesubsequent
compartmentby a wall division of size Ò . Moreover, two subsequentwall divisionsmuststay
a distanceof at least Ò���
�� and at most Ò������ . The total size usedby compartmentsand by
wall divisionsmustbe at most õ . This problemhave practicalapplicationson cutting-stock
problems.

KeyWords: Approximation algorithms, knapsackproblem.

9.2.1 Intr oduction

We considerapproximationalgorithms for aclass-constrainedversionof theknapsackpro-
blemwhichwecall Generalized-Knapsack (G-KNAPSACK). Given aninteger õ , asetof itemsÚ ë¬<�Ø½¿�í�í�íd¿ Ð = , eachitem Ü with value �#ç , size Ñ ç anda classCrç , wall divisionsof size Ò , find a
set À � Ú of maximumtotal valueanda partitionof À into compartmentsò�îE¿�í�í�í:¿rò � , each
compartmentwith size � ÿ²Ø�� µ Ñpÿ wherethefollowingconditionsarevalid: (i) itemsin thesame
compartmenthave the sameclass,(ii) two subsequentcompartmentsareseparatedby a wall
division,(iii) thetotalsizeusedby compartmentsandby wall divisionsmustbeatmost õ , (iv)
eachcompartmentsizemustbeat least Ò���
�� andat most Ò������ .

This problemhasa practicalmotivation in the roll cutting in the iron andsteelindustry.
Ferreiraetal. [3] presentacutting problemwherearaw materialroll mustbecut into final rolls
groupedby certainpropertiesafter two cuttingphases.Therolls obtainedafter thefirst phase,
calledprimary rolls, aresubmitted to differentprocessingoperations(tensioning,tempering,
laminating, hardeningetc.) beforethe secondphasecut. Due to technological limitations,

1This researchwaspartially supportedby FAPESPproject 01/04412-4, MCT/CNPqunder PRONEX program
(Proc.664107/97-4) andCNPq(Proc.470608/01–3,464114/00–4,300301/98–7).

2Instituto de Computação— UniversidadeEstadualde Campinas, Caixa Postal6176 — 13084–971 —
Campinas–SP— Brazil, {eduardo.xavier, fkm}@ic.unicamp.br.
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primary rolls have a maximumandminimum allowablewidth andeachcut generatea lossin
theroll width.

In table9.1, we presentsomecommon characteristicsfor final rolls. We considerthree
classesin this problem,onefor eachdifferentthickness.The hardnessinterval of itemswith
thesamethicknessareoverlappedin acommoninterval to satisfyall hardnessrequirements.If
thereareitemsfor which hardnesscannotbeassignedto thesamethicknessclass,a new class
mustbedefinedfor theseones.

Width (mm) Hardness( þ�� n Ô Ô � � ) Thickness(mm)

50 50 to 70 4.50
74 60 to 75 4.50
93 32 to 39 3.50
35 32 to 41 3.50
20 20 to 30 2.50
100 24 to 35 2.50

Tabela9.1: Characteristicsof final rolls

In the exampleof table9.1, we have a raw materialroll of size õ (1040mm) which is
first cut in primary rolls accordingto the different classes. In the example, the roll is first
cut in threeprimaryrolls. Eachprimaryroll is processedby differentoperationsto acquirethe
requiredthicknessandhardnessbeforeobtainingthefinal rolls. Eachcuttingin theroll material
generatesa lossdueto thewidth of thecutterknife. Thecutsdoneat thefirst phasecorresponds
to thesizeof thewall division of our problem.Thecutsof thesecondphasecanbeassociated
to thesizeof theitems.Thisway, weonly worry aboutthelossgeneratedby thefirst phasecut.
Thefigure9.1show theprocess.

Eachprocessingoperationhasa high costwhich impliesitemsto be groupedbeforeeach
processingoperations,whereeachgroupcorrespondsto onecompartment.In theaboveexam-
ple we canconsiderthreedifferentclassesandsix different items. The sizeof the raw roll
materialcorrespondsto thesizeof theknapsackandthesizeof thewall divisioncorrespondsto
thelossgeneratedby thefirst cutting phase.ThedistancesÒ���
�� and Ò������ aretheminimumand
maximum allowable width of theprimaryrolls.

Givena family of algorithms h � , for any å\� × , andaninstanceü for someproblem Ã we
denoteby h � Õ ü�Ù thevalueof thesolutionreturnedby algorithm h � whenexecutedoninstanceü
andby ¹!ºx» Õ ü Ù thevalueof anoptimal solution for thisinstance.Wesaythat h � isapolynomial
time approximation scheme(PTAS) for a maximization problemif for any å�� × and any
instanceü we have h � Õ ü�Ù @BÕ Ø�m�årÙ�¹\ºx» Õ ü Ù . If thealgorithmis alsopolynomial in Ø
¸�å we say
that h � is a fully polynomial timeapproximationscheme(FPTAS).



9.2. Artigo 85
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1040 mm

Raw Roll Material

Primary Rolls

First Phase Cut

Processing operations

Second Phase Cut

Final Products Loss

Figura9.1: Thetwo-phasecuttingstockproblem.

Results : In this paperwe presenta FPTAS and a PTAS for two restrictedversionsof the
G-KNAPSACK. We also presenta proof that a lessrestrictedversionof the G-KNAPSACK

problemcannotbeapproximatedunlessÃ+ë�¶iÃ . Thealgorithmswepresentaredevelopedin
two phases.In thefirst phasewe have to solve a smallproblemfor eachclass. In thesecond
phaseweusetheresultsof eachclassto solve thefully problemusingadynamic programming
approach.

For theFPTAS we considerat mosta constantþ of differentitem sizesfor eachclass.The
algorithmis simpleandusesan algorithmto find an optimal bin packingof items. The bins
havesize Ò������ andmustbefilled by at leastÒ���
�� .

ThePTAS is for thecasewhenÒ���
�� ë × . Thealgorithmis morecomplex andusessomenice
ideasproposedby ChekuriandKhanna[2]. In this case,thealgorithmfind a setof itemsthat
canbepackedinto binsof size Ò������ andhave a correspondingvaluevery closeto theoptimal.
Theitemsarepackedusingknown algorithmsfor bin packing.
RelatedWork : Theknapsackproblemis awell studiedproblemin theliteratureandaFPTAS
wasshown by IbarraandKim [5]. In [1], Capraraet al. presentapproximationschemesfor
two restrictedversions of theknapsackproblem,KKP andE-KKP. The KKP is theknapsack
problemwherethe numberof itemschosenin the solution is at most þ and the E-KKP has
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thenumberof itemschosenin thesolution exactly þ . ChekuriandKhanna[2] presenta PTAS
for the Multiple KnapsackProblem(MKP). In this problemwe have a set ñ of bins, each
bin Æ Çãñ with capacity i Ë , anda set Ú of items,eachitem Ü with size Ñ ç andprofit ý ç . The
objective is to find asubset

��� Ú of maximum profit suchthat
�

hasa feasiblepackingin ñ .
In [6], SchachnaiandTamir presenta PTAS to a class-constrainedmultiple knapsackproblem
(CCMK) andclass-constrainedbin-packingproblem(CCBP). In both problemswe have ¶
bins,eachbin Æ with ò Ë compartmentsandsize ð Ë . We alsohave a set ü of items,eachitem Ç�ü have class C � , size Ñ � andprofit ý � . In problemCCMK, we have to find a packingof
itemsinto thebins ñ , suchthatthevalueof theitemspackedis maximizedandeachbin Æ hasat
most ò Ë itemsof differentclasses.In problemCCBP thebinshavesize1 and ò compartments.
Thegoal is to find a legal placementof all itemsin a minimal numberof bins. If we consider
thatwe do not have therestrictions(ii) and(iv) of G-KNAPSACK andthesizeof thewall is 0
thenwe cansolve G-KNAPSACK usingthealgorithmto CCMK developedby Schachnaiand
Tamir.
Organization: In section9.2.2,wepresentagenericalgorithmto solvetheG-KNAPSACK pro-
blem. This genericalgorithmdependson thesolution of anotherproblemthatwe call SMALL.
In sections9.2.3and9.2.4we presenttwo algorithmsto specialcasesof theproblemSMALL

which yields to a FPTAS andto a PTAS for the problemG-KNAPSACK. Finally, in section
9.2.5wepresentaninaproximality resultto G-KNAPSACK problem.

9.2.2 Generic Algorithm

In this sectionwe presentsomenotationandformally definethe problemG-KNAPSACK.
Furthermore,wepresentageneralapproximation schemeconsideringtheexistenceof analgo-
rithm to a restrictedproblem.

For mostapproximationschemes,it is sufficient to provethatthesolution generatedis !#"%$'&
from theoptimumsolution, sincewe canobtaina solutionthat is $ from theoptimumsolution
simple rescalingtheparameter$ . Therefore,thefollowingclaim is valid.

Claim 9.2.1 Givena constant$)(+* , if ,.- is a polynomialtimealgorithmfor a maximization
problem / , such that for anyinstance 0 of / , wehave,1-2"%03&546"87:9;!#"%$'&<&>=@?BA."C0�& , thenthere
is a polynomial timealgorithm D1- such that DE-2"%03&54�"87:9;$'&>=@?BA1"%03& .

An instance0 for theG-KNAPSACK is a tuple "�FHG'I�GKJ�G2LMG'N�G'OPG'O3Q�R�S�G'O�Q�T�U�& where F is a set
of items, I , J and L areclass,sizeandvaluefunctionsover F , respectively; O is the sizeof
wall divisions,and O3Q�R�S and O�Q�T�U areboundsfor the compartmentssize. All valuesarenon-
negatives.We denoteby V and W , thenumberof itemsin theset F andthenumberof classes,
respectively.

Givenaset F andanumericfunction X over F , wedenoteby XY"ZF[& thesum \^]`_
abXY"Zc�& .
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A solution d of an instance0 for problemG-KNAPSACK is a pair "ZF5efG'/Eeg& where FHe[hiF
and /@e is apartitionof FBe , /@ej G�klk�klG'/Eem , eachset /Een hasonly itemsof thesameclassandaresuch
that O�o ngprq J�"Z/Een & q O�ots8u and J�"%d)& q N where J�"Zd1&[v \ mnxw j "�J�"Z/Een &�yzO�& .

The sizeof a solution d	v "�F{e|G'/@eg& , where /Ee}v~"Z/Eej G�k�k�k�G'/Eem & , is equalto J�"%d)& andthe
valueof thesolution d , denotedby L�"Zd1& , is equalto L�"�F5e�& .

TheproblemG-KNAPSACK canbedefinedasfollows: Givenaninstance0 , find a solution
d of maximum value.

The crucial point for the algorithmof this sectionis a subroutine for a problemwe call
SMALL . Thealgorithmis thesamefor thetwo problemswe considerin thenext two sections,
differingonly on thewayproblemSMALL is solved.
PROBLEM SMALL: Given an instance0 for G-KNAPSACK, whereall itemsareof the same
classandgivena value � , find asolution d of 0 with value � andsmallestsize.

We saythatan algorithm F[F�- is $ -relaxedfor problemSMALL if givenan instance0 and
value � thealgorithm generatesa solution d with "87�9�$'&8� q L�"%d)& q � and J�"%d)& q J�"%!�& ,
where ! is a solution with value � andsmallestsize. Suchsolution d is calledan $ -relaxed
solution.

In figure9.2we presentanapproximation schemefor G-KNAPSACK usinga subroutineto
solveproblemSMALL. Thealgorithmusesaroundingideapresentedby IbarraandKim [5] for
theknapsackproblem.

In steps1–3theoriginal instanceis reparameterizedin suchawaythateachnew itemvalue
L�e] , is a non-negative integer value boundedby ��V���$>� . Therefore,the value of any solution
is boundedby � v !�"%V��'��$'& . This leadsto a polynomial time algorithmusing a dynamic
programming approachwith only !#"%$'& loss on the total value of the solution found by the
algorithm.

In steps4–8,thealgorithmgenerates$ -relaxedsolutionsfor eachproblemSMALL obtained
from thereparameterizedinstancesof eachclassandeachpossiblevalue � . Thesolutionsare
storedin variables,}�8� m , for eachclass� andeachpossiblevalue � .

In steps9–14problemG-KNAPSACK is solvedusingdynamicprogramming. Wehavetable� �8� � indexedby classes� andall possible values� . It storesthesmallersolution usingitemsof
classes��7�G�k�k�k�G���� thathavevalue � . Thebasicideais to solve thefollowing recurrence:

� �8� ����v����|��� � �'  j � ��G2,¡�8� �¢GE���|�j�£ m¥¤ � � � �K  j � m yz,¡�`� ��  m ����k
Finally, giventhat thereare W classes,in steps16–17a solution generatedwith maximum

value � is returned.
To prove that ¦.- is anapproximation schemewe considerthatalgorithm F{FH- , usedassu-

broutine,is an $ -relaxedalgorithmfor problemSMALL.

Lemma 9.2.2 If the algorithm ¦�- usesan $ -relaxedalgorithm as subroutine and if !.�`� � is a
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ALGORITHM §)-<"%03& where 0¨v©"ZFHG'IªG'J�G<L�G2N�G'OPG'O�Q�R�S
G2O�Q�T�Ul&
Subroutine: F{F�- ( $ -relaxedalgorithmfor problemSMALL).

1. % reparameterizetheinstancebyvalue

2. let /+«~��¬ª­M��L ] �bc.®¯F5� , °±« $2/1�²V and �6« ��V � ��$8� , whereV³vµ´¶F·´
3. for eachitem c1®¯F do L�e] « ¸2¹�º»{¼
4. % generatean $ -relaxedsolution for each class

5. for class��« 7 to W do

6. for value �½« 7 to � do

7. let F�� bethesetof itemsin F with class�
8. ,¡�8� �¾« F[F¿-2"ZF��ªG'J�G<L�eÀG'N�G'OPG'O�Q�R�S�G2O�Q�T�UªG2��&
9. % for each possiblevalue � , findsolutionfor G-KNAPSACK with classes��7�Glk�k�klGÁ�P�

10. for value �½« 7 to � do

11.
� j � �³«~, j � �

12. for class��« Â to W do

13. for value �½« 7 to � do

14.
� �8� �¾« " solution in � � �K  j � �¢G2,¡�`� ��G2�Ã�À� j�£ m�¤ ��� � �K  j � m y;,¡�8� ��  m ���

of valuein ÄÅ"87:9;$'&`�)G2�ÇÆ andminimum size)

15. let d bethesolution
� o[� � , 7 q � q � with maximumvalue � andsize J�"%d)& q N

16. return d .

Figura9.2: Genericalgorithmfor G-KNAPSACK usingsubroutinefor problemSMALL

solution usingclasses��7�G�k�k�k¥G���� , with �È��vÉL�eC"Z!}�`� ��& andminimumsize, then
� �`� � existsand

L�eC" � �`� ��&54�"`7:9;$'&8� and J�" � �8� ��& q J�"%!}�8� ��& .
Proof. First,notethatif a solution !��8� � with value �Ê��v�L�eC"%!}�8� ��& usingitems ��7�G�k�k�k�G���� exists,
thenasolution for

� �8� � alsoexists. Wecanprovethisfactby induction onthenumberof classes.
Thebasecaseconsideronly itemswith class1 andcanbeprovedfrom thefactthatsubroutine
F[F¿- is an $ -relaxedalgorithm, (thatis,

� j � �Ëv�, j � � ).
Considerasolution !Ç�8� � with value �Ê��v�L�eC"%!}�8� ��& usingitems ��7�G�k�k�k¥G���� .
If !¡�8� � usesonly itemsof class� , thenwe have a solution ,��`� � which is obtainedfrom

subroutine F[F�- , which by assumption is an $ -relaxed algorithm. Therefore,L�eC"C,¡�8� ��&Ã4�"87@9
$'&`L�eC"Z!}�`� ��& and J�"C,¡�8� �¿& q J�"Z!}�8� ��& .

If !¡�8� � usesonly itemsof classes7�G�klk�klG��E9Ì7 , by induction,
� �K  j � � existsand L e " � �K  j � �¿&¡4

"`7Ç9Í$'&8L�e%"%!}�8� ��& and J�" � �'  j � �¿& q J�"%!}�8� ��& .
If !}�8� �ÎvÏ"�FHG2/)& usesitemsof class� anditemsof otherclasses,denoteby ! j vÉ"�F j G'/ j &

and ! � v�"ZF � G'/ � & two solutions obtainedpartitioning !E�8� � suchthat / j containsall partsof
/ with items of classdifferent than � and / � containsall partswith items of class � . Let
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�¾�gvÐL�eC"Z! j & . By induction, therearesolutions
� �K  j � m and ,5�8� ��  m suchthat

L e " � �K  j � m &�yzL e "%,¡�`� ��  m &¡4�"87:9±$'&>�1y�"87:9±$'&�"%�Ñ9z��&Bv©"`7:9±$'&8L e "%!}�8� ��& and

J�" � �'  j � m &�yÒJ�"C,¡�8� ��  m & q J�"%! j &�y�J�"Z! � &Bv^J�"Z!}�8� ��&Kk

Theorem 9.2.3 If 0 is an instancefor G-KNAPSACK and F[F¢- is an $ -relaxedpolynomialtime
algorithm for SMALL then the algorithm ¦Ã- with subroutine F[F�- is a polynomial time ap-
proximation schemefor G-KNAPSACK. Moreover, if F{Ft- is also polynomial time in 7���$ , the
algorithm ¦)- is a fully polynomialtimeapproximationscheme.

Proof. Let ! beanoptimum solution for instance0 . Let � bethevalueof anoptimalsolution
consideringtheroundeditems.

L�" � o{� �¿&	v Ó]8_¥Ô ¹�Õ Ö L ] 4 Ó]8_¥Ô ¹�Õ Ö L e] °iv×°[L e " � o[� �¿&
4 °Ç"87:9;$'&8�	4Ø°Ç"87Ç9±$'&PÓ]`_
Ù L e]
4 °Ç"87:9;$'&PÓ]`_
Ù "

L ]
° 9Ñ7�&Ú4Û°Ç"87:9;$'&�"�Ó ]`_
Ù

L ]
° 9ÍV�&

v "87:9±$'&�"�Ó ]`_
Ù L ] 9±V�°{&[v©"87}9;$2&l"�=E?BA�9;$</)&
4 "87:9±$'&�"�=E?BA�9;$'=E?BAÜ&
4 "87:9;Â�$2&<=E?BA

Sincethesolutionreturnedby thealgorithm¦r- hasvalueatleastL¿" � o[� ��& , wehavethat ¦.-<"%03&¡4
"`7Ç9±Â�$'&<=E?BA .

If W and V arethenumberof classesandthenumberof items,respectively, thetime com-
plexity of thealgorithm ¦�- is !�"%W¾V�Ý���$<�HyÒW¾V��¥��$BÞ � aªa & , where

� a²a is thetime complexity of
subroutine F[F�- . Therefore,if F{F�- is polynomial time in V (andin 7��²$ ) thenalgorithm ¦Ã- is a
(fully) polynomial timeapproximation scheme.

In thenext two sections,we presenttwo approximationsschemesfor restrictedversions of
problemG-KNAPSACK. The approximationsschemesarebasedon algorithm ¦Ã- anddiffer
only in the way problemSMALL is solved. From now on we considerthe items after the
roundingprocess.

9.2.3 The FPTAS

In this section,we considerthe G-KNAPSACK problemrestrictedto � differentitem sizes
in eachclass. We presenta fully polynomial time approximation scheme.The algorithm is
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thesamepresentedin theprevioussection.In this case,we only needto presentan $ -relaxed
algorithm, usedassubroutineby thealgorithm ¦Ã- , thatis polynomial timebothin theinputsize
andin 7���$ . In fact,we show thatanalgorithmfor problemSMALL doesnot needto compute
solutionsfor everyvalue� toobtainafully polynomial timeapproximation schemefor problem
G-KNAPSACK. Givensuchasubroutine,theapproximation resultfollows from theorem9.2.3.

Thenext resultstatethedifficulty of thecaseweareconsidering.

Theorem 9.2.4 Theproblemwith therestrictionthat wehaveat mosta constant� of different
sizesin each classis still ßà/ -hard.

Proof. Thetheoremis valid sincetheknapsackproblemis a particularcasewheneachitem is
of adifferentclassand O�Q�R�S}v^á , O�Q�T�UÜv�* and O�v½* .
The � -PACK problem

Beforepresentingthe algorithmto solve problemSMALL , considerthe problem,denoted
by � -PACK, which consists in packing V one-dimensional itemswith at most � differentitem
sizesinto theminimumnumberof binsof size OPQ�R�S , eachbin filled by at leastO�Q�T�U .

The algorithmto solve problem � -PACK usesa dynamicprogrammingstrategy combined
with the generationof all configurationsof packingitemsinto onebin. In the figure 9.3 we
presentthealgorithmthatgeneratesa function D that returnstheminimumnumberof bins to
packaninput list, undertherestrictionsof theproblem� -PACK . For ourpurposes,wealsoneed
that thefunction D returnsthepartitionof the input list into bins. For simplicity, we let to the
interestedreaderits conversionto an algorithmthat alsoreturnsthe partition of the input list
into bins.

In steps1–4,thealgorithmgeneratesall possiblesubsetof itemsthatcanbepackedin one
bin. In eachiterationof thewhile command,steps5–11,thealgorithmusestheknowledgeof
instancesthatusesâ binsto computeinstancesthatusesâ�y½7 bins.

Thefollowing theoremis straightforward.

Theorem 9.2.5 The algorithm / m generatesa function that returnsthe minimumnumberof
binsto pack anysublist of theinput list ° of problem � -PACK. Moreover, thealgorithm / m has
a polynomial timecomplexity.

Solvingproblem SMALL

Thefollowing lemma statestherelationshipof a solution for problemSMALL andthepro-
blem � -PACK.

Lemma 9.2.6 If !Êv©"Z°}G'/1& isanoptimumsolutionofaninstance 0�v©"�FHG'J�G<L e G'N�G2OMG2O�Q�R�S�G'O�Q�T�UªG2�E&
for theproblemSMALL , °�h+F and /ãvä"%/ j G�klk�k�G2/ m & then �à4^D¾"Z°{& , where D¾"%°b& is themi-
nimumnumberof binsto pack ° into binsof size OPQ�R�S , filled byat least O�Q�T�U .
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ALGORITHM ? m "Z°}G'O�Q�T�UªG'O�Q�R�Sl&
1. let J j Glk�k�klG'J m the � differentsizesoccurringin list ° ,

2. let O n bethenumberof itemsin ° of size J n , âtv67�Glk�k�k¥GK� ,
3. let d j bethesetof all tuples "%å j G�k�k�k�G2å m & suchthat * q å n¢q O n , âtv�7�G�k�k�k�GK�
4. and O�Q�T�U q \ mn�w j å n J n¢q O�Q�R�S .
5. let ât« 7
6. while "ZO j G�k�k�k�G'O m &.�®Îd n do

7. d n�æ j « ç
8. for eachå�e�®Îd j and åªe e�®Îd n do

9. å@« å�e²yzå�e e
10. if åà�®Îd n and "Cå j G�k�k�k�G2å m & q "ZO j G�klk�klG'O m & then d n�æ j « d nxæ j y;å
11. âH« â�y½7
12. let D¾"Cå�&[«è� for all å�®ÎdÜ� , 7 q � q â
13. return D

Figura9.3: Algorithm to find theminimum numberof binsto packany subsetof °
Proof. Note that itemspacked in the optimum solution ! areseparatedby wall divisionsof
size O andtwo subsequentwall divisionsdefininga compartmentmustbea distancebetween
O�Q�T�U and O�Q�R�S . Itemsin compartmentscanbe consideredasa packinginto bins of size OPQ�R�S
occupiedby at least O�Q�T�U . Since D¾"%°{& is the minimum numberof suchbins to pack ° , the
numberof compartmentsof ° is at leastD¾"Z°{& .
Corollary 9.2.7 If !+v©"%°}G'/)& isanoptimumsolutionofaninstance0¨v©"ZFHGKJ�G2L¿eÀG'N�G'OPG'O�Q�R�S�G2O�Q�T�UªG2��&
for problemSMALL, then J�"%!�&b4½J�"%°b&�yzD¾"Z°{&>O .

In figure 9.4, we presentan algorithmfor solving a relaxed versionof problemSMALL,
which is sufficient to our purposes.Thealgorithmfirst considerall possible configurationsof
solutionsfor problemSMALL , without consideringthevalueof eachitem. This stepis perfor-
medby a subroutine to solve problem � -PACK . Insteadof finding eachpossibleattribution of
valuesfor eachconfiguration,thealgorithmonly generatesvalid configurationswith maximum
value. For a given value � , the algorithmonly returnsa solution if the valueis a maximum
valuefor someconfiguration.Notice that we returnthe smallestpackingthat have the given
value.

Theorem 9.2.8 If 0 is an instancefor G-KNAPSACK with at most � different item sizesand
algorithm ¦)- is executedwith subroutine � - F{F then ¦�-2"%03&546"87}9;$'&>=@?BA1"%03& .
Proof. Consideran optimum solution ! for the instance0 with the roundeditems. Let dÚé
be thesetof itemsof classI usedin this optimalsolution. This setof itemscorrespondsto a
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ALGORITHM � - F[F:"�FHGKJ�G2L3eÀG'N�G'OPG'O�Q�R�S�G2O�Q�T�UªG2��&
Subroutine: / m (Subroutineto solveproblem � -PACK).

1. let D6« / m "�FHG'O�Q�T�U²G'O�Q�R�S�&
2. let J j Glk�k�klG'J m the � differentsizesoccurringin list ° ,

3. let O n bethenumberof itemsin ° of size J n , âtv67�Glk�k�k¥GK� ,
4. let d bethesetof all tuples "%å j G�k�k�k�G2å m & suchthat * q å n¢q O n , âtv67�Glk�k�klG'�
5. for eachå.vã"Cå j G�k�klklG2å m &5®Îd do

6. let /Ã"%å�& thepackingobtainedusingfunction D¾"Cå�& placingfor eachsize J
� ,
7. âf� itemsof F with size J¥� andgreatestvalues

8. let d@�³« ��å¨®Îd©�[�½v�L�"Z/Ã"%å�&<&'�
9. if dE�;êvëç then

10. return å¨®ÎdE� suchthat J�"Cå�& is minimum.

11. else

12. return ç
Figura9.4: Algorithm to find theminimum numberof binsto packany subsetof °

configurationå�é thatis packedoptimally by corollary9.2.7.In algorithm � - F{F wereturnitems
of maximum valuecorrespondingto this configuration. If � - F[F doesnot returnthis optimal
solution to ¦)- , it is becauseit findsanotherconfigurationwith thesamevaluebut with smaller
sizein line 10 of thealgorithm. It follows from theorem9.2.3that theoptimal solution found
by algorithm ¦)- with � - F[F is aFPTAS to G-KNAPSACK.

9.2.4 The PTAS

In this section,we presentan algorithm to solve the problemSMALL with the restriction
that O�Q�T�Uìv * . This restrictionis basedin our weaknessto find packingswith a minimum
filling. In section9.2.5we presentan inaproximality resultthat show that the full versionof
G-KNAPSACK problemcannotbeapproximatedunless/^vëßà/ .

The algorithmof this sectionusessomenice ideasproposedby ChekuriandKhanna[2].
Given an instance0Êv "�FHG'J�G<L�e|G'N�G'OPG'O�Q�R�S
G'O�Q�T�U²G2�E& for the problemSMALL , the algorithm
performstwo basicsteps.First, the algorithmfinds a set íÛhÏF with L e "Áí�&�4î"87@9Ñ!#"%$'&<&`�
suchthat its packinghassizeno biggerthananoptimal packingof value � . This is shown in
thenext subsection.In the secondstep,thealgorithmpacksa set í.e5hÏí suchthat L�"�íÜeÅ&�4
"`7Ç9Í!#"Z$2&<&8L�e�"�í�& .
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Finding the Items

Givenaninstance0 we first have to find a subsetof theitemswith total valuevery closeto
� . The algorithm, denotedby ï.âZV�O , is presentedin figure 9.5. It findsa polynomial number
of sets,suchthatat leastonehasvaluecloseto � andits packingsizeis at mostthesizeof the
packingof theoptimal solution.

ALGORITHM ï.âZV�O�"�FHG2$lG2�E&
Subroutine: ðEñªòMV�O (Subroutineto roundthevaluesof theitems).

1. for eachc1®ÎF do

2. L e e] « "87{yz$'& m where "`7{yÒ$'& m q L e]}ó "87{yz$'& m æ j
3. let ô#« ¸�õ|ö�÷ p - ¼
4. for eachâ[®ì�ª*�G�klk�klGKô¿� do

5. let F n bethesetof itemswith value "`75yz$'& n in F
6. let "Zc n j G�k�klk�G'c np µ & theitemsin F n sortedin non-decreasingorderof size

7. let
�

bethesetof all possible tuples "Z� j G�klk�klGK��ø�&
suchthat � n ®ù�ª*�G�k�k�k�G ø - ��G'* q â q ô and \ øn�w�ú � n v ø - .

8. for eachvalue �Çe in theinterval ÄÅ"87:9;$'&`�)G2�ÇÆ do

9. for eachtuple "�� j Glk�k�klG'��ø
& in
�

do

10. for eachâ[®ì�ª*�Glk�k�klG'ô�� do

11. let í n v+�ªc n j G�k�k�k�G'c n� � suchthat L¿"��ªc n j G�k�k�k�G'c n�K  j �²& ó � n " -|��ûø & q L�"`�ªc n j G�klk�klG'c n� �²&
12. í�« "Áí j�ü klk�k ü ítøª&
13. d+« dÐyÌí .

14. return d .

Figura9.5: Algorithm to find setswith valueverycloseto agivenvalue �
In the first step,the algorithm ï.âZV�O rounddown eachitem valueto the nearestpower of

"`7¡yz$'& . Fromnow on,considertheitemswith thenew values.Givena set ! , with L�e�"Z!�&{v^�
andsmallestsize,we have with the roundingthat �ý j æ -�þ q L�e eC"%!�& q � . With the rounding
specifiedwe have ôÚvÛ¸�õÀö�÷ p - ¼ differentvaluesof items.Theitemsaregroupedby their values
in setsF j G�k�klklGKF¿ø , suchthatitemsin thesamesethave thesamevalue.

Insteadof looking for thesets! n vë!Ìÿ³F n G2â¢v�7�G�k�k�k�GKô , thealgorithm ï@â�V¿O , findssubsets
í n with valuesverycloseto L�eC"%! n & whosepackingis not largerthananoptimalpackingof ! .

For eachindex â , thealgorithmfinds an integervalue � n ®ë�ª*�G�k�klk�G ø - � suchthat � n " -|�ø & qL�e e�"Z! n & ó "�� n y67
&l" -À�ø & . The algorithmgenerateall possible tuples "Z� j G�k�k�k�GK��ø�& andonewill
satisfythis condition. First we show thatsuchvalues� n exist in sucha way that they arevery
closeto theoptimal.

Lemma 9.2.9 If ! hØF is a setwith L e "Z!)&¨vÛ� and smallestsize, thenthere existsa valid
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tuple "Z� j G�k�k�k�GK��ø�& such that for each â wehave � n ®ì�ª*�Glk�k�k¥G ø - � and \ mn�w j � n " -À�ø &54�"`7Ç9;$2&8� .

Proof. Let !µvã! j¢ü k�k�k ü !�ø where ! n v©F n ÿ¯!�G�7 q â q ô . For eachâ , let � n vè¸ ¹ û û ý Ù µÅþÅø-|� ¼
andwehave:

� n " $>�ô &[vÈ¸ L�e eC"Z! n &<ô$<� ¼ " $>�ô &¡4�"
L�e e�"Z! n &>ô
$<� 9Ñ7�& $<�ô v½L e e "Z! n &H9 $<�ô k

Thus,for eachâ we looseat most -À�ø , sothetotal lossis $>� .

The first ideais to testall possible values � n , but this doesnot leadsto a polynomial time
algorithm. In thiscasewehave !#"<"Cõ|ö�÷BV�& ����� p & possibilities to test.To limit thenumberof tests
polynomially, we usethe fact that \ n � n.q ø - . Note that if this condition is not satisfiedwe
would obtainsetswith valuesbiggerthan � . Thenext two lemmas,presentedby Chekuriand
Khanna[2], limit thenumberof differenttuplesto beconsidered.

Lemma 9.2.10 Let X be the numberof � -tuplesof non negative integer valuessuch that the
sumof thevaluesof thetupleis O . Then

XÚv
� O·y��19Ñ7�)9Ì7 	

Lemma 9.2.11 Thenumberof differenttuplesof index � n thatwehaveto testis !�"%V�
� & .
Proof. Let O�v ø - and ��v+ô . Fromlemma4.2we know thatthenumberof possibilities to test
is

XËv
� O·y��19Ñ7�19Ñ7 	 k

Thatis,

XËv "ZO·y���9�7�&�

"��)9Ñ7
&�
 O�
 v "ZO�y��)9Ñ7
&¿k�k�kl"ZO�yÐ7�&

"��19Ñ7�&�
 q "ZOÜy��)9Ñ7�&��   j
"��)9Ñ7
&�
 k

UsingtheStirling approximationfor thefactorialwehave "��·9±7
&�
P4�" ý �   j þ���� 
] & . Therefore,

X q " c�"%O�y��)9Ì7�&��9�7 & �   j k
Since ô)y ø - q�� " ø - 9Ñ7�& for someconstant� , we have thenew limit :

X q " c � "��19Ñ7�&�19Ñ7 & �   j v6"Zc � & �   j v½!#"CV 
� &Kk
Theenumerationof the tuplesis donein step7 of thealgorithmandis usedin the loop of

step9. Noticethatwe have a polynomial numberof tuples.Now we show how thealgorithm
gettheitems.Given aset F n andavalue � n thealgorithm take itemsasfollows:
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1. In step6 thealgorithmsorttheset F n in non-decreasingorderof itemssize.

2. Itemsaretakenin non-decreasingorderof sizeuntil thetotal valueof theitemsbecomes
biggeror equalthan � n " -|�ø & in step11.

Thenext lemmastatethatat leastoneof thesetsobtainedthiswayhavevalueverycloseto
theoptimalandthatits packingsizeis notbiggerthanthepackingsizeof theoptimal set ! .

Lemma 9.2.12 Let ! bea solution with value � andsmallestsizeand ! j G�k�k�k¥G'!�ø thepartition
of ! such that ! n v×!+ÿ±F n G2â)v 7�G�klk�klGKô . There are values � j G�klk�klGK��ø and sets í j G�klk�klG�ítø
obtained by thealgorithm ï@â�V¿O , such that L�"�í jYü k�klk ü ítøª&¨4iL¿"%!�&�"87E9Ñ!�"Z$'&>& and that the
packingsizeof theset í is not larger thanthepackingsizeof ! .

Proof. Consideran integer â>G'* q â q ô . From lemma4.1 thereexistsan integer � n suchthat
� n " -|�ø & q L�e eC"Z! n & ó "�� n y¯7�&l" -|�ø & . Sincethealgorithm ï.âZV�O testsall possibilitiesof � n , onetuple
satisfytheabove condition. In step11 thealgorithmtake items c n ®ÌF n thatcanfall in oneof
this two cases:

1) Supposethat L e e] µ q -|�ø . Thealgorithmtake itemsuntil their total valuebecomegreater
or equalthan � n " -|�ø & . Taking itemsthis way the loosein value is not more than -|�ø because
L e e "Z! n & ó "�� n y½7�&�" -|�ø & . If all thesets! n fall in thiscasethetotal lossis at most $<� .

2) Supposethat L�e e] µ ( -|�ø . Thealgorithmtake itemsuntil their total valuebecomegreateror
equalthan � n " -|�ø & . Weknow that L e e] µ ( -|�ø , andin thiscasethereis nolossbecausethealgorithm
takeexactly thevalueof L e e "Z! n & .

Notethatall itemsin theset ! n havethesamevalueandso L e e "Z! n & is multipleof thevalueof
theitems.Thealgorithmnever takemoreitemsthantheset ! n , i.e., ´ í n ´ q ´�! n ´ . Thealgorithm
takestheitemsin non-decreasingorderof sizeobtainingapackingwith sizenot largerthanthe
packingof theitemsin ! n .

Remindthat ! correspondsto a setsuchthat L e "Z!)&Evä� beforethe roundingin step1 of
thealgorithm ï.âZV�O andthatits packingsizeis minimum. After theroundingwe have �ý j æ -�þ qL e e "Z!�& q � wich impliesthat L e e "Z!)&b®zÄÅ"87}9;$'&`�)G2�ÇÆ since

�Ì9 �
"`7byÒ$'& v

$<�
7byz$ q $<�1k

If we testall integer possiblevalues �Ee in the interval ÄÀ"`719�$'&`�)G2�ÇÆ we have at most $<�
possibilities. Sincethemaximumvalueof � is !#" p 9- & we haveat most !#"CV��K& possible tests.If
we take �Üe3vÈ��L�e eC"%!�&`� thisvaluesatisfy:

� n $<�Üeô q L e e "Z! n & ó "�� n y½7�& $<�Üeô G * q â q ô�k
According to lemma9.2.12we have a lossof at most $<�.e which correspondsto a small

fractionof thevalueof ! .
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$<� e q $
"CL e e "%!�&�yÐ7�& q Â�$<L e e "%!�&
Thesearchfor thevalueof � e correspondsto theloop in step8 of thealgorithm.
At last, the algorithmgeneratea polynomial numberof sets,at leastonewith value L;v

"`7b9 !#"%$'&<&`� andthatcanbepackedoptimally. In thenext sectionweseehow thesesetscanbe
packed.

Packing the Items

In theprevioussectionwe haveobtainedat leastoneset í of itemssuchthatits total value
is very closeto the optimal ! andthat its packingsize is not larger thanthe packingsizeof
! . The packingis obtainedusingknown algorithmsfor bin packing. Notice that an optimal
bin packingusingbins of size O3Q�R�S is a limit for the optimalpackingin compartments. This
is becausewe chooseitemsof smallersizeandpossibly lessitemsthantheoptimalset. Also
noticethatpackingthe itemswith this algorithmwe canrespectonly themaximum limit of a
compartment,O�Q�R�S .

Fernadezdela VegaandLueker [7] have shown how to build analgorithmthatpackitems
usingat most "`7Çy½$2&>!)/ � y+7 bins. FriezeandClarke [4] founda PTAS for the problemof
packinga setof itemsin W binsmaximizing thetotal valueof thepackeditems, where W is a
constant.

We call by ,���� » thealgorithmof Fernadezde la VegaandLueker, andby ,���� thealgo-
rithm of FriezeandClarke. Thealgorithm / ��I�� , to packa set í , is presentedin figure9.6. It
first usesthealgorithm ,!��� » to packtheitemsin í . If thenumberof binsusedis smallerthanj- yÌÂ it just forget thepackingandpackthesetusingthealgorithm ,"��� . In theothercasewe
just take the !)/ � e binswith biggestvalue.We denoteby J
â$#�c�"Zßà& thenumberof binsusedin
packingß .

Lemma 9.2.13 If / is the solution corresponding to the packing generatedby the algorithm
/%��Il� over the set í then L�"%/)&�4 "87)9^!#"%$'&<&`L�"�í�& and its sizeis smaller than the optimal
packing.

Proof. If !1/ � eB4 j- thenwe loosethevalueof $<!)/ � e�yÊ7 bins. Of course!1/ � e q !1/ � ,
where !)/ � is theminimumnumberof binsto packtheitemsin í . Eachoneof thebinshave
valueat most ¹ ý'& þ( n�) ] ý+* þ . Thenwe looseat most

L�"�í�&
J�â$#�c�"Zßà& "Z$2!1/ � e yÐ7�& q L¿"Áí�&

!)/ �Ë"Z$<!)/
� yÐ7�&[v�$<L�"�í�&�y L�"ÁíE&

!1/ �#k
Since !1/ � 4½!)/ � eP( j- anupperboundfor thelooseis Â²$<L�"�í�& .
Therefore,L¿"%/)&{4ã"`7}9zÂ�$'&`L¿"Áí�& .
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ALGORITHM / ��I���"�í�&
Subroutine: ,!��� » and ,���� (Subroutinesto packtheitems).

1. let ßÛ« ,���� » "�í�&
2. let !)/ � e « ( n+) ] ý�* þ�  jj æ -
3. if !1/ � eP4 j- then

4. let / bethe !)/ � e binswith biggestvaluesin ß
5. else

6. /,���³« ç
7. for ��« 7 to

j- yÒÂ do

8. /,���Ë« /-����yz,����Y"�íbG���&
9. Let / bethesmallerpackingin /.��� suchthat L�"Z/1&54�"87:9;$'&`L¿"Áí�&

10. return /
Figura9.6: Algorithm to packtheitems

If !1/ � e ó j- thenwe have that J�â/#�c�"Zß�& q j- yÐÂ . In this case/ is obtainedrunningthe
algorithm ,���� with � bins 7 q � q j- yÑÂ . We take thesmallerpackingof theitemssuchthat
thetotal looseis at most $>L¿"Áí�& .
The $ -relaxedalgorithm

In thissectionwe presentthe $ -relaxedalgorithmfor theproblemSMALL with therestric-
tion that O�Q�T�U¨v * . Thealgorithmis presentedin figure9.7. It is very simpleandjust usethe
algorithms presentedin sections4.1and4.2.

ALGORITHM FYW0�21�18"�FHG'J�G<L�G2N�G'OPG'O�Q�R�S
G'*�G<�E&
Subroutine: ï.âZV�O and /%��Il� (Subroutinesof theprevioussections).

1. let d+« ï@â�V¿O�"�FHG'$lG<�E&
2. 3 03ßÛ« á
3. for eachí�®Îd do

4. 3 « / ��I���"�í�&
5. if J
â$#�c�" 3 & ó 3 03ß and L�" 3 &¡(+"`7:9Ð"$4:y�Â�&>$'&`� then

6. 3 Â1« 3
7. 3 0�ßî« J�â/#�c�" 3 &
8. return 3 Â

Figura9.7: Algorithm to solveSmallProblem

Given a value � , the algorithm ï@â�V¿O generatesa polynomial numberof sets í asshown
in section4.1. At leastoneof thesetshave valuevery closeto thevalueof theoptimalset !
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andhave a packingof sizeat mostthesizeof theoptimal. For all possibilities of í we packit
with algorithm /%��Il� . Thealgorithm ï@â�V�O generatea lossof at most 4�$ . Thealgorithm /%��I��
generatea lossof at most Â�$ . Thesolutionreturnedby thealgorithmis thepackingof smaller
sizesuchthatthelooseis at most "�Â:y54�&>$<� . We canconcludewith thetheorem:

Theorem 9.2.14 Algorithm ¦1- is a PTASto ¦ -Knapsack if O�Q�T�U)v©* , whenexecutedwith the
$ -relaxedalgorithm FBW0�61�1 of thissection.

9.2.5 Inapr oximality of the G-KNAPSACK problem

In thissectionwepresentaninaproximality resultfor theG-KNAPSACK problem.Weprove
that the full versionof the problemwhere * ó O3Q�T�U q O�Q�R�S cannot be approximatedto any
factorunless/Êvëß³/ . Theproof is madereducingthepartition problem,with instance0 j and
itemswith totalsize N , to aninstanceof theG-KNAPSACK problemwith thesamesetof items
and O�Q�T�UÇvëO�Q�R�SÇv87 � . It is nothardto seethatwith this instance,G-KNAPSACK problemhave
only two possiblesolutions,onewith size0 andotherwith size 7 � . Thelastsolution is obtained
if andonly if instance0 j hasasolution.

Wecanalsoprove thattheG-KNAPSACK cannotbeapproximatedwhen * ó O�Q�T�U ó O�Q�R�S .
Thenext theoremstatesthis result.

Theorem 9.2.15 There is a gap-introducingreductiontransforminginstance0 j of thePartition
Problem(PP) to an instance0 � of theG-KNAPSACK problemsuch that:9 If instance0 j is satisfiable then !1/ � "C0 � &[vëO�Q�T�U , and9 if 0 j is notsatisfiable, !1/ � "C0 � &Bvë* .

Proof. Let 0 j vi"�FHGKJ�& betheinstanceof Partition Problemwhereeachitem cr®ÍF hassize J ] .
Weconstructaninstance0 � suchthat !)/ � "%0 � &5®ì�ª*�G'O�Q�T�U�� . Let 0 � vã"�FHG2IªGKJ e G2LMG'N�G'*�G'O�Q�R�S�G'O�Q�T�U�&
bethe instanceof G-KNAPSACK problem.For eachitem c#®ÒF we have that L ] vµJ ] Þ � and
J e ] v J ] Þ � , where � is an integerconstant.Of coursethepartition problemis satisfiablewith
instance"ZFHGKJ�& if andonly if it is satisfiablewith instance"ZFHGKJ�e�& . All itemsin F belongsto the
sameclass.Let O�Q�T�U:v;: º=<?> ( û º� and O�Q�R�S:vëO�Q�T�U{yë" � 9Ñ7�& . Let N×vëO�Q�R�S . Noticethatthereis
nowall divisions.

First notethatany size J e ] is multiple of � andtherefore,any solution of 0 � is alsomultiple
of � . Since O�Q�T�U is multiple of � , wehave

O�Q�T�U ó O�Q�R�S ó O�Q�T�U{y �
andweconcludethatthereis nosolution to instance0 � with sizegreaterthan O�Q�T�U .
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If instance0 j is satisfiablethenthe optimal solution of instance0 � hasvalue O�Q�T�U andthe
knapsackis filled until O�Q�T�U . If instance0 � is not satisfiablethenthe only solutionwith size
multiple of � thatrespectsthelimits O�Q�T�U and O�Q�R�S hasvalue * andit packsno items.

Corollary 9.2.16 Thereis no @ -approximation algorithmfor G-KNAPSACK problemwhen* ó
O�Q�T�U q O�Q�R�S , @�(Ì* , unless/+v½ßà/ .

9.2.6 Conclusion

We presentapproximation algorithms to somerestrictedversionsof ¦ -knapsack.We also
provethatthefull versionof G-KNAPSACK problemcannotbeapproximated.Theproblemhas
apracticalmotivationin theiron andsteelindustrywhereaproblemof cuttingrolls appears.
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Capítulo 10

Conclusão

Nestetrabalhoapresentamosalgumastécnicasenvolvidasno desenvolvimentode algorit-
mos de aproximação.As técnicasapresentadasforam exemplificadasatravés de problemas
deescalonamentocomalgoritmosvistosemalgunsdosartigosestudadosduranteo mestrado.
Apresentamosalgoritmosqueachamosdestacarbema técnicaempregada ou possuemalguma
característicaqueachamosserrelevante.Esperamosdestaforma,darumaboavisãodaáreade
algoritmosdeaproximaçãoapesardeusarmosapenasalgoritmosparaproblemasdeescalona-
mento.Apresentamostambém,um resumocomosmelhoresresultadosparacadaproblemade
escalonamento.Osresultadossãobaseadosnosartigosestudados,por issonãoesperamosque
o resumoestejacompletoe contenhaos resultadosmaisrecentes.Além disso,apresentamos
doisartigos.O primeiroé umacomparaçãopráticaentrealgunsalgoritmosdeaproximação.O
segundosãoalgoritmos deaproximaçãoparacasosparticularesdeumavariaçãodo problema
damochila.

Analisandoos resultadospráticosdos algoritmosimplementados,percebemosque estes
atingemvaloresbemmaispróximodo ótimo do queo limite deseusfatoresdeaproximação.
Isto mostraqueapesarda áreaseralavancadapor resultadosteóricos,muitosdosalgoritmos
podemserutilizadosna prática,atémesmoaquelescom fatoresde aproximaçãoelevados.O
algoritmo PSWapresentadono capítulo8 por exemplo, possuifatordeaproximaçãoigual a 6,
masanalisandoos resultadospráticosparao problema/¾´ @l��´ \BA � , podemosver queassolu-
çõesgeradasestãocomum fatordeaproximaçãoparaumlimitante doótimo,variandode 7�kÅ7C4
até 7�k�ÂED . Valeressaltarqueo limitanteparao ótimo é o resultadofracionáriodeum programa
linear, quemesmosendoresolvidodeformainteira,aindaassimseriaumlimitanteparao esca-
lonamentoótimo. Logo,nossaintuiçãoé queosresultadosobtidospor estesalgoritmossejam
muito próximosdoótimo. Osalgoritmosexecutadosparao problemað�´À´ \ �[� A � porexemplo,
atingemnapráticafatoresdeaproximaçãoquevariamentre 7�k *�*�*�7 a 7�k *GF , quandocomparados
comumlimitante inferior parao ótimo. Isto mostraquealgortimosdeaproximaçãopodemser
utilizadosnapráticacomoheurísticasou mesmocomogeradoresdelimitantessuperiorespara
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algoritmosexatosbaseadosemmétodoscomobranch-and-cut, branch-and-boundetc.
Finalmente,apresentamosum PTAS um FPTAS paracasosparticularesde um problema

queé umageneralizaçãodo problemada mochila. Tal problema,definidono capítulo9, tem
aplicaçõesem escalonamento.O problemafoi primeiramenteestudadode forma práticapor
Ferreira,Neves,Fonsecae Castro[15] atravésdeheurísticas.O problematemaplicaçõesprá-
ticasnaindústriametalúrgicanaáreadeprocessamentoderolosdemetais.Até ondesabemos,
tal problemanãotinha sido estudadocom o foco de algoritmos de aproximação.Mostramos
queo problemanãopodeseraproximadoa menosque /îvÛß³/ , e apresentamosum PTAS
e um FPTAS paradois casosparticularesdo problema.Os algoritmosqueapresentamostêm
complexidadedetemporelativamentealta. Portanto,seriainteressanteapresentarnovosalgo-
ritmosaproximados,quemesmocomfatoresde aproximaçãomaiores,tenhamcomplexidade
detempoaceitável naprática.
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