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Algebra Booleana

Sintese Légica
- Usando SOP
- Usando POS

Légica Combinacional Multi-Niveis
X'selZ's

Mapas de Karnaugh

Blocos bdsicos Combinacionais
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Circuitos Légicos

Projeto de Circuitos Combinacionais

“DDCA" - (Capitulo 2)
“FDL" - (Capitulos 2 e 4)

Mc542
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Introdugdo

Um circuito légico é composto de:
- Entradas (inputs)

+ Saidas (outputs)

- Especificagdo Funcional

- Especificacdo da temporizagdo (timing)

functional spec

inputs outputs

timing spec

Mc542
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Timing
Circuito

+ Nodes

- Inputs: A4, B, €

- Outputs: ¥, Z

- Interno: nl
- Elementos do Circuito

- E1, E2, E3

Mcs4z
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Tipos de Circuitos Légicos

- Combinacional

- Sem efeito meméria

- As saidas sdo determinadas pelos valores correntes das
entradas

+ Seqiencial

- Tem efeito meméria

- As saidas sdo determinadas pelos valores correntes e
anteriores das entradas

functional spec

inputs outputs

timing spec

Mc542
3.6
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Composigdo de Circuitos Combinacionais

+ Todos os elementos do circuito sdo combinacionais

+ Cada node do circuito ou é uma entrada do circuito ou
esté conectado a uma saida de um elemento do circuito

O circuito ndo contem ciclos: todo caminho no circuito
visita cada node no méximo uma vez

+ Exemplo:

Mcs4z
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Equagdo Booleana

- Especificagdo funcional das saidas em termos das entradas
usando-se operadores booleanos

+ Exemplo:
5 =F(A, B, an)
Gut = F(A, B, Gn)

S
¢ C

out

OW>

E

S =A®B®C,
C,. =AB+AC, +BC,

Mc542
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Forma Soma-de-Produtos (SOP)

+ Tada equagdo booleana pode ser descrita na forma SOP

+ Cada linha da tabela verdade é associada a um mintermo

+ Um mintermo é um produto (AND) de literais

+ Cada mintermo é TRUE (1) para uma dada linha (e somente para
essa linha)

+ A fungdo é formada pelo OR dos mintermos para os quais a saida
é TRUE (1)
+ Assim, a fungdo é a soma (OR) de produtos (termos AND)

A B | Y | minterm
0 0 0 A B
0 1 1 A B
1 0 0 A B
1 1 1 A B

Y=F(A, B, €)= AB+ AB

Mcs4az
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Terminologia

- Literal - Uma variavel complementada ou ndo em um termo
produto (ou termo soma)

- Implicante - Um termo produto que implementa um ou mais 1°s da
fungdo. Exemplo: um mintermo é um implicante; um produto gerado
pela simplificagdo de uma vdridvel de dois mintermos é um implicante.

- Implicante Principal - Um implicante que ndo pode ser simplificado em
outro implicante com menos literais.

- Implicante Essencial - Implicante Principal que é imprescindivel na
realizagdo da fungdo (existe pelo menos um “1” que so é coberto por
ele).

- Cobertura - Uma colegdo de implicantes que il tam a fungdo

|
(implementam todos os 1°s da fungdo). .

- Custo - nimero de portas + nimero de entradas de todas as portas
(assumiremos que as entrads primdrias estdo disponiveis tanto na
forma verdadeira quanto complementada).

Mc542
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Forma Produto-de-Somas (POS)

+ Tada equagdo booleana pode ser descrita na forma POS

+ Cada linha da tabela verdade é associada a um maxtermo

- Um maxtermo é uma soma (OR) de literais

+ cada maxtermo é FALSE (0) para uma dada linha (e somente
para essa linha)

+ A fungdo é formada pelo AND dos maxtermos para os quais a
saida é False (0)

+ Assim, a fungdo é um produto (AND) de soma (termos OR)

A B | vy | maxterm
O olola+sB
0 1 |1]|a+B
QA ofJo|a+sB
1 1 1|2+ B

Y=F(A, B €)= (A +BXA +B)

Mcs4z
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Sintese Usando Portas And, OR e Not

T T2 f(leTz)
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

A. Implemente cada 1 da tabela verdade com um AND e Nots
B. Faga um OR dos circuitos criados em A.
C. Opcional: simplifique a fungdo

Soma de Produtos
mesaz
it
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Sintese Usando Portas And, OR e Not

Canonical sum-of -products

s ) S
)

Minimal-cost realization

Mcs4z
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Sintese Usando Portas And, OR e Not

z1 @ || flo1,20)
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

A. Implemente cada O da tabela verdade com um OR e Nots
B. Faga um AND dos circuitos criados em A.
C. Opcional: simplifique a fungdo

Produto de Somas

Mc542
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Soma-de-Produtos e Produtos-de-Soma
(SoP e PoS)

* Mintermos e Maxtermos
- Mintermo: Implementa um "1” da tabela verdade
- Maxtermo: Implementa um "0 da tabela verdade

+ Forma candnica:

- de Mintermos: a expressdo que representa a fungdio possui
todos os mintermos (ndo simplificados)

- de Maxtermos: a expressdo que representa a fungdo possui
todos os maxtermos (ndo simplificad)

Mes4az
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Numeragdo de Mintermos e Maxtermos

Row
number | @, a2 w3 Minterm Maxterm
0 0 0 0 My =1 + 79 + 13
1 0 0 1 My = +ay + Ty
2 0 1 0 My — @) + Ty + 3
3 0 1 1 My — @) + Ty + T3
4 1 0 0 My =T+ 22+ x3
5 1 0 1 5 T+ a2+ Ty
6 1 1 0 My = X Ty T+ Ty +
7 1 1 1 my — xyawaty | My — T + Ty + Ty

Mc542
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Exemplo

Assuma que temos um saldo com trés portas e préximo
a cada uma delas temos uma chave para acender/apagar
aluz. Projete o circuito de controle que acende/apaga a
luz do saldo.

Solugdo:
+ x1; x2 e x3 vdriaveis que indicam o estado das chaves 1,2 e 3 (1 ->
fechada; 0 -> aberta)

*+ Monte a tabela verdade que representa a fungdo desejada, ié: ao
acionarmos uma chave (mudar seu estado) se a luz esta apagada ela
acende e vice-versa

+ Sintetize o circuito de controle

Mcs4z
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Exemplo: Tabela Verdade

8
-

5]

]
@
~

== O OO o
== O = =00
—_ O = O ~O RO
= O O O = =O

Mc542
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Exemplo

84/

X
)
3

Implementagdo SOP do controlador three-way

Mcs4z
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Algebra Booleana

+ Conjunto de Axiomas e Teoremas: usados para
simplificar equagdes Booleanas

- Similar & algebra regular, porém mais simples em
muitos casos jd que as varidveis s6 podem ter dois
valores (1 ou 0)

+ Axiomas e Teoremas obedecem aos principios da
dualidade:

- Trocando-se ANDs por ORs (e vice-versa) e O's por 1's (e

Exemplo

VVY

Implementagdo POS do controlador three-way

Mc542
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Axiomas e Teoremas

Axiom Dual Name
Al B=0ifB=#1 Al' B=1ifB=0 Binary field
A2 =1 A2 T=0 NOT
A3 0e0=0 A I+1=1 AND/OR
A4 lel=1 Ad4' 0+0=0 AND/OR
AS Oel=1+0=0 AS’ 1+0=0+1=1 AND/OR

Theorem Dual Name

T1 Be1=8 T B+0=8B Identiry
T2 Be0=0 T2 B+1=1 Null Element
T3 BeB=B T3 B+B=B Idempotency
T4 B=B Involution
TS5 BsB=0 5" B+B=1 Complements

Mc542
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vice-versa)
e
Teoremas

Theorsm Dual Name
To BeC=CeB Te" B+C=C+B Commurativity
T7 (BeCleD=B+(CeD) T  (B+C)+D=B+(C+D) Associativity
T8 (BeC)+BeD=DBe(C+D| T& (B+Cle(B+Dj=B+(CeD)  Distributivity
T9 Be(B+C)=B i B+(BeC)=8 Covering
TI0 (BeCj+(B+Ti=B T B+C)+{B+T) =B Combining
TIl (BsC)+(BeD)+(CeD) TI" B+ C+F+Dj+(C+D) Consensus

=BeC+BeD =(B+C)s(E+D)
T2 Be e B T2 BB F B De Morgan's

=B+ B+ 5. =T F+ ) Theorem

Mcs4z
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Axiomas e Teoremas

+ As Demonstragbes podem ser feitas usando-se:
- Indugdo Perfeita
- 6rdfica (Diagrama de Venn)

- Manipulagdo Algébrica

Precedéncia dos Operadores

1. Not
2. AND
3. OR

Mc542
324
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Prova do Teorema de De Morgan

XY= X+y

Indugdo Perfeita
Toyllry | Ty y|T+y
0 0 0 1 1)1 1
0 1 0 1 110 1
1 0 0 1 01 1
1 1 1 0 010 0

—— ——
LHS RHS

Mcs4z
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Prova do Teorema da Distribuigdo

x.(y+z) = xy+x.z

Diagrama de Venn

Mc542
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Manipulagdo Algébrica

- Y=AB+ AB
=(A+ AB T8
(B  T5
=B T1

Mes4az
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Manipulagdo Algébrica

- Y= BAB + ABC)

= BAB1 + ©)) T8
= BAR1)) T2
= B(AB) T1
= A(BB) 7
= AB T3

Mc542
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Teorema De Morgan

Mcs4z
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Exemplo de Sintese So com
NDs

o XX XX
o X X

& X & X

Mc542
3.30
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N

bk wk

Exemplo de Sintese So com
ORs

Mcs4z
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Exemplo (cont.)

ook

Mcsaz
3.33

X

OF & XX

o

Exemplo

R KN

*
Circuit with AND and OR gates

KR & XN X

X7
Convertendo para NANDs

Mc542
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Exemplo (cont.)

FX B FN o

g
Circuit with AND and OR gates

X
Convertendo para NORs

Mc542
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Exemplo (cont.)

X
%
]

f

X3
%5
X
© 5

Mcs4z
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Exercicio:

+ Qual é a expressdo booleana para o circuito

abaixo?

Y=AB+ CD

Y
Y

U0 T>» TO W>

Mc542
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.

ogica

Sintese L

- Ldgica em dois niveis: ANDs seguidos de OR

ABC + ABC + ABC

y-=

+ Exemplo

[

minterm: ABC

minterm: ABC

minterm: ABC

B

A

V2| V5| Vo

Mc542
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Circuitos Multi-Saidas

AAA A,

>|loHoocoococoococoococooo

N|loorrHooocoococoooo00

cooorrHHOOOOOOOO

cooocoooOHMHMHMHMMMM

<joHoHoHOHOHOHOHOH

<joorHooHHOOHHOOHH

<loocoorHHHOOCOOHMHHH

<loocoococococoHHHHHMHHH

Mc542
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Técnica Bubble Pushing

no output
bubble

no bubble on

bubble on

input and output

input and output

ABC4+D

v

Mcs4z
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X

* Contengdo (conflito): o circuito tenta colocar a saida em 1 e O

Mc542
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Circuitos Multi-Saidas

o

o-HoO0OO0OOCOOOOOOOOO

corHOoOCOCOOCOOOCOOOO

ocoocorHHHOOOOOOOO

cocococooOoH MMM

o

oc-ororHoHo-HOHOHOH

cor-HoordHooHHOOHH

cococorHHHHoOOOCOHHHH

cocococococcodAHHAHAH

ST T

=
=2
Lo
oF
g5

—A
—n
—A
—A

Mes4az
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corrHooococooco0o0000

CcooorMMHHOOOOOOOO

Cooococo0OHHMHMMH MM

oHoHoHOoHOHOHOHO M

corHoorHoOoHHOOHH

coocorHHHHOOOOHHMHH

coococococooHHHHHHMHH

o

QT

O

<

Q

t

S — o

© I [
slodooco w
NloorHoo
sloocoro
o
sloococowH
4 —
LloH X X X
AYOO_I.XX

[ <looo - x

Q

| o

a jococooco-

(V]

=

m SloHOoOO0OO0O0OO0OO00OO00

[a
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Alta Impeddncia: Z

* A saida fica isolada das entradas

Tristate Buffer

o

Mcs4z
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Simplificagdo de Fungdes Légicas

Karnaugh Maps (K-Maps)

* Fungdes Booleanas podem ser minimizadas
combinando-se termos

+ K-maps minimiza as expressédes graficamente

“PA+PA=P

A B cl Y

0 0 o051 0 01 1110 B ot 1 10
0 0 1 1 c c ‘

o 1 ofo RN P
PO I o0 1| 0] 0 o0 0 ABC ABC| ABC ABC
1 0 0 0

1 0 1 0 AR Al 8,
R I 11 0 0o o0 1 ABC‘ BC| ABC| ABC
1 1 1 0

Mesaz
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Row f=2mQ,2,4,5,6)
number | 2; 2 I3 f
0 0 0 of 1
1 o o 1 o . -
2 o 1 of 1 Fungdo Minima?
3 o 1 1| o
4 10 o 1
5 oo 1 o1
6 1 1 0 1 ==
7 1 1 1 0 f=Xix
Como determinar f minima?
3.44
Simplificagdo de Fungdes Ldgicas
*moem2?

my = Xp X, X3

Mc542
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Simplificagdo de Fungdes Légicas

-

F=XiX Xz + X Xp X3+ X; Xg X3+ X1 Xg X3+ X Xz X3
=

-

o

O Mapa de Karnaugh agrupa os mintermos
“simplificveis” de forma gréfica facilitando
o processo de duplicagdo de termos.

(x= x+x)

Mcs4z
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Mapa de Karnaugh
2 varidveis

Truth table Karnaugh map

Mc542
3.48
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Exemplo de uso do Mapa K

f = Z(mo,my,m;) X

.XXI
2 0 1
ol|f1]] o ~
f=x+x
1|1 )] 1

Mcs4z
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Mapa de Karnaugh
3 varidveis

Exemplos de Uso do Mapa K
para 3 variaveis

\1‘1"2
BN_00 01 11 10
00 0o|G D —
= —+ — f=XXix
11D 00 |(
\1"2
B> 00 01 11 10
o G111
f=)'(3+xi(
100 0|1 172
\/

Mes4az
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Exemplos de Uso do Mapa K
para 4 varidaveis

Xa X, X1 x2 X3 X, X1 xz

374 0 o1 1 374 0 o1 1
0 o 0o 0 0 o 0| 0
o1 o o|(1 o1 o o |[[1

_iJ
FALs
\*_L*°S

1
— IJ‘l —
- - X, X,
£y = XX+ X X3, 4

Mcs4z
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X X X
000 m
001 m X%
010 m B\ 00 01 11 10
011 m 0 my my g m
100 m
101 m 1om mymy
110 m
111 m Karnaugh map
Truth table
Mapa de Karnaugh
4 varidveis
X1 % '—L
8%\ 00 01 11 10
00 My my| My my|
01 my | M| myz My
X3
% 1 my | m; my my
100 M| Mg My, myg
-
%
Exemplos de Uso do Mapa K
para 4 varidveis
K% ]
XL 00 o1 1 10 Xa¥an
00_3‘ o| o (0] 00

0 o‘o 0 0 o1

1O "
=T 1

ol R

fg = XpXg + Xy Xz + XpX3X,

Page 9




Mapa de Karnaugh
5 variaveis

01 GE 01
1 E 1\| E 1\|

Xty Xty
B4\ 00 01 11 10 BN 00 01 11 10
00 00 (?
i®

L e

fy = X1 X3+ Xy X3 Xy + X{ Xp X3 X5

Mcs4z
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Minimizagdo
+ Terminologia:

- Literal - Uma varidvel complementada ou ndo em um termo produto

- Implicante - Um termo produto que implementa um ou mais 1°s da
fungdo. Exemplo: um mintermo é um implicante; um produto gerado
pela simplificagdo de uma vdridvel de dois mintermos é um implicante.

- Implicante Principal - Um imrlican‘re que ndo pode ser simplificado em
outfro implicante com menos literais.

- Implicante E ial - Implicante Principal que é imprecindivel na
rtlea;[izagﬁo da fungdo (existe pelo menos um "1 que so é coberto por
ele).

- Cobertura - Uma colegdo de i

pli e imp a fungdo
(implementam todos os 1°s da fungdo).

- Custo - nimero de portas + nimero de entradas de todas as portas
$assumnremos que as entrads primdrias estdo disponiveis tanto na
orma verdadeira quanto complementada).
Mesaz
356

Uso do Mapa K

1. Represente todos mintermos da fungdo no mapa K
2. Determine todos os implicantes principais
3. Determine o conjunto dos Implicantes Essenciais

4. Se o conjunto dos implicantes essenciais cobre todos
os valores 1°s da fungdo, entdo tem-se a fungdo de
custo minimo. Caso contrério, determine o conjunto
de custo minimo, usando os implicantes principais,
que cobre os 1°s ndo cobertos pelo conjunto de
implicantes essenciais.

Mesaz

Exemplos

Exemplos
X1 Xy
XN\ 00 01 11 10
00 [ X%,
01 (4] 1) XX,
= —
1l 1| 1
10| [ (D— x3%
XX XX

Mcs4z
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11 (1) 1) o
I
I |
X X%
Exemplos

|11 (? 1
/\‘1/\‘2;‘3
01 Ll) S
X1X2X4

———
1 QD %1735

Mc542
3.60
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Exemplos

Minimizagdo de Produto-de-Somas

X%
%N\ 00 01 11 10
ol 1] 1](o (o}l— 0+ %)
1 1] 1 1L|d
|
04 +%)

Mc542
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Xy
X, X3X,
Xy X3X,
Xy Xz
Xy XXy Xy Xy Xy
XXXy XXXy
nesez
Exemplo
X,
1%
%% 0 01 11 10
_ ‘ _
00 @]lo o [or— (x+x)
o1l o) 1 1 |0
—_/ (X + X3)
11 1@ 1
101 1 |[1]1

(g + 3+ 3y + Xg)

Mcsaz

Fungées Incompletamente Especificadas

+ Sabe-se, pela natureza do problema, que determinadas

combinagdes dos possiveis valores para as entradas ndo ocorrem
durante a operagdo do sistema que se deseja projetar.

f=Zm(2,4,5,6,10) + D(12, 13, 14, 15)

XpX3

100 [1]d] D—xX

Mc542
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FungGes Incompletamente Especificadas

Implementada como Produto-de-Somas

X, X
X X .
N

00 01
00| 0 ‘ 1 d
01| 0 | 1 d
I I
I

10 | 1 1 d 1

—— (X, + X3)

Mcs4z
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Exercicio

+ Um decodificador de sete-segmentos tem 4 bits de
entrada, D3, e produz sete saidas que controlam diodos
emisores de luz que mostram valores de 0 a 9. As setes
saidas, normalmente, sdo denominadas de segmento a a
g, ou 5,-S, como mostrado na figura abaixo.

a) Escreva a tabela verdade para as saidas

e use K-map para minimizar as equagoes 7-segment
booleanas que as implemente. 4 display |7
g P , D decoder S~

b) refaga a) usando don't cares

_a
L I B P
P e e| |c
[ o e —_
T 2 s e 7 8 e J

Mc542
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* Multiplexadores (MUX)

- Decodificadores

Blocos Basicos

Mcs4z
3.67

Multiplexadores (MUX)

- Seleciona uma de N entrada como saida.
+ log,N-bit de entrada de controle
+ Exemplo: 5

2:1 Mux
s
- %
sxx || f(5,x,x) s
000 [
001 0 * B f
010 1 % X1—
011 1
100 [ — s 1
101 1 Lf(:,x,,xz)
110 0 ol x X2
111 1 1 X

transmission gates .,

3.68

Multiplexador: 4 para 1 (4:1)

)

oF F S
2

Mux 4:1 a partir de Mux 2:1

0
wo—o
W 1
f
w
2
Y3

Mc542
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Mux 16:1

53

_mi__/ﬂ\_

Mcs4z
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Exemplo de Uso de Mux
2x2 crossbar switch

s

|

0
1
0
—1
Mc542
372
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Légica Usando Mux

+ Usand o mux como uma lookup table

Y=AB

Mcs4z
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Implementando Fungdes com Mux

+ Reduzindo o tamanho do Mux

Mc542
3.74

Sintese de Fungdes Légicas Usando MUX

2
w
1
0
1
f
1
0
w
1
w
2
‘@; '

Mesaz
375

Exemplo

w, w, wy f
0 0 O 0
0o 0 1 1 ®

w. w
0 1 0 | 1 P W,

"y

0o 1 1 0 Wy
1 0 0 1 f
L R -
1 1 0 0
1 1 1 1

Mcs4z
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Wy Wy Wy
000
0 0 1
010
0 1 1
1.0 0
1.0 1
1.1 0
111
w2
W‘
0
w
1 ’
g -
mesaz
576
Exemplo
w,ow, wy f
o000 | o
W3
00 1|1 W2
w.
010 13 - !
W3
o1 1| o0 Ws

o o
o

e ey ey
s

Mc542
378
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Exemplo
Maioria de uns

Decodificadores

+ Ninputs, 2N outputs
+ One-hot outputs: somente uma saida HIGH por vez

A Yyl
n . .
. . N n
inputs . . . . 2
. .
w . . outputs
— n-1
Yy,
Enable __| En 2"-1|

Mc542
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w, W, w, f
000 o0 w, f
001 o0
010 o0
001 1| 1
100 0
10 1| 1
110 1
1101 1
f
nesez
i)
Decodicifador 2:4
Enw, Wy | Yo Yy Yo Y3 o
_ 3 w,
100 1000 _‘;I:)__ Y
1010100 w, jl>o
110 0010
1110001 -:|:>— 2
0 x x 0 00O
D
— — Y.
To » = >—
4 g_ En
e wF

Mes4az
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Decodicifador 3:8 Usando 2:4

" wo Yor—
Wy W, Y1
i %

w, —1
En  YV3— V3
En —| Ldw, yvpl— v
—" Yi—— Y5
Yor— Y
s =

Mc542
382

Decodicifador 4:16 Usando 2:4

% o %[ %
" W oKWK
B %
En B K
1% %[ %
T 1™ A %
] uy Yol E ﬁ—ﬁ
— I n
1" }’1—,
Yol
En En )3 o % B
T 1™ A %
oI %o
En_ B~ M
% [ %2
1™ A A3
el N4
En h y15 Mcs42

3.83

Légica Usando Decodificadores

- OR de mintermos

2:4
Decoder| Mintermos
1 AB
A 10 AB
B 01 AB
00 AB
L
\
Y=A®B

<

Mc542
3.84
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Timing Delay: Propagagdo e Contaminagdo

- Delay: atraso entre a mudanga na entrada e na saida

+ Um dos maiores desafios em projeto de circuitos:
tornar o circuito mais rapido

* Propagation delay: 7,; = max delay da entrada a
saida

+ Contamination delay: 7., = min delay da entrada a
saida

A—i%Y A—‘ >—— Y

—>»| delay «— ) {’d <
A A N
v AR
Time ————> el
mesaz Time —— > mesiz
Delay: Propagagdo e Contaminagdo Caminhos: Criticos e Curtos
+ Os atrasos sdo causados por Critical Path

- Capacitdncia e
- Resisténcias no circuito

D — 4 Y
* Rasdes porque #,;and 7., podem ser diferentes: Short Path
- Diferentes tempos de subida (rising) e de decida (falling)
- Miltiplas entradas e saidas, algumas podem ser mais rdpidas
do que as outras Critical (Long) Path: 1,,= 2,5 anp * Toa or
- Circuito mais lento quando quente e mais rdpido quando frio Short Path: 7.,= 7, d:\ND B
[4 ca_s
Glitches Exemplo de Glitch

* Um glitch ocorre quando uma mudanga em uma
entrada causa mdltiplas mudangas na saida

+ Glitches ndo causam problemas se seguirmos as
convengdes de projetos sincronos

AB
- E importante reconhecer um glitch quando se vé um c o o 1 10
em uma simulagdo ou em um osciloscépio 0 ‘ 1] o 0 0
1 ‘ 11 1) o
N SN
Y=AB+BC

Mcs4z Mc542
3.89 390
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Exemplo de Glitch (cont.)

Critical Path

Time

Mcs4z
391

Exemplo de Glitch (cont.)

00 01 1 10

JoODE

AC Y =AB + BC + AC

A=0
B=1->0

Cc=1

Mc542
3.92
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