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Variaveis e funcoes
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 Sinais digitais e representacao por chaves
 Logica feita com chaves
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Uma chave binaria

o o

@)

(a) Dois estados de uma chave

- 1 S
|
X

(b) Simbolo de uma chave

O



Lampada controlada por chave binaria
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S |
Bateria )I( L | Lampada
|
(a) Conexéao direta com a bateria
S |
Fonte de _L_ |
limentaca X .
alimentacao
cao | -

(b) Terra como interconexao

Se L(x) é o estado da lampada - ligado para L=1 e desligado para L=0, entéo
L(x) =x ligasex=1

L(x) € uma funcéao logica de uma variavel



Duas funcoes logicas basicas
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S S L(X) = X4 . X,
I I L=1seXx; =X%,=1
—— X X L | LAmpada L=0 caso contrario
1 2
(a) AND logico (E logico): conexao em série Simbolo para AND
Simbolo para OR +
S
I
s X ¢ L(X) = X; + X,
L=0 se x; =X, =0
—L q L |Lampada L=1 caso contrario
L I L
- X2 -

(b) OR l6gico (OU logico): conexao em paralelo



Conexao serie-paralelo
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S
|
— ¢ Xl — S
e |
- S X3 L
— I S—
= X5 =

L(X) = (X1 + X3) . X3
L=1se x5 =1
E ou x; ou x, =1
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Inversao




Tabela verdade (1)
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entradas | saida entradas | saida
X1 X2 [x1.x2 X1 X2 | x1+x2
0 0 0 0 0 0
0 1 0) 0 1 1
1 0 0) 1 0 1
1 1 1 1 1 1

AND e OR (2 entradas)



Tabela verdade (2)

IC-UNICAMP
entradas saida
X1 x2 x3|x1.x2.Xx3
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

entradas saida
x1 X2 X3 [ X1+ x2+x3
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

AND e OR (3 entradas)
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Portas logicas AND, OR, NOT
- simbolos

Xy —
Xy —
Portas AND X4 T
1 . Xa.Xe.....X
X X 1-72 n
X — 1 2 ®
2 °
X, —
Xl _—
Xy —
Portas OR X1 °
2 [
X —

Inversor (not) X ‘ > C X
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Uma funcao logica com AND e OR
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X
2 _
j— F=x*x) X3
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NAND (2 entradas)

NAND e NOR: complemento

entradas | saida
X1 X2 [x1.x2
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

de AND e OR

Tabela verdade

_}I>O_ Circuito equivalente

Simbolo

NOR (2 entradas)

entradas | saida
x1 X2 | X1+ x2

1

Rk OO
R Ok O

) O
) >
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Analise e Sintese de Sistemas Digitais
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e Processo de analise

— Dado um circuito digital -
« Descobrir a funcao logica que ele implementa

* Processo de sintese

— Dado um comportamento l6gico esperado =
 Sintetizar um circuito que se comporte desta maneira

14



Uma rede ldgica
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0—-0—-1—-1 1-1->0—->0
1 A

X

1-1-0->1

v

0515051 \0>0->0—->11]|B
X, -

(a) A rede implementa f = ;(1 XX,
X X f(x,x) A B
1 2 1 2
0O O 1
0O 1 1
1 0 0 completar
1 1 1

(b) Tabela verdade de f

15



Timing diagram
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f = >‘<1
0->0->1-1 1-1-50-0
X % | %) Xy >C A
OO0 1 151501
01 1
10 0
11 1 ’ T \0>0->0—->1]B
1
X1 ]
1
X, .
A 1
0
5 1
0
¢ 1
0 —

Timing diagram = diagrama de tempo = waveform = forma de onda



Circuitos equivalentes
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y 0505151 Dcl—>1—>0—>0
1

1-1-0—->1

0->1->0->1 g
X
2
Outra rede que implementa g = 5<1+ X
1
Xq 0
1
X
2.0
1 = X, + X
g 9 1 "2
0
1 f =X +Xx .X
f 1 1772
0

Entdo 9= x,+x, éequivalentea f =x +x .x,
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Implementacao 6tima

Seg=1f=2> X;+X,= X; +X;.%X,
Mas g € melhor = mais barato - menos
hardware

Existem muitas implementacoes para a
mesma funcao

Como encontrar a melhor?
Metodo formal no capitulo 4

Manipulacoes algébricas podem tambeéem
gerar solugao minimizada > em seguida

18



Algebra Booleana
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« George Boole (1849): descricao algébrica do
processo de raciocinio ldgico
— Verdadeiro / Falso > 1/0 - ligado/desligado

« Shannon (1930): uso da algebra booleana
para descrever o comportamento de circuitos
feitos com chaves (12 impl. de circ digitais)

 VVamos ver
— Propriedades
— Axiomas
— Teoremas

19



Algebra Booleana: primitivas
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 Valores:
—0el

* Operadores:
— AND
- OR
— NOT

20



Algebra Booleana: axiomas
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« Como em matematica, axiomas sao
hipoteses basicas (nao demonstradas)

1a0.0=0
1b1+1="1
22 1.1=1
2b0+0=0

30.1=1.0=0
3b1+0=0+1=1
4a sex=0entaox =1
4b sex=1entaox=0

21



Algebra Booleana: teoremas de 1 variavel
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 Podem ser demonstrados por inducao
perfeita, substituindo-se valores possiveis de
X, ou seja O ou 1, e usando os axiomas

5a x.0=0
Sb x+1 =1
6a x.1=Xx
ob x+0=x
fax.X=X
b xX+x=Xx

exemplo de prova T8b, para x=0
Ada A3b

0+0 = 0+1 = 1

repetir parax =1

alunos =2 demonstrar todos

22
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« Ha (no min.) 2 alternativas para implementar

Principio da dualidade

* Observar axiomas/teoremas (a) e (b)
« Dualidade 01
« Toda igualdade tem sua igualdade dual

+ &

uma funcao-> adotar a mais barata

la 0.0=0 b 1+1=1

22 1.1=1 2b 0+0=0

3a 0.1=1.0=0 3b 1+0=0+1=1
4a sex=0entaox =1 4b sex=1entaox=0
5a x.0=0 5b x+1=1

6a Xx.1=X 6b X+ 0=xX

fa X.X=X b X+Xx=X

8a x.X=0 8b x+X=1

23



Propriedades
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10a X.y=Vy.X 10b x+y=y+Xx comutativa
11a X.(y.z) = (x.y).z 11b x+(y+z) = (x+y)+z associativa
12a X.(y+z) = x.y + X.zZ 12b x+y.z = (X+y).(X+2) distributiva
13a X+ X.y =X 13b x.(x+y) = X absorcao
14a Xy +Xy=X 14b  (x+y).(x+y) = X combinacao
15a (X.y)=X+Y 15b (x+y)=X.§y Teor. DeMorgan
16a X+Xy=Xx+y 16b Xx.(X+y)=x.y
17a Xx.y+y.z+X.z=xy+x.z [17b (x+y).(y+z).(X+z)= consenso

(x+y).(X+2)

« Postulados basicos para derivar todos os teoremas e

propriedades

— operacoes + e . definidas

— teoremas5e 8
— propriedades 10

e 12
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Prova de igualdades
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* Inducao perfeita:

— substituir todas possibilidades de variaveis -
como tabela verdade LHS e RHS

« Manipulacao algébrica
— manipular LHS até que ele se iguale ao RHS; ou

— manipular LHS e RHS até que cheguem a mesma
expressao

« Diagrama de Venn
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Prova do teorema de DeMorgan
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« Por inducao perfeita

* (Xy)=X+Yy
T yllrzy|lzyllrz|y|T+yY
0 0 0 1 1|1 1
0 1 0 1 110 1
1 0 0 1 011 1
1 1 1 0 010 0
LLHS RHS

26



: ' [
Exemplos: provar igualdades po

manipulacao algébrica
 Exemplo 2.1:
(X1+X3) - (Xp + X3) = X1.X3+ X1 X3
 Exemplo 2.2:

X; X3+ Xy . Xg+ X1 . Xg+ Xp. X3 =X X, + Xq Xy + X, X,

27



Diagrama de Venn

IC-UNICAMP

« Originou-se da teoria dos conjuntos e de

l0gica
« Exemplo: inteiros de 1 a 10
— A: pares B: multiplo de 3 C: impares

08,

AB=ANB A+tB=AuUB

28



Diagrama de Venn e algebra de Boole
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@ :

(a) Constante 1 (b) Constante 0 (c) Variavel x
O ERIEDIENIAD
(d) x e) x.y f x+y
X

(9). x.y (h) x.y+z



Propriedade distributiva (T12a)
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(@) x d) x.y
(b) y+z (e) x.z

& | &

(©) x.(y+2) f x.y+x.z




© Verificacao: xy + Xz + yz = Xy + Xz
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&

X.y

&

&

X.y

&

X.y+X.2+Yy.Z

.

X.Yy+X.z
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Precedéncia das operacoes
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Com AND, OR e NOT e possivel construir
Infinitas expressoes

Parénteses podem indicar precedéncia, mas
a convencao seguinte é usada:

NOT depois AND depois OR

A expressao

Xy . Xg T Xq. Xy

é calculada na seguinte ordem
(x;.%)+((x).(x,))

32



Sintese usando portas AND, OR, NOT
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“produtos”

1 X1.X5

1 X1-Xp >

0 X1 Xy f=1
1 XX,

« soma de produtos “candnica” (um produto
por linha da tabela verdade, com todos os
literais)

f =X X, +X.X5 +X1.X5

—_ O O
—_— O e O

33



Implementacao canonica e minima
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X1 T

[

=

00§

implementacao canonica de soma de produtos

implementacdo minima

f =X X5 +X X5 +X. X,

demonstrar
algebricamente

34



Mintermos e Soma de Produtos (SOP)
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« Para uma funcao de n variaveis
* Mintermo: produto (ANDs) de n variaveis,

complementadas ou nao

— existe um mintermo para cada linha da tabela
verdade

« Forma canonica de SOP

— f = soma (ORs) de todos 0s mintermos para 0s
qguais a funcao é igual a um

z1 a2 || f(@1,22) f(X;,X5) = Xy X, +Kp. X, +X1.X,
mo 8 (; i = X(mg,m; ,my)
1
m2 ]. O O - Z(Ov 11 3)
m, 1 1 1

35



Exemplo: funcao de 3 variavels
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Row
number | 1 X9 I3 Minterm
0 0 0 0 Mmoo = Elfgfg
1 0 0 1 my = Elfgilfg
2 0 1 0 mo = fﬂCQTg
3 0 1 1 M3 = T1T2I3
4 1 0 0 my = 331%253
5) 1 0 1 My =— X123
§) 1 1 0 Mg = 1X2T3
7 1 1 1 mr = X123




Outro exemplo com 3 variaveis
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Row
number

8
—

8
N

8
w

f(@1, 22, 23) f(Xq,X0,X3) = Z(mMy,m, ,mg,my)

f(X 11 X9,X3) = X1 X5.Xg+X; . X5 Xg+X1 . Xy Xg+X 1. X5 X5

f(X1:X5,X3) = (X +X1)- X5 XXy (X +X3) X3

f(X1,X0,X3) = 1.X5.X5+X;.1.X3

—_ == =0 O OO
—_—_ O O = = OO

X
N
-TS % H O R O FR OO

L{J w O R R R OO FkO

] O CU = W N~ O

f(X1,X9,X3) = X5.X3+X7. X3

custo da implementacao=
f n. de portas + n. entradas

custo =5+8 = 13

Uma implementacdao SOP minima
37



Produto de Soma, Maxtermos
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* Pelo principio da dualidade: se é possivel
Implementar como soma de mintermos (f=1)
deve haver outra implementacao com
mintermos (f=0)

« Consideremos as linhas da tabela onde =0
—f=3m, (m das linhas onde f=0)
—f=3m
— por de Morgan: f = TIm,

— Os complementos de m; sao os Maxtermos M,
— f=TIM,

38



Produto de Soma, Maxtermos: exemplo
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r1  x2 || fo1,72) f(xq,%p) = Z(mMy) = XX,
0 0 1 Por de Morgan
O 1 1 —_— _
f(X;,X,) = X;.X, =X;+X
1 O O ( 1 2) 172 1 2
1 ! 1 f(X1,%p) = My = M,

custo da implementacéo=
X1 4[>O—D7 n. de portas + n. entradas
« f
2 custo=2+3=5

implementacdo minima

39



Refazer com POS e maxtermos
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f(X1,X5,X3) = Z(Mg,m; ,m3,my)
Row
b T — — — . — — =
number | &1 T2 @3 || fl@n,22,73) f =X, X, X5HX1. Xy XXy X XgF X1 X Xg
0 0O 0 O 0
1 0o 0 1 1 T T T AT v T 4T
5 0 1 0 0 f =X X5 X5+X, . X5 X5+X Xo X3+ X1 . X5 X5
3 0 1 1 0
4 1 0 0 1 f= my+m, +mg+m,
3 1 0 1 1
6 1 1 0 1 f=mym,.m;.m,
7 1 1 1 0

f = My.M, .M3.M,

. ) - F Xy HHX). (X ¥Ry 4Kg). (6 H ). (R +Rp)

T D

provar que f=(x;+X;). (X,+X3)

_ . custo =5+8 =13
Uma implementacao POS minima

40



Exemplo: mintermos e maxtermos
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Row
number | 1 x9 I3 Minterm Maxterm
0 0 0 0 mo = Tlfgfg MO =T + 9 + T3
1 0 0 1 my1 = flfgﬂfg M1 =21+ a2 + fg
2 0 1 0 mo = 51332?3 M2 =TI —|—52 + T3
3 0 1 1 ms = T1T2x3 | Ms =21 +7To + T3
4 1 0 0 mgy = Qflfgﬁg M4 =T +x2 + I3
5 1 0 1 My = L1T2I3 M5 =T+ Io + T3
0 1 1 0 Mg = L1L9IT3 M6 =T1 + T2 + I3
7 1 1 1 My =— L1L2T3 M7 =71 + T + X3
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Exemplos
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« Ex 2.3: gerar SOP e simplificar
f(X{,X5,X3) = Z m(2, 3, 4, 6,7)

 Ex 2.4: gerar POS e simplificar
f(X1,X5,X3) = M M(O, 1, 5)

« Ex 2.5: gerar SOP e simplificar
f(X1,X5,X3,X,) =2 M(3, 7, 9, 12, 13, 14, 15)

42



Funcoes e simbolos equivalentes

IIIIIIIIII

— > f=
) f=a+b=a.b

=a+b

SD
CT

.
:
SAvAvilv

m—
L
QD
_|_
o
L
Q |
@



Exemplo de Sintese S6 com
IC-UNICAMP NAN DS

XS_L_} :>_ <:> X3 1

v Y TEY
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Exemplo de Sintese S6 com
NORS

X1
X2
} : : %3
X4

-9

X X X X X
o h~ W N
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Exemplo
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2T yY—
X3 —
X4 } :
s D—

X7

Circuit with AND and OR gates

X1C

X2 —

X3 —

%4 Do_o :

X7

Convertendo para NANDs
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Exemplo (cont.)
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G600

D
=y




IC-UNICAMP

X1

X2
X3
X4
X

X6

Exemplo (cont.)

2T Y
X3 ]

=P

S &

D— f

X7

Circuit with AND and OR gates

) L

sp =D

5:\_L>o_o

Q

X7—

Convertendo para NORs

48



Exemplo (cont.)
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G906
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Exercicio:
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* Qual é a expressao booleana para o circuito

abalxo?

81 »
D

=

Y=AB + CD
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Técnica Bubble Pushing
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no output
g\Doi AD_L bubble
B
D D

bubble on no bubble on

A input and output input and output
A0
B B_Q
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Exemplos
« Ex 2.6: implementar somente com NORs (ver
exemplo 2.4)

f(X1,X5,X3) = Z mM(2,3,4, 6,7) = (x1 + x3). (x5 + X3)

 Ex 2.7: implementar somente com NANDs
(ver exemplo 2.3)
f(X4,X5,X3) = Z M(2,3,4, 6,7) = x5, + (x1.X3)
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Funcao légica: XOR — ou exclusivo
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a b |XOR (a, b) XNOR (a, b) a —\D_ 20
0 0 0 1 b ’

0 1 1 0

1 0 1 0 a —) a®hb
1 1 0 1 b ——

« XOR = 0 se entradas iguais e =1 caso contrario
« XNOR = complemento de XOR = det. de igualdade

 Demonstrar que
— XOR(a,b)=a®b=3a.b+a.b
—a®b=b®a e adbodc)=(@Pb)dc=ad®bdc
—a®b=a®b
— XOR(a,,a,,..,a,) = 1 n°impar de 1's em (a,,a,,..,a,)
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© Algumas |mplementac;oes de XOR
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L

> )
L ~—1 >~ | |
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Exemplos: 3-way light controller

Trés interruptores de luminaria: qualguer um
gue seja acionado causa mudanca de estado
da lampada (on <> off)

f(X1,X2.%3) = 2 m(1,2,4,7) 1 T2 T3

f(x1,x2,x3) = 1 M(0, 3, 5, 6)

circuitos minimizados
no proximo slide

H == OO O -
—_H = OO MR~/ OO
—_O = OO = O
—_ O O = O = = O S~

55



3-way light controller: SOP

IIIIIIIIII

oy Y

X X X
WONT
-
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Exemplos: multiplexador
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SX1 X, | (S, Xq, X5)

000 0 X )
001 0
010 1 | f
011 1 S }
100 0 T
101 1 (b) Circuit
110 0
111 1
(a)Truth table s || T(s, X1, %)
X1
> 1 Xy
X170
X, — 1 f (d) More compact truth-table representation

(c) Graphical symbol



