Aula 19

MC 102 - Algoritmos e
Programacao de Computadores

Recursao ll
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MDC lterativo

Maximo Divisor Comum de A e B

int mdc (int a, int b) {
int r;

Bl

while =
% b;

( ohiy
r = a
all=lp}
b =r
}

return a;

4
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Mais sobre Recursividade

20. Sem 2007

Alguns problemas podem parecer
nao serem recursivos. Porém, pode ser
possivel encontrar uma relagc&o de recorréncia
para uma solucéo recursiva.

Exemplo:

Encontrar o Maximo Divisor Comum
entre dois valores inteiros pode
ser resolvido recursivamente?
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MDC Recursivo

20. Sem 2007

Maximo Divisor Comum de Ae B

e Caso base??
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MDC Recursivo MDC Recursivo

Maximo Divisor Comum de Ae B Maximo Divisor Comum de Ae B
e Caso base e Caso base
-MDCdeAeBéAseB=0. -MDCdeAeBéAseB=0.

e Chamadas Recursivas ?
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MDC Recursivo MDC Recursivo

AXI Vi u AXI Vi u

Maximo Divisor Comum de Ae B Maximo Divisor Comum de Ae B

‘ int mdc (int a, int b) { (o3 base, condica
Caso base if (b == 0) { erisc?uea:‘zzllr%%ztgzg

-MDCdeAeBéAseB=0.

resolve o problema.
return a;

else

» Chamadas Recursivas e UL o melcotion0 a1100p 0

- MDC de A e B € MDC(B, resto da divisao de A por B)
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MDC Recursivo

Maximo Divisor Comum de Ae B

int mdc (int a, int b) {
1f V(b ==110)1 |

return a; Caso base, condigdo
else em que facilmente se

resolve o problema.
return mde(b, a % b); P
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O Quadrado Perfeito

Podemos reescrever estes numeros:

o(l)=1 o
Q(2)=Q(1) +3 =1+ 3 =128
Q(3)=Q(2) +5=1+3+5 = 32
Q0(4)=Q0(3) +7=1+3+5 + 17 = 4°
Q(5)=0Q(4) + 9=1+3+5+ 7+ 9 = 5?

Q(n)= Q(n-1) +(2n-1)

1+3+5+ ...+ (2n-1) =n®

Qual a relacéo de recorréncia para Q(n)?
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O Quadrado Perfeito

Um numero é dito quadrado perfeito se puder ser
escrito como o quadrado de um numero natural.

1 = 12
4 = 2°
9 = 3?
16 = 42
25 = 52

Mas da para usar recorréncia com iSso?

20. Sem 2007 Algoritmos e Programagdo de Computadores - Turmas [ JK L 10

O Quadrado Perfeito

* Caso Base
- O quadrado perfeitode 0 é 0

* Chamadas Recursivas
- O quadrado perfeito Q(n) = Q(n-1) + 2n — 1

int g perfeito(int n) {
if (n == 0) {
return 0;
else
return g perfeito(n-1) + 2*n - 1;
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Populacédo de Coelhos

Dados um casal de coelhos: } '-1..
* No primeiro més, nasce apenas 1 casal

* Os novos casais sO podem se reproduzir ap6és o
segundo més de vida

* Ndo ha problemas genéticos no cruzamento
consanguineo

* Todo més, cada casal fértil da a luz a um novo casal
e Os coelhos nunca morrem

Quantos pares de coelhos havera apdés n
meses?
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Numeros de Fibonacci

Uma grade preenchida com quadrados cujos lados s&o
numeros de Fibonacci, formando sucessivamente
retdngulos cada vez maiores e que tendem a razao
aurea

11 a+b

8 (a+b) _a
a b

=1.618033989

n
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Populacao de Coelhos

A solucéo é o Numero de Fibonacci, da forma:
* Caso Base
-F(0)=1eF(1) =1

* Chamadas Recursivas
- Numero de Fibonacci F(n) =F(n-1) + F(n - 2)

int fibonacci (int n) {
if (n <= 1) 5 i

return 1; Jgk;
else

return (fibonacci(n-1) + fibonacci (n-2));
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Problema 1 - Razao Aurea

A razéo aurea pode ser aproximada pelas seguintes
funcdes:

_ 1

1 :

V/llvfllx/T VIto =y

i+3

Desenvolva uma fungao recursiva baseada na série de
fracdes (a direita) que receba um valor de partida
(neste caso 1) e calcule a série até que a diferenca
entre o valor de partida e o calculo atual seja menor
que 10°.

20. Sem 2007 Algoritmos e Programagdo de Computadores - Turmas I J K L 16



Busca Binaria Recursiva

Busca Binaria Recursiva

Dado um vetor ordenado, como usar a busca binaria de
forma recursiva?

A definicdo de busca binaria ja é recursiva naturalmente,
pois basea-se na técnica de divisdo e conquista da
forma:

1 Se ndo existir elemento a ser pesquisado (inicio > fim), ndo é
possivel encontrar o elemento (Caso Base 1).

2 Caso contrario, esolhe-se o elemento mediado (piv0) e verifica se
€ o valor procurado. Se for, retora sua posi¢ao (Caso Base 2).

3 Sendo, busca-se no subvetor superior ao pivd, caso o valor
procurado seja maior que o pivd, ou no subvetor inferior ao pivo,
se o valor procurado for inferior (Chamadas Recursivas).
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Busca Binaria Recursiva

BuscaBinRec(vetor, ini, fim, x)
Entrada:

Vetor Ordenado, ini (0), fim (14) e x (valor procurado 33)

Algoritmo

Se (ini > fim)
retorna -1
meio = (fim +ini) / 2
Se (vetor[meio] = x)
retorna meio
Senao, se (x < vetor[meio])
retorna BuscaBinRec(vetor, ini, meio-1, x)
Senao
retorna BuscaBinRec(vetor, meio+1, fim, x)

6 13 14 25 33 43 51 53 64 72 84 93 95 96 97

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
ini fim
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Busca Binaria Recursiva

BuscaBinRec(vetor, 0, 14, 33)
Entrada:
Vetor Ordenado, ini (0), fim (14) e x (valor procurado 33)
Algoritmo
Se (ini > fim)
retorna -1
meio = (fim + ini) / 2
Se (vetor[meio] = x)
retorna meio
Senao, se (x < vetor[meio])
retorna BuscaBinRec(vetor, ini, meio-1, x)
Senao
retorna BuscaBinRec(vetor, meio+1, fim, x)

6 13 14 25 33 43 51 53 64 72 84 93 95 96 97

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
ini meio fim
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BuscaBinRec(vetor, 0, 6, 33)
Entrada:

Vetor Ordenado, ini (0), fim (6) e x (valor procurado 33)

Algoritmo

Se (ini > fim)
retorna -1
meio = (fim + ini) / 2
Se (vetor[meio] = x)
retorna meio
Sendo, se (x < vetor[meio])
retorna BuscaBinRec(vetor, ini, meio-1, x)
Senao
retorna BuscaBinRec(vetor, meio+1, fim, x)

s S S TS IS0
L R (6003
6 13 14 (25 33 43 51 e e st e e i
OSSR EL RO 0T
e 0O 5000 55000503005
0 1 2 3 4 5 6 7 9 10 12 3
ini meio fim
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Busca Binaria Recursiva

BuscaBinRec(vetor, 4, 6, 33)
Entrada:
Vetor Ordenado, ini (4), fim (6) e x (valor procurado 33)

Algoritmo
Se (ini > fim)
retorna -1
meio = (fim +ini) / 2
Se (vetor[meio] = x)
retorna meio
Senao, se (x < vetor[meio])
retorna BuscaBinRec(vetor, ini, meio-1, x)
Senéo
retorna BuscaBinRec(vetor, meio+1, fim, x)

toretasy RIEELE00D e S B S et
SR CERUSES 33 (43 51 e e R Ko X SO S gt codpese
sSensy TR R R IR T
LR P SRS N e S e R s LSt S R e Qe
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 14
ini meio fim
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Busca Binaria Recursiva

int BinSRec (int wvetor[], int i, int £, int x)

{

int meio;

T MequlSy R
return -1;

meio = (£ + 1i)/2;
if (vetor[meio]==x)
return meio;

if (x < vetor[meio])

BinSRec (vetor, i, meio - 1, x);
else

BinSRec (vetor, meio + 1, f, x);
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Busca Binaria Recursiva

BuscaBinRec(vetor, 4, 4, 33)
Entrada:
Vetor Ordenado, ini (4), fim (4) e x (valor procurado 33)
Algoritmo
Se (ini > fim)
retorna -1
meio = (fim +ini) / 2
Se (vetor[meio] = x)
retorna meio
Senao, se (x < vetor[meio])
retorna BuscaBinRec(vetor, ini, meio-1, x)
Senao
retorna BuscaBinRec(vetor, meio+1, fim, x)

s R Ry 02 o R T s L S L2
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Torre de Hanoi

1883, o matematico francés Edouard Lucas publicou este
quebra-cabeca que consiste em mover N discos da torre
de origem para a Destino usando uma torre auxiliar.
Discos menores nédo podem ficar embaixo de discos
maiores. Como mover com O menor numero de
movimentos se somente o disco superior pode ser movido
por vez?

Origem Auxiliar Destino
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Torre de Hanoi

Vamos analisar
como resolver o
problema usando

EE== N N =S 'S

A B Cc A B
)

P

apenas 3 discos, ja C
1 2 @ ®

que para e

discos o0 problema ! | | |

torna-se trivial. L = C J; ) S

Considere A a torre @ ®

de Origem, B a £

Auxiliar e C a de J; ,|3 S L !, S

Destino. ® @

Torre de Hanoi

Foram necessérios 7 movimentos para a solu¢do do problema.
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Torre de Hanoi

void move (unsigned int n, char A, char B) {

printf ("Mova o disco %2d de %c para %c\n”, n, A, B);

void hanoi (unsigned int n, char A, char B, char C) {

/* A: Origem, B: Auxiliar, C: Destino */
if (n == 1)
move (n, A, C);
else {
hanoi (n-1, A, C, B);
move (n, A, C);
hanoi (n-1, B, A, C);
}
}
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Recursividade:
Hanoi(n, Origem, Auxiliar, Destino)
Sen=1
Move Disco 1 da Origem para Destino
Senéo
Hanoi(n-1, Origem, Destino, Auxiliar)
Move Disco n da Origem para Destino
Hanoi(n-1, Auxiliar, Origem, Destino)
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Exercicio 1

Escreva a funcado recursiva comb(n,k) que
representa o numero de grupos distintos com
k pessoas que podem ser formados a partir
de n pessoas:

n se k=1
Comb (n,k)=11 se k=n
Comb(n—1,k —1)+ Comb(n —1,k) se l<k<n

20. Sem 2007 Algoritmos e Programagdo de Computadores - Turmas I J K L 28



Exercicio 2 Exercicios 1 e 2

unsigned int Comb (unsigned int n, unsigned int k) {

Faca uma funcdo recursiva para calcular a if (k==1)
funcdo de Ackerman para dois inteiros elzjﬁn(}f? q
baa i : i Wi
positivos m e n, conforme definicdo abaixo: return 1;
else
return Comb (n-1,k-1) + Comb(n-1,k);
n+1 sem =10 '
-A(ﬂ%?” = -A(WI—‘lylj sem >0en=20 unsigned int Ack (unsigned m, unsigned n) {
Alm—1,Alm,n—1)) sem >0en > 0. By (mTml)
return n+l;
else if (n == 0) /* m > 0 por ser usigned */
return Ack(m-1, 1);
else
return Ack(m-1, Ack(m, n-1));
}
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