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Programacdo Dinamica: Conceitos Basicos

@ Tipicamente o paradigma de programacao dindmica aplica-se
a problemas de otimizacao.
@ Podemos utilizar programacdo dinamica em problemas onde
ha:
» Subestrutura Otima: As solu¢des étimas do problema
incluem solugdes 6timas de subproblemas.
o Sobreposicao de Subproblemas: O cilculo da solugao
através de recursdo implica no recélculo de subproblemas.
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Programagao Dindmica: Conceitos Basicos (Cont.)

@ A técnica de programacgao dindmica visa evitar o recalculo
desnecessario das solugdes dos subproblemas.

@ Para isso, solugbes de subproblemas s3o armazenadas em
tabelas.

@ Logo, para que o algoritmo de programacdo dindmica seja
eficiente, é preciso que o nimero total de subproblemas que
devem ser resolvidos seja pequeno (polinomial no tamanho da
entrada).
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Memorizacao x Programac¢ao Dinamica

@ Existem duas técnicas para evitar o recdlculo de subproblemas:

@ Memorizacdo: Consiste em manter a estrutura recursiva do
algoritmo, registrando em uma tabela o valor étimo para
subproblemas ja computados e verificando, antes de cada
chamada recursiva, se o subproblema a ser resolvido ja foi
computado.

@ Programacao Dinamica: Consiste em preencher uma tabela
que registra o valor 6timo para cada subproblema de forma
apropriada, isto é, a computa¢ao do valor étimo de cada
subproblema depende somente de subproblemas ja previamente
computados. Elimina completamente a recurs3o.
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O Problema Binario da Mochila

O Problema da Mochila

Dada uma mochila de capacidade W (inteiro) e um conjunto de n
itens com tamanho w; (inteiro) e valor ¢; associado a cada item i,
queremos determinar quais itens devem ser colocados na mochila
de modo a maximizar o valor total transportado, respeitando sua
capacidade.

@ Podemos fazer as seguintes suposi¢oes:
o Zle w; > W,
o 0<w;<W,paratodoi=1,...,n.
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O Problema Binario da Mochila

@ Podemos resolver o problema da mochila com Programacao
Linear Inteira:

@ Criamos uma varidvel x; para cada item: x; = 1 se o item f
estiver na solucdo 6tima e x; = 0 caso contrario.
@ A modelagem do problema é simples:

n

max Z CiX; (1)
i=1

Z Wi X S w (2)
i=1

@ (1) é a fungdo objetivo e (2) o conjunto de restrigdes.
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O Problema Binario da Mochila

@ Como podemos projetar um algoritmo para resolver o
problema 7

@ Existem 2" possiveis subconjuntos de itens: um algoritmo de
forca bruta é impraticivel !

o Eum problema de otimizagdo. Serd que tem subestrutura
6tima ?

@ Se o item n estiver na solucido 6tima, o valor desta solucdo
serd ¢, mais o valor da melhor solu¢do do problema da
mochila com capacidade W — w,, considerando-se sé os n — 1
primeiros itens.

@ Se o item n n3o estiver na solucdo Stima, o valor étimo sera
dado pelo valor da melhor solugcdo do problema da mochila
com capacidade W considerando-se sé os n — 1 primeiros
itens.
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O Problema Binario da Mochila

@ Seja z[k, d] o valor étimo do problema da mochila
considerando-se uma capacidade d para a mochila que contém
um subconjunto dos k primeiros itens da instancia original.
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O Problema Binario da Mochila

@ Seja z[k, d] o valor étimo do problema da mochila
considerando-se uma capacidade d para a mochila que contém
um subconjunto dos k primeiros itens da instancia original.

@ A férmula de recorréncia para computar z[k, d] para todo
valor de d e k é:
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O Problema Binario da Mochila

@ Seja z[k, d] o valor étimo do problema da mochila
considerando-se uma capacidade d para a mochila que contém
um subconjunto dos k primeiros itens da instancia original.

@ A férmula de recorréncia para computar z[k, d] para todo
valor de d e k é:

z[0,d] =0

2[k,0] = 0

[k d]_ Z[k—l,d], se wg > d
2WOU= max{z[k —1,d],z[k — 1,d — wi] + ), se we < d
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O Problema Binario da Mochila - Complexidade Recursao

@ A complexidade do algoritmo recursivo para este problema no
pior caso é dada pela recorréncia:
1, k=0oud=0
T(k’d)_{ Tk—1,d)+ T(k—1,d—w)+1 k>0ed>0.

@ Portanto, no pior caso, o algoritmo recursivo tem
complexidade Q(2"). E impraticavel !

@ Mas ha sobreposicdo de subproblemas: o recalculo de
subproblemas pode ser evitado !
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Mochila - Sobreposicao de Subproblemas

o Considere vetor de tamanhos w = {2,1,6,5} e capacidade da
mochila W = 7. A &arvore de recursdo seria:

z[4, 7]
z[3,7] z[3, 2]
2[2, 7] 7[2,1] 7[2,2]
7[1, 7] 2[1, 6] 71, 1] 2[1, 0] 7[1,2]
7 N/ N\ I I 7\
z[0,7]  z[o, 5] 2[0,6]  Z[0, 4] Z[0, 1] 2[0, 0] z[0,2] Z[0, 0]

@ O subproblema z[1, 1] é computado duas vezes.
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Mochila - Programacao Dinamica

@ O ndmero total maximo de subproblemas a serem computados
é nW.

@ Isso porque tanto o tamanho dos itens quanto a capacidade
da mochila s3o inteiros !

@ Podemos entdo usar programacao dindmica para evitar o
recalculo de subproblemas.

@ Como o célculo de z[k, d] depende de z[k — 1,d] e
z[k — 1,d — wy], preenchemos a tabela linha a linha.
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d-w[K] d
0

k-1 ~

k

z[k,d]=max { z[k=1,d] |, z[k-1,d-w[K]] + c[k

[Lan
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O Problema Binario da Mochila - Algoritmo

MochilaMaximo(c, w, W, n)

> Entrada: Vetores ¢ e w com valor e tamanho de cada item,
capacidade W da mochila e nimero de itens n.

> Saida: O valor maximo do total de itens colocados na mochila.
1. para d:=0 até W faga z[0,d] :=0

2. para k :=1 até n fagca z[k,0] :=0

3. para k :=1 até n faca

4, para d ;=1 até W faca

5. z[k,d] .= z[k — 1,d|

6. se wy < d e ck+z[lk—1,d — wi] > z[k, d] entdo
7. zlk,d] == ck + z[k — 1,d — wy]

8. retorne(z[n, W])
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Mochila - Exemplo

o Exemplo: ¢ ={10,7,25,24}, w = {2,1,6,5} e W =T7.

Mooo1 2 3 4 5 6 7
o o/ o] ol o] olo|o0| o
11 o
2 10
31 0
40 0
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Mochila - Exemplo

o Exemplo: ¢ ={10,7,25,24}, w = {2,1,6,5} e W =T7.

1 0| 0|10 | 10| 10| 10|10 | 10

2 0 710 | 17| 17| 17| 17| 17
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Mochila - Complexidade

o Claramente, a complexidade do algoritmo de programacio
dindmica para o problema da mochila é O(nW).

o Eum algoritmo pseudo-polinomial: sua complexidade depende
do valor de W, parte da entrada do problema.

@ O algoritmo n3o da o subconjunto de valor total maximo,
apenas o valor maximo.

o E ficil recuperar o subconjunto a partir da tabela z
preenchida.
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Mochila - Recuperacao da Solucao

MochilaSolucao(z, n, W)

> Entrada: Tabela z preenchida, capacidade W da mochila e
nimero de itens n.
> Saida: O vetor x que indica os itens colocados na mochila.
para i :=1 até n faga x[i] :=0
MochilaSolucaoAux(x, z, n, W)
retorne(x)

MochilaSolucaoAux(x, z, k, d)

se k # 0 entao
se z[k,d] = z[k — 1, d] entao
x[k] := 0; MochilaSolucaoAux(x, z, k — 1, d)
se nao
x[k] :== 1; MochilaSolucaoAux(x,z,k — 1,d — wy)
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Mochila - Exemplo

1 0| 0|10 | 10| 10| 10|10 | 10

2 0 7110 | 17| 17| 17| 17, 17

3 0 7110 |17 | 17 | 17 | 25 | 32

4| 9| 710|127 17| 24| 31| 34

X[1]=x[4]=1, x[2]=x[3]=0
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Mochila - Complexidade

@ O algoritmo de recuperacdo da solu¢do tem complexidade
O(n).

@ Portanto, a complexidade de tempo e de espago do algoritmo
de programacao dinamica para o problema da mochila é
O(nW).

o E possivel economizar memdria, registrando duas linhas: a
que estd sendo preenchida e a anterior. Mas isso inviabiliza a
recuperacao da solucao.
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Programagdo Dindmica

Algoritmo exato de Programacao Dinamica

@ Componentes basicas de um algoritmo de Programacio
Dinamica:
@ Uma solucdo 6tima contém solucdes 6timas de subproblemas
semelhantes ao problema original;
o O valor étimo estd relacionado aos valores 6timos destes
subproblemas por meio de uma férmula de recorréncia;
& Os valores subdtimos sdo tabelados de modo a impedir
recalculos;
@ Valores tabelados para BKP
o Ali,d]: peso do subconjunto mais leve dos i primeiros itens
com valor exatamente d;
@ Ali,d] = oo se ndo existir tal conjunto;
o idéia: dadas duas solugcdes de mesmo custo, da-se preferéncia
aquela que tem menos peso;



Programagdo Dindmica

Algoritmo exato de Programacao Dinamica

® Formula de recorréncia:

min{A[i — 1,d],A[i —1,d — ¢i] + w;}, se ¢; < d,
Ali — 1,d], caso contrario.

Ali,d] = {

@ Dimensdo da matriz A: (n+1) x (nC + 1).
@ Inicializacdo de A:
@ Definicdo: C = max;en{ci};
e Primeira coluna: A[i,0] =0, para todo i € N U {0};
e Primeira linha: A0, d] = oo, para todo d € {1,...,nC};

@ Valor 6timo: C* = max{d : A[n,d] < W}

(maior indice de uma coluna cujo valor da célula na dltima
linha ndo excede W)



Programacgdo Dindmica

Algoritmo exato de Programacao Dinamica

® Preenchimento da matriz A:

0 1 d—c¢ d nC
0] o0 00 0o v oo | -0 | o0
! 0
n 0

min{A[i — 1,d],Ali —1,d — ¢;] + wi}, ¢ < d,
Ali — 1,d], caso contrario.

Ali,d] = {



Programacgdo Dindmica

Algoritmo exato de Programacao Dinamica

® Preenchimento da matriz A:
0 1 d—c d nC

0 0 o oo coo | o0 BRI e

Complexidade: O(n*C) (pseudopolinomial !)



