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Aviso

N&o haverd aula dia 27/05 (avaliagdo de cursos).
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Recursao - Relembrando

@ Defini¢cGes recursivas de fungdes sdo baseadas no principio
matemadtico da indugcdo que vimos anteriormente.

@ A idéia é que a solucdo de um problema pode ser expressa da seguinte
forma:

» Definimos a solucdo para os casos basicos;
» Definimos como resolver o problema geral utilizando solu¢des do
mesmo problema sé que para casos menores.
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Calculo de Poténcias

Suponha que queiramos calcular x" para n inteiro positivo. Como calcular
de forma recursiva?

n z

X €l

@ 1sen=0.

@ xx"1 caso contrério.
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Calculo de Poténcias

long pot(long x, long n){
if(n == 0)
return 1;
else
return x*pot(x,n-1);
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Calculo de Poténcias

Neste caso a solucdo iterativa é mais eficiente.

long pot(long x, long n){
long p =1, 1i;
for( i=1; i<=n; i++)
P=pP*x
return p;

@ O laco é executado n vezes.

@ Na solucio recursiva sio feitas n chamadas, mas tem-se o custo
adicional para criagdo/remocdo de varidveis locais na pilha.
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Calculo de Poténcias

Mas e se definirmos a poténcia de forma diferente:
x" é:
@ Caso basico:
» Se n=0 entdo x" = 1.
o Caso Geral:
» Se n>0eépar, entdo x" = (x"/?)2.
» Se n >0 e é impar, entdo x" = x(x("~1)/2)2,
Note como no caso geral definimos a solugdo do caso maior em termos de
casos menores.
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Calculo de Poténcias

Este algoritmo é mais eficiente do que o iterativo. Por que? Quantas
chamadas recursivas o algoritmo pode fazer?

long pot(long x, long n){
double aux;
if(n == 0)
return 1;

else if(n%2 == 0){ //se n é par
aux = pot(x, n/2);
return aux * aux;

}

else{ //se n é impar
aux = pot(x, (n-1)/2);
return x*aux¥aux;

}
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Calculo de Poténcias

@ No algoritmo anterior, a cada chamada recursiva o valor de n é
dividido por 2. Ou seja, a cada chamada recursiva, o valor de n decai
para pelo menos a metade.

e Usando divisGes inteiras faremos no maximo [(log, n)] 4+ 1 chamadas
recursivas.

@ Enquanto isso, o algoritmo iterativo executa o lago n vezes.
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Recursao com varias chamadas

@ N3o ha necessidade da func3o recursiva ter apenas uma chamada
para si propria.

@ A func3o pode fazer véarias chamadas para si prépria.

@ A funcdo pode ainda fazer chamadas recursivas indiretas. Neste caso
a funcdo 1, por exemplo, chama uma outra funcdo 2 que por sua vez
chama a funcio 1.
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Soma de um vetor

e Dado um vetor, vamos definir S(i, n) como a soma de n elementos a
partir da posicao i.
@ Com isso temos a seguinte definicdo recursiva para a soma dos
elementos de um vetor:
» Se n=1 entdo S(i,n) = v[i].
» Se n> 1entdo S(i,n) = S(i,[n/2])+ S(i + [n/2],|n/2]).
@ Observacoes
» n=[n/2]+ |n/2].
» Dada uma posi¢do i e quantidade x = [n/2] de elementos, a préxima
posicdo a ser considerada serd (i + x).
@ Para computarmos a soma de todos os elementos de um vetor com n
elementos, devemos calcular 5(0, n).

(Instituto de Computac¢do — Unicamp) MC-102 22 de Maio de 2014 12 / 32



Soma de um vetor

O cédigo recursivo segue abaixo. Basta implementarmos fun¢Ges para
calcular o teto e o piso da divisdo de dois niimeros.

int soma(int v[], int i, int n){

if(n == 1)
return v[i];
else{

return soma(v, i, teto(n,2)) +
soma(v, i+teto(n,2), piso(n,2));
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Soma de um vetor

int teto(int numerador, int denominador){
if (numerador % denominador == 0) //se divis&o for inteira
return (numerador/denominador) ;
else
return (numerador/denominador + 1);

int piso(int numerador, int denominador)<{
return (numerador/denominador) ;

}
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Soma de um vetor

@ Abaixo temos um exemplo de execugdo da fung¢do para o vetor v=[1,
2,1,4,3,5,3,2].

@ Ha uma indicacdo da ordem em que ocorrem as sucessivas chamadas
recursivas.

@ Em cada bal3o é apresentada apenas a parte do vetor que estd sendo
considerada pela funcdo naquele momento.

e A chamada da fungdo deve ser: somar(v, 0, 8).
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Soma de um vetor

V=(1,2,1,4,3,5,3,2)

i=0
n=8
J
V=(1,2,1,4)
i=0

n=4

V= V=() V=) V=) v=0) V=05) V=03 V=(2)
i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6 i=7
n=1 n=1 n=1 n= n=1 n=1 n=1 n=1
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Torres de Hanoi

@ Problema inventado pelo matematico francés Edouard Lucas em 1883.

@ Também conhecido como Torres de Brahma.

No grande templo de Brahma em Benares, numa bandeja de metal sob a
clpula que marca o centro do mundo, trés agulhas de diamante servem de
pilar a sessenta e quatro discos de ouro puro. Incasavelmente, os
sacerdotes transferem os discos um de cada vez, de agulha para agulha,
obedecendo sempre a lei imutavel de Brahma: nenhum disco se poderd
sobrepor a um menor.
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Torres de Hanoi

No inicio do mundo, todos os sessenta e quatro discos de ouro foram
dispostos na primeira das trés agulhas, constituindo a Torre de Brahma.
No momento em que o menor dos discos for colocado de tal modo que se
forme uma vez mais a Torre de Brahma numa agulha diferente da inicial,
tanto a torre como o templo serdo transformados em pé e o ribombar de
um trovao assinalara o fim do mundo.
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Torres de Hanoi
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Torres de Hanoi

@ Inicialmente temos 5 discos de diametros diferentes na estaca A.

@ O problema das torres de Hanoi consiste em transferir os cinco discos
da estaca A para a estaca B (pode-se usar a estaca C como auxiliar).

@ Porém deve-se respeitar algumas regras:
» Apenas o disco do topo de uma estaca pode ser movido.
» Nunca um disco de didmetro maior pode ficar sobre um disco de

didmetro menor.
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Torres de Hanoi

@ Vamos considerar o problema geral onde hd n discos.

@ Vamos usar indu¢do para obter um algoritmo para este problema.

(Instituto de Computac¢do — Unicamp) MC-102 22 de Maio de 2014 21 /32



Torres de Hanoi

[ I

| | <0>

| | <-1->
<-——3-—-> | <--2-->

A B C

@ Podemos mover n-1 discos para a torre C
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Torres de Hanoi

I

| <0>

| <-1->
<-=-3---> <--2-->

@ Podemos mover o disco maior para a torre B
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Torres de Hanoi

Origem Destino  Auxiliar

@ Podemos mover n-1 discos da torre C para a torre B.
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Torres de Hanoi

Teorema

E possivel resolver o problema das torres de Hanoi com n discos.

Prova.

@ Base da Indugdo: n = 1. Neste caso temos apenas um disco. Basta
mover este disco da estaca A para a estaca B.

@ Hipdtese de Indugdo: Sabemos como resolver o problema quando ha
n — 1 discos.
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Torres de Hanoi

Prova.

@ Passo de Inducdo: Devemos resolver o problema para n discos
assumindo que sabemos resolver o problema com n — 1 discos.

@ Por hipétese de indugao sabemos mover os n — 1 primeiros discos da
estaca A para a estaca C usando a estaca B como auxiliar.

@ Depois de movermos estes n — 1 discos, movemos o maior disco (que
continua na estaca A) para a estaca B.

@ Novamente pela hipétese de indugdo sabemos mover os n — 1 discos
da estaca C para a estaca B usando a estaca A como auxiliar.

@ Com isso temos uma solucdo para o caso onde had n discos.
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Torres de Hanoi: Passo de Inducao

@ Olhem que maravilha que é a induc3o.

@ Nos fornece um algoritmo e ainda por cima temos uma demonstracio
formal de que ele funciona!
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Torres de Hanoi: Algoritmo

Problema: Mover n discos de A para B:
@ Se n=1 ent3o mova o Unico disco de A para B e pare.

@ Caso contrario (n > 1) desloque de forma recursiva os n — 1 primeiros
discos de A para C, usando B como auxiliar.

© Mova o ultimo disco de A para B.

@ Mova, de forma recursiva, os n — 1 discos de C para B, usando A
como auxiliar.
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Torres de Hanoi: Algoritmo

#include <stdio.h>
void hanoi(int n, char estacalni, char estacaFim, char estacalux);

int main(){
hanoi(3, ’A’, B’ , ’C’);
printf("\n");

}

//Discos s8o numerados de 1 até n

void hanoi(int n, char estacalni, char estacaFim, char estacaAux){
if (n==1)
printf("\nMova disco %d da estaca Jc para %c.", n, estacalni, estacaFim);
else{
hanoi(n-1,estacalni,estacalux,estacaFim);
printf("\nMova disco %d da estaca Jc para %c.", n, estacalni, estacaFim);
hanoi(n-1,estacalux,estacaFim,estacalni);
}
}
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Torres de Hanoi

Seja T(n) o ndmero de movimentos necessdrios para resolver o problema

com n discos.
Pelo algoritmo anterior, T(n) é dado pela seguinte recursdo:

1 sen=1
T(”)‘{ 2T(n—1)+1k sen>1

Fazendo alguns calculos, chegamos a solugdo seguinte:
T(n)=2"—-1, paran>1.
Quanto tempo para resolver o problema com 64 discos?

(Instituto de Computac¢do — Unicamp) MC-102 22 de Maio de 2014

30 /32



Torres de Hanoi

Quanto tempo para resolver o problema com 64 discos? Suposicdes:

@ Sacerdotes s3o semi-deuses que movem os discos na velocidade da luz
(~300.000.000 m/s) (lembre-se: sé Chuck Norris consegue mover
objetos mais rapido que a velocidade da luz.).

@ 3 torres a 66.33 cm uma da outra. Distancia média dos movimentos:
3x0.8633 — 0.99495 ~s 0.995m.

@ Discos com altura minima, tendendo a zero = tamanho da pilha
tende a zero = Tempo para tirar o disco da pilha tende a zero.

R = (25%) x (552295 -)/60/60,/24/365
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Exercicio

@ Defina de forma recursiva a busca bindria.

@ Escreva um algoritmo recursivo para a busca binaria.
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