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1 Componente k-conexo a um conjunto de sementes

Um componente x-conexo a um conjunto S C D; de pixels sementes é um subconjunto de
D;, onde todos os pixels p sao k-conexos a pelo menos uma semente s € S. Note que esta
definicao corresponde a uniao de todas as arvores de caminhos de custo minimo com raizes em
S, onde os custos dos caminhos s@0 menores ou iguais a k.

Algoritmo de extracao de componente k-conexo com S:

Entrada: Imagem I= (Dr,I), adjacéncia A, sementes S, funcdo f de custo de caminho e
limiar k.

Saida: Imagem rotulada L = (Dy, L), onde L(p) = 1 se p é k-conexo a S, e L(p) = 0 no caso
contrario. Inicialmente L(p) = 0 para todo p € D,

Auxiliares: Fila de prioridades (), Imagem de custos C = (Dy, C), Imagem de predecessores

A~

P = (Dy, P) e variavel tmp.

1. Para todo pixel s € S, faca

2. C(p) < +oo para todo p € Dy.

3. C(s) < f({s)), P(s) < nil e insira s em Q.
4. Enquanto Q # 0, faca
5. Remova p de @ tal que C(p) seja minimo e faga L(p) < 1.
6. Para todo g € A(p) tal que C(q) > C(p), faga
7. tmp <+ f(P*(p) ©(p,q))-
8. Se tmp < C(q) e tmp < Kk entao
9. Se C(q) # +oo, remova ¢ de Q.
10. C(q) < tmp, P(q) < p, e insira ¢ em Q.



1.1 Aplicacoes

Uma aplicagao para o algoritmo acima é a segmentacao de imagens, onde um objeto é defi-
nido como um componente k-conexo com sementes selecionadas no seu interior. Neste caso,
podemos usar fpax Ou fsym com h(g) = 0 para ¢ € S, e h(g) = +00 no caso contrario. A
dissimilaridade d(p, ¢) pode levar em conta dois aspectos importantes:

1. A homogeneidade local no interior do objeto,
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6i(p,q) = 1—exp 1 (1)
onde o; é uma constante.

2. A afinidade entre (p, ¢) e o objeto representado por S.

I(?);H(q) —p9)?
Gapg) = L—exp (2)
1(?);§I(Q)__I(S))2
d3(p,q) = 1—exp_( 203 , (3)
64(p,q) = min{ds(p,q)}, (4)

VseS

onde py é a média de brilho em S, o9 é proporcional ao desvio padrao do brilho dos pixels em
S, o, é proporcional ao desvio padrao do brilho dos pixels em uma vizinhanca de s € S, e s
é o pixel inicial do caminho étimo com término em p. Note que podemos usar também uma
combinacao ponderada dessas fungoes de dissimilaridade e um valor k, diferente para cada
semente s € S.

Outra aplicacao é a dilatagdo de um conjunto S de pixels (e.g. o contorno de um objeto)
por um disco de raio k. Na verdade, existem algoritmos mais eficientes para se fazer isso.
Porém, vamos nos ater a formulacdo do problema por enquanto. Seja I uma imagem bindria,
tal que I(p) = 1se p € S, e I(p) =0 no caso contrario. Neste caso, L representa o resultado
da dilatagao para funcao de custo feyc:

_ 0, seqe S
Jeuwel{a)) = { +00, 1no caso contrario
Jeue(m - (P, @) = deuc(org(m),q), (5)

onde d,,. é a distancia Euclideana entre dois pontos.

1.2 Eficiéncia

A eficiéncia do algoritmo depende das cardinalidades de A e de S, da implementacao de @, e
da implementacao de f. A fila ) pode ser uma estrutura heap balanceada ou uma fila circular
baseada em bucket sort, conforme discutiremos mais adiante. No caso do bucket sort, todas
as fungbes de custo devem ser expressas com valores inteiros, e considerando |S| < |Dy| e
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|A| < |Dy|, o algoritmo pode ser executado em tempo proporcional ao nimero de pixels. Um
valor inteiro maximo K, pode ser usado para fuax € fsum, tal que a linha 7 do algoritmo
fica modificada para: tmp < max{C(p), Knax0i(p,q)}, i = 1,2, 3,4, no caso de fiax, € tmp <
C(p) + Kumax0i(p, q), no caso de fyu,- No caso de fe,, a linha 7 fica tmp + d?,.(s, q). Note
que em todos os casos nao precisamos da imagem de predecessores.

Uma questao importante é se podemos ou ndo propagar as arvores das sementes ao mesmo
tempo, tornando a eficiéncia do algoritmo independente da cardinalidade de S. Este variante
pode ser implementado trocando-se as linhas 1,2, e 3 do algoritmo por

1. Para todo pixel p € Dy, faca C(p) « +o0,
2. Para todo pixel s € S, faca C(s) < 0, P(s) < nil, R(s) « s, e insira s em Q);

e acrescentando-se na linha 10 a propagagio das raizes R(q) < R(p) (pixels iniciais dos cami-
nhos), que serdo usadas no calculo de fey. € de fiaz € fsum cOm 3 Ou dy.

Uma ressalva, porém, é que a propagagao de caminhos com competicao entre sementes pode
levar o algoritmo a decidir por caminhos nao-6timos, pois a arvore de uma semente s; pode
bloquear a propagacgao de outra s,, impedindo s, de atingir pixels mais conexos com s, do
que com s;. Considere, por exemplo, C(p) = 0.10 e d3(p, ¢) = 0.15 para o caminho 6timo que
atinge p vindo de s, e C'(p) = 0.14 e d5(p, ¢) = 0.10 para o caminho 6timo que atinge ¢ vindo
de s5. Se o pixel ¢ for tal que a tnica forma de atingi-lo é via (p, ¢), entao o algoritmo com
propagacao simultanea vai escolher erroneamente o caminho de s; a g via p em frax € foum.
Exemplo similar pode ser obtido com f,,. e trés sementes. Isto nos leva a considerar condi¢oes
que garantam a corretude desses algoritmos.

1.3 Corretude

Os algoritmos discutidos acima sao uma adaptacao do algoritmo de Dijkstra. Obviamente
estamos assumindo que f((s)) < k para todo s € S e que f satisfaz condigdes que guarantam
a corretude do algoritmo de Dijkstra (i.e. P*(p) deve ser 6timo quando p sai de Q). Isto é,
para todo pixel ¢ € Dy, deve existir um caminho 6timo 7 terminando em g tal que, ou 7 = (q)
é trivial, ou tem a forma 7 - (p, ¢) onde

(C1) f(r) < f(m),
(C2) 7 é 6timo,
(C3) Para qualquer caminho 6timo 7’ terminando em p, f(7' - (p,q)) = f(m).

Note que essas condicoes sao necessarias apenas para caminhos 6timos. Fungoes que satisfazem
a essas condicoes sao chamadas suaves. Portanto, essas condicoes sao satisfeitas pelas fungoes
fmax € fsum com 6(p, q) fixo para toda aresta (p, ¢) (e ndo-negativo no caso de fsum), € de uma
forma geral, por fun¢des monotonicas-incrementais (MI):

fla) = hg),
f(m-(p,q)) = f(m)O(p,q), (6)

onde h(q) é arbitririoe ® : V x A — V é uma operagao bindria que satisfaz as condicoes
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M1) 2’ >z =2'® (p,q) > O (p, q),

(M2) z© (p,q) >z,

para quaisquer z,z’ € V e qualquer (p,q) € A, onde ® depende apenas do custo de 7 e ndo
de qualquer outra propriedade de .

Note que, muito embora a fun¢ao f.,. nao seja MI, o algoritmo com propagacao simultanea
é 6timo para |S| < 2, e para |S| > 2, sua corretude dependera de A.

2 Exercicios

1. Prove a corretude do algoritmo de Dijkstra para as condigdes (C1)—(C3).

2. Implemente o algoritmo acima e compare os seus resultados para diferentes fungoes de
custo de caminho e relacoes de adjacéncia, considerando um conjunto S fixo de sementes.



