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Recursao

e Um método é dito recursivo quando ele divide o problema em
dois possiveis casos:

@ o caso trivial, em que uma solucdo é facilmente encontrada,
finalizando a recursao, e

@ 0 caso em que o problema é subdividido em um ou mais
subproblemas, cujas solucdes obtidas de forma recursiva sdo
combinadas para resolver o problema maior.
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Recursao

e Um método é dito recursivo quando ele divide o problema em
dois possiveis casos:

@ o caso trivial, em que uma solucdo é facilmente encontrada,
finalizando a recursao, e

@ 0 caso em que o problema é subdividido em um ou mais
subproblemas, cujas solucdes obtidas de forma recursiva sdo
combinadas para resolver o problema maior.

@ A recursdo é, portanto, uma estratégia de divisdo e conquista
bastante usada na solu¢do de problemas.

@ A recursdo estd associada ao conceito de inducdo matemadtica,
a qual pode ser fraca ou forte, direta ou indireta.
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Agenda

Vamos estudar esses conceitos através de exemplos de problemas
relacionados ao curso.

@ Funcoes recursivas e arvores de recursao.

Exemplo de recursio indireta.

Ordenacdo de sequéncias de niimeros.

@ Busca binaria na sequéncia ordenada.

Backtracking.
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Funcoes recursivas e arvores de recursao

@ O segredo da recursdo estd em saber identificar o caso trivial
e expressar a solucdo do problema em func3o das solucdes dos
subproblemas.
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Funcoes recursivas e arvores de recursao

@ O segredo da recursdo estd em saber identificar o caso trivial
e expressar a solucdo do problema em func3o das solucdes dos

subproblemas.

o Considere, por exemplo, o fatorial de n > 0:
fat(n) =1 se n < 1, caso trivial.

fat(n) = n x fat(n — 1) no caso contrério.
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Funcoes recursivas e arvores de recursao

@ O segredo da recursdo estd em saber identificar o caso trivial
e expressar a solucdo do problema em func3o das solucdes dos
subproblemas.

@ Considere, por exemplo, o fatorial de n > 0:
fat(n) =1 se n < 1, caso trivial.
fat(n) = n x fat(n — 1) no caso contrério.

@ Esta inducdo é fraca e direta, pois a funcdo chama a si mesma
para resolver um tnico subproblema.
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Funcoes recursivas e arvores de recursao

Uma funcdo recursiva baseada em inducdo fraca e direta apresenta
0 seguinte padrdo para os casos trivial e recursivo.

tipo nome-da-funcdo (<lista de argumentos>) {
<declaracao das variaveis locais>
if (<condic3o de parada>) {
<comandos finais>
return(<resultado>)
} else {
<comandos iniciais>
<chamada recursiva>
<comandos finais>
return(<resultado>)

}
¥
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Funcdes recursivas e drvores de recursao

Note que a fun¢do pode ser simplificada de diversas formas.
/* Assumindo que n >= 0 */

long double fatorial_direta_fraca(unsigned long n){

long double res; /* variavel local */

if (n <= 1) { /* condicdo de parada */
res = 1.0; /* comando inicial */
return(res);

}else { /*n>1%*/
/* sem comandos iniciais */
res = fatorial_direta_fraca(n-1); /* chamada recursiva */
res = res * n; /* comando final */
return(res);

http://wuw.pythontutor.com
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Funcoes recursivas e arvores de recursao

@ O mesmo problema pode ser resolvido por indugdo forte e
direta.
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Funcoes recursivas e arvores de recursao

@ O mesmo problema pode ser resolvido por indugdo forte e
direta.

e O fatorial de n > 0 pode resolver o caso trivial fat(n) =1, se
n <1, ou calcular o produto 1 X 2 X ... n por recursdo forte e
direta, para n > 1.
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Funcoes recursivas e arvores de recursao

@ O mesmo problema pode ser resolvido por indugdo forte e
direta.

e O fatorial de n > 0 pode resolver o caso trivial fat(n) =1, se
n <1, ou calcular o produto 1 X 2 X ... n por recursdo forte e
direta, para n > 1.

@ Neste caso, produto(xi, xp) = x1x2 ... X, fica
produto(x1, x,) = Xn, se x1 = x, (caso trivial), ou
produto(x1, x,) = produto(xy, 2522 x produto(3522 + 1, x,),
para x; < Xp.
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Funcoes recursivas e arvores de recursao

No caso da inducio forte e direta com divisdo em dois
subproblemas, o padrao fica assim.

tipo nome-da-fungdo (<lista de argumentos>) {

<declara¢ao das varidveis locais>

if (<condicdo de parada>) {
<comandos finais>
return(<resultado>)

} else {
<comandos iniciais>
<chamada recursiva subproblema 1>
<chamada recursiva subproblema 2>
<comandos finais>
return(<resultado>)
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Funcdes recursivas e drvores de recursao

Note que a fun¢do pode ser simplificada de diversas formas.

/* Assumindo que x1 <= xn */

long double produto_direta_forte(unsigned long x1, \
unsigned long xn)
{

unsigned long xm; /* varidveis locais */
long double resi1, res2;

if (x1 == xn){ /* condigdo de parada */
/* Assumindo que n >= 0 */ return(xn);
else { /* x1 < x n ¥/
(x1+xn)/2; /* comando inicial */
produto_direta_forte(x1,xm); /* chamada 1 */

-

long double fatorial(unsigned long n) Xm

resl
if (n <= 1) { /* caso trivial */

. res2 = produto_direta_forte(xm+1,xn); /* chamada 2 */
} ;T;:rz(};ag‘> 1% res2 = res2 * resl; /* comando final */
return(produto_direta_forte(1,n)); 3 return(res2);

http://wuw.pythontutor.com
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Arvores de recursao

A ida e a volta das chamadas recursivas podem ser ilustradas com
a topologia de uma arvore bindria (indugdo forte) ou de sua
degeneracdo em um lista (indugdo fraca).
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Recursao indireta

@ A titulo de ilustracdo apenas, na recursdo indireta, a solugcao
de um problema pode ser escrita em funcdo de instancias
menores da solugdo de outro problema, e assim por diante,
até que o ultimo problema seja resolvido em funcdo de
instancias menores do primeiro.
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de um problema pode ser escrita em funcdo de instancias
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@ Um exemplo simples é a recursdo mdtua entre funcdes que
respondem se um dado ndmero n € Z* é par/impar por
contagem regressiva.
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Recursao indireta

@ A titulo de ilustracdo apenas, na recursdo indireta, a solugcao
de um problema pode ser escrita em funcdo de instancias
menores da solugdo de outro problema, e assim por diante,
até que o ultimo problema seja resolvido em funcdo de
instancias menores do primeiro.

@ Um exemplo simples é a recursdo mdtua entre funcdes que
respondem se um dado ndmero n € Z* é par/impar por
contagem regressiva.

Um exemplo mais complexo seria a analise sintatica que o
compilador realiza para determinar se uma expressao matematica é
valida.
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Recursao indireta

A ordem de chamada dessas fun¢des ndo altera o resultado.

char Par(unsigned int n)

{

if (n==0)
return(1);
else

return(Impar(n — 1));

}

char Impar(unsigned int n)

{

if (n==0)
return(0);
else

return(Par(n — 1));
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Ordenac3do por recursao

Seja A uma sequéncia de nimeros de tamanho n, armazenada em
um vetor. Podemos ordenar A usando dois tipos de induc3o.
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Ordenac3do por recursao

Seja A uma sequéncia de nimeros de tamanho n, armazenada em
um vetor. Podemos ordenar A usando dois tipos de induc3o.

@ Inducdo Fraca: O tempo de ordenacio serd proporcional ao
quadrado do tamanho da sequéncia, O(n?).
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Ordenac3do por recursao

Seja A uma sequéncia de nimeros de tamanho n, armazenada em
um vetor. Podemos ordenar A usando dois tipos de induc3o.

@ Inducdo Fraca: O tempo de ordenacio serd proporcional ao
quadrado do tamanho da sequéncia, O(n?).

@ Inducdo Forte: O tempo de ordenacdo serd proporcional ao
tamanho da sequéncia multiplicado por seu logaritmo na base
2, O(nlog n).
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Ordenac3do por recursao

Seja A uma sequéncia de nimeros de tamanho n, armazenada em
um vetor. Podemos ordenar A usando dois tipos de induc3o.

@ Inducdo Fraca: O tempo de ordenacio serd proporcional ao
quadrado do tamanho da sequéncia, O(n?).

@ Inducdo Forte: O tempo de ordenacdo serd proporcional ao
tamanho da sequéncia multiplicado por seu logaritmo na base
2, O(nlog n).

Em ambos os casos, a recursao é direta, pois a solu¢cdo do problema
é escrita em fungdo de instancias menores do mesmo problema.
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Ordenacao por inducido fraca

A ordenac3o por inducdo fraca apresenta o seguinte padrao.

void Ordena(int *A, int n)

{
if (condigdo) {
comandos iniciais;
Ordena(A, n — 1);
comandos finais;

}

Exemplos s3o ordenagdo por selecdo, insercdo, e permutacdo
(https://visualgo.net/pt).
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Ordenac3o por selecao

Exemplo 1: Recursdo em cauda (Como fica a arvore de recursdo?).

void OrdenaPorSelecao(int *A, int n)
{ . .
Int 1;
if (n>1){
i = IndiceDoMaior(A, n);
Troca(&A[i],&A[n — 1]);
OrdenaPorSelecao(A, n — 1);
}
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Ordenac3o por insercao

Exemplo 2:

void OrdenaPorlnsercao(int *A, int n)

{ . B
Int 1;
if (n>1){
OrdenaPorlnsercao(A, n — 1);
i=n—1;
while ((i > 0)&&(A[i] < Ali —1])) {
Troca(&A[i],&A[i —1]);
} ;
}
}
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Ordenac3o por permutacdo

Exemplo 3: Recursao em cauda.

void OrdenaPorPermutacao(int *A, int n)
{ . .
Int r;
if (n>1)
for(i=0;i<n—1,i++4){
if (A[i] > Ali +1])
Troca(&A[/],&A[i + 1]);
}

OrdenaPorPermutacao(A, n — 1);

}
}
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Ordenac3o por inducdo forte

A ordenacado por inducdo forte apresenta o seguinte padrao, em que
p e g sao indices que delimitam a porcdo do vetor a ser ordenada.

void Ordena(int *A, int p, int q)
{
intr,s;
if (condi¢do) {
comandos iniciais: divisdo de p até r e de s até q;
Ordena(A, p, r);
Ordena(A, s, q);
comandos finais: conquista;
}
}

Exemplos sao merge sort e quick sort
(https://visualgo.net/pt).
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Ordenacg3do por merge sort

Exemplo 1: Merge sort ordena as metades da sequéncia e depois
intercala as subsequéncias ordenadas (Como fica a drvore de
recursdo?).

void OrdenaPorlntercalacao(int *A, int p, int q)
{
int r;
if (p<q){

r=(p+q)/2
OrdenaPorlIntercala¢do(A, p, r);
OrdenaPorlntercalagdo(A, r + 1, q);
Intercala(A, p, r, q);

}
}

Intercala manipula os niimeros dos subvetores ordenados de p a r e
de r+ 1 a g de modo que o vetor de p a g fique ordenado.
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Ordenacao por quick sort

Exemplo 2: Quick sort particiona a sequéncia em relacdo a um
pivot r de modo que todos os elementos a esquerda de r sejam
menores que os elementos a direita de r.

void OrdenaPorParticao(int *A, int p, int q)

{
int r;
if (p<q){
r = Particao(A, p, q);
OrdenaPorParticao(A, p, r — 1);
OrdenaPorParticao(A, r + 1, q);
¥
}

O tempo médio é O(nlog n), mas no pior caso é O(n?).
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Particao

int Particdo(int *A, int p, int q)
{
int x=Alpl, i =p, j=gq;
do {
while(A[i] < x) i+ +;
while(A[j] > x) j — —;
(7 <)) {
Troca(&A[i],&AU]);
I+ 45— =
¥
} while (i < j);
Troca(&A[p].&A[/]);
return(j);

}
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Particao

int Particdo(int *A, int p, int q)
{
int x=Alpl, i =p, j=gq;
do {
while(A[i] < x) i+ +;
while(A[j] > x) j — —;
(7 <)) {
'.I'roca(g.éA[i],&AU]);
I+ 45— =
¥
} while (i < j);
Troca(&A[p].&A[/]);
return(j);

}

Exercicio: Desenhe a drvore de recursdo da OrdenacdoPorPartic3o.
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Busca binaria

@ Uma vez ordenada a sequéncia de nimeros, a busca por
qualquer niimero na sequéncia pode ser realizada em

O(log n).
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Busca binaria

@ Uma vez ordenada a sequéncia de nimeros, a busca por
qualquer niimero na sequéncia pode ser realizada em

O(log n).

e Uma aplicagdo é quando carregamos um indice (vetor de
chaves e deslocamentos em bytes) de acesso aos registros de
um arquivo grande em disco.
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Busca binaria

@ Uma vez ordenada a sequéncia de nimeros, a busca por
qualquer niimero na sequéncia pode ser realizada em

O(log n).

e Uma aplicagdo é quando carregamos um indice (vetor de
chaves e deslocamentos em bytes) de acesso aos registros de
um arquivo grande em disco.

@ Mantendo o indice ordenado por chave, a busca bindria pode
ser usada para encontrar o deslocamento para acesso a um
dado registro em disco.
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Busca binaria

@ Uma vez ordenada a sequéncia de nimeros, a busca por
qualquer niimero na sequéncia pode ser realizada em

O(log n).

e Uma aplicagdo é quando carregamos um indice (vetor de
chaves e deslocamentos em bytes) de acesso aos registros de
um arquivo grande em disco.

@ Mantendo o indice ordenado por chave, a busca bindria pode
ser usada para encontrar o deslocamento para acesso a um
dado registro em disco.

@ A busca binaria por indugao forte acessa o elemento
intermedidrio e, se ele ndo for a chave procurada, continua a
busca de forma recursiva a esquerda ou a direita dele.
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Busca binaria

Retorna true e a posicdo da chave em pos, caso ela seja
encontrada, ou false no caso contrério.

bool BuscaBinaria(int *A,int p,int qg,int ch,int *pos)
if (p <= @){

int r = (p+q)/2;
if (A[r]==ch){

*pos = r;
return(true);
} else{

if (A[r] < ch)
return(BuscaBinaria(A,r+1,q,ch,pos));
else
return(BuscaBinaria(A,p,r-1,ch,pos));
}

}

return(false);

}
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Backtracking

Backtracking é uma estratégia para resolver problemas
computacionais por busca exaustiva, que baseada em restri¢cdes é
capaz de eliminar muitas solucdes sem examina-las.

bool Backtrack(<solugdo candidata>)
{
<variaveis locais>
if (<solugdo encontrada>) {
< processa a solucdo >
} else {
< gera uma lista de candidatas que satisfazem as restricGes >
< executa Backtrack para cada solugcdo candidata>

}

return(< true/false >)
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Backtracking

Considere o labirinto do arquivo texto labirinto.txt em que 'E’
indica entrada, 'S’ saida, 'X’ posicio proibida, e 'P’ posicao
permitida. Vamos completar o cédigo de backtrack.c para resolver
o labirinto, partindo da posicdo de entrada com deslocamentos de
um ao longo da horizontal ou vertical em busca de candidatas.
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