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Recursao - Relembrando

@ Defini¢cGes recursivas de fungdes sdo baseadas no principio
matemadtico da indugcdo que vimos anteriormente.

@ A idéia é que a solucdo de um problema pode ser expressa da seguinte
forma:

» Definimos a solucdo para os casos basicos;
» Definimos como resolver o problema geral utilizando solu¢des do
mesmo problema sé que para casos menores.
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Calculo de Poténcias

Suponha que queiramos calcular x" para n inteiro positivo. Como calcular
de forma recursiva?

n z

X €l

@ 1sen=0.

@ xx"1 caso contrério.
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Calculo de Poténcias

long pot(long x, long n){
if(n == 0)
return 1;
else
return x*pot(x,n-1);

(Instituto de Computac¢do — Unicamp) MC-102



Calculo de Poténcias

Neste caso a solucdo iterativa é mais eficiente.

long pot(long x, long n){
long p =1, 1i;
for( i=1; i<=n; i++)
P=pP*x
return p;

@ O laco é executado n vezes.

@ Na solucio recursiva sio feitas n chamadas, mas tem-se o custo
adicional para criagdo/remocdo de varidveis locais na pilha.
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Calculo de Poténcias

Mas e se definirmos a poténcia de forma diferente:
x" é:
@ Caso basico:
» Se n=0 entdo x" = 1.
o Caso Geral:
» Se n>0eépar, entdo x" = (x"/?)2.
» Se n >0 e é impar, entdo x" = x(x("~1)/2)2,
Note como no caso geral definimos a solugdo do caso maior em termos de
casos menores.
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Calculo de Poténcias

Este algoritmo é mais eficiente do que o iterativo. Por que? Quantas
chamadas recursivas o algoritmo pode fazer?

long pot(long x, long n){
double aux;
if(n == 0)
return 1;

else if(n%2 == 0){ //se n é par
aux = pot(x, n/2);
return aux * aux;

}

else{ //se n é impar
aux = pot(x, (n-1)/2);
return x*aux¥aux;

}
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Calculo de Poténcias

@ No algoritmo anterior, a cada chamada recursiva o valor de n é
dividido por 2. Ou seja, a cada chamada recursiva, o valor de n decai
para pelo menos a metade.

e Usando divisGes inteiras faremos no maximo [(log, n)] 4+ 1 chamadas
recursivas.

@ Enquanto isso, o algoritmo iterativo executa o lago n vezes.

(Instituto de Computac¢do — Unicamp) MC-102 8 de Junho de 2015 9 /25



Recursao com varias chamadas

@ N3o ha necessidade da func3o recursiva ter apenas uma chamada
para si propria.

@ A func3o pode fazer véarias chamadas para si prépria.

@ A funcdo pode ainda fazer chamadas recursivas indiretas. Neste caso
a funcdo 1, por exemplo, chama uma outra funcdo 2 que por sua vez
chama a funcio 1.
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Soma de um vetor

e Dado um vetor, vamos definir S(i, n) como a soma de n elementos a
partir da posicao i.
@ Com isso temos a seguinte definicdo recursiva para a soma dos
elementos de um vetor:
» Se n=1 entdo S(i,n) = v[i].
» Se n>1entdo S(i,n) = S(i,[n/2])+ S(i + [n/2], |n/2]).
@ Observacoes
» n=[n/2]+ |n/2].
» Dada uma posicdo i e quantidade x = [n/2] de elementos incluindo x,
a préxima posicdo a ser considerada serd (i + x).
@ Para computarmos a soma de todos os elementos de um vetor com n
elementos, devemos calcular 5(0, n).
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Soma de um vetor

O cédigo recursivo segue abaixo. Basta implementarmos fun¢Ges para
calcular o teto e o chdo da divisdo de dois niimeros.

int soma(int v[], int i, int n){

if(n == 1)
return v[i];
else{

return soma(v, i, teto(n,2)) +
soma(v, i+teto(n,2), chao(n,2));
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Soma de um vetor

int teto(int numerador, int denominador){
if (numerador % denominador == 0) //se divis&o for inteira
return (numerador/denominador) ;
else
return (numerador/denominador + 1);

int chao(int numerador, int denominador){
return (numerador/denominador) ;

}
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Soma de um vetor

@ Abaixo temos um exemplo de execugdo da fung¢do para o vetor v=[1,
2,1,4,3,5,3,2].

@ Ha uma indicacdo da ordem em que ocorrem as sucessivas chamadas
recursivas.

@ Em cada bal3o é apresentado apenas a parte do vetor que estd sendo
considerada pela funcdo naquele momento.

e A chamada da fungdo deve ser: somar(v, 0, 8).
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Soma de um vetor

V=(1,2,1,4,3,5,3,2)

i=0
n=8
J
V=(1,2,1,4)
i=0

n=4

V= V=() V=) V=) v=0) V=05) V=03 V=(2)
i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6 i=7
n=1 n=1 n=1 n= n=1 n=1 n=1 n=1
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Recursao e Backtracking

@ Muitos problemas podem ser resolvidos enumerando-se de forma
sistemdtica todas as possibilidades de arranjos que formam uma
solucdo para um problema.

@ Vimos em aulas anteriores o seguinte exemplo: Determinar todas as
solucdes inteiras de um sistema linear como:

x1+x+x3=0C

com x3 >0, xo >0, C > 0 e todos inteiros.

Para cada possivel valor de x1 entre O e C
Para cada possivel valor de x2 entre 0 e C-x1
Faga x3 =C - (x1 + x2)
Imprima solugdo x1 + x2 + x3 = C
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Recursao e Backtracking

Abaixo temos o cédigo de uma solucdo para o problema com n =3
varidveis e C passado como parametro.

void solution(int C){
int x1, x2, x3;

for(x1=0; x1 <= C; x1++){
for(x2=0; x2 <= C-x1; x2++){
x3 = C -x1 -x2;
printf("%d + %d + %d = %d\n", x1, x2, x3, C);
}
}
}
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Recursao e Backtracking

Como resolver este problema para o caso geral, onde n e C sdo
pardmetros?
x1+x4 ...+ X1+ x=C

@ A principio deveriamos ter n — 1 lagos encaixados.

@ Mas n3o sabemos o valor de n! S6 saberemos durante a execuc¢do do
programa.
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Recursao e Backtracking

@ A técnica de recursido pode nos ajudar a lidar com este problema:
» Construir uma fungdo com um dnico lago e que recebe uma varidvel k
como parametro.
» A varidvel k indica que estamos setando os possiveis valores de x.
» Para cada valor de x; devemos setar o valor de xx11 de forma recursiva!
» Se k == n basta setar o valor da Ultima varidvel.
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Recursao e Backtracking

fungdo solution(n, C, k){
Se k == n Enté&o

xn=0C-x1-...-x_{n-1}
Imprima solugéo
Sendo
Para cada valor de x_k entre 0 e (C - x_1 - ... - x_{k-1}) facga

solution(n, C, k+1)
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Recursao e Backtracking

@ Em C teremos uma fun¢do com o seguinte protétipo:
void solution(int n, int C, int k, int R, int x[])
@ A varidvel R terd o valor restante de C para uma chamada recursiva
qualquer, ou seja, R=C —x3 — ... — Xk_1.
@ O vetor x corresponde aos valores das variaveis.
» Lembre-se que em C o vetor comeca na posicdo 0, por isso as varidveis
serdo x[0],...,x[n—1].
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Recursao e Backtracking

@ Primeiramente temos o caso de parada (quando k == n—1):

void solution(int n, int C, int k, int R, int x[]){
if(k == n-1){
int i;
//imprimindo a solugéo
for(i=0; i<= n-2; i++){
printf("%d + ", x[il);
}
printf("%d = %d\n", R, C); //R é o valor de x[n-1]
return;
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Recursao e Backtracking

o A funcdo completa é:

void solution(int n, int C, int k, int R, int x[]1){
if(k == n-1){
int i;
for(i=0; i<= n-2; i++){
printf("%d + ", x[il);
}
printf("%d = %d\n", R, C);
return;

}
for(x[k]=0; x[k]l<=R; x[k]++){
solution(n, C, k+1, R-x[k], x);

}
}

A chamada inicial da funcdo deve ter k = 0.
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Recursao e Backtracking

int main(int argc, char *argv[]){

if(arge !'= 3){
printf ("Execute o programa informando n (numero de variaveis) e C (constante in
return O;

}

int n = atoi(argv[1]);

int C = atoi(argv[2]);

int x[nl;

solution(n, C, 0, C, x);

}

void solution(int n, int C, int k, int R, int x[]1){
if(k == n-1){
int i;
for(i=0; i<= n-2; i++){
printf("%d + ", x[i]);
}
printf("%d = %d\n", R, C);
return;
}
for(x[k]=0; x[k]<=R; x[k]++){
solution(n, C, k+1, R-x[k], x);
}
}
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Exercicio

@ Defina de forma recursiva a busca bindria.

@ Escreva um algoritmo recursivo para a busca binaria.
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Exercicio

@ Escreva um programa que I€ uma string do teclado e entdo imprime
todas as permutacdes desta palavra. Se por exemplo for digitado
"abca"o seu programa deveria imprimir: aabc aach abac abca acab acba

baac baca bcaa caab caba cbaa
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