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1 Transformacoes projetivas do plano

Dentre todas as funcoes que levam pontos de T? para pontos de T?, existe uma classe im-
portante, as transformacoes projetivas, ou projetividades, que se caracterizam por preservar
as relacoes de colinearidade; isto é, se trés pontos estao alinhados, suas imagens pela funcao
também estao alinhadas, e vice-versa.

Ex. 1.1: Mostre que a fungdo F(p) = —p, que leva cada ponto para seu antipoda, é uma
projetividade de T?.

O conceito de projetividade engloba muitas transformagoes geométricas importantes,
como as translacoes, rotacoes, e mudancas de escala, que estudaremos a seguir.

1.1 Caracterizacao algébrica

Pode-se provar que toda projetividade de T? corresponde a uma transformacao linear in-
versivel das coordenadas homogéneas. Isto é, para toda projetividade F' de T? existe uma
matriz real

Fww me Fwy
F= me wa me
wa wa Fyy

com dimensao 3 x 3 e determinante nao nulo, tal que,para todo ponto p = [w, z, ],
FP) = [w,zylF

[ wFyw + 2Fpw + yF
wkyy + 2F4 +yFy, ]

Note que, para fins desta férmula, a tripla [w,z,y| deve ser considerada um vetor linha,
isto é, uma matriz 1 x 3. Note também que, se aplicarmos a férmula (1) a duas triplas
homogéneas equivalentes (que diferem apenas por um fator de escala o > 0), obteremos
duas triplas equivalentes. Ou seja, a imagem de um ponto nao depende da escolha de suas
coordenadas.

A reciproca também é verdadeira: toda matriz 3 x 3 F, com determinante nao nulo,
define pela férmula (1) uma projetividade de T?. Este fato é facil de provar, usando o teste
de colinearidade A, e o fato de que o determinante de um produto de matrizes é o produto
dos seus determinantes. Veja o exercicio 1.2.

Ex. 1.2: Seja F uma matriz 3x3. Prove que a funcio F de T? para T? definida pela férmula (1)
satisfaz
A(F(po), F(p1), F(p2)) = A(po, p1,p2) - sgn [F|
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O exercicio 1.2 revela que as transformacoes projetivas de T? se dividem em duas classes,
as positivas e as negativas, confome o sinal do determinante de sua matriz; sendo que uma
projetividade positiva preserva a orientacao de quaisquer trés pontos, enquanto que uma
projetividade negativa inverte a orientacao de quaisquer trés pontos.

O exercicio 1.2 também explica porque o determinante da matriz F deve ser diferente
de zero: pois, caso contrario, a fungao levaria trés pontos nao colineares (A # 0) para trés
pontos colineares (A = 0). Pode-se provar também que, nesse caso, a fungao F' levaria algum
ponto valido de T? para a tripla invélida [0, 0, 0].

E fAcil ver que multiplicar todos os elementos da matriz F por um mesmo nimero o #0
equivale a multiplicar por « as coordenadas homogéneas do produto pF, para qualquer tripla
homogénea p. Ou seja, esta operacao nao altera a projetividade F' definida pela matriz.
Pode-se provar que a reciproca também vale; ou seja, que duas matrizes F' e F” determinam
a mesma projetividade se e somente se F' = aF” para algum « # 0.

Ex. 1.3: Seja F a projetividade de T? que leva cada ponto para seu antipoda; ou seja, tal que
F(p) = —p para todo p. (a) Encontre a matriz F desta projetividade. (b) Esta projetividade
é positiva ou negativa?

Antes de estudar as propriedades gerais das projetividades, vamos conhecer alguns casos
particulares, que sao bastante importantes na pratica.

1.2 Transformacoes importantes
1.2.1 Translagoes

Na geometria cartesiana, para deslocar uma figura no plano basta somar as coordenadas de
cada um de seus pontos um mesmo vetor (Xg,Yy). Isto é, basta aplicar a cada ponto da
figura a funcao
(X7Y> = (X +X07Y+YE)> = (XvY) + <X07YE])

Esta operacao mantém a forma e a orientacao da figura, mudando apenas sua posicao.
Verifica-se que ela também preserva todas as distancias, diregoes, e angulos entre os pontos
da figura.

Uma fungao desta forma é chamada de translagdo do plano R? pelo vetor (Xj, Yy). Note
que (Xo, Yp) é também a imagem da origem (0,0).

Em termos de coordenadas homogéneas, a translagao que leva a origem [1,0,0] para o
ponto [wo, g, Yo| (necessariamente finito) é dada pela férmula

(w, z,y] — [ wwy, Twy+ wre, YWe+ WY |

Note que as coordenadas do resultado sao combinagoes lineares das coordenadas do argu-
mento. Podemos portanto escrever a fungao acima como um produto da tripla homogénea
[w, z,y| (vista agora como um vetor linha do R?) por uma matriz 3 x 3:

Wo To Yo
[W,l',y] = [w,x,y] 0 Wo 0 (2)
0 0 Wo
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Ex. 1.4: Escreva a matriz da translacdo que desloca uma figura qualquer por 2 unidades na
direcdo X e 5 unidades na direcao Y.

Ex. 1.5: Escreva a matriz da translagao que desloca o ponto (Xp, Yp) para o ponto (Xi,Y7).

Note que a translagao geral (2) leva o ponto no infinito p = [0, z, y] para [0, zwy, yw,] =
[0,z,y] = p. Ou seja, qualquer translagdo mantém os pontos no infinito fixos, eportanto
mantém a reta €2 fixa

1.2.2 Rotacgoes

Na geometria cartesiana, para rodar uma figura plana em torno da origem (0,0), por um
angulo # em sentido anti-horario, basta aplicar a cada um de seus pontos a fungao

(X,)Y) — (Xcos—Ysinf, Xsinf +Y cos0)

_ +cost) —sinf
B (X’Y)(+sin9 +cos€)

Em termos de coordenadas homogéneas, esta funcao é

1 0 0
(w,z,y] — [w,z,y] | 0 +cosf —sinf (3)
0 +sinf +cost

Ex. 1.6: Escreva as matrizes de rotacao para os angulos 45°, 60°, 90°, 180°, e —90°.

Ex. 1.7: Determine a matriz de rotacao que transforma o eixo X na reta pela origem paralela
ao vetor (X,Y).

Como ¢ sabido, a rotagao de uma figura preserva todos os angulos e distancias entre os
pontos da mesma.

1.2.3 Mudancas de escala

Para ampliar ou reduzir uma figura, mantendo-se sua orientacao, basta multiplicar cada
coordenada cartesiana de cada ponto por um fator de escala conveniente; ou seja, aplicar a
cada ponto a transformacao de escala

(X,Y) — (aX,5Y) (4)

O par de fatores de escala (a, 3) pode ser entendido como sendo a imagem do ponto car-
tesiano (1,1). Note que esta transformagdo mantém fixa a origem (0,0). Em coordenadas
homogéneas, ela é dada por

()

o QO
w o o

1
[w, z,y] = [w,z,y] | O
0
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Se o fator de escala é o mesmo para as duas coordenadas, a ampliacao ou reducao é dita
uniforme, e preserva todos os angulos e direcoes entre os pontos do plano. Caso contrario,
apenas as direcoes horizontais e verticais sao preservadas.

Ex. 1.8: Escreva a matriz de mudanca de escala que leva o ponto (Xp,Y)) para o ponto
(X1,Y1) (suponha que nenhum desses nimeros é zero.)

1.2.4 Reflexoes

De modo geral, a reflezdo do plano R? relativa a uma reta R troca cada ponto p do plano
com o ponto p’ que estd 4 mesma distancia de R mas no outro lado dela, e tal que o segmento
de reta pp’ é perpendicular a L. Uma reflexdo preserva distancias entre pontos da figura, e
inverte o sentido dos angulos, preservando seu valor absoluto.

Em coordenadas cartesianas, se a reta L é o eixo Y, a refexao consiste em negar a
coordenada X ,mantendo a coordenada Y fixa:

(X,Y)— (=XY)

Em termos de coordenadas homogéneas, essa reflexao nega a coordenada z, mantendo as
demais. Ela pode ser expressa portanto pela matriz

+1 0 O
[W,l’,y] = [w,x,y] 0 -1 0 (6)
0 0 +1

Note que esta reflexdo é um caso particular de transformagao de escala, com fatores (—1, 1).
A reflexao em torno do eixo Y é andloga.

Ex. 1.9: Mostre que a fungdo F(p) = —p, que leva cada ponto para seu antipoda, é uma
projetividade negativa de T2.

1.2.5 Cisalhamentos

A transformacao
(X,Y) = (X +a,Y)

é chamada de cisalhamento horizontal: FEsta transformagao preserva a coordenada Y de
todos os pontos, e desloca a coordenada X por uma distancia proporcional a coordenada Y .
(Assim, ela poderia ser usada para converter letras “romanas” em “itdlicas”.) Em particular,
o ponto (0,1) é levado para (a,1). A forma homogénea desta transformagao é

100
(w,z,y] — [w,z,y] | 0 1 0 (7)
0 o 1

As transformacoes de cisalhamento vertical sao definidas de modo andlogo. Cisalha-
mentos nao preservam nem distancias nem ngulos, exceto diferengas de coordenada Y e
distancias entre pontos com mesma coordenada Y. No entanto, eles preservam a area de
qualquer figura, e o paralelismo (ou nao) entre quaiquer duas retas.
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1.3 Composicao de projetividades

Se F e G sao duas funcoes de T? para T?, como as descritas acima, a composicdo de F' com
G é a fungao H tal que H(p) =— G(F(p)), para todo ponto p de T?. Ou seja, aplicar H a
um ponto equivale aplicar F' e G em seqiiéncia, nesta ordem, a cada ponto.

A composicao H acima é geralmente denotada por G o F'. Observe que, tanto nesta
notacdo quanto na férmula G(F(p)), a ordem em que as fungbes sdo escritas é oposta a
ordem em que elas sao aplicadas. Para evitar este inconveniente, adotaremos neste curso a
notacao funcional posfiza, usada por muitos algebristas. Nessa notacgao, o resultado de uma
fungao F' aplicada a um argumento x serd denotado por zF', em vez de F(z); e a composi¢ao
de duas fungoes F' e G, aplicadas nessa ordem, sera denotada por F'G, em vez de GG o F.
Portanto, em lugar de F(G(z)) escreveremos xF'G, que pode ser lido tanto (zF)G quanto
z(FG).

E facil ver que, se F' e GG sao duas transformacoes projetivas, a matriz da composicao
FG é o produto FG das matrizes correspondentes, nessa ordem. A imagem pF'G = G(F(p))
de um ponto p de T? pode portanto ser calculada pelo produto pFG do vetor 1 x 3 e duas
matrizes 3 X 3; que pode ser calculada na ordem (pF)G ou p(FG), com o mesmo resultado.

Ex. 1.10: Seja R a rotagao por 90° em torno da origem, e T a translacao pelo vetor (2,3).
Calcule as matrizes para as transformacoes A = TR e B = RT. Explique (geometricamente)
o efeito de A e B, e a diferenca entre as duas.

Ex. 1.11: Sejam F e G duas transformacoes projetivas de T2, e p um ponto de T?. (a) Conte
o numero de operagoes aritméticas necessdrias para calcular a imagem pF'G = G(F(p)) pela
férmula (pF)G e pela férmula p(FG). (b) suponha que queremos calcular a imagem G(F(p))
para n pontos p distintos, mas com as mesmas transformagoes F' e (G. Dependendo do valor
de n, qual das duas formulas é mais eficiente?

Cada uma das classes de transformacgoes da se¢ao 1.2 fechada em relagao a composicao
de funcoes. Isto é, a aplicacao de duas translagoes seguidas equivale a uma unica translacao;
duas rotacoes em torno da origem equivalem a uma rotagao; dois cisalhamentos horizontais
equivalem a um tnico cisalhamento horizontal; e assim por diante. Na verdade, dentro de
cada classe a composicao é comutativa: F'G = GF.

Entretanto, se F' e G sao transformacoes de classes diferentes, a composicao F'G pode
nao pode pertencer a nenhuma das classes acima, e nem sempre é comutativa.

Ex. 1.12: Seja F uma rotacao de 45 graus em torno da origem, e G é uma ampliacao nao-
uniforme. Descreva os efeitos das composicoes F'G e GF aplicadas ao quadrado [—1,+1] X
[~1,+1] de R2.

1.4 Transformacao inversa

Toda projetividade ¢ obrigatoriamente uma bijecao de T? para T?, e portanto ela admite uma
funcao inversa F~!, também de T? para T?, tal que FF~! e F~'F sao a funcdo identidade



1. 'Transformacoes projetivas do plano 8

de T?. Além disso, pela definiciao de projetividade, a funcao F'~! também deve preservar a
colinearidade de pontos. Ou seja, inf F' também é uma projetividade.

Pode-se verificar que uma das classes de transformacoes da se¢ao 1.2 acima é fechada sob
inversao; por exemplo, a inversa da translagao por (X, Yp) é a translacao por (—Xo, —Yp),
a inversa da rotacao por 6 é a rotagao por —#, e assim por diante.

E 6bvio que a matriz da inversa de F' é a inversa da matriz de F.

Ex. 1.13: Para cada uma das transformagoes elementares vistas acima (translagoes, rotagoes,
reflexdes, mudancas de escala, e cisalhamento), dé a matriz homogénea da transformagao
inversa.

E facil ver também que a inversa da composicao F'G de duas fungoes é a composigao das
funcoes inversas, na ordem inversa — isto é, G71F 1,

Composicao e inversao sao ferramentas extremamente tteis quando queremos construir
projetividades mais complexas que as descritas acima. Por exemplo, para construir a matriz
que roda o plano de 30° em torno do ponto (3,5), basta calcular o produto das matrizes
T~!RT, onde T é a translagao por (3,5), e R é a rotagao de 30° em torno da origem.

Ex. 1.14: Para cada uma das transformagoes abaixo, diga como obté-la através da composicao
de projetividades simples (translagoes, rotagoes em torno da origem, mudancas de escala,
reflexdes nos eixos, e cisalhamentos horizontais e verticais):

Reflexao em torno da reta vertical de abscissa X.

(a)

(b) Reflexdao em torno da reta paralela ao vetor (Xg,Yy) passando pela origem.

(c) Reflexao em torno da reta paralela ao vetor (X4, Y;) passando pelo ponto (X,,Y})
)

(d) Mudanga de eixos e escalas que leva o retangulo cartesiano [2 _ 4] X [3 x 5] para o
retangulo [—1 _ +1] x [0 _ 1].

1.5 Efeito de projetividades em retas

Seja I’ uma projetividade de T? e r uma reta. Por definicdo, a imagem de 7 por F é a tinica
reta F(r) tal que
rop=F(r)oF(p)

para todo ponto p. Note, em particular, que p estd em r se e somente se F'(p) estd em F(r).

Esta definicao permite aplicar a dualidade a definicao de trnasformacao projetiva. Ou
seja, podemos definir uma projetividade como sendo uma funcao das retas de T? para as
retas de T? que preserva a concorréncia de retas: isto é, se trés retas possuem um ponto em
comum, entao suas imagens também possuem, e vice versa.

Os coeficientes da reta F'(r) podem ser obtidos multiplicando-se a inversa da matriz de
F pelos coeficientes de r, que devem ser considerados como um vetor coluna (isto é, uma
matriz 3 x 1). Ou seja,

4%
F((W,X,y>)=F_l< X > (8)
y
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Ex. 1.15: Determine a imagem do ponto [1,1,1] e da reta (1,1,1) sob uma translacao pelo
vetor (2, 3).

Ex. 1.16: Determine a imagem da origem [1,0,0] e da linha no infinito = (1,0,0) sob a
transformacao projetiva plana

100
1 10
1 01
(Dica: considere os pontos em que §2 corta os eixos X e Y.)

Ex. 1.17: Determine a férmula para a imagem de uma linha genérica (W, X,)) por uma
transformacao projetiva genérica F' com matriz

Fuow Fuz Fwy
F= wa Fxx F:cy

wa Fyx Fyy

A resposta deve ser uma férmula sem divisoes.

1.6 Subgrupos de projetividades

As transformacoes projetivas de T? formam aquilo que em matemadtica se chama de grupo:
um conjunto de objetos (as projetividades) com uma operacao bindria associativa (compo-
si¢ao) que possui um elemento neutro (a funcao identidade do T?) e tal que cada elemento tem
um elemento inverso (a transformagao inversa). Em linguagem matemética, esse grupo é iso-
morfo ao quociente P/ =, onde P é o grupo formado pelas matrizes 3 x3 nao singulares, com a
operagao de produto de matrizes; e = é a relagao de equivaléncia F = F' < (Ja > 0)F = aoF.

Cmo vimos, cada uma das classes de transformagoes da segao 1.2 é fechada sob com-
posicao e sob inversao. Portnato, cada uma dessas classes constitui um subgrupo do grupo
das transformacoes projetivas: um subconjunto de um grupo que é fechado pelas operagoes
do grupo. Ha infinitos subgrupos do grupo de projetividades, incluindo subgrupos infinitos
e incontdveis (como o conjunto de todas as translagoes) subgrupos infinitos mas contdveis
(como o conjunto das translagoes com deslocamentos inteiros) e subgrupos finitos (como as
rotagdes por 27 /n radianos, n inteiro).

Compondo trasformacoes de classes diferentes podemos obter outros subgrupos interes-
santes. Por exemplo, combinando rotacoes, translagoes, e reflexoes, de todas as maneiras
possiveis, obtemos as chamadas isometrias, ou movimentos rigidos do plano, que sao justa-
mente todas as funcoes de T? em T? que preservam as distancias e ngulos entre os pontos.
Se juntarmos a essas as transformagoes uniformes de escala, obtemos as transformacoes eu-
clidianas, ou similaridades, que preservam apenas os angulos e as razoes entre distancias.
Por outro lado, se combinarmos as isometrias com os cisalhamentos horizontais e verticais,
obtemos as transformacgoes unitdrias, que preservam areas e o paralelismo entre retas.

Note que a composicao de projetividades nem sempre é comutativa nestes subgrupos
maiores. Por exemplo, se F' é uma translacao por um vetor nao nulo, e G é uma rotacao
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por um angulo que nao é multiplo de 27, as transformacoes F'G e GF serao diferentes. Para
verificar este fato, basta considerar o efeito das duas composigdes sobre a origem (0, 0).

Ex. 1.18: Mostre que uma transformacao é de similaridade se e somente se sua matriz tem a
forma

1 zq wya
0 +a +b
0 —b +a

onde a e b sao numeros reais, nao ambos nulos, e x4, Y4 S840 numeros reais quaisquer. Qual o
significado geométrico desses parametros?

Ex. 1.19: Seja G o conjunto de todas as translacoes de T? que levam a origem [1,0,0] para
algum ponto [1,z,y] com coordenadas = e y inteiras. Mostre que G é um subgrupo das
transformacdes projetivas de T? (ou seja, que ele fechado sob composicio e inversao).

Ex. 1.20: Seja # um angulo qualquer, e Hy o conjunto de todas as rotacoes de T? cujo angulo
de rotacao (em radianos) é um multiplo inteiro de . (a) Mostre que Hy é um subgrupo das
transformacdes projetivas de T2. (b) Mostre que Hg é um conjunto finito sempre que 6 é um
multiplo racional de 2w (ou seja, 6/(2r) = m/n onde m e n sdo inteiros, com n diferente
de zero). (c) Mostre que quando 6/(27) é irracional, Hy é infinito, mas ainda assim é um
subconjunto prdprio do conjunto de todas as rotacoes de de T?.

Ex. 1.21: Encontre um subgrupo finito de projetividades de T? que ndo seja formado por
rotagoes, reflexoes, e passagem para os antipodas.

1.7 Transformacoes afins

Todas as transformagoes vistas nas secao 1.2 mantém a reta ) fixa (como conjunto, nao
necessariamente ponto-a-ponto); ou seja, levam pontos finitos para pontos finitos, e pontos
infinitos para pontos infinito. Além disso, elas mantém o sinal da coordenada w, e portanto
nunca levam pontos do aquém para o além, ou vice-versa. As transformagoes projetivas com
essa propriedade formam um subgrupo importante, as transformacoes afins do plano. Elas
sao na verdade o menor subgrupo que contém todas as operacoes vistas acima.

Como uma transformacao afim leva pontos do aquém para pontos do aquém, ela também
é uma transformacao do R? para o R?, e portanto pode ser definida na geometria euclidiana
(ou cartesiana). Alids, as transformagoes afins sdo justamente as tinicas projetividades que
podem ser estudadas na geometria euclidiana, sem sair dos limites do R2.

Em coordenadas cartesianas, a forma geral de uma transformacao afim do R? é

(X,)Y) — (aX +bY +e,cX +dY + f)

- (4 en
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onde (Zdb) é uma matriz real nao singular, e (e, f) um vetor real. A versao homogénea é
S
b (9)

1
[w, z,y] — [w,z,y] | 0
0 d

o 8 o

onde a, b, c,d, e, f sao nlimeros reais com a mesma condicao acima, isto é, que ad — bf seja
diferente de zero.

E facil verificar que as transformacoes afins sao fechadas sob composicao e inversao. Uma
vez que duas retas finitas sao paralelas se e somente se elas encontram num ponto infinito,
concluimos que que toda transformacao afim preserva o paralelismo entre retas.

Ex. 1.22: Na geometria cartesiana, pode-se provar que a area de um triangulo de R? cujos
vértices sdo os pontos p; = (X1,Y7), p2 = (X2,Y2), e p3 = (X3,Y3) é

1 1 Xi N
Alpr,p2p3) = 5| 1 X2 Y2 (10)
1 X3 Y3

exceto que o sinal de A(p1, p2, p3) é positivo ou negativo, conforme a orientacao dos trés pontos.
Encontre uma férmula para A(p1,p2,p3) em termos das coordenadas homogéneas [w;, z;,y;]
dos trés pontos, com apenas uma operacao de divisao.

Ex. 1.23: Seja F' a transformagao afim genérica da equagao (10). Mostre que, para quaisquer
pontos p1,p2, p3, a area do triangulo F'(p1)F(p2)F(p3) é sempre K vezes a area do tridngulo
p1p2ps3, onde K = ad — be.

Ex. 1.24: Seja H o conjunto de todas as transformacoes projetivas de T? (ndo apenas trans-
lagoes) que preservam a drea de qualquer figura e levam qualquer ponto [1,x,y] com coorde-
nadas z e y inteiras para outro ponto [1,2’,%y'] com coordenadas x’ e ' também inteiras. (a)
Mostre que este conjunto é um subgrupo das transformacoes projetivas de T2. (b) Encontre
uma transformagao neste subgrupo que seja uma isometria mas nao seja uma translagao. (c)
Encontre uma transformagao neste subgrupo que nao seja

1.8 Construindo transformacgoes afins.

Existe uma tnica transformacao afim do plano que leva os trés pontos (0,0), (1,0), e (0, 1)
para trés pontos dados (finitos e nao colineares) py = (Xo, Y0), p1 = (X1, Y1), p2 = (X3, Ya).
A matriz homogénea dessa transformagao é

L Xo Yo
APOPle = [w,x,y] = [w,x,y] 0 Xl - XO le - Yb (11)
0 Xo—Xo Yo—Yo

Esta matriz é uma transformacao projetiva valida contanto que o determinante

X1 —Xo Y1 Yo

Xy — Xo Y- Y (12)
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seja diferente de zero. Pode-se verificar que esta condicao é violada se, e somente se, os trés
pontos dados sao colineares — caso em que nao existe projetividade de T? com a propriedade
desejada.

Segue dai que, dados quaisquer dois triangulos abc e pgr (finitos, e nenhum deles contido
em uma reta), existe uma tnica transformagao afim do plano que leva a — p, b+ q,e c+ r.
Essa transformacao é simplesmente a composi¢ao Aabc_lqur.

Ex. 1.25: Determine a matriz da transformacao afim que leva os pontos
[17273]7 [1747 0]7 [17074]

para
[1,2,0],[1,—1,1],[1, -1, —1]

1.9 Transformacoes projetivas gerais

A transformacoes afins sao um subconjunto préprio das projetividades de T?. Em geral,
projetividade pode levar pontos finitos para o infinito, e vice-versa. Considere por exemplo
a transformacao
010
[w,z,yl = [w,z,y] | 1 0 0| = [z,0,y]
0 01

que mantém o “pélo norte” [0, 0, 1] fixo, e troca a origem [1,0, 0] com o “pdlo leste” [0, 1,0].
Esta projetividade troca o eixo Y com a reta no infinito €2; portanto, ela transforma retas
horizontais em retas que passam pela origem, e vice-versa. Em termos de coordenadas
cartesianas, esta transformagao é

(X, V)~ (1/X,Y/X)

Note que esta féormula é indefinida quando X = 0; e, reciprocamente, nao existe nenhum
ponto do R? cuja imagem tenha X = 0. Como este exemplo mostra, transformacoes pro-
jetivas nao-afins — que levam pontos finitos para o infinito, ou vice-versa — s6 podem ser
estudadas convenientemente no plano projetivo T?, em termos de coordenadas homogéneas.
Observe que as linhas da matriz de uma transformacao projetiva F' sao as imagens dos
pontos [1,0,0], [0,1,0], e [0,0,1] por F. A soma das linhas é a imagem do ponto [1, 1, 1].

Ex. 1.26: Determine a matriz 4 x 4 da transformacao projetiva que mantém fixos os pontos
[1,0,0], [0,1,0] e [0,0,1] e move o ponto [1,1,1] para [2,3,6]. (Lembre-se de que o mesmo
ponto pode ter infinitas triplas homogéneas diferentes.)



