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 Jorge Stol�Segundo Semestre de 1994Notas de Aula { Fasc��culo 10Sistemas de Modelagem geom�etrica10.1 O problemaNos fasc��culos anteriores supusemos que a cena a ser desenhada �e apenasuma cole�c~ao de pol��gonos planos. (Na verdade, todos os algoritmos devisibilidade que estudamos at�e agora dependem desta suposi�c~ao.) Poroutro lado, na pr�atica a cena geralmente �e uma cole�c~ao de objetostridimensionais, e �e inicialmente descrita como tal: um tijolo �e descritocomo um paralelelp��pedo, e n~ao como seis retângulos.Al�em do mais, os objetos de uma cena real geralmente incluemsuperf��cies curvas. Estas quase sempre podems ser aproximadas sa-tisfat�oriamente por cole�c~oes de pol��gonos planos; por�em, o n�umero depol��gonos necess�ario pode ser muito grande, e depende da posi�c~ao doobservador e da resolu�c~ao da imagem.Portanto, para ser us�avel, um sistema de visualiza�c~ao de cenas tri-dimensionais precisa vir acompanhado de um sistema de modelagemgeom�etrica, que permita descrever e manipular as cenas num n��vel maisalto do que \lista de pol��gonos".Em geral, todo sistema de modelagem geom�etrica baseia-se nal-guma no�c~ao de \objeto geom�etrico" 1 que agrupa m�ultiplos pol��gonose superf��cies curvas numa �unica entidade. Na verdade, a maioria dossistemas suporta estruturas hier�arquicas de objetos, isto �e, permitemagrupar v�arios objetos num �unico super-objeto, recursivamente.1Por favor, n~ao confundam estes objetos com os da \programa�c~ao orientada aobjetos"!



2 Cap��tulo 10. Sistemas de Modelagem geom�etrica10.1.1 S�olidos ou superf��cies?Dependendo da natureza dos \objetos geom�etricos", esses sistemas depodem ser divididos em duas grandes \escolas", modelagem de su-perf��cies e modelagem de s�olidos.Nos sistemas de modelagem de superf��cies, um objeto geom�etrico �ede�nido como uma cole�c~ao de faces bidimensionais, que s~ao pol��gonosplanos, ou retalhos de superf��cies curvas de�nidas alg�ebricamente, co-lados entre si ao longo de suas arestas de modo a formar uma superf��ciecont��nua. Nestes sistemas, um objeto s�olido �e representado indireta-mente pela sua fronteira, a superf��cie que separa seu interior do meioambiente.Nos sitemas de modelagem de s�olidos, um objeto geom�etrico repre-senta uma regi~ao do espa�co R3. A regi~ao �e de�nida por meio de desigual-dades alg�ebricas, ou por opera�c~oes booleanas e geom�etricas aplicadas aoutras regi~oes mais simples. A fronteira do objeto �e de�nida implicita-mente, como sendo os pontos do espa�co vizinhos tanto a pontos dessaregi~ao quanto a pontos de seu complemento.Estas duas escolas s~ao �as vezes consideradas concorrentes, mas naverdade elas est~ao n��veis de abstra�c~ao diferentes. A modelagem des�olidos �e em geral a mais pr�oxima do usu�ario, enquanto que a mode-lagem de superf��cies �e mais pr�oxima da \lista de pol��gonos" com quetrabalham os algoritmos de visibilidade e rasteriza�c~ao. Tanto assimque, com o progresso da tecnologia de hardware e algoritmos, a pri-meira est�a �cando cada vez mais popular frente �a segunda.Entretanto, a modelagem de superf��cies ainda �e a mais natural emcertas aplica�c~oes em que os \s�olidos" s~ao t~ao �nos que podem ser con-siderados bidimensionais. Alguns exemplos not�aveis s~ao o projeto delataria de carros (que, ali�as, foi a primeira grande aplica�c~ao da mo-delagem geom�etrica por computador), cascos de navios, roupas, etc.A modelagem de superf��cies temb�em �e a mais natural para descrevera topogra�a de terrenos, estratos geol�ogicos, esculturas e moldagensart��sticas, e outros objetos com superf��cies igualmente complexas e ir-regulares. Por outro lado, sistemas de modelagem de s�olidos s~ao geral-mente mais adequados para o projeto de objetos ma�cicos, como pe�casmecânicas, gabinetes de eletrodom�esticos, pr�edios e estruturas de con-creto, etc.



10.2. Modelagem de s�olidos 3H�a outros sistemas de modelagem que n~ao se encaixam em nenhumadestas duas classes, como por exemplo os modelos volum�etricos (ondea cena �e uma matriz tridimensional de c�elulas ou \voxels" c�ubicos,cada qual com uma \densidade" pr�opria), modelos procedurais (ondecada objeto �e descrito implicitmante por uma procedimentos que odesenham), modelos de part��culas, modelos fractais, etc. Entretanto,estas alternativas s�ao (ainda?) pouco usadas em aplica�c~oes pr�aticas.10.1.2 Expl��citos ou impl��citos?Poder��amos tamb�em classi�car os sistemas de modelagem em expl��citosou impl��citos. Nos primeiros, �e possivel extrair da representa�c~ao dacena, com relativamente pouco esfor�co, uma decomposi�c~ao da mesmanum certo n�umero de objetos simples (pol��gonos, retalhos de superf��ciespolinomiais, tetraedros, etc.) que s~ao disjuntos dois a dois. Nos se-gundos, a cena �e representada de maneira indireta: por exemplo, ums�olido pode ser descrito por uma f�ormula complexa envolvendo uni~oese intersec�c~oes de s�olidos simples; uma superf��cie pode ser descrita porum sistema de equa�c~oes e inequa�c~oes alg�ebricas em x; y; z, envolvendocondicionais. Assim, pode ser muito custoso, ou mesmo imposs��vel,transformar uma descri�c~ao impl��cita numa expl��cita.Em princ��pio, os dois eixos | s�olidos versus superf��cies, expl��citoversus impl��cito | s~ao independentes, e pode-se imaginar sistemas demodelagem que se encaixam nas quatro combina�c~oes. Entretanto, poralguma raz~ao, a grande maioria dos sistemas de modelagem de su-perf��cies s~ao expl��citos, e a grande maioria dos sistemas de modelagemde s�olidos s~ao impl��citos.10.2 Modelagem de s�olidosNo restante deste fasc��culo estudaremos as ferramentas principais damodelagem de s�olidos, e deixaremos a modelagem de superf��cies paraos fasc��culos seguintes.



4 Cap��tulo 10. Sistemas de Modelagem geom�etrica10.2.1 Geometria construtiva de s�olidosUma t�ecnica comum de modelagem �e a chamada geometria construtivade s�olidos (ou CSG, das iniciais em inglês), em que a cena �e descritapor meio de uma f�ormula, que consiste de opera�c~oes booleanas (uni~ao,intersec�c~ao, complemento, diferen�ca, etc.) aplicadas a certos s�olidos\primitivos" (esferas, cilindros, semi-espa�cos, etc.) Tal f�ormula podeser representada dentro do computador por uma estrutura de �arvorebin�aria, onde as folhas s~ao os s�olidos primitivos, e os n�os internos s~aoas opera�c~oes booleanas. Veja a �gura 10.1. O repert�orio de s�olidos
Figura 10.1: Uma cena simples e sua descri�c~ao CSGprimitivos e sua codi�ca�c~ao nas folhas da �arvore CSG variam de sis-tema para sistema. To ponto de vista do implementador, �e desej�avelminimizar o n�umero de tipos de s�olidos primitivos distintos.Segundo este princ��pio, n~ao se deve implementar como primitivo ums�olido que pode ser descrito pela intersec�c~ao ou uni~ao de outros s�olidosmais simples. Isso exclui, por exemplo, cubos ou paralelep��pedos, quepodem ser obtidos pela interesec�c~ao de seis semi-espa�cos. O mesmo seaplica a quaisquer outros poliedros (redut��veis a intersec�c~oes e uni~oes desemi-espa�cos); a cilindros �nitos, tubos, discos, e an�eis cil��ndricos (re-dut��veis a cilindros in�nitos e semi-espa�cos); calotas e gomos de esfera;etc. etc.Naturalmente, estamos falando apenas da representa�c~ao interna.Externamente, todo bom sistema de modelagemdeve permitir ao usu�arioespeci�car os s�olidos mais comuns (cubos, prismas, cilindros �nitos,etc.) diretamente, da maneira mais natural poss��vel. Por exemplo, umsistema para projeto de pe�cas mecânicas pode permitir que um cilindro



10.2. Modelagem de s�olidos 5�nito seja especi�cado por dois pontos (os centros das duas bases) eum n�umero real (o raio, ou o diâmetro). Num sistema para projeto ar-quitetônico, uma parede poderia ser descrita por dois pontos extremos(x1; y1) e (x2; y2) na planta, mais dois n�umeros reais (altura e espes-sura). Cabe ao sistema de modelagem traduzir autom�aticamente estespseudo-primitivos externos nas �arvores CSG equivalentes.10.2.2 S�olidos alg�ebricosSe considerarmos os sistemas de modelagem de s�olidos em uso corrente,veremos que quase todas as formas geom�etricas que eles suportam po-dem ser f�acilmente reduzidas a combina�c~oes booleanas de um �unico tipode objeto primitivo, que podemos chamar de s�olido alg�ebrico.Um s�olido alg�ebrico �e caracterizado por um polinômio f de quatrovari�aveis, n�ao identicamente nulo. Por conven�c~ao, um ponto com co-ordenadas homogêneas [w; x; y; z] est�a dentro, fora, ou na fronteira doobjeto se f(w; x; y; z) for negativo, positivo, ou nulo, respectivamente.�E facil veri�car que esta de�ni�c~ao �e consistente com a equivalência[w; x; y; z] = [�w;�x; �y; �z] (para � > 0) se e somente se f for umpolinômio homogêneo; isto �e, todos seus monômios devem ter o mesmograu total. Assim, por exemplo, 3w� 2x+ y e w5� 6w2x3+4xyz2s~ao homogêneos, enquanto que w3 � w2 e x2 + y2z2 n~ao s~ao.Se f �e um polinômio homogêneo de grau total n, ent~ao f(�w;�x; �y; �z) =�nf(w; x; yz). Podemos concluir que um ponto p pertence �a fronteirado s�olido de�nido por f se e somente se o ant��poda :p tamb�empertence�a fronteira. Mais ainda, se p est�a no interior do s�olido de�nido por f ,ent~ao seu ant��poda :p est�a no exterior se n �e ��mpar, e no interior se n�e par.Quando f �e um polinômio de grau 1, isto �e, f(w; x; y; z) = Ww +Xx+ Yy + Zz, o s�olido correpondente �e obviamente um semi-espa�co,delimitado pelo plano �f = hW;X ;Y;Zi. Segundo a conven�c~ao acima,o interior do s�olido �e o lado negativo de �f , e o exterior �e o lado positivo.Como sabemos, se �f �e um plano �nito, seu lado positivo consiste deum semi-espa�co do aqu�em, mais o semi-espa�co complementar do al�em,mais um hemisf�erio da \esfera celeste" (o plano no in�nito 
2).Observe que n�ao existem s�olidos alg�ebricos de grau zero. (O po-linômio nulo talvez pudesse ser considerado um polinômio de grau



6 Cap��tulo 10. Sistemas de Modelagem geom�etricazero; mas, por de�ni�c~ao n~ao pode ser usado para descrever um s�olidoalg�ebrico.)10.2.3 Convers~ao de e para coordenadas cartesi-anasSejaA um s�olido alg�ebrico descrito pelo polinômio homogêneo f(w; x; y; z),de grau total n. Em coordenadas cartesianas, o mesmo s�olido (ou me-lhor, o peda�co dele que est�a contida no aqu�em de T3) �e descrito pelopolinômio três vari�aveis F tal que F (X;Y;Z) = f(1;X; Y; Z). (Noteque F em geral n~ao �e homogêneo, e tem grau menor ou igual a n.)Isto �e, um ponto do aqu�em com coordenadas cartesianas (X;Y;Z)est�a no exterior, no interior, ou na superf��cie do s�olido A se F (X;Y;Z)for negativo, positivo, ou nulo, respectivamente. Para os pontos doal�em, o mesmovale com o polinômio (�1)nF (X;Y;Z) = f(�1;�x;�y;�z).Reciprocamente, seja A um s�olido do R3 de�nido por um polinômiode três vari�aveis F (X;Y;Z), com grau menor ou igual a n. Para descre-ver o mesmo s�olido em têrmos de coordenadas homogêneas, basta tomaro polinômio f(w; x; y; z) = wnF (x=w; y=w; z=w). Note entretanto queesta convers~ao produz na verdade duas c�opias do s�olido original, umano aqu�em e uma no al�em (esta �ultima complementada ou n~ao, conformen �e ��mpar ou par); sem falar dos pontos no in�nito.10.2.4 S�olidos quadr�aticosQuando f �e um polinômio homogêneo de grau 2, o s�olido correspon-dente �e dito um s�olido quadr�atico. Sua superf��cie �e uma das chamadassuperf��cies qu�adricas, que incluem cilindros, cones e parabol�oides (comsec�c~ao circular ou el��ptica), esferas e elips�oides, e outras superf��ciesmenos comuns (hiperbol�oides e parabol�oides hiperb�olicos).Por exemplo, o s�olido de�nido pelo polinômio x2 + y2 + z2 � w2�e a bola de raio 1 centrada na origem: em coordenadas cartesianas,seu interior �e o conjunto f (X;Y;Z) : X2 + Y 2 + Z2 < 1 g. Mais exa-tamente, o s�olido consiste de duas c�opias desta bola, uma no aqu�em euma no al�em.



10.2. Modelagem de s�olidos 7O polinômio gen�erico de grau 2 em quatro vari�aveis tem a formaf(w; x; y; z) = Aw2+Bwx+Cwy+Dwz+Ex2+Fxy+Gxz+Hy2+Iyz+J z2(10:1)onde A;B; : : : ;J s~ao 10 n�umeros reais arbitr�arios, n~ao todos iguais azero.Incidentalmente, note que o s�olido de�nido por este polinômio n~ao sealtera se multiplicarmos todos os seus coe�cientes pelo mesmo n�umeroreal positivo. Se fossemos matem�aticos, concluir��amos da�� que o con-junto dos s�olidos quadr�aticos �e topologicamente equivalente a S9 (aesfera de nove dimens~oes) e a T9 (o espa�co projetivo orientado de novedimens~oes). Ainda bem que n~ao somos.No que segue, se f �e um polinômio homogêneo em quatro vari�aveis,e p = [w; x; y; z] �e um ponto de T3, denotaremos por f(p) ou por pf osinal de f(w; x; y; z), que pode ser �1, 0, ou +1.O polinômio (10.1) tamb�empode ser escrito na forma de um produtode matrizes,f(w; x; y; z) = (w; x; y; z) F (w; x; y; z)>= (w; x; y; z) 0BBB@ f00 f01 f02 f02f10 f11 f12 f12f20 f21 f22 f22f30 f31 f32 f32 1CCCA _wxyẑonde f00 = A, f01 + f10 = B, etc.A forma (10.2{10.2) �e mais uniforme e elegante do que (10.1), por�emmais redundante: ela usa 16 coe�cientes reais, em vez de 10. Casoespa�co seja importante, podemos armazenar apenas a metade superiorda matriz F (incluindo a diagonal); e supor que a metade inferior �e nula,ou ent~ao que a matriz �e sim�etrica. A primeira op�c~ao equivale a guardaros 10 coe�cientes da f�ormula (10.1); a segunda equivale a guardar oscoe�cientes A, B=2, C=2, D=2, E, F=2, : : : , I=2, J .Por exemplo, considere a bola de raio 1 com centro no ponto (2; 3; 4).O polinômio homogêneo correspondente �ef(w; x; y; z) = (x� 2w)2 + (y � 3w)2 + (z � 4w)2 � w2= 28w2 � 4wx � 6wy � 8wz + x2 + y2 + z2



8 Cap��tulo 10. Sistemas de Modelagem geom�etricaque pode ser escrito em forma matricial comof(w; x; y; z) = (w; x; y; z) 0BBB@ 28 �4 �6 �80 1 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCCA _wxyẑ (10:2)ou, tamb�em, comof(w; x; y; z) = (w; x; y; z) 0BBB@ 28 �2 �3 �4�2 1 0 0�3 0 1 0�4 0 0 1 1CCCA _wxyẑ (10:3)ou de in�nitas outras maneiras equivalentes.10.2.5 Transforma�c~ao projetiva de um s�olido quadr�aticoConsidere a aplica�c~ao de uma transforma�c~ao projetiva M a todos ospontos do espa�co T3. Os pontos do interior, exterior e fronteira de umobjeto s�olido qualquerA ser~ao levados para outros conjuntos de pontos,que podem ser interpretados como o interior, exterior e fronteira de umoutro objeto s�olido A0. Por de�ni�c~ao, este �ultimo �e a imagem de A porF , que, de acordo com nossa nota�c~ao, denotaremos por M(A) ou AM .�E f�acil veri�car que, se A �e um s�olido alg�ebrico de�nido pelo po-linômio homogêneo f , ent~ao a imagem A0 = AM �e de�nida pelo po-linômio f 0 = p 7! pM�1f . Uma vez que M�1 executa uma trans-forma�c~ao linear das coordenadas, podemos concluir que f 0 tamb�em �eum polinômio homogêneo, com grau igual ao de f ; e, portanto, a ima-gem AM �e tamb�em um s�olido alg�ebrico.Como sabemos, no caso em que f �e um polinômio do primeiro grau(isto �e, A �e um semi-espa�co), a fun�c~ao f pode ser escrita como umproduto matricialf(w; x; y; z) = (w; x; y; z) (W;X ;Y;Z)>



10.2. Modelagem de s�olidos 9= (w; x; y; z) _WXYẐonde hW;X ;Y;Zi s~ao os coe�cientes do plano que �e a fronteira de A.A fun�c~ao f 0 pode ser escrita ent~ao comof 0(w; x; y; z) = �(w; x; y; z)M�1� (W;X ;Y;Z)>= (w; x; y; z) �M�1 (W;X ;Y;Z)>�= (w; x; y; z)�(W;X ;Y;Z)M�1>�>Ou seja, os coe�cientes de f 0, na forma de um vetor linha, s~ao os coe-�cietnes de f p�os-multiplicados pela matriz M�1>.Podemos obter uma f�ormula an�aloga para a imagem de um s�olidode segundo grau, partindo da forma matricial (10.2), e substituindo-se(w; x; y; z) por (w; x; y; z)M�1:f 0(w; x; y; z) = �(w; x; y; z)M�1�F�(w; x; y; z)M�1�>= (w; x; y; z) �M�1FM�1>� (w; x; y; z)>Portanto, se A �e um s�olido quadr�atico descrito pela matriz de coe�ci-entes F, a imagem A0 = AM �e outro s�olido quadr�atico, descrito pelamatriz M�1FM�1>.10.2.6 Classi�ca�c~ao dos s�olidos quadr�aticosUm s�olido quadr�atico canônico �e um s�olido quadr�atico cuja matriz decoe�cientes tem as seguintes propriedades:1. os elementos fora da diagonal principal s~ao zeros;2. os elementos da diagonal principal s~ao +1, 0, ou �1;3. o n�umero de elementos �1 �e menor ou igual ao de elementos +1;



10 Cap��tulo 10. Sistemas de Modelagem geom�etrica4. os elementos da diagonal est~ao em ordem crescente de valor.Existem apenas 7 matrizes que satisfazem estas condi�c~oes, e portanto7 s�olidos quadr�aticos canônicos. A �gura 10.3 d�a a matriz, a f�ormulacartesiana equivalente, e a descri�c�ao geom�etrica de cada um. Pode-se provar que qualquer s�olido quadr�atico �e a imagem projetiva de umdestes sete s�olidos canônicos, ou de seu complemento.Por exemplo, toda esfera ou elips�oide �e a imagem da bola canônica.O mesmo vale para todo parabol�oide ou hiperbol�oide de duas folhas;estes n~ao passam de elips�oides que s~ao respectivamente tangenciados ecortados pelo plano no in�nito 
2.Da mesma forma, todo cilindro in�nito, com sec�c~ao circular ouel��ptica, �e a imagem do cilindro canônico. O mesmo vale para todocone in�nito duplo (com dois l�obulos opostos pelo v�ertice), circular ouel��ptico. Na verdade, um cilindro �e um cone cujo v�ertice est�a no in�nito.Diga-se de passagem que esta uni�ca�c~ao maci�ca dos s�olidos quadr�aticos�e mais uma vantagem de se trabalhar no espa�co projetivo, em vez deno espa�co cartesiano.10.2.7 Convers~ao de CSG para lista de pol��gonosA �arvore CSG �e uma descri�c~ao impl��cita, que n~ao permite determinarf�acilmente quais os peda�cos de objetos e faces que realmente existemna cena. Se quisermos calcular uma imagem da mesma usando os al-goritmos vistos at�e agora, precisamos primeiro transformar essa �arvorenuma lista expl��cita de pol��gonos. (Mais adiante no curso estudaremosuma t�ecnica de visualiza�c~ao | tra�cado de raios | que permite pro-duzir a imagem diretamente a partir da uma �arvore CSG. Entretanto,essa t�ecnica �e demasiado dispendiosa para muitas aplica�c~oes.)Se as folhas da �arvore s~ao todas semi-planos, a cena �e uma cole�c~aode poliedros com um n�umero �nito de faces (possivelmente ilimita-das). Existem algoritmos exatos para calcular a uni~ao, intersec�c~ao, ediferen�ca de dois poliedros. Usando esses algoritmos, podemos trans-formar uma �arvore CSG com folhas de grau 1 numa lista expl��cita defaces poligonais. No pior caso, o custo deste processo para n folhas �eaproximadamente �(n3) (ignorando fatores de log n), e a lista de facesresultante pode conter at�e 
(n3) pol��gonos distintos.



10.2. Modelagem de s�olidos 11Em princ��pio, �e poss��vel generalizar estes algoritmos mesmo para�arvores CSG com folhas de grau maior do que 1. Entretanto, o resul-tado �e uma cole�c~ao de retalhos curvos com topologia complexa, cadaqual de�nido por uma equa�c~ao e v�arias inequa�c~oes polinomiais. Encon-trar estes retalhos, eliminar as partes invis��veis dos mesmos, e projet�a-los no plano da imagem exige algoritmos bastante complexos baseadosem ferramentas n~ao triviais de geometria alg�ebrica e �algebra computa-cional.�E conceb��vel que, dentro de alguns anos, esta solu�c~ao exata se tornevi�avel e popular; mas, por enquanto, este problema �e geralmente re-solvido aproximando-se as superf��cies curvas da cena por um n�umerogrande de pol��gonos planos, su�cientemente pequenos. Para tanto,basta em princ��pio aproximar cada s�olido alg�ebrico que aparece nasfolhas da �arvore CSG por um poliedro, e aplicar a estes poliedros asopera�c~oes booleanas indicadas pela �arvore, usando os algoritmos deuni~ao e intersec�c~ao mencionados acima.10.2.8 C�alculo do poliedro aproximadorPara alguns s�olidos alg�ebricos | semi-espa�cos, esferas, cilindros, cones| �e f�acil construir aproxima�c~oes poli�edricas com erro de aproxima�c~aoespeci�cado. Por exemplo, um cilindro pode ser aproximado por umprisma regular de n lados, tal que a distância entre os dois �e proporci-onal a 1=n2. Da mesma forma, um cone pode ser aproximado por umapirâmide regular.Para aproximar uma esfera, come�camos com um poliedro regular Pcom faces triangulares (por exemplo, um icosaedro) inscrito na mesma.Dividimos a seguir cada face de P em n2 triângulos equil�ateros, comoindicado na �gura ??, e projetamos os v�ertices desses triângulos naesfera a partir do centro. Esses v�ertices projetados de�nem um poliedroQ com faces triangulares, que aproxima a esfera com erro proporcionala 1=n2. (As \c�upulas geod�esicas" dos arquitetos s~ao variantes destetipo de poliedro.)Uma desvantagem destas solu�c~oes \ad hoc" �e que h�a uma varie-dade muito grande de s�olidos alg�ebricos, e �e impratic�avel escrever umalgoritmo de aproxima�c~ao espec���co para cada um.Outra desvantagem �e que muitos s�olidos alg�ebricos s~ao ilimitados,



12 Cap��tulo 10. Sistemas de Modelagem geom�etricae por raz~oes de e�ciência devemos evitar gerar as partes do poliedroaproximador que �cam fora do volume vis��vel. Mais ainda, quandoaplicamos a transforma�c~ao de perspectiva a um s�olido, algumas par-tes do mesmo s~ao ampliadas, e outras reduzidas; portanto, o poliedroaproximador deve ser mais preciso em certos lugares do que em outros.Ali�as, a transforma�c~ao de perspectiva pode at�e mesmo mudar o tipo des�olido: por exemplo, uma esfera que cruza o plano do observador ser�atransformada num hiperbol�oide de duas folhas. Estes detalhes podemcomplicar bastante os algoritmos de aproxima�c~ao.Devido a estes problemas, �e importante ter �a m~ao algum algoritmo\universal" de aproxima�c~ao, que possa ser aplicado a qualquer s�olidogeom�etrico F .Umm�etodo \universal" bastante simples �e o da subdivis~ao simplicialdo espa�co. Este m�etodo consiste em recortar o volume da imagem numgrande n�umero de tetraedros | c�elulas | su�cientemente pequenospara que, dentro de cada tetraedro, a fun�c~ao f(w; x; y; z) que de�neo s�olido F possa ser aproximada por uma fun�c~ao a�m (polinômio de1o� grau) f�K. Desta maneira, dentro de cada c�elula o s�olido pode seraproximado pelo semi-espa�co S�K . A uni~ao desses fragmentos de semi-espa�cos forma um poliedro, que �e a aproxima�c~ao desejada ao s�olidoS. Uma maneira simples de de�nir as c�elulas �e dividir o volume daimagem primeiro em pequenos cubos (ou paralelep��pedos) por meio deplanos paralelos aos eixos X, Y , e Z. (Estamos supondo a cena tran-formada de modo que o observador est�a em em [0; 0; 0; 1], a imagemem Z = 0, e o volume da imagem �e um paralelep��pedo.) Cada umdesses cub��culos pode ser dividido em tetraedros, sem introduzir no-vos v�ertices al�em dos do cub��culo. (H�a v�arias maneiras de fazer isso,algumas usando cinco tetraedros por cubo, outras usando seis.)Dentro de cada c�elulaK, substituimos a fun�c~ao caracter��stica f(w; x; y; z)do s�olido pela func~ao a�m (polinômio de 1o� grau) f�K que concorda comf nos quatro v�ertices a; b; c; d da c�elula. Isto �e,f�K(p) = �f(a) + �f(b) + 
f(c) + �f(d) (10:4)onde �; �; 
; � s~ao as coordenadas baricentricas de p relativas a K.Isto �e, �; �; 
; � s~ao as distâncias de p �as quatro faces de K, opostas



10.2. Modelagem de s�olidos 13respectivamente aos v�ertices a; b; c; d, e normalizadas de modo que � =1 para p = a, � = 1 para p = b, etc.Assim como est�a, a receita acima �e amb��gua. Os argumentos def(w; x; y; z) s~ao coordenadas homogêneas, que podem ser multiplica-das por um fator de escala arbitr�ario. Por conseg�uinte, n~ao faz sentidocalcular o valor de f num ponto de T3; apenas seu sinal est�a bem de-�nido. Para que possamos aplicar a f�ormula (10.4) sem ambig�uidade,devemos normalizar as coordenadas homogêneas dos v�ertices, antes deaplicar f �as mesmas. No caso, o mais simples e conveniente �e norma-liz�a-las de forma que w seja 1. Ou seja, conv�em trabalhar com coorde-nadas cartesianas, que n~ao s~ao amb��guas, e com a fun�c~ao F (X;Y;Z) =f(1;X; Y; Z), cujo valor �e bem de�nido para todo ponto p.Considere agora o semi-espa�co S�K de�nido por f�K. Se f (e por-tanto f�K) �e positiva nos quatro v�ertices de K, ent~ao a c�elula K est�ainteiramente no exterior de S�K. Da mesma forma, se f for negativa nosquatro v�ertices, ent~ao a c�elua est�a totalmente no interior de S�K .Nos demais casos, a c�elula cont�em pelo menos um ponto da fron-teira de S�K , e possivelmente um peda�co poligonal | triângulo ou qua-dril�atero | da mesma. Veja a �gura 10.2. Os v�ertices desse pol��gono in-
Figura 10.2: Aproxima�c~ao dentro de uma c�elula.cluem todos os v�ertices de K nos quais f �e zero, e tamb�em um ponto mem cada aresta deK cujos v�ertices u; v têm sinais opostos. Neste �ultimo



14 Cap��tulo 10. Sistemas de Modelagem geom�etricacaso, as coordenadas do ponto m podem ser calculadas pela f�ormula deintersec�c~ao segmento-plano, isto �e, jf(b)ja+ jf(a)jb. Repetindo-se esteprocesso para todas as c�elulas, obtemos uma cole�c~ao de pol��gonos queaproxima a superf��cie do s�olido S dentro do volume da imagem.Note que um mesmo v�ertice a pode ser compartilhado por v�ariasc�elulas vizinhas. Obviamente, para economizar ciclos, devemos calcularf(a) uma �unica vez. De qualquer forma, �e essencial que usemos omesmo valor de f(a) para aproximar f em todas essas c�elulas. �E f�acilveri�car que, se tomarmos este cuidado em todos os v�ertices, ent~aoas func~oes f�H ; f�K de quaisquer duas c�eluas adjacentes concordar~ao emtodos os pontos da face comum. Ou seja, a cole�c~ao de todas as f�K de�neuma fun�c~ao cont��nua do volume da imagem para R. Isto garante queos pol��gonos aproximadores obtidos em duas c�elulas adjacentes ter~aouma aresta em comum.A solu�c~ao acima tem a vantagem de produzir resultados exatos paraas partes da cena que s~ao de fato poliedros. Por outro lado, tem a des-vantagem de que os algoritmos de uni~ao e intersec�c~ao de poliedros s~aobastante complicados. Outra desvantagem mais signi�cativa �e que, emgeral, apenas uma pequena parte de cada s�olido alg�ebrico sobrevive nacena �nal; portanto o tempo e espa�co gastos para construir a apro-xima�c~ao poli�edrica do s�olido dentro do volume inteiro da imagem �equase todo desperdi�cado.



10.2. Modelagem de s�olidos 15+1 0 0 00 +1 0 00 0 +1 00 0 0 +1 X2 + Y 2 + Z2 + 1 Todo ponto �e exterior.0 0 0 00 +1 0 00 0 +1 00 0 0 +1 X2 + Y 2 + Z2 A superf��cie s~ao doispontos ant��podas; oresto �e exterior.�1 0 0 00 +1 0 00 0 +1 00 0 0 +1 X2 + Y 2 + Z2 � 1 Esfera de raio 1 comcentro na origem; aorigem est�a no inte-rior.0 0 0 00 0 0 00 0 +1 00 0 0 +1 Y 2 + Z2 A superf��cie �e o eixoX; o resto �e exterior.�1 0 0 00 0 0 00 0 +1 00 0 0 +1 Y 2 + Z2 � 1 A superf��cie �e o cilin-dro in�nito de raio 1centrado no eixo X;a origem est�a no inte-rior.�1 0 0 00 �1 0 00 0 +1 00 0 0 +1 Y 2 + Z2 �X2 � 1 Hiperbol�oide de re-volu�c~ao de uma folha,em torno do eixo X.0 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 +1 Z2 A superf��cie �e o planoZ = 0, os dois semi-espa�cos s~ao exterior.�1 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 +1 Z2 � 1 A superf��cie s~ao osplanos Z = +1 e Z =�1; o interior s~ao ospontos jZj < 1.Figura 10.3: Os sete s�olidos quadr�aticos canônicos.


