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 Jorge Stol�Primeiro Semestre de 1995Notas de Aula { Fasc��culo 1Elementos de Geometria Projetiva1.1 Coordenadas cartesianasUma maneira �obvia de representar um ponto no computador �e atrav�esde suas coordenadas cartesianas: um par de n�umeros reais (X;Y ), me-didos ao longo de dois eixos ortogonais em rela�c~ao a alguma origem�xa.Coordenadas cartesianas, apesar de bem conhecidas e bastante usa-das, tem certas desvantagens do ponto de vista algoritmico. A principal�e que elas n~ao suportam o conceito de pontos no in�nito. Esta limita�c~aoobriga os algoritmos geom�etricos a tratar separadamente muitos casosparticulares.Por exemplo, suponha que um algoritmo precisa calcular a inter-sec�c~ao de duas retas. Na geometria cartesiana, temos que considerartrês casos diferentes: as retas coincidem (têm in�nitos pontos em co-mum), s~ao paralelas (n~ao têm nenhum ponto em comum), ou est~ao emposi�c~ao gen�erica (têm exatamente um ponto em comum). Se tiv�essemosuma representa�c~ao adequada para pontos no in�nito, poder��amos emprinc��pio tratar os dois �ultimos casos como um s�o.Ou, ent~ao, suponha que queremos calcular a intersec�c~ao de doisou mais semi-planos dados. O resultado \ordin�ario" dessa opera�c~ao�e um pol��gono. Na geometria cartesiana, entretanto, temos que con-siderar v�arios casos \excepcionais": a intersec�c~ao pode ser uma faixalimitada por duas retas paralelas, ou uma regi~ao in�nita limitada porduas semi-retas e alguns segmentos, etc. Sem o conceito de pontos no



2 Cap��tulo 1. Elementos de Geometria Projetivain�nito, precisamos inventar representa�c~oes especiais, e portanto algo-ritmos especiais, para tratar cada um desses casos.Mais adiante encontraremos outras desvantagens da geometria car-tesiana, como por exemplo a falta de uma correspondência perfeita(dualidade) entre pontos e retas, ou a inconveniência da representa�c~aode transforma�c~oes geom�etricas.Devido �as raz~oes acima, em geometria computacional ecomputa�c~aogr�a�ca �e quase sempre mais conveniente trabalhar com uma repre-senta�c~ao mais so�sticada de pontos e retas, que descreveremos no res-tante deste fasc��culo.1.2 Coordenadas homogêneasPor de�ni�c~ao, se (X;Y ) s~ao as coordenadas cartesianas de um ponto deR2, as coordenadas homogêneas desse ponto s~ao uma tripla de n�umerosreais [w; x; y], tais que X = x=w e Y = y=w.A coordenada w �e chamada de peso, e por enquanto vamos suporque ela �e estritamente positiva. Repare na nota�c~ao: usaremos sempreparênteses (�; �) para coordenadas cartesianas, e colchetes [�; �; �] paracoordenadas homogêneas.A de�ni�c~ao acima implica que um mesmo ponto de R2 pode serrepresentado por muitas triplas de coordenadas homogêneas. Assim,por exemplo, [1; 2; 5], [2; 4; 10], e [0:03; 0:06; 0:15] s~ao todos o mesmoponto, cujas coordenadas cartesianas s~ao (2; 5).Em geral, o par cartesiano (X;Y ) corresponde a todas as triplashomogêneas [w;wX;wY ] com w > 0; em particular, a [1;X; Y ].Observe que as coordenadas homogêneas w; x; y de um ponto n~aotem signi�cado individual; apenas as raz~oes x=w e y=w tem sentido.Ex. 1.1: Traduza os seguintes pontos de coordenadas cartesianas parahomogêneas:(a) (0; 0) (b) (1; 0)(c) (0; 1) (d) (5; 6)Ex. 1.2: Traduza os seguintes pontos de coordenadas homogêneas paracartesianas:



1.2. Coordenadas homogêneas 3(a) [1; 0; 0] (b) [1; 1; 0] (c) [1; 0; 1](d) [1; 2; 3] (e) [2; 5; 6] (f) [2; 0; 0]Ex. 1.3: Escreva o ponto (1=2; 3=5) em coordenadas homogêneas in-teiras.Ex. 1.4: O que acontece com o ponto [w; x; y] quando x e y perma-necem constantes, e o peso w tende para 0? E quando w tende para+1?Ex. 1.5: Descreva a trajet�oria do ponto [1+t2; 1�t2; 2t] quando t variade �1 a +1.1.2.1 Pontos in�nitosObserve que quando o peso w tende para zero, com x e y �xos, o ponto[w; x; y] tende a se afastar in�nitamente da origem, na dire�c~ao do vetor(x; y).�E natural portanto considerar uma tripla homogênea [0; x; y], compeso nulo, como sendo um ponto in�nitamente distante da origem |um ponto in�nito | na dire�c~ao do vetor (x; y). Denotaremos esse pontopor 1(x; y).O comprimento do vetor (x; y) �e irrelevante, desde que n~ao seja zero;isto �e, as coordenadas [0; �x; �y] representam o mesmo ponto in�nito,para todo � > 0. (Note que esta �e a mesma equivalência de coordenadashomogêneas que vale para pontos ordin�arios.) Por outro lado, o sentidodo vetor �e importante; isto �e, as triplas [0; x; y] e [0;�x;�y] representampontos in�nitos distintos. Diremos que estes dois pontos in�nitos s~aoantipodais, e que um �e o ant��poda do outro.A tripla [0; 0; 0] �e um caso especial. A experiência mostra que n~aovale a pena tentar interpret�a-la como um ponto; �e melhor decretar queessa tripla �e inv�alida.Ex. 1.6: Escreva as coordenadas homogêneas do ponto in�nito cujadire�c~ao faz um ângulo de � radianos com o eixo das abscissas.



4 Cap��tulo 1. Elementos de Geometria Projetiva1.2.2 O outro lado do planoSe as triplas homogêneas [w; x; y] com peso w positivo s~ao pontos deR2, e as com peso nulo s~ao pontos in�nito, que signi�cado podemos darpara as triplas com peso negativo?Por estranho que pare�ca, �e melhor interpretar essas triplas comopontos que, tendo passado \al�em do in�nito", foram parar no \outrolado" do plano.Informalmente vamos imaginar que o plano �e uma folha in�nita depapel transl�ucido; e que, para cada posi�c~ao (X;Y ), existem dois pontosdo plano, sobrepostos mas distintos: um na frente da folha, e outro noverso. Com j�a foi dito, uma tripla homogênea [w; x; y] com w 6= 0descreve um ponto de coordenadas cartesianas (x=w; y=w); sendo queo ponto est�a na frente da folha se w > 0, e no verso se w < 0. Diremosque o primeiro est�a no aqu�em e segundo no al�em.Diremos tamb�em que esses dois pontos s~ao coincidentes mas n~aoiguais, e que um �e o ant��poda do outro. Em geral, denotaremos oant��poda de um ponto p por :p: ou seja, :[w; x; y] = [�w;�x;�y].Esta de�ni�c~ao vale igualmente para pontos no aqu�em, no al�em, ou noin�nito; em particular, :[0; x; y] = [0;�x;�y].Note que continua v�alida a regra que [w; x; y] = [�w;�x; �y], paratodo � > 0.Ex. 1.7: Para cada um dos pontos seguintes, dê as coordenadas carte-sianas, e diga se o ponto est�a no aqu�em ou no al�em:(a) [1;�2; 3] (b) [1; 2;�3] (c) [�1; 2; 3](d) [�1;�2;�3] (e) [1; 0; 0] (f) [�1; 0; 0]Ex. 1.8: Dê coordenadas homogêneas para os pontos do aqu�em e doal�em cujas coordenadas cartesianas s~ao:(a) (0; 0) (b) (2; 3) (c) (�2;�3) (d) (�2; 3)Ex. 1.9: Qual a rela�c~ao geom�etrica entre os pontos [w; x; y] e [�w; x; y]?(Suponha w > 0.)Ex. 1.10: Sejam w x, e y n�umeros reais n~ao nulos. Considere as oitotriplas homogêneas [�w; �x; 
y], onde �; �; 
 2 f+1;�1g. Quantospontos distintos est~ao representados por essas triplas? Quais pares depontos s~ao antipodais?



1.3. O plano projetivo orientado T2 51.3 O plano projetivo orientado T2Ao usarmos coordenadas homogêneas em vez de coordenadas carte-sianas, estamos trocando o plano cartesiano R2 por um espa�co estri-tamente maior, que que chamaremos de plano projetivo orientado edenotaremos por T2. (O ��ndice 2 indica a dimens~ao do espa�co.)Algebricamente, o conjunto de pontos do espa�co T2 consiste de to-das as triplas de n�umeros reais [w; x; y], exceto a tripla [0; 0; 0]; sendoque duas triplas s~ao consideradas equivalentes se e somente se uma forum m�ultiplo positivo da outra.1.3.1 O modelo plano de T2Podemos visualizar o espa�co T2 atrav�es do seu modelo plano, que con-siste de duas c�opias do plano cartesiano R2 (o aqu�em e o al�em), maisuma c�opia do c��rculo unit�ario S1 (os pontos in�nitos). Veja a �gura 1.1.
Figura 1.1: O plano projetivo de dois lados.Lembremos que o ponto [w; x; y] est�a no aqu�em se w > 0, e noal�em se w < 0; em ambos os casos, suas coordenadas cartesianas s~ao(x=w; y=w). O ponto �e in�nito se w = 0; nesse caso, sua dire�c~ao,relativa a pontos do aqu�em, �e a do vetor (x; y).�E importante observar que a dire�c~ao de um ponto in�nito p =[0; x; y] depende do lado do plano que �e usado como referência. Isto



6 Cap��tulo 1. Elementos de Geometria Projetiva�e, o ponto p �e o limite a que chegamos se andarmos uma distância in�-nita na dire�c~ao do vetor (x; y), partindo-se de qualquer lugar no aqu�em.Entretanto, se partirmos de um lugar no al�em, para atingir esse mesmoponto p temos que andar na dire�c~ao opsta, do vetor (�x;�y).Em geral, as ilustra�c~oes de �guras geom�etricas de T2 que se seguemser~ao baseadas neste modelo plano. Pontos com mesmas coordenadascartesianas ser~ao desenhados sobrepostos; para distinguir os dois ladosdo plano, usaremos pontos cheios (�), linhas cheias, e �areas hachuradaspara o aqu�em, e pontos vazios (�), linhas tracejadas, e �areas pontilhadaspara o al�em. Veja a �gura 1.2.
Figura 1.2: Conven�c~oes gr�a�cas para os dois lados do plano.Ex. 1.11: Desenhe os dois triângulos cujos v�ertices s~ao dados a seguir,segundo as conven�c~oes da �gura 1.2.(a) [1; 0; 0] [1; 2; 0] [2; 3; 5](b) [�1; 1; 0] [�1; 2; 2] [�1; 2;�3]Ex. 1.12: Usando as conven�c~oes da �gura 1.2, desenhe a trajet�oria dospontos abaixo, quando t varia conforme indicado:(a) [1=t; 1; 2], para t de 1 a 0;(b) [�1=t; 1; 2], para t de 1 a 0;(c) [1; 1+ t; 2 + 3t], para t de 0 a +1;(d) [t; 1 + t; 2 + 3t], para t de �1 a +1.



1.3. O plano projetivo orientado T2 71.3.2 O modelo esf�erico de T2Outra maneira de visualizar o espa�co T2 �e atrav�es de seumodelo esf�erico,que consiste na superf��cie S2 da esfera unit�aria de R3 com centro na ori-gem.
Figura 1.3: O modelo esf�erico de T2.Neste modelo, o ponto de T2 com coordenadas homogêneas [w; x; y]�e representado pelo ponto da esfera com coordenadas cartesianas(w; x; y)pw2 + x2 + y2Ou seja, [w; x; y] �e representado pela proje�c~ao do ponto (w; x; y) de R3sobre a esfera, na dire�c~ao do centro da mesma. Veja a �gura 1.3.O aqu�em e o al�em de T2 correspondem portanto aos hemisf�erios deS2 com w > 0 e w < 0, respectivamente. A origem (0; 0) do aqu�em �e oponto (1; 0; 0) da esfera; e a do al�em �e (�1; 0; 0). Os pontos no in�nitode T2 est~ao no c��rculo onde a esfera �e cortada pelo plano w = 0 de R3.Observe que, neste modelo, um ponto p e seu ant��poda :p est~aosempre diametralmente opostos na esfera.Ex. 1.13: Indique gra�camente a posi�c~ao dos seguintes pontos no mo-delo esf�erico de T2..(a) [1; 0; 0] (b) [�1; 0; 0] (c) [1; 1; 0](d) [2; 3; 5] (e) [2;�3;�5] (f) [�2; 3; 5](g) [0; 3; 5] (h) [0;�3;�5] (i) [0; 3;�5]



8 Cap��tulo 1. Elementos de Geometria Projetiva1.3.3 Correspondência entre os modelosA correspondência entre o modelo esf�erico e o modelo plano, de�nidaimplicitamente pelas coordenadas homogêneas, equivale �a proje�c~ao decada hemisf�erio de S2 (w > 0 e w < 0) na c�opia correspondente de R2(aqu�em ou al�em).Em ambos os casos, devemos imaginar a c�opia de R2 como um planotangente �a esfera S2, com sua origem no ponto (1; 0; 0) da mesma, e comseus eixos paralelos aos eixos x e y de R3.No caso do aqu�em, projetamos o hemisf�erio w > 0 no plano, a partirdo centro da esfera. Veja a �gura 1.4(a).No caso do al�em, projetamos o hemisf�erio w < 0 sobre o planoatrav�es do centro da esfera. Veja a �gura 1.4(b). Observe como estaproje�c~ao faz com que o al�em do modelo esf�erico �que rodado de 180�em rela�c~ao ao al�em do modelo plano.Finalmente, lembremos que os pontos in�nitos (com w = 0) s~aorepresentados em ambos os modelos por uma c�opia do c��rculo unit�ario:n (x; y) : x2 + y2 = 1o (modelo plano)n (0; x; y) : x2 + y2 = 1o (modelo esf�erico)A correspondência entre estes dois c��rculos �e a �obvia.
Figura 1.4: Correspondência entre os modelos plano e esf�erico de T2.



1.4. Retas 91.4 Retas1.4.1 Equa�c~ao homogênea da retaEm geometria anal��tica aprendemos que uma linha reta do plano �ede�nida por três coe�cientes A;B;C, tais que um ponto gen�erico p decoordenadas cartesianas (X;Y ) est�a na reta se e somente AX +BY +C = 0.Traduzindo esta equa�c~ao para coordenadas homogêneas, conclu��mosque um ponto �nito p = [w; x; y] est�a nessa reta se e somente seA(x=w) +B(y=w) + C = 0, isto �e, Ax+By + Cw = 0.Esta f�ormula �ca mais elegante se rebatizarmos os coe�cientes A,B, e C de X , Y, e W, e colocarmos W em primeiro lugar. Destaforma, podemos dizer que uma linha �e de�nida por três coe�cienteshomogêneos hW;X ;Yi, sendo que o ponto gen�erico p = [w; x; y] est�anessa linha se e somente Ww + Xx+ Yy = 0.Por exemplo, a linha h1; 2; 3i passa por todos os pontos [w; x; y] taisque 1w + 2x + 3y = 0; ou, em termos cartesianos, todos os pontos(X;Y ) tais que 2X + 3Y + 1 = 0.Ex. 1.14: Escreva a equa�c~ao cartesiana da reta com coe�cientes ho-mogêneos h2; 3; 5i.Ex. 1.15: Escreva os coe�cientes homogêneos da reta cuja equa�c~ao car-tesiana �e 3X � 2Y = 6.Ex. 1.16: Quais s~ao os coe�cientes homogêneos dos eixos cartesianosX e Y ?



10 Cap��tulo 1. Elementos de Geometria ProjetivaEx. 1.17: Determine as condi�c~oes alg�ebricas sobre os coe�cientes hW ;X ;Yique caracterizam:(a) retas horizontais;(b) retas verticais;(c) retas que passam pela origem.Observe que a \reta" com coe�cientes h0; 0; 0i �e bastante peculiar,pois ela passa por todos os pontos do plano! Para evitar maiores pro-blemas, �e melhor decretar que essa tripla de coe�cientes �e inv�alida, en~ao representa nenhuma reta.1.4.2 Os pontos no in�nito de uma retaNote que a equa�c~ao homogênea da reta Ww + Xx + Yy = 0 n~ao �esatisfeita apenas por pontos �nitos, mas tamb�em pelos pontos in�-nitos [0;Y;�X ] e [0;�Y;X ]. Estes s~ao justamente os pontos in�ni-tos nas duas dire�c~oes paralelas �a reta. Ou seja, toda reta paralelaa um vetor d = (x; y) cont�em os pontos in�nitos 1d = [0; x; y] e1(�d) = [0;�x;�y].Ex. 1.18: Determine os dois pontos in�nitos da reta h2; 3; 5i.Note que duas retas de R2 s~ao paralelas entre si se e somente asretas correspondentes de T2 passam pelos mesmos pontos no in�nito.1.4.3 Retas no al�emObserve que a equa�c~aoWw+Xx+Yy = 0, que de�ne quando um pontopertence a uma reta, continua v�alida se negarmos as três coordenadasw; x; y do ponto simultaneamente. Portanto, se uma reta passa por umponto p, ela tamb�em passa pelo seu ant��poda :p.Ou seja, uma reta de T2 �e representada no modelo plano por duasretas euclidianas superpostas, uma no aqu�em e uma no al�em, com osmesmos coe�cientes cartesianos; mais dois pontos in�nitos, nas duasdire�c~oes paralelas �as retas. Veja a �gura 1.5.



1.4. Retas 11
Figura 1.5: Uma reta, no aqu�em e no al�em.1.4.4 Retas no modelo esf�ericoLembremos que o vetor unit�ario (w; x; y) do modelo esf�erico representao ponto [w; x; y] de T2. Portanto, os pontos de T2 que est~ao na retahW;X ;Yi correspondem a pontos de S2 que satisfazem a satisfazem aequa�c~ao Ww + Xx+ Yy = 0.Esta equa�c~ao de�ne um plano de R3 que passa pela origem, e por-tanto corta a esfera num c��rculo de raio m�aximo. Ou seja, uma reta deT2 corresponde a um c��rculo m�aximo de S2; e �e f�acil ver que a rec��procatamb�em vale. Veja a �gura 1.6.
Figura 1.6: Uma reta no modelo esf�erico.



12 Cap��tulo 1. Elementos de Geometria ProjetivaEx. 1.19: Indique gra�camente a posi�c~ao das seguintes retas, no mo-delo esf�erico:(a) h0; 1; 0i (b) h0; 0; 1i (c) h0; 1; 1i(d) h1; 2; 3i (e) h1; 3; 2i (f) h�1; 2; 3i(g) h1;�1;�1i (h) h2;�1;�1i (i) h�10; 1; 1i1.4.5 Os dois lados de uma retaOs pontos [w; x; y] que n~ao est~ao sobre uma reta r = hW;X ;Yi podemser divididos em dois conjuntos, os lados da reta, conforme o sinal daexpress~ao Ww + Xx + Yy. Este teste de�ne o lado positivo e o ladonegativo da reta r.No modelo esf�erico, os dois lados da reta s~ao os dois hemisf�erios emque a esfera S2 �ca dividida pelo plano de equa�c~aoWw+Xx+Yy = 0.Veja a �gura 1.7.
Figura 1.7: Os dois lados de uma reta, no modelo esf�erico.Ex. 1.20: No modelo esf�erico, indique o lado positivo de cada uma dasretas do exerc��cio 1.19.Observe que o sinal deWw+Xx+Yy se inverte se negarmos as trêscoordenadas homogêneas w; x; y; isto �e, um ponto est�a no lado positivode uma reta se e somente se seu ant��poda est�a no lado negativo.Pode-se concluir da�� que, no modelo plano de T2, o lado positivode uma reta r consiste de um semi-plano do aqu�em, limitado por r, e



1.4. Retas 13do outro semi-plano do al�em, que n~ao �e ant��poda do primeiro. Veja a�gura 1.8.
Figura 1.8: Os dois lados de uma reta, no modelo plano.O lado positivo da reta r tamb�em inclui todos os pontos no in�nitonum arco de 180� limitado pelas duas dire�c~oes paralelas a r. Os doisoutros semi-planos, e o o arco complementar no in�nito, formam o ladonegativo de r.Ex. 1.21: Descreva, no modelo plano, o lado positivo de cada umadestas retas:(a) h0; 1; 0i (b) h0; 0; 2i(c) h0;�1; 0i (d) h2; 3;�4iEx. 1.22: Qual a condi�c~ao alg�ebrica para que a origem do aqu�em estejano lado positivo da reta hW ;X ;Yi?1.4.6 O teste de ponto contra retaA opera�c~ao de determinar o lado de uma reta dada que cont�em umponto dado �e fundamental para muitos algoritmos geom�etricos. Por-tanto, vale a pena introduzir a nota�c~aor � p = sgn(Ww + Xx+ Yy) (1:1)



14 Cap��tulo 1. Elementos de Geometria Projetivaonde p = [w; x; y], r = hW;X ;Yi, e sgn t �e o sinal de t | isto �e, �1 set < 0, 0 se t = 0, e +1 se t > 0.Observe-se que, por esta de�ni�c~ao, r � (:p) = �(r � p).Ex. 1.23: Determine r � p para cada um dos casos abaixo:(a) r = h2; 3; 5i, p = [1; 1;�1] (b) r = h2; 3; 5i, p = [1; 1; 0](c) r = h2; 3; 5i, p = [1; 1; 1] (d) r = h1; 0; 0i, p = [1; 0; 0](e) r = h1; 0; 0i, p = [�1; 0; 0] (f) r = ha; b; ci, p = [a; b; c]1.4.7 Retas opostasNote que a fun�c~ao r�p n~ao se altera se multiplicarmos os coe�cientes der por um n�umero � positivo, pois isto equivale a multiplicar a express~aoWw+Xx+Yy por �. Entretanto, se multiplicarmos os coe�cientes der por um n�umero negativo, o valor de r � p �ca negado; isto �e, os ladospositivo e negativo da reta se invertem.Portanto, para que a fun�c~ao � tenha signi�cado bem de�nido, preci-samos distinguir as retas r = hW;X ;Yi e r0 = h�W;�X ;�Yi. Apesarde ambas serem coincidentes (passarem exatamente pelos mesmos pon-tos) elas n~ao s~ao iguais, pois diferem na sua orienta�c~ao (a rotula�c~ao dosseus dois lados). Diremos que essas retas s~ao opostas uma da outra, edenotaremos essa rela�c~ao por r0 = :r.Ou seja, a tripla de coe�cientes h�W; �X ; �Yi denota a mesma retaque hW;X ;Yi para todo � positivo, e a reta oposta para todo � < 0.1.4.8 A reta no in�nitoNa geometria cartesiana, a equa�c~ao AX +BY + C = 0 s�o de�ne umareta se pelo menos um dos coe�cientes A e B for diferente de zero.Quando A = B = 0, a equa�c~ao n~ao �e satisfeita por nenhum ponto deR2. (A menos que C tamb�em seja zero, caso em que todo ponto doplano satisfaz a equa�c~ao; mas j�a exclu��mos este caso.)Portanto, os coe�cientes homogêneos hW;X ;Yi denotam uma retado plano euclidiano s�o se X 6= 0 ou Y 6= 0. O que fazemos ent~ao comas triplas da forma hW; 0; 0i? Ser�a que, com a introdu�c~ao de pontos noin�nito, �e poss��vel atribuir algum signi�cado geom�etrico a essas triplas?



1.4. Retas 15Observe primeiro que, se adotarmos para estas triplas a mesmaregra de equivalência que vale para as triplas normais, conclu��mos quehW; 0; 0i �e equivalente �a tripla h1; 0; 0i, ou a h�1; 0; 0i, dependendo dosinal de W. Ou seja, existem apenas duas \retas" da forma hW; 0; 0i,opostas entre si.Se h1; 0; 0i �e uma reta, quais s~ao seus pontos? Segundo a de�ni�c~ao,um ponto [w; x; y] est�a em h1; 0; 0i se e somente se 1 �w+0 �x+0 �y = 0;isto �e, w = 0. Ou seja, a reta h1; 0; 0i cont�em todos os pontos in�nitos,e apenas esses pontos. Portanto, diremos que h1; 0; 0i e h�1; 0; 0i s~aoas duas retas no in�nito, que denotaremos por 
 e :
; e chamaremosas outras retas de ordin�arias.Ex. 1.24: Qual �e o lado positivo da reta 
? E o de :
?Em resumo: algebricamente, o conjunto de retas de T2 �e o con-junto de todas as triplas reais hW;X ;Yi, exceto a tripla h0; 0; 0i; sendoque duas triplas s~ao consideradas equivalentes se e somente se umafor um m�ultiplo positivo da outra. Um ponto [w; x; y] est�a numa retahW;X ;Yi se e somente se Ww + Xx + Yy �e zero. Caso contr�ario, oponto est�a no lado positivo ou negativo da reta, conforme o sinal destaf�ormula.1.4.9 Incidência de retas e pontosNote que, apesar dos pontos e retas no in�nito parecerem especiais nomodelo plano, no modelo esf�erico eles s~ao perfeitamente equivalentesaos pontos �nitos e retas ordin�arias. Como veremos, esta uniformidade| homogeneidade | dos elementos de T2 se re
ete na manipula�c~aoalg�ebrica de suas coordenadas homogêneas.Uma manifesta�c~ao dessa homogeneidade �e o fato que, no plano T2,duas retas n~ao-coincidentes se interceptam em dois pontos antipodais.Simetricamente, em T2 dois pontos n~ao-coincidentes determinam exa-tamente duas retas, opostas entre si. Estas propriedades valem paratodos os tipos de pontos | �nitos ou in�nitos, no aqu�em ou no al�em| e para todos os tipos de retas | ordin�arias ou no in�nito, paralelasou n~ao.Note a semelhan�ca entre estas propriedades e os dois principais axi-omas da geometria euclidiana; \por dois pontos distintos passa uma



16 Cap��tulo 1. Elementos de Geometria Projetiva�unica reta", e \duas retas distintas e n~ao paralelas se encontram num�unico ponto". As diferen�cas mais �obvias entre as duas formula�c~oes s~aoquase que uma quest~ao de nomenclatura | cada cada ponto da geo-metria euclidiana �e desdobrado em dois pontos de T2, o mesmo aconte-cendo com as retas. Uma diferen�ca mais signi�cativa �e que, gra�cas aospontos no in�nito, o caso das retas paralelas n~ao �e mais excepcional.1.4.10 Topologia de T2Informalmente, de�nir a topologia de um espa�co matem�atico S consisteem de�nir os limites de seq�uências in�nitas de pontos de S; ou, o qued�a no mesmo, em de�nir a no�c~ao de continuidade para curvas de S(fun�c~oes de R para S).Por de�ni�c~ao, a topologia deT2 �e a determinada implicitamente peloseu modelo esf�erico. Ou seja, uma seq�uência de pontos pi = [wi; xi; yi]converge para um ponto p = [w; x; y] se e somente se os vetores unit�arios(wi; xi; yi)=qw2i + x2i + y2ide R3 convergirem para o vetor (w; x; y)=pw2 + x2 + y2.Ex. 1.25: Para cada uma das seq�uências a seguir, determine os pontoslimite, quando i tende para in�nito:(a) pi = [1; i; i2] (b) pi = [1; �i; i2](c) pi = [1; i; sin i] (d) pi = [1=i; 1; 2](e) pi = [1=i; 1=(i+ 1); 1=(i+ 3)] (f) pi = [i3; i4; i2]Ex. 1.26: Quais das seq�uências abaixo converge, quando i tende parain�nito:(a) pi = [(�1)i; 1; i](b) pi = [1; 1; i(�1)i](c) pi = [(�1)i; 1; i(�1)i]Este conceito de convergência nos permite de�nir a no�c~ao de conti-nuidade para fun�c~oes cujo dom��nio e/ou contra-dom��nio s~ao subconjun-tos de T2. Por exemplo, uma fun�c~ao c(t) = [w(t); x(t); z(t)] de algum



1.4. Retas 17intervalo I � R para T2 �e cont��nua se e somente se a fun�c~ao�c(t) = (w(t); x(t); y(t))=qw(t)2 + x(t)2 + y(t)2de I para S2 for cont��nua.Ex. 1.27: Prove que uma fun�c~ao c(t) de algum intervalo I � R paraT2 �e cont��nua se e somente se existirem três fun�c~oes cont��nuas w(t),x(t), e y(t), que n~ao se anulam todas para um mesmo t 2 I , tais quec(t) = [w(t); x(t); z(t)].Ex. 1.28: Quais das fun�c~oes de t de�nidas abaixo s~ao cont��nuas nointervalo aberto (0 1)? Quais delas podem ser estendidas para ointervalo [0 1], mantendo a continuidade?(a) [1; t; t2](b) [t; t2; t3](c) [t; t2; sin t](d) [t� 1=2; 1; 2](e) [t; 1; sin(1=t)]A topologia de T2, de�nida pelo crit�erio acima, �e relativamentedif��cil de visualizar no modelo plano. Pode-se veri�car sem muita di�-culdade que cada um dos lados do plano (aqu�em ou al�em) tem de fatoa mesma topologia do plano cartesiano R2; e os pontos no in�nito têma topologia do c��rculo S1.A complexidade toda est�a na a maneira como estas três partes est~aoligadas entre si. Considere uma seq�uência de pontos pi com coordenadascartesianas (Xi; Yi), tais que as distâncias jpij = qX2i + Y 2i dos pontos�a origem tende para o in�nito, enquanto que os vetores unit�arios di =(Xi; Yi)=jpij convergem para algum vetor limite d = (X;Y ). Nesse caso,por de�ni�c~ao, a seq�uência pi converge para o ponto no in�nito [0;X; Y ],se os pontos pi estiverem todos no aqu�em; e para [0;�X;�Y ], se ospontos pi estiverem todos no al�em.Ex. 1.29: Considere a curva c(t) = [1 � 2t; 2t; 4t2 � 1], onde t variaentre 0 e 1. Determine o ponto onde essa curva est�a no in�nito, e ovalor de t correspondente. Desenhe a trajet�oria dessa curva, no modeloesf�erico e no modelo plano.



18 Cap��tulo 1. Elementos de Geometria Projetiva1.5 Segmentos e triângulos1.5.1 SegmentoLembremos que uma combina�c~ao linear de vetores v1; v2; : : : vn �e umasoma da forma �0v0 + �1v1 + � � ��nvn, onde os �i s~ao n�umeros reais.Uma combina�c~ao convexa �e uma combina�c~ao linear cujos coe�cientes�i s~ao todos maiores ou iguais a zero.Sejam p0 e p1 dois pontos n~ao-antipodais de T2. Por de�ni�c~ao, osegmento (fechado) p0 p1 consiste de todos os pontos cujas coordena-das homogêneas s~ao combina�c~oes convexas n~ao nulas das coordenadashomogêneas de p0 e p1.Ou seja, se p0 = [w0; x0; y0] e p1 = [w1; x1; y1], o segmento p0 p1consiste de todos os pontos da forma[ �0w0 + �1w1; �0 x0 + �1 x1; �0 y0 + �1 y1 ] (1:2)onde �0 e �1 s~ao n�umeros reais n~ao-negativos, e n~ao ambos nulos.Qual o signi�cado geom�etrico da f�ormula (1.2)? No modelo esf�ericode T2, �e f�acil ver que o segmento p0 p1 �e simplesmente o caminho maiscurto de p0 a p1 sobre a esfera. Esse caminho �e sempre um arco dec��rculo m�aximo, com menos de 180� de extens~ao. Veja a �gura 1.9.
Figura 1.9: Um segmento no modelo esf�erico.No modelo plano precisamos distinguir v�arios casos. Em primeirolugar, se p0 e p1 est~ao ambos no aqu�em, pode-se veri�car que a f�ormulade�ne simplesmente o segmento euclidiano do aqu�em ligando esses doispontos. Veja a �gura 1.10(a).



1.5. Segmentos e triângulos 19Note que um ponto p est�a no segmento p0 p1 se e somente se oant��poda :p est�a no segmento (:p0)(:p1). Portanto, se ambos os pon-tos est~ao no al�em, o segmento p0 p1 �e simplesmente o segmento euclidi-ano do al�em que liga os dois pontos. Veja a �gura 1.10(b).Quando p0 est�a no aqu�em, e p1 no al�em, a situa�c~ao �ca um poucomais complicada. Neste caso, o segmento p0 p1 consiste de duas semi-retas: uma no aqu�em, saindo de p0 na dire�c~ao oposta a :p1; e uma noal�em, saindo de p1 na dire�c~ao oposta a :p0. Veja a �gura 1.10(c).
Figura 1.10: Segmentos no modelo plano.Se um dos pontos �e in�nito, o segmento p0 p1 �e uma semi-reta comorigem no ponto �nito e apontando para o in�nito. Veja a �gura 1.11.

Figura 1.11: Segmentos com um extremo in�nito.



20 Cap��tulo 1. Elementos de Geometria ProjetivaFinalmente, se ambos os pontos s~ao in�nitos, o segmento �e um con-junto de pontos in�nitos, cobrindo um arco de dire�c~oes menor que 180�entre as dire�c~oes de p0 e p1.Ex. 1.30: Desenhe os seguintes segmentos do plano projetivo orien-tado, usando as conven�c~oes gr�a�cas da �gura 1.2:(a) [1; 1; 1] { [1;�1;�1]. (b) [+1; 0; 0] { [0; 1; 0].(c) [�1; 0; 0] { [0; 1; 0]. (d) [1; 0; 0] { [0;�1; 0].(e) [1; 1; 1] { [�1; 1; 1]. (f) [0; 1; 0] { [0; 0; 1].1.5.2 Consistência da de�ni�c~aoObserve que o ponto descrito pela f�ormula (1.2) depende n~ao s�o de p0,p1, �0, e �1, mas tamb�em da escolha dos pesos de p0 e p1. Isto �e, semultiplicarmos as coordenadas homogêneas de p0 por um fator positivo�, o ponto descrito pela f�ormula mudar�a de posi�c~ao, pois isto equivalea multiplicar �0 por �.Portanto, o ponto gerado pela f�ormula (1.2) para determinados va-lores de �0 e �1 n~ao tem signi�cado geom�etrico; apenas o conjunto detodos esses pontos | ou seja, o segmento p0 p1 | �e um conceito bemde�nido.�E importante notar que o segmento p0 p1 n~ao est�a de�nido se (esomente se) p0 e p1 s~ao antipodais. Nesse caso, existem in�nitas retasque passam por p0 e p1. Observe que este �e o �unico caso em que af�ormula (1.2) pode dar origem �a tripla inv�alida [0; 0; 0].Ex. 1.31: Demonstre algebricamente que três pontos de T2 s~ao coli-neares se e somente se dois deles s~ao antipodais, ou se um deles est�a nosegmento que liga os outros dois, ou se o ant��poda de um deles est�a nosegmento que liga os outros dois.1.5.3 TriângulosPor de�ni�c~ao, o triângulo determinado por três pontos de T2 �e o con-junto de todos os pontos cujas coordenadas s~ao combina�c~oes convexasn~ao nulas das coordenadas desses pontos.



1.5. Segmentos e triângulos 21Ou seja, se pi = [wi; xi; yi], para i 2 f0; 1; 2g, o triângulo p0 p1 p2consiste de todos os pontos da forma[ �0w0 + �1w1 + �2w2;�0 x0 + �1 x1 + �2 x2;�0 y0 + �1 y1 + �2 y2 ] (1:3)onde �0, �1, e �2 s~ao n�umeros reais, n~ao negativos e n~ao todos nulos.Veja a �gura 1.12
Figura 1.12: Um triângulo no aqu�em.Note que este conjunto inclui os três pontos p0, p1, e p2 (os v�ertices),bem como os segmentos p0 p1, p1 p2, e p2 p0 (os lados). A uni~ao destestrês segmentos �e a fronteira do triângulo, uma curva fechada que separaos demais pontos do triângulo (o interior) do restante do plano (oexterior).A f�ormula (1.3) pode devolver a tripla inv�alida [0; 0; 0]. Isto acontecese e somente se dois v�ertices s~ao antipodais, ou se o ant��poda de umdos v�ertices est�a no segmento que liga os outros dois. Nestes casos otriângulo �e \inde�nido por de�ni�c~ao".Diremos que um triângulo �e degenerado se seu interior for vazio, epr�oprio caso contr�ario.Ex. 1.32: Prove que o triângulo p0 p1 p2 �e a uni~ao de todos os segmen-tos da forma p0 q, onde q est�a no segmento p1 p2.Ex. 1.33: Prove que um triângulo �e degenerado se e somente se umdos v�ertices pertence ao segmento que liga os outros dois.



22 Cap��tulo 1. Elementos de Geometria ProjetivaNo modelo esf�erico, o triângulo p0 p1 p2 �e um triângulo esf�erico |uma regi~ao limitada por três arcos de c��rculo m�aximo, com extremosnesses pontos. Veja a �gura 1.13.
Figura 1.13: Um triângulo no modelo esf�erico.No modelo plano, se os v�ertices est~ao todos no aqu�em, ou todos noal�em, os pontos de�nidos pela f�ormula (1.3) estar~ao todos no mesmolado do plano, e constituem simplesmente o triângulo euclidiano comos v�ertices dados.Caso contr�ario, o triângulo tem uma forma mais complicada, que seestende de um lado para outro do plano, atrav�es de pontos no in�nito.Por exemplo, a �gura 1.14 ilustra o triângulo com v�ertices a = [1; 1; 0],b = [1; 0; 2], e c = [�1; 1; 1].
Figura 1.14: Um triângulo no modelo plano.



1.5. Segmentos e triângulos 23Ex. 1.34: Em cada um dos casos abaixo, desenhe o triângulo p0 p1 p2,indicando seu interior com a conven�c~ao usual (hachurado no aqu�em,pontilhado no al�em):(a) p0 = [1; 0; 0] p1 = [1; 1; 0] p2 = [1; 0; 1].(b) p0 = [1; 0; 0] p1 = [0; 1; 0] p2 = [0; 0; 1].(c) p0 = [1; 1; 0] p1 = [1; 0; 1] p2 = [�1; 1; 1].(d) p0 = [1; 1; 0] p1 = [0; 0; 1] p2 = [�1; 1; 0].(d) p0 = [1; 0; 0] p1 = [1; 1; 0] p2 = [0; 1; 0].1.5.4 ConvexidadeNa geometria euclidiana, dizemos que um conjunto de pontos S �e con-vexo se e somente se ele cont�em todo segmento cujos extremos s~aopontos de S.No plano T2, esta condi�c~ao de�ne os conjuntos quase-convexos. Se,al�em disso, exigirmos que o conjunto n~ao contenha nenhum par de pon-tos antipodais, estaremos de�nindo os conjuntos convexos propriamenteditos.Observe que um conjunto convexo pode estar parte no aqu�em eparte no al�em.Ex. 1.35: Quais destes subconjuntos de T2 s~ao convexos? Quais s~aoquase-convexos?(a) O conjunto vazio;(b) O plano T2;(c) Uma reta;(d) O lado posiitivo de uma reta;(e) O aqu�em;(f) Um segmento;(g) Um triângulo;(h) O interior de um triângulo;(i) O exterior de um triângulo;(j) O conjunto � [w; x; y] : x2 + y2 � w2 	.



24 Cap��tulo 1. Elementos de Geometria ProjetivaEx. 1.36: Prove que a intersec�c~ao de dois conjuntos convexos (ou quase-convexos) �e um conjunto convexo (ou quase-convexo).Ex. 1.37: Descreva geometricamente os subconjuntos convexos maxi-mais de T2. (Um subconjunto pertence a esta classe se ele �e convexo en~ao est�a propriamente contido em nenhum outro subconjunto convexode T2.)


