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Elementos de Geometria Projetiva

1.1 Coordenadas cartesianas

Uma maneira 6bvia de representar um ponto no computador é através
de suas coordenadas cartesianas: um par de nimeros reais (X, Y'), me-
didos ao longo de dois eixos ortogonais em relacao a alguma origem
fixa.

Coordenadas cartesianas, apesar de bem conhecidas e bastante usa-
das, tem certas desvantagens do ponto de vista algoritmico. A principal
é que elas nao suportam o conceito de pontos no infinito. Esta limitacao
obriga os algoritmos geométricos a tratar separadamente muitos casos
particulares.

Por exemplo, suponha que um algoritmo precisa calcular a inter-
seccao de duas retas. Na geometria cartesiana, temos que considerar
trés casos diferentes: as retas coincidem (tém infinitos pontos em co-
mum), sao paralelas (nao tém nenhum ponto em comum), ou estao em
posicao genérica (tém exatamente um ponto em comum). Se tivéssemos
uma representacao adequada para pontos no infinito, poderiamos em
principio tratar os dois tltimos casos como um so.

Ou, entao, suponha que queremos calcular a interseccao de dois
ou mais semi-planos dados. O resultado “ordinario” dessa operacao
é um poligono. Na geometria cartesiana, entretanto, temos que con-
siderar varios casos “excepcionais”: a interseccao pode ser uma faixa
limitada por duas retas paralelas, ou uma regiao infinita limitada por
duas semi-retas e alguns segmentos, etc. Sem o conceito de pontos no
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infinito, precisamos inventar representacoes especiais, e portanto algo-
ritmos especiais, para tratar cada um desses casos.

Mais adiante encontraremos outras desvantagens da geometria car-
tesiana, como por exemplo a falta de uma correspondéncia perfeita
(dualidade) entre pontos e retas, ou a inconveniéncia da representagao
de transformacoes geométricas.

Devido as razoes acima, em geometria computacional ecomputacao
grafica é quase sempre mais conveniente trabalhar com uma repre-
sentacao mais sofisticada de pontos e retas, que descreveremos no res-
tante deste fasciculo.

1.2 Coordenadas homogéneas

Por definigao, se (X, Y) sao as coordenadas cartesianas de um ponto de
R?, as coordenadas homogéneas desse ponto sao uma tripla de niimeros
reais [w, x,y], tais que X = z/w e Y = y/w.

A coordenada w é chamada de peso, e por enquanto vamos supor
que ela é estritamente positiva. Repare na notacao: usaremos sempre
parénteses (*,*) para coordenadas cartesianas, e colchetes [*, %, %] para
coordenadas homogéneas.

A definicao acima implica que um mesmo ponto de R? pode ser
representado por muitas triplas de coordenadas homogéneas. Assim,
por exemplo, [1,2,5], [2,4,10], e [0.03,0.06,0.15] sao todos o mesmo
ponto, cujas coordenadas cartesianas sao (2,5).

Em geral, o par cartesiano (X,Y") corresponde a todas as triplas
homogéneas [w,wX,wY] com w > 0; em particular, a [1, X, Y].

Observe que as coordenadas homogéneas w, x,y de um ponto nao
tem significado individual; apenas as razoes z/w e y/w tem sentido.

Ex. 1.1: Traduza os seguintes pontos de coordenadas cartesianas para
homogéneas:

(a) (0,0) (b) (1,0)
(¢) (0,1) (d) (5,6)

Ex. 1.2: Traduza os seguintes pontos de coordenadas homogéneas para
cartesianas:
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(a) [1,0,0] (b) [1,1,0] (¢) [1,0,1]

(d) [1,2,3] (e) [2,5,6] (f) [2,0,0]

Ex. 1.3: Escreva o ponto (1/2,3/5) em coordenadas homogéneas in-
teiras.

Ex. 1.4: O que acontece com o ponto [w,z,y] quando x e y perma-
necem constantes, e o peso w tende para 07 E quando w tende para
+o00?

Ex. 1.5: Descreva a trajetéria do ponto [1+¢%,1—#%, 2t] quando ¢ varia
de —o0 a +00.

1.2.1 Pontos infinitos

Observe que quando o peso w tende para zero, com z e y fixos, o ponto
[w, z,y] tende a se afastar infinitamente da origem, na direcao do vetor
(z,9).

E natural portanto considerar uma tripla homogénea [0, z, y], com
peso nulo, como sendo um ponto infinitamente distante da origem —
um ponto infinito — na diregao do vetor (x,y). Denotaremos esse ponto
por oco(x,y).

O comprimento do vetor (z, y) é irrelevante, desde que nao seja zero;
isto é, as coordenadas [0, ax, ay] representam o mesmo ponto infinito,
para todo o > 0. (Note que esta é a mesma equivaléncia de coordenadas
homogéneas que vale para pontos ordindrios.) Por outro lado, o sentido
do vetor é importante; isto é, as triplas [0, z, y] e [0, —a, —y] representam
pontos infinitos distintos. Diremos que estes dois pontos infinitos sao
antipodais, e que um é o antipoda do outro.

A tripla [0,0,0] é um caso especial. A experiéncia mostra que nao
vale a pena tentar interpreta-la como um ponto; é melhor decretar que
essa tripla é invalida.

Ex. 1.6: Escreva as coordenadas homogéneas do ponto infinito cuja
direcdo faz um angulo de # radianos com o eixo das abscissas.
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1.2.2 O outro lado do plano

Se as triplas homogéneas [w, z,y] com peso w positivo sao pontos de
R?, e as com peso nulo sao pontos infinito, que significado podemos dar
para as triplas com peso negativo?

Por estranho que pareca, é melhor interpretar essas triplas como
pontos que, tendo passado “além do infinito”, foram parar no “outro
lado” do plano.

Informalmente vamos imaginar que o plano é uma folha infinita de
papel translicido; e que, para cada posicao (X, Y'), existem dois pontos
do plano, sobrepostos mas distintos: um na frente da folha, e outro no
verso. Com j4 foi dito, uma tripla homogénea [w,z,y] com w # 0
descreve um ponto de coordenadas cartesianas (x/w,y/w); sendo que
o ponto esta na frente da folha se w > 0, e no verso se w < 0. Diremos
que o primeiro esta no aquém e segundo no além.

Diremos também que esses dois pontos sao coincidentes mas nao
iguais, e que um é o antipoda do outro. Em geral, denotaremos o
antipoda de um ponto p por —p: ou seja, —[w,x,y| = [—w, —x, —y].
Esta definicao vale igualmente para pontos no aquém, no além, ou no
infinito; em particular, —=[0, z,y] = [0, —z, —y].

Note que continua vélida a regra que [w, z,y] = [aw, az, ay], para
todo a > 0.

Ex. 1.7: Para cada um dos pontos seguintes, dé as coordenadas carte-
sianas, e diga se o ponto estd no aquém ou no além:

(a) [1,-2,3] (b) [1,2,-3] (¢) [-1,2,3]

(d) [-1,-2,-3] (e) [1,0,0] (f) [-1,0,0]

Ex. 1.8: Dé coordenadas homogéneas para os pontos do aquém e do
além cujas coordenadas cartesianas sao:

(a) (0,0) (b) (2,3) (c) (=2,=-3) (d) (=2,3)

Ex. 1.9: Qual a relacao geométrica entre os pontos [w, z, y] e [—w, z, y]?
(Suponha w > 0.)

Ex. 1.10: Sejam w z, e y numeros reais nao nulos. Considere as oito
triplas homogéneas [aw, fz,~vy], onde a, 3,7 € {+1,—1}. Quantos
pontos distintos estao representados por essas triplas? Quais pares de
pontos sao antipodais?
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1.3 O plano projetivo orientado T°

Ao usarmos coordenadas homogéneas em vez de coordenadas carte-
sianas, estamos trocando o plano cartesiano R? por um espaco estri-
tamente maior, que que chamaremos de plano projetivo orientado e
denotaremos por T2. (O indice 2 indica a dimensao do espaco.)

Algebricamente, o conjunto de pontos do espaco T? consiste de to-
das as triplas de nimeros reais [w, z, y], exceto a tripla [0, 0, 0]; sendo
que duas triplas sao consideradas equivalentes se e somente se uma for
um multiplo positivo da outra.

1.3.1 O modelo plano de T2

Podemos visualizar o espaco T? através do seu modelo plano, que con-
siste de duas cdpias do plano cartesiano R* (o aquém e o além), mais
uma cépia do circulo unitario S' (os pontos infinitos). Veja a figura 1.1.

’\/\loonfos tnfinitos
Figura 1.1: O plano projetivo de dois lados.

Lembremos que o ponto [w,z,y] estd no aquém se w > 0, e no
além se w < 0; em ambos os casos, suas coordenadas cartesianas sao
(x/w,y/w). O ponto é infinito se w = 0; nesse caso, sua direcao,
relativa a pontos do aquém, é a do vetor (x,y).

E importante observar que a direcao de um ponto infinito p =
[0, z,y] depende do lado do plano que é usado como referéncia. Isto
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é, o ponto p é o limite a que chegamos se andarmos uma distancia infi-
nita na direcao do vetor (x,y), partindo-se de qualquer lugar no aquém.
Entretanto, se partirmos de um lugar no além, para atingir esse mesmo
ponto p temos que andar na direcao opsta, do vetor (—x, —y).

Em geral, as ilustracoes de figuras geométricas de T? que se seguem
serao baseadas neste modelo plano. Pontos com mesmas coordenadas
cartesianas serao desenhados sobrepostos; para distinguir os dois lados
do plano, usaremos pontos cheios (e), linhas cheias, e areas hachuradas
para o aquém, e pontos vazios (o), linhas tracejadas, e areas pontilhadas
para o além. Veja a figura 1.2.

Figura 1.2: Convencoes graficas para os dois lados do plano.

Ex. 1.11: Desenhe os dois triangulos cujos vértices sao dados a seguir,
segundo as convencoes da figura 1.2.

(a) [1,0,0] [1,2,0] (2,3, 5]
(by [-1,1,0] [-1,2,2] [-1,2,-3]

Ex. 1.12: Usando as convencoes da figura 1.2, desenhe a trajetéria dos
pontos abaixo, quando ¢ varia conforme indicado:

a) [1/t,1,2], parat de 1 a 0;

(
(b) [-1/t,1,2], para t de 1 a 0;

¢) [1,1+¢,2+ 3t], para t de 0 a +o0;

)
)
(c) [
(d) [t,1+¢t,2+ 3t], para t de —1 a +1.
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1.3.2 O modelo esférico de T2

Outra maneira de visualizar o espaco T2 é através de seu modelo esférico

-1 2
que consiste na superficie $? da esfera unitaria de R® com centro na ori-
gem.

@y T\ \¥

[,2,y]

w- 5 e

Figura 1.3: O modelo esférico de T2,

Neste modelo, o ponto de T? com coordenadas homogéneas [w, x, y]
é representado pelo ponto da esfera com coordenadas cartesianas

(w,z,y)

Ou seja, [w, x,y] é representado pela projegiao do ponto (w,x,y) de R?

sobre a esfera, na direcao do centro da mesma. Veja a figura 1.3.
O aquém e o além de T? correspondem portanto aos hemisférios de
§? com w > 0 e w < 0, respectivamente. A origem (0,0) do aquém é o
ponto (1,0,0) da esfera; e a do além é (—1,0,0). Os pontos no infinito
de T? estao no circulo onde a esfera é cortada pelo plano w = 0 de R®.
Observe que, neste modelo, um ponto p e seu antipoda —p estao
sempre diametralmente opostos na esfera.

Ex. 1.13: Indique graficamente a posicdo dos seguintes pontos no mo-
delo esférico de T2..

(a) [1,0,0] (b) [-1,0,0] (¢) [1,1,0]
(d) [2,3,5] (e) [2,-3,-5] (f) [-2,3,5]

(g) [07375] (h) [07_37_5] (1) [0737_5]
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1.3.3 Correspondéncia entre os modelos

A correspondéncia entre o modelo esférico e o modelo plano, definida
implicitamente pelas coordenadas homogéneas, equivale a projecao de
cada hemisfério de §* (w > 0 e w < 0) na cépia correspondente de R?
(aquém ou além).

Em ambos os casos, devemos imaginar a cépia de R* como um plano
tangente & esfera $?, com sua origem no ponto (1,0,0) da mesma, e com
seus eixos paralelos aos eixos x e y de R?.

No caso do aquém, projetamos o hemisfério w > 0 no plano, a partir
do centro da esfera. Veja a figura 1.4(a).

No caso do além, projetamos o hemisfério w < 0 sobre o plano
através do centro da esfera. Veja a figura 1.4(b). Observe como esta
projecao faz com que o além do modelo esférico fique rodado de 180°
em relacao ao além do modelo plano.

Finalmente, lembremos que os pontos infinitos (com w = 0) sdo
representados em ambos os modelos por uma cépia do circulo unitario:

{ (z,y) : 22 +y* =1 } (modelo plano)
{ 0,2,y) : *+y* =1 } (modelo esférico)

A correspondéncia entre estes dois circulos é a obvia.

Figura 1.4: Correspondéncia entre os modelos plano e esférico de T2
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1.4 Retas

1.4.1 Equacao homogénea da reta

Em geometria analitica aprendemos que uma linha reta do plano é
definida por trés coeficientes A, B, ', tais que um ponto genérico p de
coordenadas cartesianas (X,Y') estd na reta se e somente AX + BY +
C =0.

Traduzindo esta equacao para coordenadas homogéneas, concluimos
que um ponto finito p = [w,z,y] estd nessa reta se e somente se
A(z/w) + B(y/w) + C =0, isto é, Az + By + Cw = 0.

Esta férmula fica mais elegante se rebatizarmos os coeficientes A,
B, e C de X, Y, e W, e colocarmos W em primeiro lugar. Desta
forma, podemos dizer que uma linha é definida por trés coeficientes
homogéneos (W, X)), sendo que o ponto genérico p = [w,x,y] esta
nessa linha se e somente Ww + Xz + Yy = 0.

Por exemplo, a linha (1,2, 3) passa por todos os pontos [w, x,y] tais
que lw + 2z 4+ 3y = 0; ou, em termos cartesianos, todos os pontos

(X,Y) tais que 2X +3Y +1 =0.

Ex. 1.14: Escreva a equacio cartesiana da reta com coeficientes ho-
mogéneos (2,3, 5).

Ex. 1.15: Escreva os coeficientes homogéneos da reta cuja equacio car-
tesiana é 3X — 2Y = 6.

Ex. 1.16: Quais sdo os coeficientes homogéneos dos eixos cartesianos
XeY?
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Ex. 1.17: Determine as condi¢oes algébricas sobre os coeficientes (W, X', V)
que caracterizam:

(a) retas horizontais;
(b) retas verticais;

(c) retas que passam pela origem.

Observe que a “reta” com coeficientes (0,0, 0) é bastante peculiar
2 2 2
pois ela passa por todos os pontos do plano! Para evitar maiores pro-
blemas, ¢ melhor decretar que essa tripla de coeficientes é invalida, e
2 2
nao representa nenhuma reta.

1.4.2 Os pontos no infinito de uma reta

Note que a equacao homogénea da reta Ww + XYz + Yy = 0 nao é
satisfeita apenas por pontos finitos, mas também pelos pontos infi-
nitos [0,),—X] e [0,—),X]. Estes sao justamente os pontos infini-
tos nas duas direcoes paralelas a reta. Ou seja, toda reta paralela
a um vetor d = (x,y) contém os pontos infinitos cod = [0,z,y] e

OO(_d) = [07 -, _y]'
Ex. 1.18: Determine os dois pontos infinitos da reta (2,3,5).

Note que duas retas de R? sao paralelas entre si se e somente as
retas correspondentes de T? passam pelos mesmos pontos no infinito.

1.4.3 Retas no além

Observe que a equacao Ww+X x4+ Yy = 0, que define quando um ponto
pertence a uma reta, continua valida se negarmos as trés coordenadas
w, x,y do ponto simultaneamente. Portanto, se uma reta passa por um
ponto p, ela também passa pelo seu antipoda —p.

Ou seja, uma reta de T? é representada no modelo plano por duas
retas euclidianas superpostas, uma no aquém e uma no além, com os
mesmos coeficientes cartesianos; mais dois pontos infinitos, nas duas
direcoes paralelas as retas. Veja a figura 1.5.
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Figura 1.5: Uma reta, no aquém e no além.

1.4.4 Retas no modelo esférico

Lembremos que o vetor unitario (w, x,y) do modelo esférico representa
o ponto [w,z,y] de T2. Portanto, os pontos de T? que estao na reta
(W, X,Y) correspondem a pontos de S$* que satisfazem a satisfazem a
equacao Ww 4+ Xx + Yy = 0.

Esta equacao define um plano de R? que passa pela origem, e por-
tanto corta a esfera num circulo de raio maximo. Ou seja, uma reta de
T2 corresponde a um circulo maximo de §?; e é facil ver que a reciproca
também vale. Veja a figura 1.6.

Figura 1.6: Uma reta no modelo esférico.
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Ex. 1.19: Indique graficamente a posicdo das seguintes retas, no mo-
delo esférico:

(a) (0,1,0) (b) (0,0,1) (¢) (0,1,1)
(d) (1,2,3) (e) (1,3,2) (f) (-1,2,3)
(g) <17_17_1> (h) <27_17_1> (1) <_107171>

1.4.5 Os dois lados de uma reta

Os pontos [w, z,y] que nao estao sobre uma reta r = (W, X', V) podem
ser divididos em dois conjuntos, os lados da reta, conforme o sinal da
expressao Ww + Xz + Vy. Este teste define o lado positivo e o lado
negativo da reta r.

No modelo esférico, os dois lados da reta sao os dois hemisférios em
que a esfera $? fica dividida pelo plano de equacao Ww + Xz 4 Yy = 0.
Veja a figura 1.7.

Figura 1.7: Os dois lados de uma reta, no modelo esférico.

Ex. 1.20: No modelo esférico, indique o lado positivo de cada uma das
retas do exercicio 1.19.

Observe que o sinal de Ww + Xz + Yy se inverte se negarmos as trés
coordenadas homogéneas w, x, y; isto é, um ponto esta no lado positivo
de uma reta se e somente se seu antipoda esta no lado negativo.

Pode-se concluir dai que, no modelo plano de T2, o lado positivo
de uma reta r consiste de um semi-plano do aquém, limitado por r, e
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do outro semi-plano do além, que nao é antipoda do primeiro. Veja a

figura 1.8.

Figura 1.8: Os dois lados de uma reta, no modelo plano.

O lado positivo da reta r também inclui todos os pontos no infinito
num arco de 180° limitado pelas duas direcoes paralelas a r. Os dois
outros semi-planos, e 0 o arco complementar no infinito, formam o lado

negativo de r.

Ex. 1.21: Descreva, no modelo plano, o lado positivo de cada uma

destas retas:

(a) (0,1,0) (b) (0,0,2)
(¢) (0,-1,0) (d) (2,3,-4)

Ex. 1.22: Qual a condicdo algébrica para que a origem do aquém esteja
no lado positivo da reta (W, X', Y)?

1.4.6 O teste de ponto contra reta

A operacao de determinar o lado de uma reta dada que contém um
ponto dado é fundamental para muitos algoritmos geométricos. Por-

tanto, vale a pena introduzir a notacao

rop=sgn(Wuw+ Xz + Yy) (1.1)
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onde p = [w,z,y], r = W, X)), e sgnt é osinal de t — isto é, —1 se
t<0,0set=0,e+1set>0.
Observe-se que, por esta definicao, r o (—p) = —(r o p).

Ex. 1.23: Determine r ¢ p para cada um dos casos abaixo:

(a) r=1(2,3,5), p=[1,1,-1] (b)y r=1(2,3,5), p=1I1,1,0]
(¢) r=1(2,3,5), p=11,1,1] (d) r=(1,0,0), p=1I1,0,0]
(e) r=1{(1,0,0), p=[-1,0,0] (f) r={a,b,c), p=1la,b,c]

1.4.7 Retas opostas

Note que a funcao rop nao se altera se multiplicarmos os coeficientes de
r por um numero « positivo, pois isto equivale a multiplicar a expressao
Wuw + Xx + Yy por a. Entretanto, se multiplicarmos os coeficientes de
r por um numero negativo, o valor de r ¢ p fica negado; isto é, os lados
positivo e negativo da reta se invertem.

Portanto, para que a funcao ¢ tenha significado bem definido, preci-
samos distinguir as retas r = (W, X, V) er’ = (=W, —-X, =)). Apesar
de ambas serem coincidentes (passarem exatamente pelos mesmos pon-
tos) elas nao sao iguais, pois diferem na sua orientagdo (a rotulagao dos
seus dois lados). Diremos que essas retas sao opostas uma da outra, e
denotaremos essa relacao por r’ = —r.

Ou seja, a tripla de coeficientes (oW, aX', a)) denota a mesma reta
que (W, X)) para todo « positivo, e a reta oposta para todo a < 0.

1.4.8 A reta no infinito

Na geometria cartesiana, a equacao AX 4+ BY + C = 0 s6 define uma
reta se pelo menos um dos coeficientes A e B for diferente de zero.
Quando A = B = 0, a equagao nao ¢ satisfeita por nenhum ponto de
R (A menos que C' também seja zero, caso em que todo ponto do
plano satisfaz a equacgao; mas ja excluimos este caso.)

Portanto, os coeficientes homogéneos (W, X, )) denotam uma reta
do plano euclidiano s6 se X # 0 ou Y # 0. O que fazemos entao com
as triplas da forma (W, 0,0)7 Serd que, com a introducao de pontos no
infinito, é possivel atribuir algum significado geométrico a essas triplas?
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Observe primeiro que, se adotarmos para estas triplas a mesma
regra de equivaléncia que vale para as triplas normais, concluimos que
(W,0,0) é equivalente a tripla (1,0,0), ou a (—1,0,0), dependendo do
sinal de W. Ou seja, existem apenas duas “retas” da forma (W, 0,0),
opostas entre si.

Se (1,0,0) é uma reta, quais sao seus pontos? Segundo a defini¢ao,
um ponto [w, z,y] esta em (1,0,0) se e somentese 1-w+0-24+0-y = 0;
isto é, w = 0. Ou seja, a reta (1,0,0) contém todos os pontos infinitos,
e apenas esses pontos. Portanto, diremos que (1,0,0) e (—1,0,0) sao
as duas retas no infinito, que denotaremos por 2 e =); e chamaremos
as outras retas de ordindrias.

Ex. 1.24: Qual é o lado positivo da reta 27 E o de =27

Em resumo: algebricamente, o conjunto de retas de T? é o con-
junto de todas as triplas reais (W, X, )), exceto a tripla (0,0, 0); sendo
que duas triplas sao consideradas equivalentes se e somente se uma
for um multiplo positivo da outra. Um ponto [w, z,y] estd numa reta
(W, X,)) se e somente se Ww + Xz + Yy é zero. Caso contrario, o
ponto esta no lado positivo ou negativo da reta, conforme o sinal desta
férmula.

1.4.9 Incidéncia de retas e pontos

Note que, apesar dos pontos e retas no infinito parecerem especiais no
modelo plano, no modelo esférico eles sao perfeitamente equivalentes
aos pontos finitos e retas ordinarias. Como veremos, esta uniformidade
— homogeneidade — dos elementos de T? se reflete na manipulacao
algébrica de suas coordenadas homogéneas.

Uma manifestacao dessa homogeneidade é o fato que, no plano T2,
duas retas nao-coincidentes se interceptam em dois pontos antipodais.
Simetricamente, em T? dois pontos nao-coincidentes determinam exa-
tamente duas retas, opostas entre si. Estas propriedades valem para
todos os tipos de pontos — finitos ou infinitos, no aquém ou no além
— e para todos os tipos de retas — ordinarias ou no infinito, paralelas
ou nao.

Note a semelhanca entre estas propriedades e os dois principais axi-
omas da geometria euclidiana; “por dois pontos distintos passa uma
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unica reta”, e “duas retas distintas e nao paralelas se encontram num
unico ponto”. As diferencas mais ébvias entre as duas formulacoes sao
quase que uma questao de nomenclatura — cada cada ponto da geo-
metria euclidiana é desdobrado em dois pontos de T?, o0 mesmo aconte-
cendo com as retas. Uma diferenca mais significativa é que, gracas aos
pontos no infinito, o caso das retas paralelas nao é mais excepcional.

1.4.10 Topologia de T?

Informalmente, definir a topologia de um espaco matematico S consiste
em definir os limites de sequiéncias infinitas de pontos de S; ou, o que
da no mesmo, em definir a nocao de continuidade para curvas de S
(funcoes de R para 5).

Por definicao, a topologia de T? é a determinada implicitamente pelo
seu modelo esférico. Ou seja, uma seqiiéncia de pontos p; = [w;, x4, y;]
converge para um ponto p = [w, x, y] se e somente se os vetores unitarios

(wis ziy yi) [y/wf + 2f + y¢
de R® convergirem para o vetor (w,z,y)/v/w? + 22 + yZ.

Ex. 1.25: Para cada uma das seqiiéncias a seguir, determine os pontos
limite, quando 7 tende para infinito:

(a) pi = [17 i, 22] (b) Pi = [17 —1, 22]
(C) pi = [1, ¢, sin ] (d) pi=[1/i, 1, 2]
() pi=[1/i,1/(i+ 1), 1/(i+3)] (f) pi=[" 7

Ex. 1.26: Quais das seqiiéncias abaixo converge, quando ¢ tende para
infinito:

(a) pi=[(-1), 1,4
(b) pi=[1, 1, i(-1)]
(C) Pi = [(_1)i7 L, i(_l)i]

Este conceito de convergéncia nos permite definir a nocao de conti-

nuidade para funcoes cujo dominio e/ou contra-dominio sao subconjun-
tos de T?. Por exemplo, uma fungao c(t) = [w(t),z(¢), z(¢)] de algum
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intervalo I C R para T? é continua se e somente se a funcao

() = (w(t), 2(), y(t)/y/w()? + 2(t)? + y(1)?
de I para S? for continua.

Ex. 1.27: Prove que uma fungao ¢(?) de algum intervalo I C R para
T2 é continua se e somente se existirem trés fungdes continuas w(t),
x(t), e y(t), que nao se anulam todas para um mesmo ¢ € I, tais que

c(t) = [w(t), (1), 2(1)].

Ex. 1.28: Quais das func¢oes de ¢ definidas abaixo sdo continuas no
intervalo aberto (0 _ 1)? Quais delas podem ser estendidas para o
intervalo [0 _ 1], mantendo a continuidade?

(a) [Lt, ¢

(b) [t, %, ¢°]

(c) [t, 13, sint]
(d) [t - 1/27 17 2]
(e) [t, 1,sin(1/1)]

A topologia de T2, definida pelo critério acima, é relativamente
dificil de visualizar no modelo plano. Pode-se verificar sem muita difi-
culdade que cada um dos lados do plano (aquém ou além) tem de fato
a mesma topologia do plano cartesiano R?; e os pontos no infinito tém
a topologia do circulo S'.

A complexidade toda esta na a maneira como estas trés partes estao
ligadas entre si. Considere uma seqiiéncia de pontos p; com coordenadas
cartesianas (X;,Y;), tais que as distancias |p;| = 1/ X? 4+ Y;* dos pontos
a origem tende para o infinito, enquanto que os vetores unitarios d; =
(Xi,Y:)/|pi| convergem para algum vetor limite d = (X,Y"). Nesse caso,
por definicao, a seqliéncia p; converge para o ponto no infinito [0, X, Y],
se os pontos p; estiverem todos no aquém; e para [0, — X, —Y], se os
pontos p; estiverem todos no além.

Ex. 1.29: Considere a curva c(t) = [1 — 2t, 2¢, 4¢*> — 1], onde ¢ varia
entre 0 e 1. Determine o ponto onde essa curva estd no infinito, e o
valor de t correspondente. Desenhe a trajetéria dessa curva, no modelo
esférico e no modelo plano.
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1.5 Segmentos e triangulos

1.5.1 Segmento

Lembremos que uma combina¢do linear de vetores vy, v,,...v, é uma
soma da forma agvg + ajvy + - -+ a,v,, onde os «; sao nimeros reais.
Uma combinacao convera é uma combinacao linear cujos coeficientes
«; sao todos maiores ou iguais a zero.

Sejam pg e p; dois pontos nao-antipodais de T2 Por definicio, o
segmento (fechado) po p1 consiste de todos os pontos cujas coordena-
das homogéneas sao combinacoes convexas nao nulas das coordenadas
homogéneas de pg e py.

Ou seja, se pg = [wo, T, %0] € pr = [wi,21,51], 0 segmento po p1
consiste de todos os pontos da forma

[ apwo + agwy, agzo+ g1, agyo+ a1y | (1.2)

onde «p e a1 830 numeros reais nao-negativos, e nao ambos nulos.
Qual o significado geométrico da férmula (1.2)?7 No modelo esférico
de T2, é facil ver que o segmento pg p; é simplesmente o caminho mais
curto de pg a p; sobre a esfera. Esse caminho é sempre um arco de
circulo maximo, com menos de 180° de extensao. Veja a figura 1.9.

y‘—_‘———‘-“\

Figura 1.9: Um segmento no modelo esférico.

No modelo plano precisamos distinguir varios casos. Em primeiro
lugar, se pg e p; estao ambos no aquém, pode-se verificar que a férmula
define simplesmente o segmento euclidiano do aquém ligando esses dois
pontos. Veja a figura 1.10(a).
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Note que um ponto p estda no segmento pgp; se e somente se o
antipoda —p estd no segmento (—pg)(—py). Portanto, se ambos os pon-
tos estao no além, o segmento pgy p; € simplesmente o segmento euclidi-
ano do além que liga os dois pontos. Veja a figura 1.10(b).

Quando pg estd no aquém, e p; no além, a situacao fica um pouco
mais complicada. Neste caso, o segmento pg p; consiste de duas semi-
retas: uma no aquém, saindo de pg na direcao oposta a —p;; e uma no
além, saindo de p; na direcao oposta a =pg. Veja a figura 1.10(c).

@ (6) .
QAN /“\““\x ARy AN
A AN AMBY, Ay
J.J\\\\\:\ /\\\}i} /\\Q\\\\\\/\\\\:\i\
AN / N N
/\ j /// ‘\ //‘\]
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7 |
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\\\// (/ lpo /
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Figura 1.10: Segmentos no modelo plano.

Se um dos pontos é infinito, o segmento pg p; € uma semi-reta com
origem no ponto finito e apontando para o infinito. Veja a figura 1.11.

Figura 1.11: Segmentos com um extremo infinito.
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Finalmente, se ambos os pontos sao infinitos, o segmento é um con-
junto de pontos infinitos, cobrindo um arco de direcoes menor que 180°
entre as direcoes de pg e py.

Ex. 1.30: Desenhe os seguintes segmentos do plano projetivo orien-
tado, usando as convencoes graficas da figura 1.2:

(a) [L1,1] - [1,-1,-1]. (b) [+1,0,0) — [0,1,0].
(¢) [-1,0,0] — [0.1,0]. () [1,0,0] - [0,—1,0].
(&) [L1,1] - [-1.1,1]. () [0,1,0] — [0,0,1].

1.5.2 Consisténcia da definicao

Observe que o ponto descrito pela férmula (1.2) depende nao s6 de po,
P1, Qo, € a7, mas também da escolha dos pesos de pg e p;. Isto é, se
multiplicarmos as coordenadas homogéneas de pg por um fator positivo
3, o ponto descrito pela formula mudara de posicao, pois isto equivale
a multiplicar ag por f.

Portanto, o ponto gerado pela férmula (1.2) para determinados va-
lores de ag e oy nao tem significado geométrico; apenas o conjunto de
todos esses pontos — ou seja, o segmento py p; — é um conceito bem
definido.

E importante notar que o segmento pgp; nao estd definido se (e
somente se) pg e p; sao antipodais. Nesse caso, existem infinitas retas
que passam por py € p;. Observe que este é o unico caso em que a
férmula (1.2) pode dar origem a tripla invalida [0, 0, 0].

Ex. 1.31: Demonstre algebricamente que trés pontos de T? sdo coli-
neares se e somente se dois deles sdo antipodais, ou se um deles esta no
segmento que liga os outros dois, ou se o antipoda de um deles estd no
segmento que liga os outros dois.

1.5.3 Triangulos

Por definicao, o tridngulo determinado por trés pontos de T2 é o con-
junto de todos os pontos cujas coordenadas sao combinacgoes convexas
nao nulas das coordenadas desses pontos.
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Ou seja, se p; = [w;, x4, y:], para @ € {0,1,2}, o triangulo po p1 p2
consiste de todos os pontos da forma

[ apwo+ oy wy + ag wo,
(&%) $0—|—Oé1 1 —|—062 T, (13)

Qo Yo + Q1 Y1 + Q2 Y2 ]

onde ag, ay, € ay sao numeros reais, nao negativos e nao todos nulos.
Veja a figura 1.12

B N P,

Figura 1.12: Um triangulo no aquém.

Note que este conjunto inclui os trés pontos po, p1, € p2 (0s vértices),
bem como os segmentos po p1, p1 P2, € p2 po (0s lados). A uniao destes
trés segmentos é a fronteira do triangulo, uma curva fechada que separa
os demais pontos do triangulo (o interior) do restante do plano (o
exterior).

A férmula (1.3) pode devolver a tripla invalida [0, 0,0]. Isto acontece
se e somente se dois vértices sao antipodais, ou se o antipoda de um
dos vértices esta no segmento que liga os outros dois. Nestes casos o
triangulo é “indefinido por definicao”.

Diremos que um triangulo é degenerado se seu interior for vazio, e
proprio caso contrario.

Ex. 1.32: Prove que o tridngulo pg py p2 é a unido de todos os segmen-
tos da forma pg ¢, onde ¢ esta no segmento p; ps.

Ex. 1.33: Prove que um triangulo é degenerado se e somente se um
dos vértices pertence ao segmento que liga os outros dois.
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No modelo esférico, o triangulo pg py p2 € um triangulo esférico —
uma regiao limitada por trés arcos de circulo maximo, com extremos
nesses pontos. Veja a figura 1.13.

Figura 1.13: Um triangulo no modelo esférico.

No modelo plano, se os vértices estao todos no aquém, ou todos no
além, os pontos definidos pela férmula (1.3) estarao todos no mesmo
lado do plano, e constituem simplesmente o triangulo euclidiano com
os vértices dados.

Caso contrario, o triangulo tem uma forma mais complicada, que se
estende de um lado para outro do plano, através de pontos no infinito.
Por exemplo, a figura 1.14 ilustra o triangulo com vértices ¢ = [1,1,0],

b=1[1,0,2],ec=[-1,1,1].

[1,1,0]

Figura 1.14: Um triangulo no modelo plano.
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Ex. 1.34: Em cada um dos casos abaixo, desenhe o triangulo pg p1 p2,
indicando seu interior com a convengao usual (hachurado no aquém,

pontilhado no além):

(a) po=1[1,0,0] py=[1,1,0] p2=1[1,0,1]

(b) po=1[1,0,0] p1=1[0,1,0] pg=10,0,1]

() po=1[1,1,0] p1=[1,0,1] p2=[-1,1,1]

(d) po=1[1,1,0] p1=1[0,0,1] p2=[-1,1,0]

(d) po=1[1,0,0] p1=[1,1,0] p2=10,1,0]
1.5.4 Convexidade

Na geometria euclidiana, dizemos que um conjunto de pontos S é con-
vexo se e somente se ele contém todo segmento cujos extremos sao

pontos de S.

No plano T?, esta condicao define os conjuntos quase-convezros. Se,
além disso, exigirmos que o conjunto nao contenha nenhum par de pon-

tos antipodais, estaremos definindo os conjuntos converos propriamente

ditos.

Observe que um conjunto convexo pode estar parte no aquém e

parte no além.

Ex. 1.35: Quais destes subconjuntos de T? sdo convexos? Quais sao

quase- convexos?

a) O conjunto vazio;

(a)

(b) O plano T?;

(c) Uma reta;

(d) O lado posiitivo de uma reta;

(e) O aquém;

()
)
)
)
)

Um segmento;

(g) Um triangulo;

(h) O interior de um triangulo;
(i) O exterior de um triangulo;

( o gy

j) O conjunto { [w,z,y] :

<w?}.
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Ex. 1.36: Prove que a intersecgao de dois conjuntos convexos (ou quase-
convexos) é um conjunto convexo (ou quase-convexo).

Ex. 1.37: Descreva geometricamente os subconjuntos convexos maxi-
mais de T2, (Um subconjunto pertence a esta classe se ele é convexo e
nao estd propriamente contido em nenhum outro subconjunto convexo

de T2))



