
Departamento de Ciência da Computa�c~ao UNICAMPMC409/MO603 { Computa�c~ao Gr�a�cac Jorge Stol�Segundo Semestre de 1994Notas de Aula { Fasc��culo 8Algoritmos de visibilidade8.1 O problemaAp�os a transforma�c~ao de perspectiva, e a poda contra o volume daimagem, a etapa seguinte �e a elimina�c~ao das partes da cena que s~aoocultas por elementos opacos da pr�opria cena.Os algoritmos para esta etapa dividem-se em dois tipos principais.O primeiro tipo produz como resultado um diagrama: uma conjunto�nito �nito de elementos | pontos, linhas, e regi~oes | contidos naimagem I, disjuntos dois a dois, tais que cada elemento do diagrama �ea proje�c~ao de um peda�co vis��vel de um �unico elemento da cena. Estediagrama pode ser posteriormente transformado numa imagem| umamatriz de p��xels | por um algoritmo de rasteriza�c~ao separado.Em contraste, os algoritmos do segundo tipo produzem diretamenteuma matriz de p��xels, a partir da cena. Deixaremos tais algoritmos parao fasc��culo seguinte.Os algoritmos que veremos a seguir pressup~oem que a cena �e apenasuma cole�c~ao de pol��gonos abertos no espa�co T3. (Se necess�ario, essesalgoritmos podem ser facilmente ampliados para tratar tamb�em seg-mentos e pontos. Entretanto, os melhores algoritmos de rasteriza�c~aogeralmente ignoram segmentos e pontos isolados do diagrama, pois elesn~ao afetam a imagem �nal.)Vamos supor tamb�em que a cena j�a foi transformada para o sistemaSI, com o observador em [0; 0; 0; 1], e que as partes fora do volume daimagem foram podadas.



2 Cap��tulo 8. Algoritmos de visibilidade8.1.1 Visibilidade entre dois elementosO cerne de muitos dos algoritmos a seguir �e uma rotina b�asica de visibi-lidade, que, dados dois elementos da cena, E (o elemento a desenhar) eB (um obst�aculo potencial), retorna as partes de E que n~ao s~ao ocultaspor B.Observe-se que estas s~ao justamente as partes de E que est~ao conti-das no volume de sombra de B. Este volume consiste de todos os pontosdo espa�co que est~ao atr�as de B, em rela�c~ao ao observador. Portanto, arotina b�asica de visibilade precisa determinar a intersec�c~ao do elementoE com o complemento do volume de sombra de B.Se B �e um pol��gono (ou,em geral, uma �gura plana), seu volumede sombra �e um prisma semi-in�nito, com lados paralelos ao eixo Z,limitado por B na dire�c~ao de Z positivo, e ilimitado na dire�c~ao de Znegativo.Como j�a observamos no fasc��culo anterior, dependendo da naturezados elementos da cena, a rotina b�asica de visibilidade pode se ver obri-gada a subdividir a parte vis��vel do elemento a desenhar E em dois oumais elementos.8.1.2 Visibilidade b�asica para dois triângulosOs detalhes da rotina b�asica de visibilidade dependem naturalmenteda natureza dos objetos que comp~oem a cena. Para exempli�car, con-sideraremos apenas o caso em que os objetos E e B s~ao triângulos;objetos mais complicados, como pol��gonos, podem ser recortados em(ou aproximados por) cole�c~oes de triângulos.Quando B �e um triângulo, seu volume de sombra �e um prismatriangular semi-in�nito, com lados paralelos ao eixo Z, limitado pelotriângulo B na dire�c~ao de Z positivo, e ilimitado na dire�c~ao de Z ne-gativo. Veja a �gura 8.1.Este prisma �e a intersec�c~ao de quatro semi-espa�cos, os lados positivosde quatro planos �, �, , e �. Os três primeiros �; �;  de�nem os ladosdo prisma. Cada um destes planos �e determinado por dois v�ertices dotriângulo e pelo ponto do observador o = [0; 0; 0; 1], e orientado de talforma que o terceiro v�ertice do triângulo est�a no seu lado positivo. Oquarto plano � �e o pr�oprio plano do triângulo, orientado de tal forma



8.1. O problema 3que o ponto [0; 0; 0;�1] est�a no lado positivo.Portanto, a elimina�c~ao das partes de E que s~ao ocultas pelo triânguloB consiste em recortar E sucessivamente pelos quatro planos �, �, e �. Assim como na se�c~ao anterior, este processo �e convenientementedescrito como uma pipeline de quatro est�agios, onde cada est�agio �e um�ltro que recorta os triângulos de entrada contra um dos planos �, �,, or � do triângulo B.Entretanto, no caso presente cada �ltro precisa ter duas sa��das, umapara as partes que est~ao no lado positivo de �, outra para as que est~aono lado negativo. A sa��da negativa de cada est�agio �e a entrada doest�agio seguinte, enquanto que a uni~ao de todas as sa��das positivas �e asa��da �nal do pipeline. Veja a �gura 8.2.8.1.3 Otimiza�c~ao da rotina b�asica de visibilidadeObserve-se que o processamento de um �unico triângulo E pela pipelineacima pode resultar em zero triângulos, ou mais de um triângulo, nasa��da da mesma. Na verdade, como j�a vimos no fasc��culo anterior, estaimplementa�c~ao baseada em pipeline tende a recortar E em muito maispeda�cos do que necess�ario necess�ario, e portanto a gastar mais ciclos doque necess�ario | mesmo nos casos em que E �e completamente vis��velou completamente invis��vel.Para remediar este problema, podemos usar as mesmas t�ecnicasque usamos para os algoritmos de poda do fasc��culo anterior. Porexemplo, uma solu�c~ao �e trabalhar com pol��gonos arbitr�arios, em vezde triângulos.Outra solu�c~ao parcial �e utilizar a t�ecnica de Cohen-Sutherland paradetectar antecipadamente os casos em que E �e totalmente vis��vel, outotalmente invis��vel, antes de recort�a-lo. Para tanto, antes de processarum par E, B pela pipeline acima, devemos veri�car a posi�c~ao dos trêsv�ertices de E em rela�c~ao a cada um dos quatro planos �, �, , e �que delimitam o volume de sombra de B. Se, para algum plano �dentre estes quatro, os v�ertices originais de E estiverem todos em � ouno lado negativo de �, conclu��mos que o triângulo E n~ao �e ocultadopor B, e pode ser devolvido imediatamente pela rotina, sem passarpela pipeline. Simetricamente, se em todos os est�agios o triângulo E



4 Cap��tulo 8. Algoritmos de visibilidadeestiver no plano correspondente ou no lado positivo do mesmo, ent~aoE �e totalmente invis��vel, e pode ser descartado sem mais. Nos demaiscasos, E �e processado pela pipeline, como descrito acima.Na verdade, podemos refor�car esta otimiza�c~ao, observando que otriângulo B s�o pode ocultar alguma parte do triângulo E se B penetraro volume de anti-sombra de E, que consiste de todos os pontos do espa�coT3 que est~ao entre E e o observador o. Este volume �e simplesmenteo prisma triangular semi-in�nito com base E, paralelo ao eixo Z, quese estende inde�nidamente na dire�c~ao de Z positivo. Este prisma �edelimitado por quatro planos �0, �0, 0, e �0, de�nidos da mesmamaneiraque para o volume de sombra de B; exceto que o plano �0 est�a orientadono sentido oposto, com o observador o = [0; 0; 0; 1] no lado positivo.Portanto, antes de aplicar a pipeline, podemos tamb�em testar osv�ertices de B contra estes quatro planos. Se, para algum �0 dentre eles,todos os v�ertices de B estiverem em �0 ou no lado negativo de �0, ent~aoB est�a inteiramente fora do volume de anti-sombra de E; isto quer dizerque E n~ao �e ocultado por B, e pode ser retornado imediatamente.Na implementa�c~ao desta rotina b�asica, devemos tomar cuidado como caso particular em que os triângulos E e B s~ao coplanares e n~aodisjuntos. N~ao podemos simplesmente convencionar que neste caso Eest�a sempre na frente de B, ou sempre atr�as; pois isso nos levaria adizer que ambos os triângulos s~ao vis��veis, ou que ambos s~ao invis��veisporque cada um oculta o outro. (Ou, pior ainda, que todo triânguloda cena �e invis��vel, porque oculta a si pr�oprio!) Uma solu�c~ao para estedilema �e atribuir a cada triângulo de entrada t um \n�umero de s�erie"�unico #t, que �e automaticamente compartilhado por todos os peda�cosde t produzidos no decorrer do algoritmo. Este n�umero pode ent~aoser usado para quebrar \empates": se E e B s~ao coplanares e suasproje�c~oes se interceptam, ent~ao B oculta E se e somente se #b < #e.8.1.4 Compara�c~ao exaustiva: o algoritmo de Ro-bertsDentre os algoritmos e visibilidade que produzem um diagrama, o maistrivial | conhecido como algoritmo de Roberts| consiste basicamenteem comparar cada elemento da cena contra todos os outros, eliminando



8.1. O problema 5partes daquele que resultam ocultas por estes.Como vimos, a rotina b�asica de visibilidade pode recortar um �unicoelemento em v�arios peda�cos. Isto complica um pouco a codi�ca�c~ao dasduas malhas do algoritmo de Roberts (sobre os elementos a desenharE, e sobre os obst�aculos B).O procedimento recursivoR(E;B) abaixo �e uma maneira de resolverestas di�culdades. Ele recebe um conjunto E de elementos da cena adesenhar, e um conjunto B de elementos opacos da cena que podemocultar os primeiros. (Na chamada inicial, E = B = todos os elemen-tos da cena.) O procedimento R devolve o conjunto dos peda�cos deelementos de E que n~ao est~ao escondidos por nenhum dos elementos B.1. Se E = fg, devolve fg; se B = fg, devolve E.2. Seja E um elemento qualquer de E, e B um elemento qualquer deB. Usando a rotina b�asica de visibilidade, determine o conjuntoV0 de partes de E que n~ao s~ao escondidas pelo triângulo B.3. Calcule e devolva R(E n fEg;B) [ R(V0;B n fBg).Este algoritmo �e pass��vel de algumas otimiza�c~oes �obvias. Por exem-plo, sempre que a rotina b�asica de visibilidade informa que E �e total-mente oculto por B, podemos retirar E n~ao s�o da lista de objetos adesenhar, mas tamb�em da lista de poss��veis obst�aculos. Isto porquequalquer elemento que E possa ocultar tamb�em ser�a oculto por B.Mesmo com estas melhoria, o custo do algoritmo de Roberts �e obvi-amente proporcional ao quadrado do n�umero de elementos da cena |ou pior, na medida que a rotina b�asica de visibilidade vai recortandoos elementos originais em mais e mais peda�cos. Mais adiante veremost�ecnicas gerais que permitem melhorar bastante o desempenho destealgoritmo, bem como algoritmos mais e�cientes.8.1.5 Subdivis~ao retangular: o algoritmo de War-nockOutro algoritmo cl�assico de visibilidade (hoje em dia, suspeito, maispopular em livros do que na pr�atica) �e o algoritmo de Warnock, baseadonuma subdivis~ao recursiva da imagem em sub-imagens retangulares.



6 Cap��tulo 8. Algoritmos de visibilidadeO algoritmo de Warnock divide repetidamente ao meio o retânguloI da imagem por linhas alternadamente paralelas aos eixos X e Y , at�eque a cena vis��vel dentro de cada uma dessas sub-imagens seja su�ci-entemente simples. Cada sub-imagem �e ent~ao calculada pelo algoritmotrivial (Roberts).No decorrer desse processo, sempre que o algoritmo encontra umpol��gono cuja proje�c~ao no plano Z = 0 cobre toda a imagem I, eleelimina todas as partes da cena que est~ao atr�as desse pol��gono. Estaprecau�c~ao garante que quase todas as rami�ca�c~oes recursivas do algo-ritmo param ap�os um n�umero �nito de chamadas.Mesmo com este cuidado, a recurs~ao descrita acima continuaria in-de�nidamente em torno de pontos da imagem cuja vizinhan�ca �e exces-sivamente complexa, isto �e, pontos que s~ao incidentes a proje�c~oes demuitos elementos vis��veis. Para resolver este problema, o algoritmo en-cerra for�cadamente a recurs~ao sempre que o tamanho a sub-imagem �emenor que um tamanho m��nimo " (tipicamente, uma fra�c~ao de p��xel), eretorna um elemento aleat�orio da cena dentro dessa sub-imagem. Estasolu�c~ao pressup~oe que tais \pontos complicados" da imagem s~ao poucose isolados, e que portanto a contribui�c~ao dessas sub-imagens \trunca-das" para a imagem total �e desprez��vel.Uma descri�c~ao mais detalhada do algoritmo �e o procedimento re-cursivoW (I; C) abaixo. O parâmetro I �e um retângulo no plano Z = 0que de�ne a (sub-)imagem a construir. O parâmetro C �e uma listade triângulos da cena, j�a transformados pela matriz de perspectiva epodados contra o paralelep��pedo vis��vel correspondente �a janela I. Asconstantes K e ", que de�nem as condi�c~oes de parada, dependem dada aplica�c~ao.1. Se C cont�em um pol��gono P cuja proje�c~ao no plano Z = 0 co-bre completamente o retângulo I, ent~ao recorte todos os outrospol��gonos de C pelo plano � de P , e descarte os peda�cos que est~aoatr�as do plano � (i.e., no lado de � oposto ao observador.)2. Se jCj � K, calcule e devolva as partes vis��veis de C, usando oalgoritmo de Roberts.3. Caso contr�ario, se os lados do retângulo I forem todos menoresque ", devolva primeiro pol��gono da lista C.



8.1. O problema 74. Caso contr�ario, divida o retângulo I ao meio por uma linha m ho-rizontal ou vertical, perpendicular �a sua maior dimens~ao. SejamJ e K as metades resultantes de I.5. Seja � o plano paralelo ao eixo Z que cont�em a linha m, e ori-entado de modo que J est�a no lado positivo. Recorte todos ospol��gonos da lista C pelo plano �. Sejam A e B as listas dospeda�cos no lado positivo e negativo de �, respectivamente.6. Calcule e devolva W (J;A) [W (K;B).Este algoritmo b�asico pode ser otimizado de v�arias maneiras. Porexemplo, �e provavelmente uma boa id�eia manter a lista C em ordemaproximada de Z decrescente. Isso tende a tornar o passo 1 mais e�-ciente. Uma maneira de de�nir essa ordem �e calcular a coordenada Zdo plano de cada pol��gono no centro do retângulo I (ou, o que d�a namesma, nos quatro cantos de I, e tirar a m�edia).8.1.6 Subdivis~ao poligonal: o algoritmo deWeilere Atherton.O algoritmo de Weiler e Atherton �e baseado, como o de Warnock, nadivis~ao recursiva da imagem e da cena. A diferen�ca �e que, ao inv�esde cortes simples verticais ou horizontais, ele usa cortes poligonais,baseados nos contornos projetados dos elementos da pr�opria cena.O algoritmo pode ser descrito pelo procedimento recursivoWA(I; C)abaixo. O parâmetro I �e um pol��gono no plano Z = 0 (possivelmentecom buracos e/ou v�arias componentes conexas), que especi�ca a parteda imagem a ser calculada. Subentende-se que o volume da imagem �eum prisma I� paralelo ao eixo Z, cuja sec�c~ao �e o pol��gono I, limitadopelos planos de frente (Z = Zmax) e fundo (Z = Zmin). O parâmetro C�e a cena a desenhar, na forma de um conjunto de pol��gonos coloridosno espa�co, j�a devidamente transformados pela matriz de perspectiva, epodados contra o volume da imagem.1. Se jCj � 1, devolva C e pare.2. Caso contr�ario, seja P um pol��gono qualquer de C. Seja J aproje�c~ao de P no plano Z = 0, e K o pol��gono I n J .



8 Cap��tulo 8. Algoritmos de visibilidade3. Recorte todos os demais pol��gonos de C contra o prisma in�nitoJ�, paralelo ao eixo Z, cuja sec�c~ao �e o pol��gono J . Seja A oconjunto dos peda�cos desses pol��gonos que est~ao dentro de J�(incluindo P ), e B os peda�cos que est~ao em I� n J�.4. Recorte todos os pol��gonos de A contra o plano � do pol��gono P ,e descarte todos os peda�cos que estiverem atr�as de � (i.e. no ladode � que n~ao cont�em o observador).5. Devolva WA(J;A) [WA(K;B).Ao contr�ario do algoritmo de Warnock, esta recurs~ao sempre ter-mina ap�os um n�umero �nito de passos, pois cada sub-divis~ao da imagemdiminui o n�umero de arestas de pol��gonos de C cujas proje�c~oes n~ao est~aona fronteira da imagem I.A principal di�culdade do algoritmo de Weiler e Atherton s~ao ospassos 3 e 4, que juntos constituem a rotina b�asica de visibilidade paradois pol��gonos arbitr�arios no espa�co. O passo 4 corta um pol��gono deT3 por um plano, e est�a longe de ser trivial (vide fasc��culo anterior).O passo 3 equivale (mediante proje�c~ao no plano Z = 0) a calcular aintersec�c~ao de dois pol��gonos arbitr�arios de T2; o que �e um problemaainda mais complicado que o anterior.Assim como no algoritmo deWarnock, �e desej�avel manter os pol��gonosde cada sub-cena aproximadamente ordenados por Z decrescente; e, nopasso 2, tomar para P o primeiro pol��gono da lista, nesta ordem.8.1.7 Weiler e Atherton para pol��gonos convexosUma maneira de facilitar a implementa�c~ao do algoritmo de Weilere Atherton �e trabalhar com pol��gonos convexos (ou, em particular,triângulos), em lugar de pol��gonos arbitr�arios. Com esta mudan�ca, nopasso 4 precisar��amos apenas calcular a intersec�c~ao de dois pol��gonosconvexos; que por sua vez pode ser reduzida a repetidas intersec�c~oesentre um pol��gono convexo e um semiplano.O pre�co desta simpli�ca�c~ao �e que o algoritmo �ca mais demorado,pois a imagem e os elementos da cena precisam ser recortados numn�umero maior de peda�cos.



8.1. O problema 9Segue o procedimento WA(I; C) acima, modi�cado segundo estaid�eia. Note que, agora, tanto I quanto os elementos de C s~ao pol��gonosconvexos.1. Se jCj � 1, devolva C e pare.2. Caso contr�ario, se existir em C algum pol��gono P cuja proje�c~aono plano Z = 0 cobre inteiramente a imagem I, ent~ao2.1. Recorte todos os pol��gonos de C contra plano � do pol��gonoP , descartando todas as partes que est~ao atr�as de �;2.2. Se jCj = 1, devolva C e pare.3. Seja P um pol��gono qualquer de C, e e uma aresta de P cujaproje�c~ao no plano Z = 0 n~ao est�a na fronteira da imagem I. Seja� o plano paralelo ao eixo Z que cont�em a aresta e. Recortea janela da imagem I com o plano �; sejam J e K as metadespositiva e negativa da mesma, respectivamente.4. Recorte todos os pol��gonos da cena C com o plano �; sejam A eB os conjuntos de partes nos lados positivo e negativo, respecti-vamente.5. Calcule e devolva WA(J;A) [WA(K;B).O mesmo procedimento funciona para triângulos, com a ressalvaque os passos 2.1 e 4 podem quebrar cada triângulo em dois ou trêstriângulos, respectivamente; enquanto que, na vers~ao com pol��gonosconvexos, esses passos cortam cada pol��gono em no m�aximodois peda�cos,um em cada lado do plano de corte.8.1.8 Elimina�c~ao de faces posterioresAl�emdas otimiza�c~oes espec���cas para cada algoritmo, h�a certas t�ecnicasque podem ser opcionalmente usadas para melhorar o desempenho dequalquer um deles.Um exemplo �e a elimina�c~ao pr�evia de faces na parte de tr�as deobjetos s�olidos. Tais faces s~ao completamente invis��veis, pois est~aoocultas pelo interior do objeto (e pelas faces da frente do mesmo).



10 Cap��tulo 8. Algoritmos de visibilidadePara implementar esta otimiza�c~ao, basta tomar cuidado, ao de�nirum objeto da cena, de orientar o plano des uporte � de cada face P demaneira consistente em rela�c~ao ao objeto; digamos, de tal forma queo interior do objeto (na vizinhan�ca da face em quest~ao) �ca no ladonegativo do plano. Com essa conven�c~ao, uma face do objeto estar�a vol-tada para observador se e somente se o ponto o estiver no lado positivodo respectivo plano. As faces que n~ao passam por este teste podem serimediatamente descartadas.A solu�c~ao acima pressup~oe que as faces dos objetos s~ao pol��gonosgerais, representados como descrito no fasc��culo anterior (com o planode suporte � de�nido implicitamente pelo mapa �P ). No caso em queas faces s~ao triângulos, cada um representados pelos seus três v�ertices,a solu�c~ao an�aloga �e sempre enumerar os v�ertices em ordem anti-hor�ariaquando vistos do lado de fora da face. Nesse caso, depois da trans-forma�c~ao de perspectiva, uma face est�a voltada para o observador se es�o se as proje�c~oes de seus três v�ertices, no plano Z = 0, de�nirem umtriângulo positivo.8.1.9 Caixas envolt�oriasOutra t�ecnica gen�erica que pode ser usada para acelerar todos os algo-ritmos vistos acima �e o uso de caixas envolt�orias.A id�eia �e organizar os elementos em grupos, preferivelmente com-pactos, e possivelmente hier�arquicos, e associar a cada grupo G ums�olido geom�etrico simples bbox(G) | sua caixa envolt�oria | que en-globa todos os elementos do grupo G no seu interior. Obviamente, umobjeto A num grupo A s�o pode ocultar um objeto B de outro grupo Bse as proje�c~oes das caixas bbox(A) e bbox(B) no plano da imagem temalgum ponto em comum. (�E claro que a rec��proca nem sempre vale.)Portanto, antes de testar todos os objetos de A contra todos os de B,�e aconselh�avel testar as respectivas caixas envolt�orias; se as proje�c~oesdelas forem disjuntas, todos esses testes de visibilidade podem ser omi-tidos.O tipo de s�olido geom�etrico usado para as caixas envolt�orias deveser simples, para reduzir o custo do teste acima e da constru�c~ao dascaixas. Ao mesmo tempo, ele deve deve ter um n�umero su�ciente degraus de liberdade para que as caixas se ajustem bem aos objetos que



8.1. O problema 11cont�em. Uma fam��lia de objetos que preenche esses requisitos s~ao ascaixas retangulares de tamanho e orienta�c~ao arbitr�aria, e suas ima-gens por transforma�c~oes projetivas. Outra fam��lia nessas condi�c~oes �ea dos objetos qu�adricos, de�nidos por superf��cies de segundo grau |elips�oides, parabol�oides, etc. (Entretanto, algoritmos para construircaixas envolt�orias deste tipo parecem ser demasiado complexos e de-morados para uso pr�atico.)8.1.10 Arvore de parti�c~ao bin�aria do espa�coAinda outra t�ecnica para acelerar algoritmos de visibilidade �e a estru-tura de dados conhecida como �arvore de parti�c~ao bin�aria do espa�co (eminglês, BSP).Esta estrutura consiste numa �arvore bin�aria, cada n�o v da qual est�aassociado a um plano orientado �(v), e a uma lista de pol��gonos L(v)da cena situados no plano �(v). As duas sub-�arvores de cada n�o s~aorotuladas positiva e negativa, e denotadas por tpos(v) e tneg(v). Porconstru�c~ao, se um n�o u pertence �a sub-�arvore positiva do n�o v, ent~aoo interior de todo pol��gono da lista L(u) est�a totalmente contido nolado positivo do plano �(v). Para a sub-�arvore negativa de v, vale apropriedade sim�etrica.Uma �arvore BSP de�ne portanto uma parti�c~ao hier�arquica do espa�coT3. A cada n�o v da �arvore corresponde uma regi~ao convexa R(v) deT3, que cont�em todos os pol��gonos associados aos n�os descendentes dev. Esta regi~ao R(v) �e dividida em duas sub-regi~oes pelo plano �(v),que s~ao as regi~oes associadas aos n�os �lhos de v. A raiz da �arvore est�aassociada ao espa�co T3 inteiro.A utilidade da �arvore BSP em algoritmos de visibilidade decorre daseguinte propriedade: para todo n�o v, se o observador est�a no lado posi-tivo do plano �(v), ent~ao nenhum pol��gono da sub-�arvore tneg(v) podeesconder algum pol��gono da lista L(v); e nenhum destes pol��gonos podeesconder algum pol��gono da sub-�arvore tpos(v). Isto porque tneg(v)est�a inteiramente atr�as do plano �(v), enquanto que tpos(v) est�a nafrente dele, visto do observador. Obviamente, se o observador est�a nolado negativo de �(v), os pap�eis de tpos(v) e tneg(v) se invertem.Estendendo esta propriedade recursivamente para todos os n�os, con-clu��mos que, para uma dada posi�c~ao do observador, a �arvore BSP de-



12 Cap��tulo 8. Algoritmos de visibilidade�ne uma enumera�c~ao linear P1; : : Pn dos pol��gonos da cena, tal que umpol��gono Pi pode esconder um pol��gono Pj s�o se i < j. Esta enumera�c~ao�e obtida percorrendo-se a �arvore em inordem (isto �e, ordem sim�etrica),sendo que para cada n�o v percorremos tpos(v) antes de tneg(v) se oobservador o est�a no lado positivo de �(v), e tneg(v) antes de tpos(v)caso contr�ario.No algoritmo de Roberts, por exemplo, esta propriedade nos permitereduzir o n�umero de testes b�asicos de visibilidade: em vez de testar cadapol��gono Pj contra todos os outros pol��gonos Pi, basta test�a-lo contraos pol��gonos Pi com i < j.Nos algoritmos de Warnock e Weiler-Atherton, em vez de ordenaros pol��gonos pelas suas coordenadas Z num ponto qualquer da janela,podemos usar a ordem de�nida pela enumera�c~ao acima. Em primeirolugar, isto nos poupa o trabalho de re-ordenar os pol��gonos cada vezque a janela �e dividida. Mais ainda, quando encontramos um pol��gonoP cuja proje�c~ao cobre a janela inteira, a elimina�c~ao das partes da cenaocultas por P �ca trivial: basta eliminar todos os pol��gonos que seguemP na enumera�c~ao, e conservar todos os demais.Se qualquer destes três algoritmos for modi�cado para aproveitar a�arvore BSP, como descrito acima, o teste b�asico de visibilidade entredois pol��gonos (ou triângulos) somente ser�a usado quando obst�aculopotencial B est�a na frente de algum plano �(v), que est�a na frentedo pol��gono a desenhar E. Nesse caso, podemos concluir de antem~aoque (1) os dois pol��gonos n~ao se cruzam no espa�co, e (2) se a proje�c~aode B intersecta a proje�c~ao de E, ent~ao B esconde a parte de E cor-respondente a essa intersec�c~ao. Portanto, podemos simpli�car o testeb�asico: n~ao �e necess�ario recortar E pelo plano de B, basta recort�a-lopelo prisma duplamente in�nito cuja sec�c~ao �e B. No caso de triângulos,isso signi�ca que podemos eliminar o est�agio � da pipeline de visibili-dade.Note que a �arvore BSP em si depende apenas da cena; ela n~ao de-pende da posi�c~ao do observador, ou de quaisquer outros parâmetros daperspectiva. Assim, a mesma �arvore BSP pode ser usada para ordenaros pol��gonos da cena em rela�c~ao a v�arios pontos de vista diferentes.Uma �arvore BSP para uma cena C pode ser constru��da pelo seguintealgoritmo recursivo:



8.1. O problema 131. Se C cont�em apenas um pol��gono P , ent~ao1.1. Devolva um n�o v com L(v) = fPg, �(v) = plano de P ,tpos(v) = tneg(v) = �.2. Caso contr�ario,2.1. Escolha um plano � que divida a cena C em duas partesaproximadamente iguais.2.2. Recorte todos os pol��gonos da cena contra o plano �. SejamA, L, e B os conjuntos dos pol��gonos e peda�cos de pol��gonosde C que est~ao no lado positivo de �, no plano �, e no ladonegativo de �, respectivamente.2.3. Construa recursivamente as �arvores BSP TA para o conjuntoA e TB para o conjunto B.2.4. Devolva um novo n�o v com �(v) = �, L(v) = L, tpos(v) =TA, e tneg(v) = TB.A parte mais dif��cil deste algoritmo �e escolher o plano � no passo 2.1.Uma solu�c~ao simples �e usar o plano suporte de um pol��gono da cena,escolhido aleatoriamente. Para a maioria das cenas que ocorrem napr�atica, esta escolha quase sempre divide a cena em duas metades comaproximadamente a mesma complexidade.Entretanto, para certas cenas patol�ogicas | por exemplo, uma cenaque consiste num �unico poliedro convexo | este m�etodo sempre re-sultar�a numa �arvore extremamente desbalanceada. Uma maneira deresolver este problema �e escolher três v�ertices aleat�oriamente, dentretodos os v�ertices da cena, e tomar o plano � determinado por essestrês pontos. Outra maneira �e determinar uma dire�c~ao d (gen�erica, ouparalela a um dos eixos) na qual a cena tem maior extens~ao, ordenar osv�ertices segundo essa coordenada, e tomar um plano � perpendicular ad que divide essa lista ao meio.Note que o corte de pol��gonos que cruzam �, no passo 2.2, aumentaa complexidade total da cena. No pior caso, uma cena com n pol��gonospode resultar numa �arvore BSP com
(n3) n�os (talvez um pouco menos,



14 Cap��tulo 8. Algoritmos de visibilidadese os pol��gonos originais n~ao se cruzarem, e se os planos � forem esco-lhidos cuidadosamente.) Felizmente, tais cenas n~ao costumam aparecerna pr�atica; em geral a �arvore BSP para n pol��gonos tem O(n) n�os.O ideal seria encontrar um plano � que separe a cena em duasmetades aproximadamente iguais, sem cortar muitos pol��gonos. Maseste �e um problema dif��cil, que �e ainda assunto de pesquisa.



8.1. O problema 15
Figura 8.1: Volume de sombra de um triângulo

Figura 8.2: O pipeline de visibilidade para um obst�aculo triangular


