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 Jorge Stol�Segundo Semestre de 1994Notas de Aula { Fasc��culo 7Podando a cena7.1 O volume da imagemAntes de desenhar a proje�c~ao de qualquer parte da cena, devemos ve-ri�car se a mesma �e de fato vis��vel.7.1.1 A janela da imagemComo sabemos, para desenhar a imagem p0 de um ponto p da cena,precisamos em princ��pio tomar a semi-reta que sai da posi�c~ao do obser-vador o e passa por p; a imagem desejada p0 �e ent~ao o ponto onde estasemi-reta encontra o plano � da imagem.Portanto, um ponto p da cena s�o poder�a ser vis��vel na imagem sea semi-reta op encontrar o plano � dentro da �area I que corresponde �aimagem. Em outras palavras, s�o se p estiver na regi~ao do espa�co que�e a uni~ao de todas as semi-retas com origem em o que passam por I.Veja a �gura ??(a). Chamaremos esta regi~ao de volume da imagem.Qualquer ponto da cena fora deste volume �e com certeza invis��vel.Um ponto p dentro deste volume �e vis��vel, a menos que seja oculto poralguma outra parte opaca da cena, mais pr�oxima ao observador do quep (um problema de que trataremos no pr�oximo fasc��culo).Como vimos, o c�alculo da imagem pode ser efetuado algebricamenteaplicando-se, a todos os pontos da cena, três transforma�c~oes projetivasem seq�uência: (1) uma transla�c~ao T que traz a origem do SC para aorigem f do SI; (2) uma rota�c~ao R que roda os vetores rst de modo



2 Cap��tulo 7. Podando a cenaa coincidir com os eixos do SI; e, �nalmente, (3) uma transforma�c~aon~ao-a�m P que mant�em todos os pontos do plano Z = 0 �xos, e levaa posi�c~ao do observador [1; 0; 0; d] para o ponto no in�nito [0; 0; 0; 1].Feito isso, a imagem pode ser calculada projetando-se os pontos da cenatransformados, paralelamente ao eixo Z, sobre o plano Z = 0 | isto �e,descartando-se a coordenada Z.Considere a situa�c~ao depois que T e R (mas n~ao P ) foram apli-cadas. Suponha que a imagem corresponde a um retângulo �nitoI = [Xmin Xmax]�[Ymin Ymax] do plano Z = 0. Neste momento, o vo-lume da imagem �e a pirâmide in�nita que tem o observador o = (0; 0; d)por �apice, e I por sec�c~ao. Veja a �gura ??(a). Se aplicarmos agoraa transforma�c~ao de perspectiva P , esta pirâmide transforma-se numprisma semi-in�nito, paralelo ao eixo Z, cuja sec�c~ao �e o retângulo I.Este prisma se estende desde o plano de fundo Z = �d (que �e a ima-gem do plano 
2 por P ), at�e o in�nito na dire�c~ao de Z > 0. Vide a�gura ??(b).7.1.2 O plano de frente�A medida que uma parte da cena se aproxima do olho do observador,sua imagem �ca in�nitamente ampliada pela proje�c~ao de perspectiva.Esse fenômeno pode causar problemas num�ericos de precis~ao e over
owno c�alculo da imagem.Para evitar esses problemas, costuma-se na pr�atica eliminar da cena,al�em dos pontos invis��veis, tamb�em todos os pontos que, depois dastransforma�c~oes T e R, teriam Z � d � ", onde " �e uma constantepositiva apropriada.Isto equivale a truncar arti�cialmente a pirâmide da imagem porum plano de frente, paralelo ao plano da imagem, que passa a umadistância " na frente do observador. Depois da transforma�c~ao P , esteplano de frente torna-se o plano Z = d(d� ")="; e a pirâmide truncadatransforma-se no prisma retangular �nito (paralelep��pedo)[Xmin Xmax]� [Ymin Ymax]� [Zmin Zmax] (7:1)onde Zmin = �d e Zmax = d(d � ")=".



7.1. O volume da imagem 37.1.3 Antes ou depois da perspectiva?Em algum momento ao longo do c�alculo da imagem precisamos descar-tar os pontos da cena que est~ao fora do volume da imagem. Chamare-mos este processo de poda da cena.Em princ��pio, �e poss��vel podar a cena tanto antes de aplicar a trans-forma�c~ao TRP (isto �e, no SC), quanto depois dela (isto �e, no SI).Intuitivamente, talvez pare�ca mais e�ciente podar a cena antes datransforma�c~ao, pois assim evitar��amos aplicar esta �as partes da cenaque est~ao fora do volume da imagem. Entretanto, no SC o volumeda imagem �e uma pirâmide com orienta�c~ao arbitr�aria, enquanto queno SI ele �e um prisma retangular (paralelep��pedo) paralelo aos eixos.Como veremos, a poda �e bem mais f�acil para o prisma do que paraa pirâmide; e na verdade a diferen�ca entre os dois �e exatamente igualao custo de aplicar a transforma�c~ao TRP . Portanto, as duas op�c~oess~ao na verdade igualmente e�cientes. Como �e mais f�acil de codi�car apoda ap�os a transforma�c~ao, a maioria das implementa�c~oes, tanto emsoftware como em hardware, adotam esta seq�uência.(Por outro lado, �e importante podar a cena antes de aplicar osalgoritmos de visibilidade do pr�oximo fasc��culo, pois estes s~ao bemmaisdemorados que o algoritmo de poda.)7.1.4 Espa�co orientado ou n~ao-orientado?Os algoritmos de poda e visibilidade que veremos a seguir praticamenteexigem o uso da geometria projetiva orientada, e do espa�co de dois la-dos. Por exemplo, esses algoritmos s~ao baseados em rotinas que cal-culam a intersec�c~ao entre objetos geom�etricos e semi-espa�cos; e, comosabemos, a no�c~ao de semi-espa�co �e problem�atica em espa�cos projetivosn~ao orientados. Al�em disso, eles tipicamente representam um segmentopelos seus extremos, um triângulo pelos seus v�ertices, e assim por di-ante; e j�a vimos que essas representa�c~oes s~ao amb��guas na geometrian~ao-orientada.Essa ambig�uidade n~ao �e apenas te�orica. Considere um segmentoordin�ario ab da cena onde a est�a atr�as do plano do observador, e b nafrente. Como esse segmento atravessa o plano do observador, ap�os atransforma�c~ao de perspectiva ele estar�a atravessando o plano no in�-



4 Cap��tulo 7. Podando a cenanito, e portanto ser�a formado por duas semi-retas opostas. Portanto,a imagem de um segmento ordin�ario pode ser tanto um segmento or-din�ario quanto um par de semi-retas opostas. A geometria projetivacl�assica n~ao nos permite decidir facilmente entre estas duas possibili-dades.Em contraste, no espa�co orientado T3, essa ambig�uidade n~ao existe:a imagem do segmento ab �e sempre o segmento que une as imagens dea e de b. No exemplo em quest~ao, a imagem de b ser�a um ponto doaqu�em, e a de a um ponto do al�em; e portanto o segmento que liga estasduas imagens ser�a automaticamente um par de semi-retas opostas, umaem cada lado de T3.7.1.5 A pipeline de podaComo vimos, o volume vis��vel (ap�os a transforma�c~ao de perspectiva) �eum paralelep��pedo, que �e a intersec�c~ao de seis semi-espa�cos. Portanto,para podar as partes da cena que est~ao fora do volume vis��vel bastacortar a cena sucessivamente por cada um dos seis planos que de�nemesses semi-espa�cos, e a cada etapa descartar as partes que est~ao do ladoerrado do plano em quest~ao.Uma di�culdade na codi�ca�c~ao deste processo �e que o corte de umobjeto simples (segmento, triângulo, ou pol��gono) por um plano podeproduzir zero objetos, ou mais de um objeto, de cada lado do plano.Por exemplo, a intersec�c~ao de um pol��gono simples com um semi-espa�copode consistir de v�arios pol��gonos isolados.Uma maneira de contornar esta di�culdade �e codi�car cada etapacomo um procedimento que recebe uma lista ligada de objetos, e devolveuma lista ligada das partes desses objetos que est~ao do lado certo doplano.Outra solu�c~ao, que evita o trabalho e custo de de percorrer e cons-truir listas ligadas, �e considerar cada etapa como um \�ltro" (no sentidodo sistema TUNIX) que \lê" um objeto de cada vez de um stream deentrada, e \escreve" um objeto de cada vez num stream de sa��da, as-sincronamente. O processo todo pode ent~ao ser descrito como umapipeline de seis destes �ltros, onde a sa��da de cada est�agio �e a entradado est�agio seguinte. Veja a �gura ??. Note que para cada objeto que o�ltro lê do stream de entrada, ele pode escrever zero objetos, ou mais



7.1. O volume da imagem 5do que um objeto, no stream de sa��da.Este modelo pipeline �e particularmente conveniente para linguagensde programa�c~ao que suportam o conceito de co-rotinas ou processos,como Modula e os shells do TUNIX. Ele tamb�em �e implementado emhardware em certas esta�c~oes gr�a�cas de alto desempenho.A no�c~ao de pipeline tamb�em ser�a �util mais adiante, quando estu-darmos algoritmos de visibilidade (para a elimina�c~ao de partes da cenaocultas por outros objetos da mesma).Uma desvantagem da organiza�c~ao pipeline �e que ela pode produzirmais fragmentos do que necess�ario, tanto na sa��da �nal quanto nas eta-pas intermedi�arias. Em particular, os est�agios iniciais podem quebrarum objeto em dezenas de fragmentos, que s~ao todos eliminados peloest�agio �nal. (Veremos exemplos concretos deste problema mais adi-ante.) Existem na literatura v�arios algoritmos que permitem detectarestes casos e curto-circuitar a pipeline, evitando esse trabalho in�util.7.1.6 Corte de segmentosO algoritmo abaixo descreve um �ltro que corta segmentos (abertos)contra um plano � = hW;X ;Y;Zi, e devolve as partes desses segmen-tos que est~ao no semi-espa�co positivo (aberto) de �:



6 Cap��tulo 7. Podando a cena1. Repita:1.1. Leia o pr�oximo segmento. Sejam a = [wa; xa; ya; za] e b =[wb; xb; yb; zb] seus extremos.1.2. Calcule sa =Wwa +Xxa + Yya +Zza, sb =Wwb +Xxb +Yyb + Zzb.1.3. Se sa � 0 e sb � 0, e (sa; sb) 6= (0; 0), ent~ao1.3.1. Escreva o segmento ab na sa��da.1.4. Sen~ao, se sa > 0 ou sb > 0, ent~ao1.4.1. Calcule o ponto u onde o segmento ab cruza o plano �;isto �e,u = [ jsbjwa+jsajwb; jsbjxa+jsajxb; jsbjya+jsajyb; jsbjza+jsajzb ]1.4.2. Se sa > 0, escreva o segmento au na sa��da, sen~ao escrevaub.A poda de segmentos contra ao volume da imagem pode ent~ao serfeita por uma pipeline com seis instâncias deste �ltro.7.1.7 A otimiza�c~ao de Cohen-SutherlandComo observamos antes, a pipeline de poda �as vezes desperdi�ca ciclos,recortando segmentos que s~ao inteiramente descartados por um est�agioposterior.Uma otimiza�c~ao que parece valer a pena (especialmente quando amaioria dos segmentos est�a fora do volume da imagem) �e calcular oscoe�cientes sa, sb para todos os seis est�agios, usando os extremos a; boriginais do segmento, antes de qualquer outro c�alculo. (Note que estesc�alculos podem ser feitos em paralelo, com hardware apropriado.)Se para algum est�agio estes coe�cientes forem ambos negativos ounulos, o segmento inteiro est�a no lado errado do plano correspondentea esse est�agio, e pode ser descartado sem mais. Sen~ao, se em todos osest�agios os coe�cientes aa; sb forem positivos, o segmento inteiro est�adentro do volume da imagem, e pode ser imediatamente colocado na



7.1. O volume da imagem 7sa��da da pipeline. Nos demais casos, o segmento �e processado normal-mente pela pipeline, pulando-se por�em todos os est�agios para os quaisos dois coe�cientes sa; sb eram positivos.Esta otimiza�c�ao �e geralmente descrita na literatura sob o nome dealgoritmo de Cohen-Sutherland.7.1.8 Corte de triângulosO corte de triângulos por um plano �e apenas um pouco mais complicadoque o corte de segmentos. O �ltro abaixo �e uma poss��vel solu�c~ao.Ele corta uma seq�uência de triângulos (abertos) contra um plano � =hW;X ;Y;Zi, devolvendo as partes desses triângulos que est~ao no semi-espa�co (aberto) positivo.Note que a intersec�c~ao de um triângulo com um semi-espa�co podeser um quadril�atero. Quando isso acontece, o �ltro abaixo automatica-mente decomp~oe a mesma em dois triângulos, para que a sa��da possaservir de entrada a outra instância do mesmo algoritmo.1. Repita:1.1. Leia o pr�oximo triângulo da entrada. Sejam vi = [wi; xi; yi; zi]seus v�ertices, para i 2 f1; 2; 3g.1.2 Calcule si =Wwi + Xxi + Yyi + Zzi, para i 2 f1; 2; 3g.1.3. Permute os v�ertices vi junto com os valores si de modo queestes estejam em ordem decrescente.1.4. Se s1 > 0 e s3 � 0, ent~ao1.4.1. Escreva o triângulo v1v2v3 na sa��da.1.5. Sen~ao, se s1 > 0 e s2 � 0, ent~ao1.5.1 Calcule os pontos p e q onde os segmentos v1v2 e v1v3cruzam o plano �, respectivamente. (Note que p podeser o pr�oprio v2.)1.5.2. Escreva o triângulo v1pq na sa��da.1.6. Sen~ao, se s2 > 0 e s3 < 0, ent~ao1.6.1. Calcule os pontos p e q onde os segmentos v2v3 e v1v3cruzam o plano �, respectivamente.



8 Cap��tulo 7. Podando a cena1.6.2. Escreva os triângulos v1v2q e v2pq, e o segmento v2q, nasa��da.Note que este algoritmo pode inverter a ordem c��clica dos v�erticesde um triângulo. Esta propriedade pode ser inconveniente em certoscontextos. Por exemplo, se o triângulo tem cores diferentes nos doislados (frente e verso), esta invers~ao pode fazer com que ele seja pintadocom a cor errada. Para evitar este problema, basta tomar nota don�umero de pares de v�ertices que foram trocados no passo ??; se esten�umero for ��mpar, devemos permutar dois v�ertices quaisquer de todotriângulo que for escrito na sa��da.Note tamb�em que uma pipeline de seis est�agios sucessivos usandoo algoritmo acima pode quebrar um triângulo de entrada em maistriângulos do que seria necess�ario. A intersec�c~ao de um triângulo comum paralelep��pedo �e um pol��gono convexo de no m�aximo 9 arestas, quepode ser coberto com 7 triângulos. Entretanto, seis passos do algoritmoacima podem produzir 26 triângulos na sa��da, talvez mais.N~ao sei se este problema �e signi�cativo na pr�atica. Se for, umposs��vel rem�edio �e acrescentar ap�os cada \�ltro cortador" um \�ltroaglutinador", que coleta todos os triângulos consecutivos com a mesmacor e pertencentes ao mesmo plano, tenta junt�a-los num pol��gono sim-ples, e decomp~oe este num n�umero m��nimo de triângulos. Mas umasolu�c~ao mais e�ciente �e trabalhar diretamente com pol��gonos em vez detriângulos, como veremos na pr�oxima se�c~ao.A otimiza�c~ao de Cohen-Sutherland, descrita anteriormente para ocaso de segmentos, pode tamb�em ser aplicada a triângulos. Neste caso,ela consiste em calcular primeiro todos os coe�cientes s1; s2; s3 paratodos os seis est�agios, usando os v�ertices originais, antes de qualqueroutro c�alculo. Se em algum est�agio os três coe�cientes forem negativosou nulos, o triângulo inteiro �e descartado. Se em todos os est�agios ostrês coe�cientes forem positivos, o triângulo inteiro �e colocado direta-mente na sa��da da pipeline. Nos demais casos, o triângulo �e processadonormalmente pela pipeline, pulando-se os est�agios onde os três coe�ci-entes eram positivos.



7.1. O volume da imagem 97.1.9 Corte de pol��gonosEm teoria, algoritmos para corte de pol��gonos s~ao sup�er
uos, pois todopol��gono de n lados pode ser decomposto em n�2 triângulos. (Algorit-mos e�cientes para este �m s~ao estudados em geometria computacio-nal.) Entretanto, como vimos, a estrat�egia de reduzir tudo a triângulospode levar a uma certa ine�ciência. Al�em disso, a grande maioria dascenas que ocorrem na pr�atica (pr�edios, pe�cas mecânicas, m�oveis, etc.)s~ao naturalmente descritos em termos de pol��gonos com quatro ou maislados.Um pol��gono com mais do que três v�ertices �e um objeto muito maiscomplicado do que um segmento ou um triângulo. Por exemplo, qua-tro pontos do espa�co n~ao pertencem necessariamente ao mesmo plano;assim, representar um pol��gono pela lista de seus v�ertices | como �-zemos com triângulos | �e um desperd��cio de espa�co, e exige cuidadosespeciais para evitar inconsistências. Outra raz~ao �e que os pol��gonosque ocorrem em objetos reais freq�uentemente têm buracos e/ou v�ariospeda�cos isolados. Em alguns casos �e necess�ario descrever pol��gonos queconsistem de um plano inteiro, menos alguns buracos. Assim, dados osv�ertices de um pol��gono, n~ao �e �obvio como eles est~ao ligados, e quaispontos do plano ent~ao dentro ou fora do pol��gono.Por essas raz~oes e outras, �e aconselh�avel representar um pol��gono Pno espa�co por (1) um pol��gono P � no plano T2, e (2) uma transforma�c~aoprojetiva �P que leva T2 para um determinado plano �P de T3. Porde�ni�c~ao, P �e a imagem de P � sob �P .A fun�c~ao �P pode ser especi�cada por uma matriz real MP de di-mens~ao 3� 4, que, multiplicada pelas coordenadas homogêneas de umponto de T2, d�a as coordenadas de sua imagem em T3:�P � [w; x; y] 7! [w; x; y]M� [w; x; y] 7! [w; x; y]264 mww mwx mwy mwzmxw mxx mxy mxzmyw myx myy myz 375O pol��gono P � em T2 pode ser representado por um conjunto n~ao-vazio de listas de pontos de T2. Cada lista representa uma seq�uênciacircular de v�ertices e arestas | um ciclo | da fronteira do pol��gono;



10 Cap��tulo 7. Podando a cenaos v�ertices s~ao os pontos da lista, e as arestas s~ao os segmentos aber-tos que ligam cada v�ertice ao v�ertice seguinte. (Sup~oe-se que v�erticesconsecutivos s~ao distintos e n~ao ant��podas.) A ordem dos v�ertices nociclo �e tal que o interior do pol��gono �ca �a esquerda de quem percorreo mesmo na ordem indicada.



7.1. O volume da imagem 11Assim, por exemplo, o pol��gono da �gura ?? abaixo pode ser des-crito pelas listas de v�ertices f(a; b; c; d); (e; f; g); (h; i; j; k)g.Note que a regra que de�ne o interior e exterior do pol��gono pres-sup~oe que os ciclos n~ao se cruzam; caso contr�ario, certas regi~oes doplano poderiam �car com estado contradit�orio | interior segundo umaaresta, exterior segundo outra. Mais ainda, as arestas de um pol��gono(consideradas como segmentos abertos) devem ser disjuntas duas aduas. Al�em disso, os ciclos devem estar aninhados e orientados demaneira consistente: intuitivamente, dentro de cada ciclo anti-hor�ario,os ciclos mais \externos" devem ser todos hor�arios, e vice-versa.Dado um pol��gono P nesta representa�c~ao, e um ponto qualquer q doplano, podemos determinar se q est�a dentro ou fora de P , percorrendoalguma reta m que sai de q e encontra a fronteira do pol��gono. Seja ea primeira aresta do pol��gono encontrada pela reta m, depois do pontoq; comparando a dire�c~ao de e com a dire�c~ao de m, podemos decidir seq est�a dentro ou fora do pol��gono.Este algoritmo, simples em princ��pio, torna-se complicado quandoconsideramos todos os casos excepcionais que podem ocorrer. Em pri-meiro lugar, a reta m pode encontrar a fronteira de P num v�ertice v,ou pode conter inteiramente uma ou mais arestas e de P . Nesses casos,deve-se examinar as arestas vizinhas a v ou e para decidir se q est�adentro ou fora do pol��gono. Al�em disso, o ponto p pode estar sobrea fronteira de P , caso em que a resposta �e inerentemente amb��gua |nem dentro, nem fora.Finalmente, a reta m pode encontrar a fronteira de P num pontoem que dois ou mais v�ertices coincidem. (Infelizmente, na maioria dasaplica�c~oes pr�aticas n~ao �e poss��vel exigir que todos os v�ertices sejam dis-tintos). Nesse caso, �e necess�ario examinar todas as arestas do pol��gonoque incidem nesses v�ertices, para decidir se q est�a dentro ou fora.Para cortar o pol��gono P por um plano � = hW;X ;Y;Zi, �e con-veniente primeiro transferir esse problema para o plano T2. Ou seja,devemos determinar a reta orientada �� = hW�;X �;Y�i de T2 que cor-responde �a intersec�c~ao do plano de corte � com o plano do pol��gono�P . Um ponto gen�erico u = [w; x; y] de T2 est�a no lado positivo dessareta se e somente se sua imagem u�P est�a no lado positivo de �. Isto



12 Cap��tulo 7. Podando a cena�e, devemos ter,[wxy] � hW�;X �;Y�itr = [wxy]MhW;X ;Y;Zitr (7:2)para todo [w; x; y]; ou seja,hW�;X �;Y�i = hW;X ;Y;ZiMtr (7:3)Uma vez determinada a reta ��, precisamos recortar o pol��gono P �contra a mesma. Alguns ciclos de P � ser~ao preservados, por estareminteiramente no lado positivo de ��; outros ser~ao eliminados, por esta-rem inteiramente sobre �� ou no seu lado negativo. Os demais ciclos,que cruzam a reta, devem ser podados pela mesma; o resultado �e umacole�c~ao de cadeias que come�cam e terminam em ��. Estas cadeias pre-cisam ser ligadas entre si, com segmentos de ��, de modo a formarnovos ciclos. A maior di�culdade �e garantir que estes novos ciclos n~aose cruzam, n~ao tem arestas sobrepostas, e est~ao corretamente encaixa-dos e orientados; para isso, �e necess�ario atentar para a ordem em queeles entram e saem da reta ��. O algoritmo abaixo tenta formalizar umpouco mais estas id�eias:1. Inicialize os conjuntos R  fg, K  fg.2. Para cada ciclo C = (v0; : : vm�1) de P �, repita:2.1. Se todos os v�ertices de C est~ao no lado positivo de ��, acres-cente C ao conjunto R. Se nenhum v�ertice est�a no ladopositivo, ignore C. Nos demais casos,2.1.1. Elimine todos os v�ertices, arestas e partes de arestas deC que n~ao est~ao no lado positivo de P . O resultado �euma ou mais cadeias poligonais T1; : : Tk, sendo que cadaTi come�ca e termina com uma aresta.2.1.2. Complete cada Ti com dois v�ertices, inicial e �nal. (Es-ses v�ertices est~ao necessariamente sobre a reta ��.)2.1.3. Acrescente as cadeias Ti ao conjunto K.3. Se o conjunto K est�a vazio, ent~ao



7.1. O volume da imagem 133.1. Determine se a reta �� est�a dentro ou fora do pol��gono P .Se ela estiver dentro, acrescente ao conjunto R mais umciclo (v0; v1; v2), onde v0; v1; v2 s~ao três pontos de �� taisque os segmentos v0v1, v1v2, e v2; v0 est~ao bem de�nidos, s~aodisjuntos dois a dois, cobrem a reta ��, e est~ao orientadosno mesmo sentido de ��.4. Caso contr�ario (o conjunto K n~ao �e vazio), fa�ca4.1. Ordene circularmente o conjunto K pelos v�ertices iniciaisdas cadeias, na ordem de ocorrência desses v�ertices ao longoda reta ��. Em casos de empate, ordene as cadeias pelasdire�c~oes de suas arestas iniciais, no sentido hor�ario.4.2. Enquanto o conjunto K n~ao estiver vazio,4.2.1. Retire uma cadeia qualquer T de K. Seja u o v�erticeinicial de T .4.2.2. Enquanto o v�ertice �nal de T for diferente de u, repita4.2.2.1. Sejam e e v a �ultima aresta e o �ultimo v�ertice dacadeia T .4.2.2.2. Se houver uma ou mais cadeias em K que come�camno v�ertice v, seja T 0 aquela cuja primeira aresta e0tem dire�c~ao mais pr�oxima da dire�c~ao de e, quer nosentido hor�ario, quer no anti-hor�ario.4.2.2.3. Caso contr�ario, encontre na lista K a primeira ca-deia T 0 cujo v�ertice inicial u0 ocorre depois do pontov ao longo da reta ��. Se houverem v�arias cadeiasem K come�cando nesse mesmo ponto u, escolhaaquela cuja aresta inicial e0 tem a dire�c~ao mais anti-hor�aria poss��vel, em rela�c~ao �a dire�c~ao de ��.4.2.2.4. Retire a cadeia T 0 de K. Se u0 n~ao �e ant��poda dev, e o segmento orientado vu0 tem a mesma dire�c~aoda reta ��, ent~ao emende as cadeias (v; u0) e T 0 no�m de T (ou s�o T 0, se v = u0). Caso contr�ario,determine um ponto w de �� que, num percurso damesma, ocorre depois do ant��poda de u0 e antes do



14 Cap��tulo 7. Podando a cenaant��poda de v; e concatene as cadeias (v;w; u0) e T 0no �m de T .4.2.3. Acrescente a cadeia T (que agora �e um ciclo) ao conjuntoR.5. Devolva o conjunto R como resposta.Note que este algoritmo roda em tempo �(n+m logm) no pior caso,onde n �e o n�umero total de arestas do pol��gono P , e m �e o n�umero denovas arestas Existem algoritmos assintoticamente mais e�cientes, maseles s~ao de utilidade pr�atica duvidosa, pois em cenas t��picas a grandemaioria dos pol��gonos tem poucas arestas.



7.1. O volume da imagem 15
Figura 7.1: O volume da imagem.

Figura 7.2:Figura 7.3: A pipeline de poda.
Figura 7.4:


