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Podando a cena

7.1 O volume da imagem

Antes de desenhar a projecao de qualquer parte da cena, devemos ve-
rificar se a mesma é de fato visivel.

7.1.1 A janela da imagem

Como sabemos, para desenhar a imagem p’ de um ponto p da cena,
precisamos em principio tomar a semi-reta que sai da posicao do obser-
vador o e passa por p; a imagem desejada p’ é entao o ponto onde esta
semi-reta encontra o plano 7 da imagem.

Portanto, um ponto p da cena sé podera ser visivel na imagem se
a semi-reta op encontrar o plano 7 dentro da area I que corresponde a
imagem. Em outras palavras, so se p estiver na regiao do espago que
é a uniao de todas as semi-retas com origem em o que passam por [.
Veja a figura ??(a). Chamaremos esta regiao de volume da imagem.

Qualquer ponto da cena fora deste volume é com certeza invisivel.
Um ponto p dentro deste volume é visivel, a menos que seja oculto por
alguma outra parte opaca da cena, mais préxima ao observador do que
p (um problema de que trataremos no préximo fasciculo).

Como vimos, o calculo da imagem pode ser efetuado algebricamente
aplicando-se, a todos os pontos da cena, trés transformacoes projetivas
em seqiiéncia: (1) uma translagao T que traz a origem do SC para a
origem f do SI; (2) uma rotacao R que roda os vetores rst de modo
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a coincidir com os eixos do SI; e, finalmente, (3) uma transformacao
nao-afim P que mantém todos os pontos do plano Z = 0 fixos, e leva
a posicao do observador [1,0,0,d] para o ponto no infinito [0,0,0, 1].
Feito isso, a imagem pode ser calculada projetando-se os pontos da cena
transformados, paralelamente ao eixo Z, sobre o plano Z = 0 — isto é,
descartando-se a coordenada Z.

Considere a situagao depois que T' e R (mas nao P) foram apli-
cadas. Suponha que a imagem corresponde a um retangulo finito
I = [Xmin — Ximax) X[ Yiin — Ymax] do plano Z = 0. Neste momento, o vo-
lume da imagem é a piramide infinita que tem o observador o = (0,0, d)
por apice, e I por seccao. Veja a figura ??(a). Se aplicarmos agora
a transformacao de perspectiva P, esta piramide transforma-se num
prisma semi-infinito, paralelo ao eixo Z, cuja seccao é o retangulo [.
Este prisma se estende desde o plano de fundo 7 = —d (que é a ima-
gem do plano Q5 por P), até o infinito na direcao de Z > 0. Vide a
figura ?7(b).

7.1.2 O plano de frente

A medida que uma parte da cena se aproxima do olho do observador,
sua imagem fica infinitamente ampliada pela projecao de perspectiva.
Esse fenomeno pode causar problemas numéricos de precisao e overflow
no calculo da imagem.

Para evitar esses problemas, costuma-se na pratica eliminar da cena,
além dos pontos invisiveis, também todos os pontos que, depois das
transformacoes T e R, teriam Z > d — ¢, onde ¢ é uma constante
positiva apropriada.

Isto equivale a truncar artificialmente a piramide da imagem por
um plano de frente, paralelo ao plano da imagem, que passa a uma
distancia ¢ na frente do observador. Depois da transformacao P, este
plano de frente torna-se o plano Z = d(d — ¢)/e; e a piramide truncada
transforma-se no prisma retangular finito (paralelepipedo)

[Xmin — max] X [Ymin — max] X [Zmin — max] (71)

onde Zin = —d € Zmax = d(d — ¢)/e.
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7.1.3 Antes ou depois da perspectiva?

Em algum momento ao longo do célculo da imagem precisamos descar-
tar os pontos da cena que estao fora do volume da imagem. Chamare-
mos este processo de poda da cena.

Em principio, é possivel podar a cena tanto antes de aplicar a trans-
formacao T RP (isto é, no SC), quanto depois dela (isto é, no SI).

Intuitivamente, talvez pareca mais eficiente podar a cena antes da
transformacao, pois assim evitariamos aplicar esta as partes da cena
que estao fora do volume da imagem. Entretanto, no SC o volume
da imagem é uma piramide com orientacao arbitraria, enquanto que
no Sl ele é um prisma retangular (paralelepipedo) paralelo aos eixos.
Como veremos, a poda é bem mais facil para o prisma do que para
a piramide; e na verdade a diferenca entre os dois é exatamente igual
ao custo de aplicar a transformacao T'RP. Portanto, as duas opcoes
sao na verdade igualmente eficientes. Como é mais facil de codificar a
poda apos a transformacao, a maioria das implementacoes, tanto em
software como em hardware, adotam esta sequéncia.

(Por outro lado, é importante podar a cena antes de aplicar os
algoritmos de visibilidade do proximo fasciculo, pois estes sao bem mais
demorados que o algoritmo de poda.)

7.1.4 Espaco orientado ou nao-orientado?

Os algoritmos de poda e visibilidade que veremos a seguir praticamente
exigem o uso da geometria projetiva orientada, e do espaco de dois la-
dos. Por exemplo, esses algoritmos sao baseados em rotinas que cal-
culam a interseccao entre objetos geométricos e semi-espacos; e, como
sabemos, a no¢ao de semi-espaco é problematica em espacos projetivos
nao orientados. Além disso, eles tipicamente representam um segmento
pelos seus extremos, um triangulo pelos seus vértices, e assim por di-
ante; e ja vimos que essas representacoes sao ambiguas na geometria
nao-orientada.

Essa ambigtidade nao é apenas tedrica. Considere um segmento
ordinario ab da cena onde a esta atras do plano do observador, e b na
frente. Como esse segmento atravessa o plano do observador, apos a
transformacao de perspectiva ele estara atravessando o plano no infi-
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nito, e portanto sera formado por duas semi-retas opostas. Portanto,
a imagem de um segmento ordinario pode ser tanto um segmento or-
dinario quanto um par de semi-retas opostas. A geometria projetiva
classica nao nos permite decidir facilmente entre estas duas possibili-
dades.

Em contraste, no espaco orientado T3, essa ambigiiidade nao existe:
a imagem do segmento ab é sempre o segmento que une as imagens de
a e de b. No exemplo em questao, a imagem de b sera um ponto do
aquém, e a de ¢ um ponto do além; e portanto o segmento que liga estas
duas imagens sera automaticamente um par de semi-retas opostas, uma
em cada lado de Ts.

7.1.5 A pipeline de poda

Como vimos, o volume visivel (apds a transformagao de perspectiva) é
um paralelepipedo, que é a interseccao de seis semi-espacos. Portanto,
para podar as partes da cena que estao fora do volume visivel basta
cortar a cena sucessivamente por cada um dos seis planos que definem
esses semi-espacos, e a cada etapa descartar as partes que estao do lado
errado do plano em questao.

Uma dificuldade na codificacao deste processo é que o corte de um
objeto simples (segmento, triangulo, ou poligono) por um plano pode
produzir zero objetos, ou mais de um objeto, de cada lado do plano.
Por exemplo, a interseccao de um poligono simples com um semi-espaco
pode consistir de varios poligonos isolados.

Uma maneira de contornar esta dificuldade é codificar cada etapa
como um procedimento que recebe uma lista ligada de objetos, e devolve
uma lista ligada das partes desses objetos que estao do lado certo do
plano.

Outra solucao, que evita o trabalho e custo de de percorrer e cons-
truir listas ligadas, é considerar cada etapa como um “filtro” (no sentido
do sistema TUNIX) que “l&” um objeto de cada vez de um stream de
entrada, e “escreve” um objeto de cada vez num stream de saida, as-
sincronamente. O processo todo pode entao ser descrito como uma
pipeline de seis destes filtros, onde a saida de cada estagio é a entrada
do estagio seguinte. Veja a figura ??. Note que para cada objeto que o
filtro 1é do stream de entrada, ele pode escrever zero objetos, ou mais
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do que um objeto, no stream de saida.

Este modelo pipeline é particularmente conveniente para linguagens
de programacao que suportam o conceito de co-rotinas ou processos,
como Modula e os shells do TUNIX. Ele também é implementado em
hardware em certas estacoes graficas de alto desempenho.

A nocao de pipeline também sera util mais adiante, quando estu-
darmos algoritmos de visibilidade (para a eliminacao de partes da cena
ocultas por outros objetos da mesma).

Uma desvantagem da organizacao pipeline é que ela pode produzir
mais fragmentos do que necessario, tanto na saida final quanto nas eta-
pas intermediarias. Em particular, os estagios iniciais podem quebrar
um objeto em dezenas de fragmentos, que sao todos eliminados pelo
estagio final. (Veremos exemplos concretos deste problema mais adi-
ante.) Existem na literatura varios algoritmos que permitem detectar
estes casos e curto-circuitar a pipeline, evitando esse trabalho inutil.

7.1.6 Corte de segmentos

O algoritmo abaixo descreve um filtro que corta segmentos (abertos)
contra um plano 7 = (W, X, Y, Z), e devolve as partes desses segmen-
tos que estao no semi-espago positivo (aberto) de 7:
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1. Repita:

1.1. Leia o préximo segmento. Sejam a = [w,, Ty, Ya,24] € b =
[y, Tp, Yp, 2] s€US extremos.

1.2. Calcule s, = Ww, + Xay + Yy + 224, $p = Wwy + Xy +
yyb —|— Z,Zb.

1.3. Se s, >0es, >0, e (sq,8)# (0,0), entao
1.3.1. Escreva o segmento ab na saida.
1.4. Senao, se s, > 0 ou s, > 0, entao

1.4.1. Calcule o ponto u onde o segmento ab cruza o plano 7;
isto é,

u = [[spwat|salws, |splzatlsals, [splyatlsalys, [ss]zat]sal2]

1.4.2. Se s, > 0, escreva o segmento au na saida, senao escreva

ub.

A poda de segmentos contra ao volume da imagem pode entao ser
feita por uma pipeline com seis instancias deste filtro.

7.1.7 A otimizacao de Cohen-Sutherland

Como observamos antes, a pipeline de poda as vezes desperdica ciclos,
recortando segmentos que sao inteiramente descartados por um estagio
posterior.

Uma otimizacao que parece valer a pena (especialmente quando a
maioria dos segmentos esta fora do volume da imagem) é calcular os
coeficientes s,, s, para todos os seis estagios, usando os extremos a, b
originais do segmento, antes de qualquer outro célculo. (Note que estes
calculos podem ser feitos em paralelo, com hardware apropriado.)

Se para algum estagio estes coeficientes forem ambos negativos ou
nulos, o segmento inteiro esta no lado errado do plano correspondente
a esse estagio, e pode ser descartado sem mais. Senao, se em todos os
estagios os coeficientes a,, s, forem positivos, o segmento inteiro esta
dentro do volume da imagem, e pode ser imediatamente colocado na
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saida da pipeline. Nos demais casos, o segmento é processado normal-
mente pela pipeline, pulando-se porém todos os estagios para os quais
os dois coeficientes s,, s, eram positivos.

Esta otimizacao é geralmente descrita na literatura sob o nome de
algoritmo de Cohen-Sutherland.

7.1.8 Corte de triangulos

O corte de triangulos por um plano é apenas um pouco mais complicado
que o corte de segmentos. O filtro abaixo é uma possivel solucao.
Ele corta uma seqiiéncia de triangulos (abertos) contra um plano = =
(W, X, Y, Z), devolvendo as partes desses triangulos que estao no semi-
espaco (aberto) positivo.

Note que a interseccao de um triangulo com um semi-espaco pode
ser um quadrilatero. Quando isso acontece, o filtro abaixo automatica-
mente decompoe a mesma em dois triangulos, para que a saida possa
servir de entrada a outra instancia do mesmo algoritmo.

1. Repita:
1.1. Leia o préximo triangulo da entrada. Sejam v; = [w;, x4, y;, 2]
seus vértices, para ¢ € {1,2,3}.
1.2 Calcule s; = Ww; + Xa; + Yy, + Zz;, para 1 € {1,2,3}.

1.3. Permute os vértices v; junto com os valores s; de modo que
estes estejam em ordem decrescente.

1.4. Se sy > 0 e s3 > 0, entao
1.4.1. Escreva o triangulo vyvv3 na saida.
1.5. Senao, se 81 > 0 e s, < 0, entao

1.5.1 Calcule os pontos p e ¢ onde os segmentos vyvy € vyv3
cruzam o plano 7, respectivamente. (Note que p pode
ser o proprio vs.)

1.5.2. Escreva o triangulo vypg na saida.

1.6. Senao, se s3 > 0 e s3 < 0, entao

1.6.1. Calcule os pontos p e ¢ onde os segmentos vovs € v1v3
cruzam o plano 7, respectivamente.
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1.6.2. Escreva os triangulos v1v2¢ e vypg, € o segmento vyq, na
saida.

Note que este algoritmo pode inverter a ordem ciclica dos vértices
de um triangulo. Esta propriedade pode ser inconveniente em certos
contextos. Por exemplo, se o triangulo tem cores diferentes nos dois
lados (frente e verso), esta inversao pode fazer com que ele seja pintado
com a cor errada. Para evitar este problema, basta tomar nota do
numero de pares de vértices que foram trocados no passo ?7; se este
numero for impar, devemos permutar dois vértices quaisquer de todo
triangulo que for escrito na saida.

Note também que uma pipeline de seis estagios sucessivos usando
o algoritmo acima pode quebrar um triangulo de entrada em mais
triangulos do que seria necessario. A interseccao de um triangulo com
um paralelepipedo é um poligono convexo de no maximo 9 arestas, que
pode ser coberto com 7 triangulos. Entretanto, seis passos do algoritmo
acima podem produzir 26 triangulos na saida, talvez mais.

Nao sei se este problema é significativo na pratica. Se for, um
possivel remédio é acrescentar apds cada “filtro cortador” um “filtro
aglutinador”, que coleta todos os triangulos consecutivos com a mesma
cor e pertencentes ao mesmo plano, tenta junta-los num poligono sim-
ples, e decompoe este num niumero minimo de triangulos. Mas uma
solucao mais eficiente é trabalhar diretamente com poligonos em vez de
triangulos, como veremos na préxima se¢ao.

A otimizacao de Cohen-Sutherland, descrita anteriormente para o
caso de segmentos, pode também ser aplicada a triangulos. Neste caso,
ela consiste em calcular primeiro todos os coeficientes sq, s, 83 para
todos os seis estagios, usando os vértices originais, antes de qualquer
outro calculo. Se em algum estagio os trés coeficientes forem negativos
ou nulos, o triangulo inteiro é descartado. Se em todos os estagios os
trés coeficientes forem positivos, o triangulo inteiro é colocado direta-
mente na saida da pipeline. Nos demais casos, o triangulo é processado
normalmente pela pipeline, pulando-se os estagios onde os trés coefici-
entes eram positivos.
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7.1.9 Corte de poligonos

Em teoria, algoritmos para corte de poligonos sao supérfluos, pois todo
poligono de n lados pode ser decomposto em n — 2 triangulos. (Algorit-
mos eficientes para este fim sao estudados em geometria computacio-
nal.) Entretanto, como vimos, a estratégia de reduzir tudo a triangulos
pode levar a uma certa ineficiéncia. Além disso, a grande maioria das
cenas que ocorrem na pratica (prédios, pegas mecanicas, méveis, etc.)
sao naturalmente descritos em termos de poligonos com quatro ou mais
lados.

Um poligono com mais do que trés vértices é um objeto muito mais
complicado do que um segmento ou um triangulo. Por exemplo, qua-
tro pontos do espaco nao pertencem necessariamente ao mesmo plano;
assim, representar um poligono pela lista de seus vértices — como fi-
zemos com triangulos — é um desperdicio de espaco, e exige cuidados
especiais para evitar inconsisténcias. QOutra razao é que os poligonos
que ocorrem em objetos reais freqlientemente tém buracos e/ou varios
pedacos isolados. Em alguns casos é necessario descrever poligonos que
consistem de um plano inteiro, menos alguns buracos. Assim, dados os
vértices de um poligono, nao é 6bvio como eles estao ligados, e quais
pontos do plano entao dentro ou fora do poligono.

Por essas razoes e outras, é aconselhavel representar um poligono P
no espaco por (1) um poligono P* no plano T, e (2) uma transformacao
projetiva pp que leva T, para um determinado plano mp de Ts. Por
definicao, P é a imagem de P* sob pp.

A funcao pp pode ser especificada por uma matriz real Mp de di-
mensao 3 X 4, que, multiplicada pelas coordenadas homogeéneas de um
ponto de T,, da as coordenadas de sua imagem em Ts:

pp = |w,z,y] — |[w,z,y]M
My Mz My Mz
= [w,x,y] = [w,x,y] My Megy Myy Me,
Myw  Myg  Myy My

O poligono P* em T, pode ser representado por um conjunto nao-
vazio de listas de pontos de T,. Cada lista representa uma seqiéncia
circular de vértices e arestas — um ciclo — da fronteira do poligono;
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os vértices sao os pontos da lista, e as arestas sao os segmentos aber-
tos que ligam cada vértice ao vértice seguinte. (Supoe-se que vértices
consecutivos sao distintos e nao antipodas.) A ordem dos vértices no
ciclo é tal que o interior do poligono fica a esquerda de quem percorre
o mesmo na ordem indicada.
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Assim, por exemplo, o poligono da figura ??7 abaixo pode ser des-
crito pelas listas de vértices {(a,b,¢,d), (e, f,q),(h,%,5,k)}.

Note que a regra que define o interior e exterior do poligono pres-
supode que os ciclos nao se cruzam; caso contrario, certas regides do
plano poderiam ficar com estado contraditéorio — interior segundo uma
aresta, exterior segundo outra. Mais ainda, as arestas de um poligono
(consideradas como segmentos abertos) devem ser disjuntas duas a
duas. Além disso, os ciclos devem estar aninhados e orientados de
maneira consistente: intuitivamente, dentro de cada ciclo anti-horario,
os ciclos mais “externos” devem ser todos horarios, e vice-versa.

Dado um poligono P nesta representacao, e um ponto qualquer ¢ do
plano, podemos determinar se ¢ esta dentro ou fora de P, percorrendo
alguma reta m que sai de ¢ e encontra a fronteira do poligono. Seja e
a primeira aresta do poligono encontrada pela reta m, depois do ponto
¢; comparando a direcao de e com a dire¢ao de m, podemos decidir se
q esta dentro ou fora do poligono.

Este algoritmo, simples em principio, torna-se complicado quando
consideramos todos os casos excepcionais que podem ocorrer. Em pri-
meiro lugar, a reta m pode encontrar a fronteira de P num vértice v,
ou pode conter inteiramente uma ou mais arestas ¢ de P. Nesses casos,
deve-se examinar as arestas vizinhas a v ou e para decidir se ¢ esta
dentro ou fora do poligono. Além disso, o ponto p pode estar sobre
a fronteira de P, caso em que a resposta é inerentemente ambigua —
nem dentro, nem fora.

Finalmente, a reta m pode encontrar a fronteira de P num ponto
em que dois ou mais vértices coincidem. (Infelizmente, na maioria das
aplicacoes praticas nao é possivel exigir que todos os vértices sejam dis-
tintos). Nesse caso, é necessario examinar todas as arestas do poligono
que incidem nesses vértices, para decidir se ¢ esta dentro ou fora.

Para cortar o poligono P por um plano 7 = (W, X, Y, Z), é con-
veniente primeiro transferir esse problema para o plano T,. Ou seja,
devemos determinar a reta orientada 7* = V*, X'*, Y*) de T3 que cor-
responde a interseccao do plano de corte # com o plano do poligono
7p. Um ponto genérico u = [w,x,y] de T, esta no lado positivo dessa
reta se e somente se sua imagem uup esta no lado positivo de 7. Isto
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¢, devemos ter,
[way] - (W7, X7,V = [way]M(W, X, P, Z)" (7.2)
para todo [w,z,y]; ou seja,
(W, XY = (W, X, Y, Z)M™ (7.3)

Uma vez determinada a reta #*, precisamos recortar o poligono P*
contra a mesma. Alguns ciclos de P* serao preservados, por estarem
inteiramente no lado positivo de 7*; outros serao eliminados, por esta-
rem inteiramente sobre 7 ou no seu lado negativo. Os demais ciclos,
que cruzam a reta, devem ser podados pela mesma; o resultado é uma
colecao de cadeias que comecam e terminam em 7*. Estas cadeias pre-
cisam ser ligadas entre si, com segmentos de 7*, de modo a formar
novos ciclos. A maior dificuldade é garantir que estes novos ciclos nao
se cruzam, nao tem arestas sobrepostas, e estao corretamente encaixa-
dos e orientados; para isso, é necessario atentar para a ordem em que
eles entram e saem da reta #*. O algoritmo abaixo tenta formalizar um
pouco mais estas idéias:

1. Inicialize os conjuntos R « {}, K « {}.

2. Para cada ciclo C' = (v, .. vy—1) de P*, repita:

2.1. Se todos os vértices de (' estao no lado positivo de 7%, acres-
cente C' ao conjunto R. Se nenhum vértice esta no lado
positivo, ignore C'. Nos demais casos,

2.1.1. Elimine todos os vértices, arestas e partes de arestas de
C' que nao estao no lado positivo de P. O resultado é
uma ou mais cadeias poligonais 717, .. T}, sendo que cada
T; comecga e termina com uma aresta.

2.1.2. Complete cada T; com dois vértices, inicial e final. (Es-
ses vértices estao necessariamente sobre a reta ﬂ'*.)

2.1.3. Acrescente as cadeias T} ao conjunto K.

3. Se o conjunto K estd vazio, entao
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3.1. Determine se a reta 7* esta dentro ou fora do poligono P.
Se ela estiver dentro, acrescente ao conjunto R mais um
ciclo (vg,v1,v2), onde vg,v1,v2 sao trés pontos de 7* tais
que os segmentos vy, V1v9, € Vg, Vg estao bem definidos, sao

disjuntos dois a dois, cobrem a reta 7, e estao orientados
no mesmo sentido de 7*.

4. Caso contrario (o conjunto K nao é vazio), faga

4.1. Ordene circularmente o conjunto K pelos vértices iniciais
das cadeias, na ordem de ocorréncia desses vértices ao longo
da reta 7*. Em casos de empate, ordene as cadeias pelas

direcoes de suas arestas iniciais, no sentido horario.

4.2. Enquanto o conjunto K nao estiver vazio,

4.2.1. Retire uma cadeia qualquer T de K. Seja u o vértice
inicial de T'.

4.2.2. Enquanto o vértice final de T for diferente de u, repita

4.2.2.1.

4.2.2.2.

4.2.2.3.

4.2.2.4.

Sejam e e v a ultima aresta e o 1ultimo vértice da
cadeia T'.

Se houver uma ou mais cadeias em K que comecam
no vértice v, seja 1" aquela cuja primeira aresta e’
tem direcao mais proxima da direcao de e, quer no
sentido horario, quer no anti-horario.

Caso contrario, encontre na lista K a primeira ca-
deia 17" cujo vértice inicial u’ ocorre depois do ponto
v ao longo da reta 7*. Se houverem varias cadeias
em K comecando nesse mesmo ponto u, escolha
aquela cuja aresta inicial ¢’ tem a direcao mais anti-
horaria possivel, em relacao a direcao de 7.

Retire a cadeia T” de K. Se u' nao é antipoda de
v, e 0 segmento orientado vu’ tem a mesma direcao
da reta 7, entao emende as cadeias (v,u') e T' no
fim de T (ou s6 17", se v = u'). Caso contrério,
determine um ponto w de 7* que, num percurso da
mesma, ocorre depois do antipoda de u’ e antes do



14 Capitulo 7. Podando a cena

antipoda de v; e concatene as cadeias (v, w,u’) e T"

no fim de 7.

4.2.3. Acrescente a cadeia T' (que agora é um ciclo) ao conjunto

R.
5. Devolva o conjunto R como resposta.

Note que este algoritmo roda em tempo O(n+mlogm) no pior caso,
onde n é o numero total de arestas do poligono P, e m é o numero de
novas arestas Existem algoritmos assintoticamente mais eficientes, mas
eles sao de utilidade pratica duvidosa, pois em cenas tipicas a grande
maioria dos poligonos tem poucas arestas.
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Figura 7.1: O volume da imagem.

Figura 7.2:

Figura 7.3: A pipeline de poda.

Figura 7.4:



