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Transformagoes Geométricas no Plano

3.1 Transformacoes projetivas

Dentre todas as funcoes que levam pontos de T? para pontos de T?,
existe uma classe importante, as transformacoes projetivas, ou projeti-
vidades, que se caracterizam por preservar as relacoes de colinearidade:
isto é, se trés pontos estao alinhados, suas imagens também o sao, e
vice-versa.

O conceito de projetividade engloba muitas transformacoes geomé-
tricas importantes, como as translagoes, rotacoes, e mudancas de escala,
que estudaremos a seguir.

3.1.1 Caracterizagao algébrica

Pode-se provar que toda projetividade de T? corresponde a uma trans-
formacao linear inversivel das coordenadas homogéneas. Isto é, para
toda projetividade F' existe uma matriz real

Juw  fws fuy
F= fxw fxx fxl/
Jyw  Jue o Juy

com dimensao 3 x 3 e determinante nao nulo, tal que
[ wfuw + 2 fow + Y fyu

W fuy + 2 foy T Y Loy ]
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Note que, para fins desta férmula, a tripla [w, 2, y] deve ser vista como
um vetor linha, isto é, uma matriz 1 x 3.

A reciproca também é verdadeira: toda matriz 3 x 3 F, com de-
terminante nao nulo, define pela férmula (3.1) uma projetividade de
T2. Este fato é facil de provar, usando a definicio de colinearidade
(equacao (2.8)), e o fato que o determinante de um produto de matri-
zes € o produto dos seus determinantes. Veja o exercicio 3.1.

Ex. 3.1: Seja F uma matriz 3 x 3. Prove que a funcao F de T2 para
T2 definida pela férmula (3.1) satisfaz

A(F(po), F(p1), F(p2)) = A(po, p1,p2) - sgn |F|

O exercicio 3.1 revela que as transformacoes projetivas se dividem
em duas classes, as positivas e as negativas, conforme o sinal do deter-
minante de sua matriz; sendo que uma projetividade positiva preserva
as orientacoes de todos os triangulos, enquanto que uma projetividade
negativa as inverte.

Note que, se aplicarmos a férmula (3.1) a duas triplas homogéneas
equivalentes, obteremos dois resultados equivalentes.

Note também que, se multiplicarmos todos os elementos da matriz
F por um mesmo nimero « # 0, a transformacao projetiva F' definida
pela mesma nao se altera. Portanto, duas matrizes F' e F” determinam
a mesma transformacao se e somente se F' = oF” para algum o # 0.

Ex. 3.2: Mostre que a funcao F(p) = —p, que leva cada ponto para
seu antipoda, é uma projetividade negativa de T2.

Ex. 3.3: Se F' é uma projetividade, qual é a relagdao entre F(p) e
F(=p)? Justifique.

Antes de estudar as propriedades gerais das projetividades, vamos
conhecer alguns casos particulares, que sao bastante importantes na
pratica.
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3.1.2 Translacoes

Para deslocar uma figura no plano, mantendo-se sua orientacao, basta
somar as coordenadas cartesianas de cada um de seus pontos um mesmo
vetor (Xo, Yp). Isto é, basta aplicar a cada ponto da figura a fungao

(X,Y) = (X + Xo, Y + Yo) = (X, Y) + (Xo, Yo)

Uma funcao desta forma ¢é chamada de translagio do plano R? pelo
vetor (Xo, Yp). Note que (X, Yy) é também a imagem da origem (0, 0).

Em termos de coordenadas homogéneas, a translacao que leva a
origem [1,0,0] para o ponto [wg, o, yo] (necessariamente finito) é dada
pela formula

[w,z,y] — [ wwy, Twe+ wrg, Ywe+ WYy |

Note que as coordenadas do resultado sao combinacoes lineares das
coordenadas do argumento. Podemos portanto escrever a funcao acima
como um produto da tripla homogénea [w, x,y| (vista agora como um
vetor linha do R®) por uma matriz 3 x 3:

Wo Lo Yo
[w,z,y] — [w,z,y] | 0 wy 0 (3.2)
0 0 Wo
Note que um ponto infinito p = [0, z, y] é levado para [0, xwy, ywe] =
[0, z,y] = p. Ou seja, qualquer translagao mantém a reta 2 fixa ponto-

a-ponto. Prova-se dail que as translacoes também preservam todas as
distancias, dire¢oes, e angulos de qualquer figura.

Ex. 3.4: Escreva a matriz da translacao que desloca o ponto (Xg, Yp)
para o ponto (X1, Y7).

3.1.3 Rotacoes

Para rodar uma figura plana em torno da origem (0,0), por um angulo
f em sentido anti-horario, basta aplicar a cada um de seus pontos a
funcao

(X,Y) — (Xcosf—Ysind, Xsinb+Y cosf)

B +cosf +sinb
o (X’Y)(—sine —|—COS(9)
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Em termos de coordenadas homogéneas, esta funcao é

1 0 0
[w,z,y] — [w,z,y] | 0 +cosh +sind (3.3)
0 —sinf +coséb

Como é sabido, uma rotacao por qualquer angulo preserva todos os
angulos e distancias entre os pontos do plano.

Ex. 3.5: Escreva as matrizes de rotaciao para os angulos 45°, 60°, 90°,
180°, e —90°.

Ex. 3.6: Determine a matriz de rotacdo que transforma o eixo X numa
reta que passa pela origem e é paralela ao vetor (X,Y).

Note que a férmula (3.3) descreve apenas rotacoes cujo centro (ponto
fixo) é a origem. Na se¢ao 3.1.9 veremos como construir uma matriz de
rotacao cujo centro é um ponto finito arbitrario.

3.1.4 Transformacoes de escala

Para ampliar ou reduzir uma figura, mantendo-se sua orientacao, basta
multiplicar cada coordenada cartesiana de cada ponto por um fator de
escala conveniente; ou seja, aplicar a cada ponto a transformacdao de
escala

(X,Y) — (aX,8Y)

O par de fatores de escala («, ) pode ser entendido como sendo a
imagem do ponto cartesiano (1,1). Em coordenadas homogéneas, esta
transformacao ¢ dada por

1 0 0
[w,z,y] — [w,z,y] | 0 a 0 (3.4)
00 B

Se o fator de escala é o mesmo para as duas coordenadas, a am-
pliacdo ou reducao é dita wuniforme, e preserva todos os angulos e
direcoes entre os pontos do plano. Caso contrario, apenas as direcoes
horizontais e verticais sao preservadas.

Ex. 3.7: Escreva a matriz de mudancga de escala que leva (Xg, Yo) para
(X1,Y7). (Suponha que nenhum desses nimeros é zero.)
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3.1.5 Reflexoes

A transformacao

(X,Y)— (=X)Y) (3.5)

aplicada aos pontos de uma figura reflete a mesma em torno do eixo Y,
invertendo o sentido do eixo X. E um caso particular de transformacao
de escala, com fatores (—1,1).

Ex. 3.8: Escreva a matriz da transformacdo (3.5), em coordenadas ho-
mogéneas.

A reflexao em torno do eixo X é analoga. Na secao 3.1.9 veremos
como construir uma matriz de reflexdao cujo eixo é uma reta ordinaria
qualquer.

Note que reflexoes preservam distancias, e invertem o sentido dos
angulos, preservando seu valor absoluto.

Ex. 3.9: Uma reflexdo é uma projetividade positiva ou negativa?

Ex. 3.10: Que tipo de projetividade é a definida pela matriz

+1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

3.1.6 Cisalhamentos

A transformacao
(X,Y)— (X +aY,Y)

¢é chamada de cisalhamento horizontal: Esta transformacao preserva
a coordenada Y do argumento, e desloca a coordenada X por uma
distancia proporcional a coordenada Y. (Assim, ela poderia ser usada
para converter letras “romanas” em “italicas”.) Em particular, o ponto
(0,1) é levado para (a,1). A forma homogénea desta transformacao é

10 0
[w,2,y] — [w,z,y] | 0 1 0 (3.6)
0 o 1
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As transformacoes de cisalhamento vertical sao definidas de modo
analogo.

O cisalhamento mais geral mantém fixos os pontos de uma reta
ordinaria r, e desloca qualquer outro ponto finito numa direcao para-
lela a r, sendo o deslocamento proporcional a distancia de p a r. Na
secao 3.1.9 veremos como construir esta matriz, dadas r e a constante
de proporcionalidade.

Ex. 3.11: Construa uma matriz de cisalhamento horizontal que trans-
forma um tridngulo equildtero com base paralela ao eixo X num triangulo
retangulo.

3.1.7 Composicao de transformacoes

Se I' e (G sao duas funcoes de T? para T?, como as descritas acima,
a transformagdo composta p — G(F(p)) equivale aplicar F' e GG em
sequéncia, nesta ordem, a cada ponto.

Observe que, na notacao funcional ordinaria G(F(p)), a ordem em
que essas fungoes sao escritas é oposta a ordem em que elas sao aplica-
das. Para evitar este inconveniente, adotaremos neste curso a notacao
funcional pés-fixa usada pelos algebristas. Ou seja, a aplicacao de uma
funcao F' a um argumento x sera denotada por xF, em vez de F(x);
e a composicao de duas funcoes F' e (i, aplicadas nessa ordem, sera
denotada por F'(G, em vez de GG o F'. Portanto, em lugar de F/(G(x))
escreveremos x F'(¢, que pode ser lido tanto (xF')G quanto x(F'G).

Compondo as transformacoes “basicas” vistas nas secoes 3.1.2-3.1.6,
podemos obter outras classes interessantes. Por exemplo, combinando
rotacoes, translacoes, e reflexdes obtemos as chamadas transformagoes
isométricas, ou isometrias, ou movimentos rigidos do plano, que sao
justamente todas as funcoes de T? em T? que preservam as distancias e
angulos entre os pontos. Se juntarmos a essas as transformacoes unifor-
mes de escala, obtemos as transformacoes euclidianas, ou similaridades,
que preservam apenas os angulos e as razoes entre distancias. Por outro
lado, se combinarmos as isometrias com os cisalhamentos horizontais e
verticais, obtemos as transformacoes unitdrias, que preservam areas e
o paralelismo entre retas.
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Em qualquer caso, note que toda transformacao ' assim obtida
pode ser escrita na forma [w, z, y] — [w, z, y]F, onde F é uma matriz 3 x
3. A composicao F'G de duas transformacoes F' e (G equivale obviamente
ao produto FG das matrizes correspondentes, nessa ordem.

Ex. 3.12: Seja R arotacao por 90° em torno da origem, e T" a translacao
pelo vetor (2,3). Calcule as matrizes para as transformagées A = TR e
B = RT. Explique (geometricamente) o efeito de A e B, e a diferenga
entre as duas.

Ex. 3.13: Mostre que uma transformaciao é de similaridade se e so-
mente se sua matriz tem a forma

1 2g wa
0 4a +b
0 —b +a

onde a e b sdo numeros reais, ndo ambos nulos, e x4, y; sdo nimeros
reais quaisquer. Qual o significado geométrico desses parametros?

3.1.8 Transformacao inversa

Toda transformacao F' dentre as classes descritas acima é uma bijecao
de T? para TZ%; portanto, ela admite uma transformacao inversa ['~!,
tal que FF~!' e F7'F sao a funcao identidade de T?. Obviamente, a
matriz da inversa de F' é a inversa da matriz de F'.

Cada uma das classes de transformacoes mencionadas acima é fe-
chada também sob inversao; por exemplo, a inversa da translacao por
(Xo, Yo) é a translacao por (—Xo, —Yp), ete.

Ex. 3.14: Para cada uma das transformacées elementares vistas acima
(translagoes, rotacoes, reflexdes, mudangas de escala, e cisalhamento),
dé a matriz homogénea da transformacio inversa.

Como sabemos, a inversa da composicao F'(G é a composicao das
inversas na ordem inversa, G~ F 7L
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3.1.9 Transformacgoes conjugadas

Composicao e inversao sao ferramentas extremamente tteis quando
queremos construir projetividades mais complexas que as descritas acima.

Para esse fim, usamos freqiientemente o idioma GG™'F'(G, chamado
de conjugada de F' por GG. Observe que se [ leva o ponto p no ponto ¢,
sua conjugada G~ F'( leva o ponto pG no ponto ¢(; e se p é um ponto
fixo de F', entdo pG é um ponto fixo de GT1FG.

Por exemplo, a transformacao que roda o plano de 30° em torno
do ponto (3,5) pode ser obtida pela composi¢io T™'RT, onde T é a
translagao por (3,5), e R é a rotacao de 30° em torno da origem.

Ex. 3.15: Para cada uma das transformacoes abaixo, diga como obté-
la através da composicao de projetividades simples (translagoes, rotacoes
em torno da origem, mudancas de escala, reflexdes nos eixos, e cisalha-
mentos horizontais e verticais):

(a) Reflexdo em torno da reta vertical de abscissa X.

(b) Reflexado em torno da reta paralela ao vetor (X4, Yy) passando pela
origem.

(c) Reflexdo em torno da reta paralela ao vetor (X, Yy) passando pelo
ponto (X,,Y))

(d) Mudanca de eixos e escalas que transforma o retangulo cartesiano
[2 _4] X [3 X 5] no retangulo [—1 _+1] x [0 _1].

3.1.10 Efeito de projetividades em retas

Seja I' uma projetividade de T? e r uma reta. Por definicdo, a imagem
de r por F' é a tnica reta F(r) tal que

rop=F(r)o F(p)

para todo ponto p. Note, em particular, que p estd em r se e somente
se F(p) esta em F(r).

Os coeficientes da reta F'(r) podem ser obtidos multiplicando-se a
inversa da matriz de F' pelos coeficientes de r, que devem ser conside-
rados como um vetor coluna (isto é, uma matriz 3 x 1). Ou seja,

FW, X, ) =F YW X)) (3.7)
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Ex. 3.16: Determine a imagem do ponto [1,1,1] e da reta (1,1,1) sob
uma translacdo pelo vetor (2, 3).

3.1.11 Transformacoes afins

Todas as transformacoes vistas até agora sao casos particulares das
transformacoes afins do plano, cuja forma cartesiana geral é

(X,Y) = (aX4bY +e, cX+dY +f)

- () e

onde (23) é uma matriz real nao singular, e (e, f) um vetor real. A
versao homogénea é

Loe f
[w, 2, y] = [w,2,y] [ 0 a b (3.8)
0 d

o 0

E facil verificar que as transformacoes afins sao fechadas sob com-
pOSIcao e Inversao.

Mais ainda, toda transformacao afim preserva o sinal da coordenada
peso w, levando portanto pontos infinitos para pontos infinitos, e pon-
tos finitos para pontos finitos. Ou seja, ela mantém fixos a reta {2, o
aquém, e o além de T? (como conjuntos, nao necessariamente ponto-a-
ponto). Na verdade, estas propriedades caracterizam as transformacoes
afins; que sao, portanto, exatamente as projetividades que podem ser
estudadas na geometria euclidiana (ou cartesiana), sem sair do R?.

Pode-se concluir também que toda transformacao afim preserva o
paralelismo entre retas, pois duas retas finitas sao paralelas se e somente
se elas encontram num ponto infinito.

Existe uma unica transformacao afim do plano que leva os trés pon-
tos (0,0), (1,0), e (0,1) para trés pontos dados (finitos e nao colineares)
po = (Xo, Y0), p1 = (X1, Y1), p2 = (X5, Y2). A matriz homogénea dessa

transformacao é
1 Xo Yo
Ap0p1p2 = [wv Ty y] = [wv Ty y] 0 Xl - XO 1/1 - 1/0 (39)
0 Xo—Xo Y2—Yo
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Portanto, dados quaisquer dois triangulos abc e pgr (finitos e nao-
degenerados), existe uma unica transformacao afim do plano que leva
ap, b g, ecrsr, que é simplesmente a composicio Agpe™" Ay

Ex. 3.17: Determine a matriz da transformacdo afim que leva
[17 27 3]7 [17 47 0]7 [17 07 4]
para, respectivamente,

[1,2,0],[1,—1,1],[1,—-1,—1]

3.1.12 Transformacoes projetivas gerais

A transformacoes afins sao um subconjunto préprio das projetividades
de T2, Em geral, uma projetividade pode levar pontos finitos para o
infinito, e vice-versa. Considere por exemplo a transformacao

[w, z,y] = [w,z,y]

0| = [z,w,y] (3.10)
1

que mantém o “pdlo norte” [0,0, 1] fixo, e troca a origem [1,0,0] com
o “pdlo leste” [0,1,0]. Esta projetividade troca o eixo Y com a reta
no infinito §2; portanto, ela transforma retas horizontais em retas que
passam pela origem, e vice-versa. Fm coordenadas cartesianas, ela
equivale a
(X,Y)— (1/X,Y/X)

Note que esta féormula é indefinida quando X = 0; e, reciprocamente,
nao existe nenhum ponto do R? cuja imagem tenha X = 0. Portanto,
este é um exemplo de transformacao geométrica que é melhor estudada
em T2 do que em RZ.

Ex. 3.18: Considere um tabuleiro de xadrez desenhado no plano T2
com cantos opostos nos pontos (—4,—4) e (4,4). Desenhe a imagem
deste tabuleito pela projetividade (3.10).

Ex. 3.19: Determine uma projetividade que mantém a origem fixa,
levando [1, 1, 0] para [0,1,0],[1,0,1] para [0,0,1],e [3, 1, 1] para [1, 1, 1].

Ex. 3.20: Determine todas as projetividades que mantém fixos os trés
pontos [1,0,0], [0,1,0], e [0,0,1].



