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 Jorge Stol�Primeiro Semestre de 1995Notas de Aula { Fasc��culo 3Transforma�c~oes Geom�etricas no Plano3.1 Transforma�c~oes projetivasDentre todas as fun�c~oes que levam pontos de T2 para pontos de T2,existe uma classe importante, as transforma�c~oes projetivas, ou projeti-vidades, que se caracterizam por preservar as rela�c~oes de colinearidade:isto �e, se três pontos est~ao alinhados, suas imagens tamb�em o s~ao, evice-versa.O conceito de projetividade engloba muitas transforma�c~oes geom�e-tricas importantes, como as transla�c~oes, rota�c~oes, e mudan�cas de escala,que estudaremos a seguir.3.1.1 Caracteriza�c~ao alg�ebricaPode-se provar que toda projetividade de T2 corresponde a uma trans-forma�c~ao linear invers��vel das coordenadas homogêneas. Isto �e, paratoda projetividade F existe uma matriz realF = 264 fww fwx fwyfxw fxx fxyfyw fyx fyy 375com dimens~ao 3 � 3 e determinante n~ao nulo, tal queF ([w; x; y]) = [w; x; y]F= [ wfww + xfxw + yfywwfwx + xfxx + yfyxwfwy + xfxy + yfyy ] (3.1)



2 Cap��tulo 3. Transforma�c~oes Geom�etricas no PlanoNote que, para �ns desta f�ormula, a tripla [w; x; y] deve ser vista comoum vetor linha, isto �e, uma matriz 1� 3.A rec��proca tamb�em �e verdadeira: toda matriz 3 � 3 F, com de-terminante n~ao nulo, de�ne pela f�ormula (3.1) uma projetividade deT2. Este fato �e f�acil de provar, usando a de�ni�c~ao de colinearidade(equa�c~ao (2.8)), e o fato que o determinante de um produto de matri-zes �e o produto dos seus determinantes. Veja o exerc��cio 3.1.Ex. 3.1: Seja F uma matriz 3 � 3. Prove que a fun�c~ao F de T2 paraT2 de�nida pela f�ormula (3.1) satisfaz�(F (p0); F (p1); F (p2)) = �(p0; p1; p2) � sgn jFjO exerc��cio 3.1 revela que as transforma�c~oes projetivas se dividemem duas classes, as positivas e as negativas, conforme o sinal do deter-minante de sua matriz; sendo que uma projetividade positiva preservaas orienta�c~oes de todos os triângulos, enquanto que uma projetividadenegativa as inverte.Note que, se aplicarmos a f�ormula (3.1) a duas triplas homogêneasequivalentes, obteremos dois resultados equivalentes.Note tamb�em que, se multiplicarmos todos os elementos da matrizF por um mesmo n�umero � 6= 0, a transforma�c~ao projetiva F de�nidapela mesma n~ao se altera. Portanto, duas matrizes F0 e F00 determinama mesma transforma�c~ao se e somente se F0 = �F00 para algum � 6= 0.Ex. 3.2: Mostre que a fun�c~ao F (p) = :p, que leva cada ponto paraseu ant��poda, �e uma projetividade negativa de T2.Ex. 3.3: Se F �e uma projetividade, qual �e a rela�c~ao entre F (p) eF (:p)? Justi�que.Antes de estudar as propriedades gerais das projetividades, vamosconhecer alguns casos particulares, que s~ao bastante importantes napr�atica.



3.1. Transforma�c~oes projetivas 33.1.2 Transla�c~oesPara deslocar uma �gura no plano, mantendo-se sua orienta�c~ao, bastasomar �as coordenadas cartesianas de cada um de seus pontos ummesmovetor (X0; Y0). Isto �e, basta aplicar a cada ponto da �gura a fun�c~ao(X;Y ) 7! (X +X0; Y + Y0) = (X;Y ) + (X0; Y0)Uma fun�c~ao desta forma �e chamada de transla�c~ao do plano R2 pelovetor (X0; Y0). Note que (X0; Y0) �e tamb�em a imagem da origem (0; 0).Em termos de coordenadas homogêneas, a transla�c~ao que leva aorigem [1; 0; 0] para o ponto [w0; x0; y0] (necessariamente �nito) �e dadapela f�ormula [w; x; y] 7! [ ww0; xw0 + wx0; yw0 + wy0 ]Note que as coordenadas do resultado s~ao combina�c~oes lineares dascoordenadas do argumento. Podemos portanto escrever a fun�c~ao acimacomo um produto da tripla homogênea [w; x; y] (vista agora como umvetor linha do R3) por uma matriz 3 � 3:[w; x; y] 7! [w; x; y]264 w0 x0 y00 w0 00 0 w0 375 (3:2)Note que um ponto in�nito p = [0; x; y] �e levado para [0; xw0; yw0] =[0; x; y] = p. Ou seja, qualquer transla�c~ao mant�em a reta 
 �xa ponto-a-ponto. Prova-se da�� que as transla�c~oes tamb�em preservam todas asdistâncias, dire�c~oes, e ângulos de qualquer �gura.Ex. 3.4: Escreva a matriz da transla�c~ao que desloca o ponto (X0; Y0)para o ponto (X1; Y1).3.1.3 Rota�c~oesPara rodar uma �gura plana em torno da origem (0; 0), por um ângulo� em sentido anti-hor�ario, basta aplicar a cada um de seus pontos afun�c~ao (X;Y ) 7! (X cos � � Y sin �;X sin � + Y cos �)= (X;Y ) +cos � +sin �� sin � +cos � !



4 Cap��tulo 3. Transforma�c~oes Geom�etricas no PlanoEm termos de coordenadas homogêneas, esta fun�c~ao �e[w; x; y] 7! [w; x; y]264 1 0 00 + cos � +sin �0 � sin � +cos � 375 (3:3)Como �e sabido, uma rota�c~ao por qualquer ângulo preserva todos osângulos e distâncias entre os pontos do plano.Ex. 3.5: Escreva as matrizes de rota�c~ao para os ângulos 45�, 60�, 90�,180�, e �90�.Ex. 3.6: Determine a matriz de rota�c~ao que transforma o eixo X numareta que passa pela origem e �e paralela ao vetor (X; Y ).Note que a f�ormula (3.3) descreve apenas rota�c~oes cujo centro (ponto�xo) �e a origem. Na se�c~ao 3.1.9 veremos como construir uma matriz derota�c~ao cujo centro �e um ponto �nito arbitr�ario.3.1.4 Transforma�c~oes de escalaPara ampliar ou reduzir uma �gura, mantendo-se sua orienta�c~ao, bastamultiplicar cada coordenada cartesiana de cada ponto por um fator deescala conveniente; ou seja, aplicar a cada ponto a transforma�c~ao deescala (X;Y ) 7! (�X; �Y )O par de fatores de escala (�; �) pode ser entendido como sendo aimagem do ponto cartesiano (1; 1). Em coordenadas homogêneas, estatransforma�c~ao �e dada por[w; x; y] 7! [w; x; y]264 1 0 00 � 00 0 � 375 (3:4)Se o fator de escala �e o mesmo para as duas coordenadas, a am-plia�c~ao ou redu�c~ao �e dita uniforme, e preserva todos os ângulos edire�c~oes entre os pontos do plano. Caso contr�ario, apenas as dire�c~oeshorizontais e verticais s~ao preservadas.Ex. 3.7: Escreva a matriz de mudan�ca de escala que leva (X0; Y0) para(X1; Y1). (Suponha que nenhum desses n�umeros �e zero.)



3.1. Transforma�c~oes projetivas 53.1.5 Re
ex~oesA transforma�c~ao (X;Y ) 7! (�X;Y ) (3:5)aplicada aos pontos de uma �gura re
ete a mesma em torno do eixo Y ,invertendo o sentido do eixo X. �E um caso particular de transforma�c~aode escala, com fatores (�1; 1).Ex. 3.8: Escreva a matriz da transforma�c~ao (3.5), em coordenadas ho-mogêneas.A re
ex~ao em torno do eixo X �e an�aloga. Na se�c~ao 3.1.9 veremoscomo construir uma matriz de re
ex~ao cujo eixo �e uma reta ordin�ariaqualquer.Note que re
ex~oes preservam distâncias, e invertem o sentido dosângulos, preservando seu valor absoluto.Ex. 3.9: Uma re
ex~ao �e uma projetividade positiva ou negativa?Ex. 3.10: Que tipo de projetividade �e a de�nida pela matriz264 +1 0 00 �1 00 0 �1 3753.1.6 CisalhamentosA transforma�c~ao (X;Y ) 7! (X + �Y; Y )�e chamada de cisalhamento horizontal: Esta transforma�c~ao preservaa coordenada Y do argumento, e desloca a coordenada X por umadistância proporcional �a coordenada Y . (Assim, ela poderia ser usadapara converter letras \romanas" em \it�alicas".) Em particular, o ponto(0; 1) �e levado para (�; 1). A forma homogênea desta transforma�c~ao �e[w; x; y] 7! [w; x; y]264 1 0 00 1 00 � 1 375 (3:6)



6 Cap��tulo 3. Transforma�c~oes Geom�etricas no PlanoAs transforma�c~oes de cisalhamento vertical s~ao de�nidas de modoan�alogo.O cisalhamento mais geral mant�em �xos os pontos de uma retaordin�aria r, e desloca qualquer outro ponto �nito numa dire�c~ao para-lela a r, sendo o deslocamento proporcional �a distância de p a r. Nase�c~ao 3.1.9 veremos como construir esta matriz, dadas r e a constantede proporcionalidade.Ex. 3.11: Construa uma matriz de cisalhamento horizontal que trans-forma um triângulo equil�atero com base paralela ao eixoX num triânguloretângulo.3.1.7 Composi�c~ao de transforma�c~oesSe F e G s~ao duas fun�c~oes de T2 para T2, como as descritas acima,a transforma�c~ao composta p 7! G(F (p)) equivale aplicar F e G emseq�uência, nesta ordem, a cada ponto.Observe que, na nota�c~ao funcional ordin�aria G(F (p)), a ordem emque essas fun�c~oes s~ao escritas �e oposta �a ordem em que elas s~ao aplica-das. Para evitar este inconveniente, adotaremos neste curso a nota�c~aofuncional p�os-�xa usada pelos algebristas. Ou seja, a aplica�c~ao de umafun�c~ao F a um argumento x ser�a denotada por xF , em vez de F (x);e a composi�c~ao de duas fun�c~oes F e G, aplicadas nessa ordem, ser�adenotada por FG, em vez de G � F . Portanto, em lugar de F (G(x))escreveremos xFG, que pode ser lido tanto (xF )G quanto x(FG).Compondo as transforma�c~oes \b�asicas" vistas nas se�c~oes 3.1.2{3.1.6,podemos obter outras classes interessantes. Por exemplo, combinandorota�c~oes, transla�c~oes, e re
ex~oes obtemos as chamadas transforma�c~oesisom�etricas, ou isometrias, ou movimentos r��gidos do plano, que s~aojustamente todas as fun�c~oes de T2 em T2 que preservam as distâncias eângulos entre os pontos. Se juntarmos a essas as transforma�c~oes unifor-mes de escala, obtemos as transforma�c~oes euclidianas, ou similaridades,que preservam apenas os ângulos e as raz~oes entre distâncias. Por outrolado, se combinarmos as isometrias com os cisalhamentos horizontais everticais, obtemos as transforma�c~oes unit�arias, que preservam �areas eo paralelismo entre retas.



3.1. Transforma�c~oes projetivas 7Em qualquer caso, note que toda transforma�c~ao F assim obtidapode ser escrita na forma [w; x; y] 7! [w; x; y]F, onde F �e uma matriz 3�3. A composi�c~ao FG de duas transforma�c~oes F eG equivale obviamenteao produto FG das matrizes correspondentes, nessa ordem.Ex. 3.12: Seja R a rota�c~ao por 90� em torno da origem, e T a transla�c~aopelo vetor (2; 3). Calcule as matrizes para as transforma�c~oes A = TR eB = RT . Explique (geometricamente) o efeito de A e B, e a diferen�caentre as duas.Ex. 3.13: Mostre que uma transforma�c~ao �e de similaridade se e so-mente se sua matriz tem a forma264 1 xd yd0 +a +b0 �b +a 375onde a e b s~ao n�umeros reais, n~ao ambos nulos, e xd, yd s~ao n�umerosreais quaisquer. Qual o signi�cado geom�etrico desses parâmetros?3.1.8 Transforma�c~ao inversaToda transforma�c~ao F dentre as classes descritas acima �e uma bije�c~aode T2 para T2; portanto, ela admite uma transforma�c~ao inversa F�1,tal que FF�1 e F�1F s~ao a fun�c~ao identidade de T2. Obviamente, amatriz da inversa de F �e a inversa da matriz de F .Cada uma das classes de transforma�c~oes mencionadas acima �e fe-chada tamb�em sob invers~ao; por exemplo, a inversa da transla�c~ao por(X0; Y0) �e a transla�c~ao por (�X0;�Y0), etc.Ex. 3.14: Para cada uma das transforma�c~oes elementares vistas acima(transla�c~oes, rota�c~oes, re
ex~oes, mudan�cas de escala, e cisalhamento),dê a matriz homogênea da transforma�c~ao inversa.Como sabemos, a inversa da composi�c~ao FG �e a composi�c~ao dasinversas na ordem inversa, G�1F�1.



8 Cap��tulo 3. Transforma�c~oes Geom�etricas no Plano3.1.9 Transforma�c~oes conjugadasComposi�c~ao e invers~ao s~ao ferramentas extremamente �uteis quandoqueremos construir projetividades mais complexas que as descritas acima.Para esse �m, usamos freq�uentemente o idioma G�1FG, chamadode conjugada de F por G. Observe que se F leva o ponto p no ponto q,sua conjugada G�1FG leva o ponto pG no ponto qG; e se p �e um ponto�xo de F , ent~ao pG �e um ponto �xo de G�1FG.Por exemplo, a transforma�c~ao que roda o plano de 30� em tornodo ponto (3; 5) pode ser obtida pela composi�c~ao T�1RT , onde T �e atransla�c~ao por (3; 5), e R �e a rota�c~ao de 30� em torno da origem.Ex. 3.15: Para cada uma das transforma�c~oes abaixo, diga como obtê-la atrav�es da composi�c~ao de projetividades simples (transla�c~oes, rota�c~oesem torno da origem, mudan�cas de escala, re
ex~oes nos eixos, e cisalha-mentos horizontais e verticais):(a) Re
ex~ao em torno da reta vertical de abscissa X .(b) Re
ex~ao em torno da reta paralela ao vetor (Xd; Yd) passando pelaorigem.(c) Re
ex~ao em torno da reta paralela ao vetor (Xd; Yd) passando peloponto (Xp; Yp)(d) Mudan�ca de eixos e escalas que transforma o retângulo cartesiano[2 4]� [3� 5] no retângulo [�1 +1]� [0 1].3.1.10 Efeito de projetividades em retasSeja F uma projetividade de T2 e r uma reta. Por de�ni�c~ao, a imagemde r por F �e a �unica reta F (r) tal quer � p = F (r) � F (p)para todo ponto p. Note, em particular, que p est�a em r se e somentese F (p) est�a em F (r).Os coe�cientes da reta F (r) podem ser obtidos multiplicando-se ainversa da matriz de F pelos coe�cientes de r, que devem ser conside-rados como um vetor coluna (isto �e, uma matriz 3 � 1). Ou seja,F (hW;X ;Yi) = F�1hW;X ;Yi (3:7)



3.1. Transforma�c~oes projetivas 9Ex. 3.16: Determine a imagem do ponto [1; 1; 1] e da reta h1; 1; 1i sobuma transla�c~ao pelo vetor (2; 3).3.1.11 Transforma�c~oes a�nsTodas as transforma�c~oes vistas at�e agora s~ao casos particulares dastransforma�c~oes a�ns do plano, cuja forma cartesiana geral �e(X; Y ) 7! (aX + bY + e; cX + dY + f)= (X; Y ) a bc d !+ (e; f)onde �a bc d� �e uma matriz real n~ao singular, e (e; f) um vetor real. Avers~ao homogênea �e[w; x; y] 7! [w; x; y]264 1 e f0 a b0 c d 375 (3:8)�E f�acil veri�car que as transforma�c~oes a�ns s~ao fechadas sob com-posi�c~ao e invers~ao.Mais ainda, toda transforma�c~ao a�m preserva o sinal da coordenadapeso w, levando portanto pontos in�nitos para pontos in�nitos, e pon-tos �nitos para pontos �nitos. Ou seja, ela mant�em �xos a reta 
, oaqu�em, e o al�em de T2 (como conjuntos, n~ao necessariamente ponto-a-ponto). Na verdade, estas propriedades caracterizam as transforma�c~oesa�ns; que s~ao, portanto, exatamente as projetividades que podem serestudadas na geometria euclidiana (ou cartesiana), sem sair do R2.Pode-se concluir tamb�em que toda transforma�c~ao a�m preserva oparalelismo entre retas, pois duas retas �nitas s~ao paralelas se e somentese elas encontram num ponto in�nito.Existe uma �unica transforma�c~ao a�m do plano que leva os três pon-tos (0; 0), (1; 0), e (0; 1) para três pontos dados (�nitos e n~ao colineares)p0 = (X0; Y0), p1 = (X1; Y1), p2 = (X2; Y2). A matriz homogênea dessatransforma�c~ao �eAp0p1p2 � [w; x; y] 7! [w; x; y]264 1 X0 Y00 X1 �X0 Y1 � Y00 X2 �X0 Y2 � Y0 375 (3:9)



10 Cap��tulo 3. Transforma�c~oes Geom�etricas no PlanoPortanto, dados quaisquer dois triângulos abc e pqr (�nitos e n~ao-degenerados), existe uma �unica transforma�c~ao a�m do plano que levaa 7! p, b 7! q, e c 7! r, que �e simplesmente a composi�c~ao Aabc�1Apqr.Ex. 3.17: Determine a matriz da transforma�c~ao a�m que leva[1; 2; 3]; [1; 4; 0]; [1; 0; 4]para, respectivamente,[1; 2; 0]; [1;�1; 1]; [1;�1;�1]3.1.12 Transforma�c~oes projetivas geraisA transforma�c~oes a�ns s~ao um subconjunto pr�oprio das projetividadesde T2. Em geral, uma projetividade pode levar pontos �nitos para oin�nito, e vice-versa. Considere por exemplo a transforma�c~ao[w; x; y] 7! [w; x; y]264 0 1 01 0 00 0 1 375 = [x;w; y] (3:10)que mant�em o \p�olo norte" [0; 0; 1] �xo, e troca a origem [1; 0; 0] como \p�olo leste" [0; 1; 0]. Esta projetividade troca o eixo Y com a retano in�nito 
; portanto, ela transforma retas horizontais em retas quepassam pela origem, e vice-versa. Em coordenadas cartesianas, elaequivale a (X;Y ) 7! (1=X; Y=X)Note que esta f�ormula �e inde�nida quando X = 0; e, reciprocamente,n~ao existe nenhum ponto do R2 cuja imagem tenha X = 0. Portanto,este �e um exemplo de transforma�c~ao geom�etrica que �e melhor estudadaem T2 do que em R2.Ex. 3.18: Considere um tabuleiro de xadrez desenhado no plano T2com cantos opostos nos pontos (�4;�4) e (4; 4). Desenhe a imagemdeste tabuleito pela projetividade (3.10).Ex. 3.19: Determine uma projetividade que mant�em a origem �xa,levando [1; 1; 0] para [0; 1; 0], [1; 0; 1] para [0; 0; 1], e [3; 1; 1] para [1; 1; 1].Ex. 3.20: Determine todas as projetividades que mant�em �xos os trêspontos [1; 0; 0], [0; 1; 0], e [0; 0; 1].


