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 Jorge Stol�Primeiro Semestre de 1995Notas de Aula { Fasc��culo 2Algoritmos Geom�etricos Elementares2.1 Usando coordenadas homogêneasDe modo geral, qualquer f�ormula da geometria anal��tica plana pode seradaptada para coordenadas homogêneas, bastando substituir na mesmaas coordenadas cartesianas X e Y por x=w e y=w, respectivamente. (Sea f�ormula descreve as coordenadas de um ponto, precisamos tamb�emtrocar os parênteses da mesma por colchetes, e acrescentar uma coor-denada 1 inicial (o peso).)2.1.1 Ponto m�edioPor exemplo, em geometria cartesiana, sabemos que o ponto m�edio mdo segmento com extremos p0 = (X0; Y0) e p1 = (X1; Y1) �e dado porm = � X0 +X12 ; Y0 + Y12 �Portanto, em termos de coordenadas homogêneas, se os extremosforem os pontos do aqu�em p0 = [w0; x0; y0] e p1 = [w1; x1; y1], estaf�ormula equivale am = " 1; x0=w0 + x1=w12 ; y0=w0 + y1=w12 #= � 1; x0w1 + x1w02w0w1 ; y0w1 + y1w02w0w1 �



2 Cap��tulo 2. Algoritmos Geom�etricos ElementaresPodemos eliminar as divis~oes desta f�ormula, multiplicando as três coor-denadas homogêneas por w0w1, o que n~ao altera o ponto m. Obtemosassim a f�ormulam = [ 2w0w1; w1x0 + w0x1; w1y0 + w0y1 ] (2:1)Ex. 2.1: Calcule as coordenadas homogêneas do ponto do aqu�em queest�a a 1=3 do caminho entre os pontos [1; 2; 3] e [2; 3; 5].Ex. 2.2: O que acontece com o ponto m�edio de p0 e p1, conformede�nido pela f�ormula (2.1), se um dos pontos estiver no in�nito? E seambos estiverem no in�nito?Ex. 2.3: Qual a posi�c~ao do ponto de�nido pela f�ormula (2.1), se umdos pontos estiver no aqu�em, e o outro no al�em? E se ambos estiveremno al�em?Ex. 2.4: Uma f�ormula para o ponto m�edio que d�a resultados mais con-sistentes para pontos do al�em �em = [ jw1jw0 + jw0jw1; jw1jx0 + jw0jx1; jw1jy0 + jw0jy1 ]Compare o resultado desta f�ormula com o de (2.1) para os 6 casos: p0e p1 ambos no aqu�em, ambos no al�em, um no aqu�em e um no al�em,um no aqu�em e outro in�nito, um no al�em e outro in�nito, e ambos noin�nito.Ex. 2.5: Dê uma f�ormula homogênea, sem divis~oes, para o centro degravidade de um triângulo com v�ertices pi = [wi; xi; yi], i = 0; 1; 2.Ex. 2.6: Determine uma f�ormula homogênea, sem divis~oes, para oponto m que divide o segmento p0 p1 em duas partes cujos comprimen-tos est~ao na raz~ao �0 : �1. Suponha que p0, p1, e m est~ao no aqu�em, e�0 + �1 > 0.2.1.2 Colinearidade de três pontosDizemos que três pontos s~ao colineares se eles pertencem a uma mesmareta. O que isto signi�ca em termos de coordenadas homogêneas?



2.1. Usando coordenadas homogêneas 3Para come�car, vamos supor que os três pontos est~ao no aqu�em.Em geometria cartesiana, prova-se que três pontos p0 = (X0; Y0), p1 =(X1; Y1), e p2 = (X2; Y2) s~ao colineares se e somente se������� 1 X0 Y01 X1 Y11 X2 Y2 ������� = 0Em termos das coordenadas homogêneas [wi; xi; yi] dos três pontos, estaf�ormula equivale a ������� 1 x0=w0 y0=w01 x1=w1 y1=w11 x2=w2 y2=w2 ������� = 0 (2:2)Podemos multiplicar as três linhas desta matriz por w0, w1, e w2, res-pectivamente, pois isto apenas multiplica o determinante pelo n�umeropositivo w0w1w2, o que n~ao afeta a equa�c~ao. Conclu��mos que os trêspontos do aqu�em s~ao colineares se e somente se������� w0 x0 y0w1 x1 y1w2 x2 y2 ������� = 0 (2:3)Na verdade, a f�ormula (2.3) vale para quaisquer tres pontos de T2,�nitos ou in�nitos, no aqu�em ou no al�em. Este resultado pode serdemonstrado sem muita di�culdade a partir do modelo esf�erico de T2,ou da de�ni�c~ao alg�ebrica de reta.Ex. 2.7: Usando a f�ormula (2.3), determine quais destas triplas depontos s~ao colineares:(a) [1; 0; 0], [1; 1; 0], [1; 0; 1].(b) [1; 0; 0], [1; 1; 0], [1; 2; 0].(c) [1; 0; 1], [1; 2; 6], [1; 3; 8].(d) [1; 2; 3], [2; 2; 3], [5; 2; 3].



4 Cap��tulo 2. Algoritmos Geom�etricos ElementaresEx. 2.8: Demonstre algebricamente, usando a f�ormula 2.3, que os pon-tos p0, p1, e p2 s~ao colineares em cada um dos seguintes casos:(a) p0 = p1.(b) p2 �e o ponto m�edio de p0 e p1.(c) p1, p2 e p0 s~ao colineares.Ex. 2.9: Considere três pontos m�oveis p0; p1; p2 no plano, cada qualse deslocando em linha reta com velocidade uniforme. Ou seja, ascoordenadas cartesianas de pi, num instante t quaisquer, s~ao (Xi; Yi) +t(X 0i; Y 0i ), onde Xi, Yi, X 0i e Y 0i s~ao constantes.(a) Mostre como calcular o instante t� em que esses três pontos estar~aoalinhados.(b) Analise o n�umero de solu�c~oes t� distintas admitidas pelo problemado item (a), discutindo todos os casos que podem ocorrer.2.1.3 Reta determinada por dois pontosComo j�a observamos, dois pontos n~ao coincidentes de T2 determinamduas retas que passam por eles, coincidentes mas com orienta�c~oes opos-tas.Podemos deduzir a f�ormula para os coe�cientes destas retas a partirda equa�c~ao (2.3). De acordo com esta �ultima, a condi�c~ao para queum ponto gen�erico [w; x; y] seja colinear com p0 = [w0; x0; y0] e p1 =[w1; x1; y1] �e ������� w0 x0 y0w1 x1 y1w x y ������� = 0Expandindo este determinante pela �ultima linha, obtemos+����� x0 y0x1 y1 ����� w � ����� w0 y0w1 y1 ����� x+ ����� w0 x0w1 x1 ����� y = 0Daqui se deduz que uma das duas retas que passam por p0 e p1 �e dadapela f�ormulap0 _ p1 = * +����� x0 y0x1 y1 �����; ������ w0 y0w1 y1 �����; +����� w0 x0w1 x1 ����� + (2.4)= h +x0y1 � x1y0; �w0y1 + w1y0; +w0x1 � w1x0 i



2.1. Usando coordenadas homogêneas 5Obviamente, a outra reta que passa por p0 e p1 �e:(p0 _ p1) = h �x0y1 + x1y0; +w0y1 � w1y0; �w0x1 + w1x0 iA orienta�c~ao da reta p0 _ p1, impl��cita na f�ormula (2.4), tem umsigni�cado geom�etrico bastante simples, que ser�a visto na se�c~ao 2.2.5.Ex. 2.10: Determine as duas retas que passam pelos pontos [1; 2; 3] e[4; 5; 6].Ex. 2.11: Determine a reta que passa pelo ponto do eixo X com abs-cissa X0, e pelo ponto do eixo Y com ordenada Y0.Ex. 2.12: Determine a reta que passa pela origem e pelo ponto (X; Y ).Ex. 2.13: O que acontece com a f�ormula (2.4), quando os pontos p0 ep1 coincidem?2.1.4 Reta por pontos no in�nitoPode-se veri�car que a f�ormula (2.4) vale para quaisquer dois pontos |no aqu�em, no al�em, ou in�nitos | que n~ao sejam iguais ou antipodais.Esta 
exibilidade �e �util, por exemplo, quando queremos calcular oscoe�cientes da reta r que passa por um ponto �nito p = [wp; xp; yp] e �eparalela a um certo vetor d = (xd; yd). Esta reta cont�em o ponto in�nito1d = [0; xd; yd]; ou seja, r = p _ (1d). Portanto, n~ao precisamosdesenvolver (e programar) uma f�ormula especial para este problema;basta usar a f�ormula (2.4), da reta p0 _ p1, com p0 = p e p1 =1d.Ex. 2.14: Determine os coe�cientes da reta que passa por [2; 3; 4] e �eparalela ao vetor (�2; 3).Ex. 2.15: Determine a f�ormula geral expl��cita para os coe�cientes dareta que passa pelo ponto cartesiano (X; Y ) e faz um ângulo anti-hor�ariode � radianos com o eixo X .Ex. 2.16: Diga como calcular os coe�cientes da reta que passa por umponto �nito p = [wp; xp; yp] e �e perpendicular a um vetor cartesianod = (xd; yd).Ex. 2.17: O que acontece com a reta p0 _ p1 (f�ormula (2.4)), quandoos pontos p0 e p1 s~ao ambos in�nitos?



6 Cap��tulo 2. Algoritmos Geom�etricos Elementares2.1.5 Ponto determinado por duas retasNa geometria euclidiana, aprendemos que duas retas r0 = hW0;X0;Y0ie r1 = hW1;X1;Y1i, distintas e n~ao paralelas, se cruzam num �unicoponto, que vamos denotar por r0 ^ r1.As coordenadas cartesianas (X;Y ) desse ponto devem satisfazer asduas equa�c~oes Wi + XiX + YiY = 0; e portanto podem ser calculadasresolvendo-se o sistema linear8<: X0X + Y0Y = �W0X1X + Y1Y = �W1Segundo a regra de Cramer, a solu�c~ao deste sistema �eX = � ����� W0 Y0W1 Y1 ���������� X0 Y0X1 Y1 ����� ; Y = � ����� X0 W0X1 W1 ���������� X0 Y0X1 Y1 ����� (2:5)Convertendo o par (X;Y ) para coordenadas homogêneas, e multipli-cando as mesmas pelo denominador comum, conclu��mos que o pontode intersec�c~ao das duas retas �e dado pela f�ormular0 ^ r1 = 24 +����� X0 Y0X1 Y1 ����� ; ������ W0 Y0W1 Y1 �����; +����� W0 X0W1 X1 ����� 35 (2.6)= [ +X0Y1 �X1Y0;�W0Y1 +W1Y0;+W0X1 �W1X0 ] (2.7)Ex. 2.18: Usando a f�ormula 2.7, determine o ponto de encontro r ^ spara os seguintes pares de retas:(a) r = h0; 1; 0i s = h0; 0; 1i(b) r = h0; 0; 1i s = h0; 1; 0i(c) r = h1; 3; 5i s = h2; 4; 6i(d) r = h1; 3; 5i s = h1; 0; 0i(d) r = h1; 3; 5i s = h2; 3; 5i



2.1. Usando coordenadas homogêneas 7Apesar da f�ormula (2.7) ter sido desenvolvida sob a hip�otese doponto de encontro ser �nito, pode-se veri�car que ela vale para quais-quer duas retas n~ao coincidentes, mesmo as que se encontram no in�-nito. Veja os exerc��cios 2.19, e 2.20.Ex. 2.19: Veri�que algebricamente que o ponto r ^ s, calculado pelaf�ormula (2.7), sempre pertence �as retas r e s.Ex. 2.20: Prove que duas retas r e s, ordin�arias e n~ao coincidentes,s~ao paralelas se e somente se r ^ s �e um ponto in�nito.Ex. 2.21: Determine o ponto de encontro das retas que passam pelospontos de abscissa +1 e �1 do eixo X , e formam ângulos � e � com omesmo, respectivamente.Ex. 2.22: O que acontece com a f�ormula (2.7), quando as retas r0 e r1coincidem (s~ao iguais ou opostas)?J�a observamos antes que, no plano T2, duas retas n~ao coincidentesse encontram em dois pontos antipodais. A f�ormula (2.7) d�a apenasum desses pontos. Qual deles? Os exerc��cios 2.23 e 2.24 respondem emparte a essa pergunta; a resposta completa ser�a vista na se�c~ao 2.2.7.Ex. 2.23: A partir da f�ormula (2.7), mostre que(:r0) ^ r1 = r0 ^ (:r1) = :(r0 ^ r1)Ex. 2.24: A partir da f�ormula (2.7), mostre que r1 ^ r0 = :(r0 ^ r1)Ex. 2.25: Usando a f�ormula (2.7), determine as coordenadas do pontode intersec�c~ao da reta gen�erica hW ;X ;Yi com a reta 
. Qual o signi�-cado geom�etrico desse ponto?2.1.6 DualidadeLeitores atentos provavelmente notaram a semelhan�ca entre as f�ormulasda reta que passa por dois pontos (2.4) e do ponto de intersec�c~ao deduas retas (2.7).Esta semelhan�ca �e uma manifesta�c~ao de um princ��pio muito impor-tante, a dualidade entre pontos e retas do plano projetivo. Considere



8 Cap��tulo 2. Algoritmos Geom�etricos Elementaresa fun�c~ao que ao ponto p = [w; x; y] associa a reta p� = hw; x; yi; e �areta r = hW;X ;Yi associa o ponto r� = [W;X ;Y]. �E f�acil ver que umponto p est�a numa reta r se e somente se a reta p� passa pelo ponto r�;e, na verdade, r � p = p� � r�Com um pouco mais de trabalho, pode-se concluir que(p0 _ p1)� = (p0)� ^ (p1)�para quaisquer dois pontos p0; p1. Como (p�)� = p, temos tamb�em(m0 ^m1)� = (m0)� _ (m1)�para quaisquer duas linhas m0;m1.A fun�c~ao `�' �e a dualidade canônica de T2. Ela nos permite tradu-zir mecanicamente muitas f�ormulas geom�etricas que envolvem pontosem outras f�ormulas que envolvem linhas, e vice-versa. O mesmo valepara teoremas, algoritmos, e estruturas de dados. Com isto, o custode desenvolvimento e programa�c~ao de algoritmos geom�etricos �ca subs-tancialmente reduzido, quase que pela metade.Ex. 2.26: Qual �e o dual canônico dos seguintes objetos e conceitos:(a) Um ponto do aqu�em.(b) Um ponto no in�nito.(c) O ant��poda de um ponto.(d) A origem do aqu�em.(e) O eixo X .(f) Um segmento pq.2.2 Orienta�c~ao2.2.1 Orienta�c~ao de três pontosSejam p, q, e r três pontos n~ao colineares contido no aqu�em. Infor-malmente, a orienta�c~ao da tripla (p; q; r) �e o sentido (hor�ario ou anti-hor�ario) em que o segmento segmento p u roda em torno de p, quandoo ponto u vai de q para r ao longo do segmento q r.



2.2. Orienta�c~ao 9Observe que a ordem dos pontos �e importante. Por exemplo, atripla ( (1; 1); (3; 2); (2; 4) ) tem orienta�c~ao anti-hor�aria enquanto que( (1; 1); (2; 4); (3; 2) ) tem orienta�c~ao hor�aria.Os termos hor�ario e anti-hor�ario pressup~oem a conven�c~ao usualque o eixo Y do plano cartesiano �e desenhado a 90� do eixo X, no sen-tido anti-hor�ario. Para n~ao dependermos dessa conven�c~ao puramentegr�a�ca, chamaremos os dois sentidos de rota�c~ao de negativo e positivo;sendo que, por de�ni�c~ao, a tripla ( (0; 0); (1; 0); (0; 1) ) tem orienta�c~aopositiva.Mais formalmente, de�nimos a fun�c~ao �(p; q; r), que vale �1 ou+1, conforme a tripla (p; q; r) tenha orienta�c~ao negativa ou positiva,respectivamente; e que vale 0 se os três pontos s~ao colineares.Ex. 2.27: Determine o valor de �(p; q; r) para cada uma das triplasabaixo:(a) p = [1; 0; 0] q = [1; 1; 0] r = [1; 0; 1](b) p = [1; 0; 0] q = [1; 3; 2] r = [2; 5; 3](c) p = [1; 2; 3] q = [1; 4; 4] r = [2; 8; 9]Na se�c~ao 1.5.3 de�nimos o triângulo p q r como sendo um conjuntode pontos, incluindo os v�ertices, lados, e interior. Portanto, estrita-mente falando, o triângulo n~ao depende da ordem dos seus v�ertices.Entretanto, abusando um pouco da linguagem, vamos freq�uentementeescrever \orienta�c~ao do triângulo p q r" em vez de \orienta�c~ao da tripla(p; q; r)"2.2.2 Orienta�c~ao alg�ebricaVimos na se�c~ao 2.1.2 que três pontos s~ao colineares quando o determi-nante 3 � 3 de suas coordenadas homogêneas �e zero.Veri�ca-se que, se esses três pontos est~ao no aqu�em, e n~ao s~ao coli-neares, o sinal desse mesmo determinante �e precisamente a orienta�c~aodo triângulo determinado por esses três pontos.Ou seja, se pi = [wi; xi; yi], para i = inf0; 1; 2g, temos�(p0; p1; p2) = sgn ������� w0 x0 y0w1 x1 y1w2 x2 y2 ������� (2:8)



10 Cap��tulo 2. Algoritmos Geom�etricos ElementaresEm �algebra linear aprendemos que multiplicar uma linha de umamatriz por uma constante � tamb�em multiplica seu determinante por�. Decorre da�� que o sinal do determinante acima n~ao se altera sesubstituirmos as triplas homogêneas [wi; xi; yi] por quaisquer outrastriplas equivalentes. Ou seja, o valor da fun�c~ao �(p0; p1; p2) dependeapenas das posi�c~oes dos pontos, e n~ao da escolha dos pesos wi.Observe tamb�em que se trocarmos a ordem de quaisquer duas linhasda matriz, o sinal do determinante se inverte. Portanto, a orienta�c~aode um triângulo tamb�em se inverte quando trocamos quaisquer dois deseus v�ertices. Ou seja,�(q; p; r) = �(p; r; q) = �(r; q; p) = ��(p; q; r) (2:9)Ex. 2.28: Determine algebricamente o valor de �(p; q; r), usando af�ormula (2.8), para cada um dos triângulos(a) p = [1; 0; 0] q = [1; 1; 0] r = [1; 0; 1](b) p = [1; 0; 0] q = [1; 3; 2] r = [2; 5; 3](c) p = [1; 2; 3] q = [1; 4; 4] r = [2; 8; 9]Ex. 2.29: Qual o efeito de uma permuta�c~ao circular dos argumentosde �? Isto �e, qual a rela�c~ao entre �(p; q; r), �(q; r; p), e �(r; p; q)?Ex. 2.30: Demonstre que os triângulos pqr, pmr e mqr têm a mesmaorienta�c~ao, se m for o ponto m�edio do segmento pq.2.2.3 Orienta�c~ao no al�emAt�e agora s�o de�nimos a fun�c~ao � para pontos do aqu�em. Como �caesse conceito quando alguns dos pontos est~ao no in�nito, ou no al�em?Como o conceito intuitivo de \sentido de rota�c~ao" n~ao �e muito claronesses casos, vamos adotar a f�ormula (2.8) como sendo a de�ni�c~ao dafun�c~ao � , para quaisquer três pontos de T2.Observe que o determinante da f�ormula (2.8) muda de sinal se mul-tiplicarmos qualquer linha por �1. Portanto, se trocarmos qualquerv�ertice pelo seu ant��poda, a orienta�c~ao do triângulo se inverte. Ouseja, �(:p0; p1; p2) = ��(p0; p1; p2) (2:10)



2.2. Orienta�c~ao 11Portanto, �(:p0;:p1;:p2) = ��(p0; p1; p2) (2:11)Em particular, a orienta�c~ao de um triângulo no al�em �e oposta �a dotriângulo coincidente no aqu�em.Ex. 2.31: Usando as equa�c~oes (2.9) e (2.10), determine a orienta�c~aodos pontos abaixo, sabendo que �(p; q; r) = +1:(a) �(p; q;:r) (b) �(p;:q;:r)(c) �(p;:r; q) (d) �(q; r;:p)2.2.4 Orienta�c~ao no modelo esf�ericoO signi�cado geom�etrico da fun�c~ao � �e relativamente f�acil de visualizarno modelo esf�erico.Em primeiro lugar, vamos de�nir informalmente o sentido positivode rota�c~ao em torno de um ponto qualquer p de S2, como sendo o sentidoanti-hor�ario se visto de um ponto exterior �a esfera mas arbitrariamentepr�oximo de p.Esta de�ni�c~ao pressup~oe que os eixos de R3 est~ao dispostos de ma-neira usual; ou seja que os vetores (1; 0; 0), (0; 1; 0), e (0; 0; 1), nessaordem, rodam em sentido anti-hor�ario quando vistos do ponto (1; 1; 1).Com esta de�ni�c~ao, podemos ent~ao veri�car que �(p; q; r) indica osentido em que o segmento p u roda em torno de p, quando o ponto uvai de q para r ao longo do segmento q r. Veja a �gura 2.1.
Figura 2.1: Orienta�c~ao de um triângulo no modelo esf�erico.



12 Cap��tulo 2. Algoritmos Geom�etricos Elementares2.2.5 Orienta�c~ao da reta por dois pontosEstamos agora em condi�c~oes de esclarecer uma d�uvida que restou dase�c~ao 2.1.3: qual �e a orienta�c~ao da reta p0_p1, de�nida pela f�ormula (2.4).Para esse �m, vamos testar a posi�c~ao de um ponto gen�erico p2 =[w2; y2; x2] em rela�c~ao �a mesma:(p0 _ p1) � p2 = sgn +����� x0 y0x1 y1 ����� w2 � ����� w0 y0w1 y1 ����� x2 + ����� w0 x0w1 x1 ����� y2 !Note que a f�ormula dentro dos parênteses �e simplesmente a expans~ao,pela �ultima linha, do determinante da matriz de coordenadas dos trêspontos p0, p1, p2. Como vimos, o sinal desse determinante de�ne aorienta�c~ao do triângulo p0; p1; p2.Conclu��mos portanto que o lado positivo da reta p0 _ p1 consistede todos os pontos p2 que formam um triângulo positivo com p0 e p1.Formalmente, (p0 _ p1) � p2 = �(p0; p1; p2) (2:12)Ex. 2.32: Mostre que a reta de p1 a p0 tem orienta�c~ao contr�aria �a retade p0 a p1; isto �e, p1 _ p0 = :(p0 _ p1).Ex. 2.33: Qual �e o lado positivo da reta p _ (1d)?2.2.6 Orienta�c~ao longitudinal de uma retaPor de�ni�c~ao, a orienta�c~ao externa (ou transversal) de uma reta �e sim-plesmente a especi�ca�c~ao de qual lado da mesma �e o lado positivo.A partir da orienta�c~ao externa de uma reta e do conceito de rota�c~aopositiva em torno de um ponto, podemos de�nir a orienta�c~ao interna(ou longitudinal) da reta como sendo o sentido de percurso da mesmaque circunda os pontos do seu hemisf�erio positivo no sentido positivo.Ou seja, se p e q s~ao dois pontos de uma reta r, tais que p _ q =r, a orienta�c~ao interna de r �e o sentido de percurso da mesma quecorresponde a ir de p para q ao longo do segmento p q.No modelo esf�erico, a orienta�c~ao externa pode ser visualizada comouma seta t perpendicular �a reta, a�xada a qualquer ponto da mesma,apontando do lado negativo para o positivo. A orienta�c~ao interna pode



2.2. Orienta�c~ao 13ser visualizada como uma seta u ao longo da reta, dirigida de tal formaque o sentido rota�c~ao de u para t pelo menor ângulo seja positivo.No modelo plano, as conven�c~oes gr�a�cas acima s�o podem ser usadasno caso de retas ordin�arias. Neste caso, �e importante observar que assetas que indicam a orienta�c~ao longitudinal de uma reta s~ao paralelasno aqu�em e no al�em; enquanto que as setas da orienta�c~ao transversalno aqu�em s~ao opostas �as do al�em.Ex. 2.34: Seja r uma reta ordin�aria, desenhada no modelo plano, comsua orienta�c~ao longitudinal indicada por uma seta. Dê uma regrageom�etrica para determinar a orienta�c~ao transversal de r, no aqu�eme no al�em, a partir da orienta�c~ao longitudinal. (Suponha que os eixosX e Y têm as dire�c~oes convencionais.)Ex. 2.35: Desenhe cada uma das retas abaixo, no modelo plano de T2,indicando por meio de setas as orienta�c~oes transversal e longitudinal,tanto no aqu�em quanto no al�em :(a) h0; 1; 0i;(b) h�2; 3; 5i;(c) h2;�3;�5i;(d) h2; 3; 5i.Ex. 2.36: Descreva geometricamente a orienta�c~ao longitudinal da reta
 = h1; 0; 0i, nos modelos planos e esf�erico.2.2.7 Cruzamento de retas e orienta�c~aoPodemos agora responder tamb�em a outra d�uvida que �cou em abertoda se�c~ao 2.1.5: se duas retas r e s se cruzam em dois pontos antipodaisp e q, qual destes dois �e o ponto r ^ s, de�nido pela f�ormula (2.7)?Lembremos que r ^ s s�o est�a de�nido se r e s n~ao s~ao coincidentes.Neste caso, existe uma �unica maneira de rodar a reta r em torno doeixo p{q, por um ângulo menor que 180�, que a torna igual a s, emposi�c~ao e orienta�c~ao.�E f�acil ver que essa rota�c~ao vai ter sentidos opostos em rela�c~ao a p eq. Pode-se provar que o ponto r^ s, calculado segundo a f�ormula (2.7),�e precisamente aquele ponto em que o sentido desta rota�c~ao �e positivo.



14 Cap��tulo 2. Algoritmos Geom�etricos ElementaresPode-se tamb�em veri�car que r ^ s �e o ponto onde r, percorrida nosentido da sua orienta�c~ao longitudinal, passa do hemisf�erio positivo des para o hemisf�erio negativo.Ex. 2.37: Mostre que, se �(p; q; r) = +1, ent~ao (p _ q) ^ (q _ r) = q.Ex. 2.38: Se r �e uma reta ordin�aria, obviamente r ^ 
 �e um dos doispontos in�nitos de r. Qual deles? (Responda em termos geom�etricos,e n~ao alg�ebricos.)


