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“Embora a gula seja considerada um dos sete pecados capitais,
acontece que algoritmos gulosos frequentemente tem uma
performance muito boa.”

Stuart Russell.



ALGORITMOS GULOSOS



Algoritmos gulosos

¢

\ Problemas e subproblemas

Vamos estudar algoritmos gulosos:
» Decompomos um problema em varios subproblemas.
» De novo, um deles corresponde a subestrutura otima.

> Mas podemos escolher a subestrutura eficientemente.

Comparando as estratégias:

> Algoritmo de programacao dinamica:
1. Primeiro resolvemos todos os subproblemas.
2. Depois decidimos o subproblema 6timo.

> Algoritmo guloso:

1. Primeiro escolhemos o subproblema étimo.
2. Depois resolvemos apenas esse subproblema.



Algoritmos gulosos

Algoritmos gulosos

Ideia:
> Realizamos uma sequéncia de passos.

» A cada passo, fazemos uma escolha.

Premissas dos algoritmos gulosos:
P A escolha é aquela que parece ser a melhor no momento.
» Essa escolha é denominada escolha gulosa.

> E feita de acordo com um critério guloso.

Nem sempre um algoritmo guloso encontra uma solucdo étima,
mas para varios problemas é possivel mostrar que sim.



Algoritmos gulosos

Uma receita para algoritmos gulosos

Varios problemas tém a seguinte estrutura:
» Existe um conjunto de elementos E.

» Uma solucdo é algum subconjunto A* de E.

Um estratégia genérica:

1. Faca A+ (.
2. Enquanto A n3o é solucido viavel:

(a) Escolha um elemento e com algum critério guloso.
(b) Certifique-se de que existe solu¢cdo A* contendo AU {e}.
(c) Faca A<+ AU {e}.

3. Devolva A.
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Selecdo de atividades

¢

Selecdo de atividades

Considere n atividades executadas em certo lugar:

> Podem ser palestras, reunies em um sala etc.

» Denote essas atividades por S = {as,..., an}.

Duracao das atividades:
> A atividade a; comeca no tempo s; e termina no tempo f;.

> Assim, ela deve ser realizada no intervalo [s;, f;).

Definicdo

Duas atividades a; e aj sdo compativeis se os intervalos [s;, f;) e
[sj, fj) sdo disjuntos.




Selecdo de atividades

Problema de selecdo de atividades

Problema

» Entrada: Conjunto de atividades S = {a1,...,a,} e tempos
de inicio s e de termino f.

» Solucao: Subconjunto A de atividades compativeis.

> Objetivo: maximizar |A|.




Selecdo de atividades

Os tempos de inicio e de término s3o:

i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
s|1 3 0 5 3 5 6 8 8 2 12
il4 5 6 7 9 90 10 11 12 14 16

> As atividades estdo em ordem de tempo de término.

> Iremos usar essa ordem em seguida.

Exemplos de solucbes
» {a1,a} e {a1, a3} sdo pares incompativeis.
» {a1,a4} e {a3, a9, a11} sdo vidveis, mas n3o étimas.

» {a1,a4,ag,a11} e {a, as, a9, a11} sdo vidveis e Gtimas.



Selecdo de atividades

Supomos que 1 < HL < ... < fy:
» Ou seja, as atividades estdo em ordem de término.

> Se n3o estiverem, podemos ordenar.

Para um par (/,j), defina S = {ax € S: fi < s < fir < 55}
> Atividades que comecam depois que a; termina.

» Além disso, que terminam antes que a; inicie.

Considere atividades dummies:
> Atividade ag com fp = 0 e atividade a1 com s, = 0.
» Assim Sj; estd definido para todo 0 < /,j < n+ 1.
» O conjunto de todas atividades é S = S5p 41.



Selecdo de atividades

Subestrutura 6tima

Considere uma solugdo 6tima para as atividades em Sj;:

» Suponha que ay esteja nessa solucdo 6tima.
> As demais atividades da solucdo devem estar:

» antes do inicio de a.
» depois do término de a.

Descobrimos uma subestrutura 6tima:
» Queremos uma solucdo 6tima para o conjunto Si.

» Além de uma solucdo 6tima para o conjunto Sy;.

Mas NAO sabemos qual é a atividade aj na solucdo 6timal



Selecdo de atividades

Usando programacao dinamica

Definimos o seguinte subproblema:

» Considere um par (i,j) para 0 <i,j < n+1.

» Defina c[i, ] o valor de uma solucdo 6tima para a insténcia
do problema com atividades Sj;.

Podemos computar c[i,j] com a recorréncia:

N se S;=10
C[I,j] = mag({c[i, k] + C[k’j] + 1} se SU 7 0
a, € Sjj

Voltando ao problema original:
» O valor 6timo corresponde a entrada c[0, n + 1].

» E facil calcular usando programaciao dinamica (exercicio).



Selecdo de atividades

Simplificando

¢

N

Algumas observacoes:
> Na programacdo dindmica, testamos todas as atividades ay.

» Em um algoritmo guloso, queremos escolher apenas uma.

Como escolher de forma gulosa?
» Queremos uma atividade que consome menos “recursos”.
> As atividades estdo ordenadas por tempo de término.

> a; é a escolha que deixa mais tempo para outras atividades.



Selecdo de atividades

Depois de escolher a;, qual subproblema resta?
» Queremos atividades que comecam depois que a; termina.
» Definimos um novo subproblema Sy = {a; € S : s; > fi}.

» Pela definicio da dummy ag, o problema original é Sg = S.

Teorema (Escolha gulosa)

Considere um subproblema Sy n3o vazio e seja a,, uma atividade
em S, com o menor tempo de término.

Entdo existe uma solucdo 6tima para Sy que contém ap,.




Selecdo de atividades

Demonstracdo da escolha gulosa

eja A* uma solucdo 6tima para Sy:
> Se a,, € A*, ent3o nada h3 a fazer.
» Entdo suponha que a,, ¢ A*.

Vamos criar outra solucdo 6tima A’ contendo a:

> Seja a; € A* a atividade com menor f;.
> Defina A’ = A\ {a;} U{am}.

Temos que provar que A’ é solucdo 6tima:

> E claro que |A*| = |A'|.
Ent3o resta mostrar que A’ é vidvel.

>

» Nenhuma atividade de A* \ {ax} comeca antes de f;.

» Dai nenhuma atividade de A*\ {ax} comeca antes de fp,.
| 2

Assim as atividade de A’ s3o mutualmente compativeis.



Selecdo de atividades

¢

\ Resolvendo recursivamente

A discussao anterior sugere um algoritmo recursivo:
» Suponha que estamos tentando resolver S.
> Seja aj, a atividade em S, com o menor tempo de término.

» Resolva o subproblema S, e junte com ap,.



Selecdo de atividades

Algoritmo recursivo

» O vetor f estd em ordem de tempo de término.
» Queremos atividades que comecam depois que k termina.

Algoritmo: SELEGAO-ATIVIDADES-REC(s, f, k, n)

> acha atividade a,, em Si que termina primeiro
m<+— k+1
enquanto m< ne sy < fi

|_ m<— m+1

» W N =

o

> escolhe an, e resolve subproblema S,
sem<n
7 |_ devolva {am} U SELEGAO-ATIVIDADES-REC(s, f, m, n)

o

senao
9 | devolva{)

Andlise:
> Vemos cada elemento apenas uma vez, dai o tempo é ©(n).

» Pode ser que precisemos ordenar as atividades.



Selecdo de atividades

Podemos reescrever de maneira iterativa:

Algoritmo: SELECAO-ATIVIDADES-ITER(s, f, n)
A« {31}
k+1
para m<+ 2 até n
se sy, > fi

LA(—AU{am}

k+ m

S A WO =

devolva A

-~
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Codificacdo de Huffman

Codificactes

(Queremos representar um texto:
» E uma sequéncia de caracteres de um alfabeto C.
> Cada caractere estd associado a uma sequéncia de bits.

Tipos de codificacdo:
» Comprimento fixo:
» Cada sequéncia tem o mesmo nimero de bits.
> Basta que elas sejam distintas.

» Codificacdo de comprimento variavel:
> As sequéncias podem ter tamanhos diferentes.
> S3o livres de prefixo: uma sequéncia n3o é prefixo de outra.

Tamanho do texto codificado:
» E o niimero de bits usados para representar o texto.
» Codificacdes diferentes podem ter tamanhos diferentes.



Codificacdo de Huffman

Codificacdo de tamanho variavel

Restricdo de prefixo:
» O cbédigo de um caractere ndo pode ser prefixo de outro.
P Isso evita que a leitura do texto seja ambigua.
» Chamamos a codificacdo de livre de prefixo.

Exemplo de codificacdo ruim:

a b c
cédigo | 01 1001 100101

» Considere uma sequéncia de bits 100101.
> A sequéncia corresponde ao texto ba ou ao texto c?



Codificacdo de Huffman

Considere um texto com 100.000 caracteres de C = {a, b, c,d, e, f}:

a b c d e f
Frequéncia (em milhares) 45 13 12 16 9 5
Cédigo de tamanho fixo 000 001 010 011 100 101
Cédigo de tamanho variavel 0 101 100 111 1101 1100

Tamanho do texto codificado

» Com a codificacdo de tamanho fixo, usamos

3-100.000 = 300.000 bits

» Com a codificacdo de tamanho variavel, usamos

(45-1+13-3+12-3416-3+9-4+5-4)-1.000 = 224.000 bits
a b G d e f



Codificacdo de Huffman

Codificacdo de Huffman:
» Problema para a compressao de dados.

» Dependendo da aplicacdo, reduz de 20 a 90%.

Problema
» Entrada: Alfabeto C e tabela de frequéncias f.

» Solucado: Codificacdo de comprimento varidvel.

» Objetivo: minimizar o tamanho do texto codificado.




Codificacdo de Huffman

Uma codificacdo é representada por uma arvore binaria:
» O filho esquerdo esté associado ao bit 0.
» O filho direito estd associado ao bit 1.

» As folhas representam os caracteres do alfabeto.

A codificacdo é livre de prefixo:
> Um cédigo corresponde a um caminho até a folha.
> Prefixos sé levam a nés internos.

> Ent3o o cddigo de um caractere ndo é prefixo de outro.



Codificacdo de Huffman

Arvore bindria para codificacdo fixa

Codificacdo de comprimento fixo:

| a b c d e f

Frequéncia 45 13 12 16 9 5
Cédigo fixo

000 001 010 011 100 101




Codificacdo de Huffman

Arvore binéria para codificacio variavel

Codificacdo de comprimento varidvel:

| a b c d e f
Frequéncia 45 13 12 16 9 5
Cédigo variavel 0 101 100 111 1101 1100




Codificacdo de Huffman

Arvores binarias cheias:
» S3o arvores em que cada né interno tem dois filhos.
» Assim, ha

C| folhas e |C| — 1 nds internos (exercicio).

Sempre existe uma codificacdo étima que é cheia:
» Suponha que hd né x com um dnico filho y.
» Substituimos a subarvore de x pela subarvore de y.
> A nova arvore tem as mesmas folhas.

» O cédigo de cada caractere s6 pode diminuir.



Codificacdo de Huffman

Estrutura de um né z:
» O filho esquerdo é denotado por z.esq.
» O filho direito é denotado por z.dir.

> A frequéncia dos caracteres na subarvore é z.freq.



Codificacdo de Huffman

Construindo uma arvore 6tima

Vamos adotar a seguinte estratégia:
> Caracteres infrequentes estdo em folhas mais profundas.
» Dois nés pouco frequentes s3o unidos por um né interno.

» Construimos a arvore de maneira bottom-up.

Ideia:
» Comecar com |C| nés correspondendo aos caracteres.
» Juntar os dois nés menos frequentes.
» Repetir |C| — 1 vezes até sobrar apenas um nd.

» O né restante é a raiz da arvore devolvida.



Codificacdo de Huffman

Q Algoritmo de Huffman

Algoritmo: HUFFMAN(C

1 Q«+C

2 para Cl—-1

3 alocar novo registro z

4 z.esq < x < EXTRACT-MIN(Q)
5 z.dir < y < EXTRACT-MIN(Q)
6 z.freq < x.freq + y.freq

7 INSERT(Q, 2)

8 devolva EXTRACT-MIN(Q)

> @ é uma fila de prioridades ordenada pela frequéncia.
» EXTRACT-MIN e INSERT tém custo ©(log n).
» O algoritmo tem complexidade de tempo ©(nlog n).



Codificacdo de Huffman

Algumas notacoes:
> T é uma arvore binaria representando uma codificacdo.
» dr(c) é a distancia da raiz até o n6 do caractere c.

> f(c) é a frequéncia do caractere c.

Tamanho do texto codificado:

» O ndmero de bits de um texto codificado por T é

B(T) =) f(c)dr(c).

ceC

» Dizemos que B(T) é o custo de T.



Codificacdo de Huffman

Lema (Escolha gulosa)

Sejam x e y os nés correspondentes aos dois caracteres com as
menores frequéncias em C. Ent3o:

> Existe codificacdo 6tima em que x e y sdo folhas irma3s.

» Elas estio tdo distantes da raiz quanto qualquer folha.

Demonstracdo:
» Considere uma arvore 6tima T.
Sejam a e b duas folhas irm3s mais profundas.
Sejam x e y as duas folhas de menor frequéncia.

>
>
» Construa uma arvore T’ trocando a e x.
» Depois uma arvore T” trocando b por y.
| 2

Vamos mostrar que T” também é uma arvore étima.



Codificacdo de Huffman

§ =] ®

k] O
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» Aplicando a definicdo de B e cancelando termos idénticos,

B(T)—B(T')=>_f(c)dr(c) = > _ f(c)dr(c)

ceC ceC
= f(x)dr(x) + f(a)dr(a) — f(x)dr (x) — f(a)dr(a)
= f(x)dr(x) + f(a)dr(a) — f(x)dr(a) — f(a)dr(x)
= (f(a) — f(x))(dr(a) — dr(x)) = 0
> Assim, B(T) > B(T’) e, analogamente, B(T') > B(T").

» Como T é étima, T” também é Stima e o enunciado segue.



Codificacdo de Huffman

Lema (Subestrutura étima)

Suponha que:
> x ey sdo os dois caracteres com menores frequéncias.
> C'=C\ {x,y} U{z} é alfabeto com f(z) = f(x) + f(y).
» T’ é uma arvore étima para o alfabeto C'.

» T ¢é obtida de T’ substituindo-se z por duas folhas x e y.
Entdo T é uma arvore étima para C.




Codificacdo de Huffman

Subestrutura étima (cont)

Comparando os custos de T e T':

» Se ce C\ {x,y}, entdo

f(c)dr(c) = f(c)dr(c)
» Como os cddigos de x e y tém um bit a mais que z, sabemos que

FO)dr(x) + f(y)dr(y) = (F(x) + f(y))(dr(2) + 1)
= f(2)dr(2) + (f(x) + f(y))

> Portanto, B(T) = B(T') + f(x) + f(y).



Codificacdo de Huffman

Vamos mostrar que T é uma arvore 6tima para C:

| 2

>
>
>

vy

Considere uma arvore 6tima T* para C.
Pelo lema, supomos que x e y sdo folhas irmas em T*.
Construa T a partir de T* trocando x e y por z.
Fazendo f(z) = f(x) + f(x), temos
B(T) = B(T*) — £(x) - £(»).
Como T é viavel para C' e T' é 6tima, B(T') < B(T).
Logo,
B(T)=B(T') + f(x)+ f(y)

< B(T) + f(x) + f(y)

= B(T7) = f(x) = fy) + f(x) + f(y)

= B(T")

Ent3o, de fato, T é étima para C.



Codificacdo de Huffman

Algoritmo: HUFFMAN(C)

1 Q«+C
2 paraj<« laté|C|—1
3 alocar novo registro z

z.esq < x < EXTRACT-MIN(Q)
z.dir < y < EXTRACT-MIN(Q)
z.freq < x.freq + y.freq
INSERT(Q, 2)

~N o o s

8 devolva EXTRACT-MIN(Q)




Codificacdo de Huffman

Correcao do algoritmo de Huffman

Teorema

HUFFMAN constréi uma codificacdo 6tima.

Demonstracdo:
> Seja T a codificacdo devolvida pelo algoritmo.
» Associamos cada né de T a um caractere distinto.

» Vamos mostrar que T é Stima por indugdo em |C].



Codificacdo de Huffman

Corregdo do algoritmo de Huffman (cont)

Considere |C| = 1:

> Nesse caso, o algoritmo devolve um dnico né.

» Que é uma solucdo 6tima.

Agora, suponha que |C| > 2:
> Sejam x e y os caracteres escolhidos na primeira iterac3o.
» Seja z um caractere com f(z) = f(x) + f(z).
» Considere um conjunto de caracteres C' = C \ {x,y} U {z}.
» A arvore devolvida pelo algoritmo para C' é T' =T — x — y.
» Como |C’'| < |C|, por hipbtese de inducdo, T’ é étima para
c'.

> Ent3o, pela subestrutura étima, T é étima para C.
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