PROGRAMACAO
DINAMICA

Santiago Valdés Ravelo
https://ic.unicamp.br/~santiago/
ravelo@unicamp.br

MO417 - Complexidade de
Algoritmos |

UNICAMP


https://ic.unicamp.br/~santiago/

“Programacio dindmica é um nome chique para recursio com uma
tabela.”

lan Parberry.



MOCHILA BINARIA



Mochila binaria

Problema

Indiana Jones descobriu um novo sitio arqueoldgico:
» O sitio contém diversos itens histéricos.
> Ele ird levar alguns itens na mochila.

» Mas a mochila tem um limite de peso W.

Ele tem n itens disponiveis:
» Cada item /i tem um peso w;.

» Cada item j tem um valor ¢;.

Pergunta: Quais itens escolher para maximizar o valor?



Mochila binaria

Problema

Entrada: Um inteiro ndo negativo W representando a capacidade,
um vetor de inteiros ndo negativos w representando pesos e um
vetor de inteiros ndo negativos c representando valores.

Solucdo: Um subconjunto | C {1,2,...,n} tal que ) ;. w; < W.
Objetivo: MAXIMIZAR 3}, c;.

Podemos fazer algumas suposicées:
1. 27:1 w; > W.
2. 0<w; < W paratodoi=1,...,n.



Mochila binaria

Algoritmo de forca bruta:
> Ha 2" possiveis subconjuntos de itens.

P> Testar cada um deles é impraticavel!

Subproblema:
» Consideramos os itens em uma ordem definida 1,..., n.
» Considere nimeros ke d taisque 0 < d<Wel<k<n.

» Defina z[k, d] como o maior valor de uma solugdo para uma
instancia com os k primeiros itens e uma mochila com
capacidade d.

Vamos computar z[k, d] utilizando inducdo em k.



Mochila binaria

Queremos computar z[k, d].

Base:
> Se k =0, entdo z[0,d] = 0.

Hipotese de inducao:
» Sabemos computar z[k — 1, d'] para todo d’.

Passo:

> Considere o ultimo item k do subproblema.
1. Se ele pertencer a solucdo:
> zlk,d] = z[k —1,d — wi] + &
2. Se ele NAQ pertencer:
> z[k,d] = z[k — 1,d)]
> Note que se wy > d, entdo k ndo pertence a solucao.
» Do contrério, ndo sabemos se k estd na solucdo.

» Computamos z[k, d] como o maximo entre os dois casos.



Mochila binaria

Podemos computar z[k, d] com a recorréncia:

0 se k=0
z[k,d] = < z[k — 1,d] se wy > d
max {z[k — 1,d], z[k —1,d —w] + c} sew, <d



Mochila binaria

Observe que as capacidades sdo inteiros:
» Criamos uma tabela com n+ 1 linhas e W + 1 colunas.
» O ndmero de entradas da tabela é (n+ 1)(W + 1).
» Inicializamos a primeira linha com O.
» O célculo de uma entrada sé depende da linha anterior!
>

O valor do problema original serd z[n, W].



Mochila binaria

Algoritmo de programacdo dinamica

Algoritmo: MocHILA(W, w, ¢, n)

1 para d < 0 até W
2 |_z[0,d]<—0

3 para k< 1 atén

4 para d < 0 até W

5 z[k,d] « z[k — 1, d]

6 se wy < dezlk,dl <ck+z[k—1,d— w]
7 |_z[k,d]<—ck+z[k—1,d—wk]

8 devolva z[n, W]




Mochila binaria

Tempo de execucdo:
> A complexidade de tempo é O(nW).

» E um algoritmo pseudo-polinomial:

» A complexidade é polinomial em ne W.
» Mas W é um nimero da entrada.

Recuperando a solucdo:

» O algoritmo NAQO devolve uma solucdo 6tima, somente o
valor.

» Podemos obté-la a partir da tabela z.



Mochila binaria

Algoritmo: MOCHILA-SOLUGAO(W, z, n)
d+— W
para k < n até 1
se z[k,d] = z[k — 1, d]
I_ x[k] <0
senao

Lx[k]<—1

d(—d—Wk

s W N =

o O

8 devolva x

» O vetor x que indica os itens de uma solucdo 6tima.



Mochila binaria

Complexidade de espaco

E possivel economizar memoria:
> A complexidade de espaco é O(nW).

Precisamos apenas da ultima linha para a recorréncia.

>

> Assim, mantemos no maximo duas linhas.

» O algoritmo melhorado usa apenas O(W) de espaco.
>

Mas isso inviabiliza a recuperacdo da solucao.



ARVORE DE BUSCA

OTIMA




Arvore de busca étima

Arvores binarias de busca

Considere um conjunto de chaves de busca:
» Elas podem ser ordenadas de forma que e; < ep < -+ - < ep,.

> f; é a frequéncia de consulta para a chave e;.

Vamos criar uma arvore binaria de busca:
> Respeita a propriedade de busca.

» Ou seja, nés na subarvore esquerda de e; tém chaves menores
que ¢; e nds na subarvore direita tém chaves maiores.

> A consulta a uma chave acessa os nds antecedentes.

Pergunta: Qual 4rvore minimiza o niimero de acessos a nés?



Arvore de busca étima

Problema da arvore de busca 6tima

Problema

Entrada: Uma sequéncia de chaves e; < e < --- < e, € as
frequéncias de consulta f; para cada chave e;.

Solucado: Uma drvore bindria de busca com nés e1, e, ..., ep.
Objetivo: MINIMIZAR nimero total de nés consultados.




Arvore de busca étima

Propriedade da arvore de busca

Considere a arvore a seguir:

o
o O

Seja T uma arvore de busca com A< B< C < D:
> Pergunta: A arvore acima pode ser subarvore de T7?
» Resposta: NAO, ela deveria conter o elemento C como raiz,
mas ai ndo seria uma arvore de busca.



Arvore de busca étima

Propriedade da arvore de busca

onsidere uma arvore de busca T:

> Seja Ty a subarvore enraizada em algum elemento e.
» Suponha que T contém elementos e; e e; para i < j.
» Entdo Ty contém todos os elementos e de e; até e;.

Podemos mostrar isso da seguinte forma:
> Considere e com i < £ < j.
Suponha que ¢, também n3o é descendente de e.
Tampouco e; pode ser antecessor de e.
Se e, é o primeiro ancestral comum a e, e a €.

Entdo k <a<loul < a<k:
1. No primeiro caso teriamos j < a < /.
2. No segundo caso teriamos ¢ < a < i.

>
>
>
>

> Isso é uma contradicdo, entdo e, é descendente de e.



Arvore de busca étima

Subestrutura étima

Considere uma arvore de busca T enraizada em ey.

» Suponha que ela contém {ej, ..., ec_1, €k, €kt1, .-, €}
» No ramo esquerdo deve haver os elementos €;, ..., ex_1.
> No ramo direito deve haver os elementos ex11,...,¢€;.

/e\

» Se T é uma arvore de busca étima.

> Ent3o as subarvores esquerda e direita também s3o.



Arvore de busca étima

Definimos o seguinte subproblema:
» Considere um par de indices (i, ).

» Seja a[i,j] o menor nimero de acessos de uma arvore de
busca que contém ¢, ..., €.

Podemos computar a[i,j] usando uma recorréncia:
0 sei>j,

ali,j] = { & , . .
th+ m|n ali,k — 1]+ alk + 1, ] se i <j



O ndmero de acessos a nés de uma arvore de busca que contém
€i,..

Arvore de busca étima

Correcdo da recorréncia

., € € pelo menos ai, j|.

Iremos mostrar por inducdo em n=j — i+ 1:

>

>
>
>
>

vy

Para n = 0, a arvore é vazia e o niimero de acessos é 0.
Suponha que n > 1 e seja ¢; a raiz de uma arvore étima.
Para cada t = /,..., j devemos acessar a raiz f; vezes.
Além disso, devemos somar os acessos as subarvores.

Pela hipdtese de inducdo, o niimero de acessos da arvore
esquerda é pelo menos a[i, k — 1].

O da subarvore direta é computado por alk + 1, ].
Como consideramos o minimo entre todos k, o lema segue.



Arvore de busca étima

4 -\ 2
Podemos pré-computar f;j =) ,_; fi em ©(n°).
Considere elementos dummy ey e e,+1 com fy = f,11 = 0.
ali,j] é o nimero acessos para a subarvore com e;, ..., €.

r[i,j] indica o indice raiz dessa subarvore.

vVvYyyvyy

Preenchemos a tabela em ordem do tamanho u =, — i+ 1.



Arvore de busca étima

Algoritmo: ARVORE-BUSCA(f)

1 paraji< latén+1
2 |_ ali,i—1] + 0 > subarvore vazia

3 parau<+1atén

4 parai< latén—u+1

5 j—i+u—-1

6 afi, j] + oo

7 para k < i até j

8 aux < fj + a[i, k — 1] + a[k + 1, ]
9 se a[i,j] > aux

10 ali,j] « aux

1 L rli,j] + k

12 devolva a[1, n]

> A complexidade de tempo é O(n?)



SUBSEQUENCIA COMUM

MAXIMA




Subsequéncia comum maxima

Vamos trabalhar com sequéncias de simbolos:
» Considere uma sequéncia X = (x1, X2, ..., Xm)

> e uma outra sequéncia Z = (z1, 2o, . .., Zk)-

Dizemos que Z é uma subsequéncia de X se:

> Existe uma sequéncia crescente de indices (i1, 2, . . . , ik)
> xj =z paracadaj=12,... k.
Exemplo:

> Sequéncia X = ABCDEFG.
» Subsequéncia Z = ADFG.



Subsequéncia comum maxima

Problema (Subsequéncia comum méaxima)

Entrada: Duas sequéncias sequéncia X e Y.
Solucao: Uma subsequéncia comum Z de X e Y.

Objetivo: MAXIMIZAR o comprimento de Z.




Subsequéncia comum maxima

Vamos estudar uma solucdo 6tima:
» Considere as sequéncias X = (x1...xm) € Y = (y1...yn):

» A subsequéncia comum maxima é Z = (z7...z).

Seja S uma sequéncia de comprimento n:
» Denotamos por S; o prefixo de S de comprimento /.
» Por exemplo, se S = ABCDEFG, ent3o S, = AB.



Subsequéncia comum maxima

Projeto por inducdo

Relembrando: X = (x1...xm) e Y = (y1...¥n).

Base:
» Sem=0oun=0, entdio Z = () com tamanho 0.

Hipodtese de inducao:
» Sabemos computar a solucdo se X’ tem tamanho m’ e Y’ tem
tamanho n’, onde 0 < m < me0<n' < n.

Passo:

1. Se xm = -
P> 7, = Xm = Yn € o (ltimo elemento da solucdo 6tima.
» 7, 1 é subsequéncia comum méaxima de X,,_1 e Y,_1.

2. Se xm # yn:
» Pelo menos x,, ou y, ndo é parte da solucdo étima.
» Logo, Z é subsequéncia comum maxima de X,,,_1 e Y,
» ou Z é subsequéncia comum méaxima de X e Y,_1.



Subsequéncia comum maxima

Definimos o seguinte subproblema:
> Considere i =0,1,....mej=0,1,...,n.
> Seja c[i,j] o comprimento da subsequéncia comum mais longa
dos prefixos X; e Y.

Podemos utilizar a seguinte recorréncia:

0 sei=0o0u,j=0
C[I,_j]: C[I—l,j—1]+1 seXi:yj
max{c[i—l,j],c[i,j—l]} se x; £ Y



Subsequéncia comum maxima

Algoritmo de programacado dinamica

Algoritmo: SCM(X,m, Y, n)

1 parai < Oatém
2 | cfi,0] <0

3 paraj < latén
o | eolo

5 parai < latém

6 paraj=1atén

7 se x; = yj

8 clivjl < cli—1,j—1]+1
9 I_ bli, j] < "“xy"

10 sendo

1 secli,j—1] > c[i —1,]]
12 cli,jl < cli,j—1]
13 bli, j] <"x"

14 sendo

15 cli,jl < cli —1,j]
16 bli, j] <"y"

17 devolva c[m, n]

> A tabela b guarda quais subproblemas foram escolhidos.



Subsequéncia comum maxima

Complexidade de tempo:
> Cada entrada da tabela é preenchida em tempo constante.

> Assim, o algoritmo gasta tempo O(mn).

Complexidade de espaco:
» O algoritmo gasta tabelas de tamanho total O(mn).
» Podemos manter apenas duas linhas ou colunas.
» O algoritmo melhorado usa meméria O(min{m, n}).

> Mas manter a tabela b permite encontrar a solucdo.



Subsequéncia comum maxima

Algoritmo: RECUPERA-SCM(b, X, i, j)

1sei=0o0uj=0
2 | retorne

se bli,j] ="xy”
RECUPERA-SCM(b, X,i —1,j — 1)
imprima x;

E

6 sendo

7 se b[i,j] ="x"
8 | RECUPERA-SCM(b, X, i,j — 1)
9 senao

10 | RECUPERA-SCM(b, X, i —1,))

» A chamada inicial ¢ RECUPERA-SCM(b, X, m, n).
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