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“A maioria das pessoas usa estatisticas como um bébado usa um
poste de luz; mais para apoio do que para iluminac3o.”

Andrew Lang.



ESTATISTICAS DE

ORDEM



Estatisticas de Ordem

Estamos interessados no seguinte problema

Problema (Problema da selec3o)

Entrada: Um vetor A com n nimeros reais e um inteiro i
Saida: O i-ésimo menor elemento de A.

Casos particulares importantes:
> Minimo: i = 1.
> Méaximo: i = n.
> Mediana: i = |

241 | (mediana inferior).
> Mediana: i = [ZH

2411 (mediana superior).



MINIMO E MAXIMO



Minimo e méximo

Algoritmo: MINIMO(A, n)

1 minimo + A[1]

2 paraj < 2 até n

3 se minimo > A[j]
4 \\ |_ minimo <+ A[j]

5 devolva minimo

Anilise:
P> Realiza n — 1 comparacdes.

» E possivel fazer menos? N3o. Como provar?



Minimo e méximo

Cota inferior para problema do minimo

Problema

Entrada: Um vetor A[1...n].
Saida: O menor elemento de A.

O algoritmo trivial executa n — 1 comparacdes:
» E o melhor algoritmo baseado em comparacoes.

P Para ver isso, vamos investigar um algoritmo genérico.



Minimo e méximo

Algoritmo genérico para o problema do minimo

Para um algoritmo, defina uma cole¢do A de pares (i, )
» Um par (i,j) representa uma A[i] > A[j].
» Dizemos que i perdeu a disputa.
» Adicionamos um par para cada comparacdo executada.

Algoritmo: MiNIMO(A, n)

1 A« 0
2 enquanto o algoritmo ndo encontrou o minimo
3 escolha indices i e j em {1,...,n}, que Alg compara

4 se A[i] > A[j]
5 | A« AU{(i)}

6 senao

_LA&AM@M

8 devolva o minimo encontrado




Minimo e méximo

Cota inferior para problema do minimo

Considere a colecdo de pares A:
» O minimo nunca perde uma disputa.
» Cada um dos outros deve perder pelo menos uma vez.

» Assim A tem pelo menos n — 1 pares.

Concluimos:

» Todo algoritmo para o problema do minimo baseado em
comparacGes executa pelo menos n — 1 comparacdes.

> O algoritmo trivial dado é 6timo.



Minimo e méximo

’ Minimo e maximo

Algoritmo: MIN-MAX(A, n)

1 minimo < maximo < A[1]
2 paraj < 2 atén
3 se A[j] < minimo
4 I_ minimo <+ A[j]
se A[j] > méaximo
|_ maximo < A[j]

o o

7 devolva(minimo, méaximo)

Andlise:
> Realiza 2(n — 1) comparacdes.

» E possivel fazer melhor!



Minimo e méximo

Minimo e méximo (melhorado)

Ideia para melhorar algoritmo:
» Inicializamos minimo e maximo:
» Com o primeiro elemento se n for impar.
» Com o minimo e o maximo dos dois primeiros se n for par.
» Comparamos os demais elementos em pares:

» O menor deles com minimo.
» O maior deles com maximo.

» Fazemos 3 comparacSes para cada 2 elementos.

Anilise:
» O ndmero de comparacdes é dado por:

31n/2] se n for impar
3(n—2)/2+1 se n for par
» N3o é possivel fazer melhor (exercicio).



PROBLEMA DA SELECAO



Problema da selecdo

Algoritmo para problema da selecdo

Podemos selecionar o i-ésimo elemento ordenando o vetor.

Algoritmo: SELECT-ORD(A, n, i)

1 ORDENE(A, n)
2 devolva A[]

Analise:
» Usamos MERGE-SORT ou HEAP-SORT como ORDENE.

» O algoritmo realiza O(nlog n) comparagdes.

E possivel fazer melhor que isso?
» Achamos minimo e méaximo com O(n) comparacdes.

» Vamos tentar descobrir o i-ésimo em tempo linear.



Problema da selecdo

Problema

Entrada: Um vetor A[p...r].
Saida: Um indice q, com p < q < r, tal que

Ap...q—1]<Alql < Alg+1...r].

Entrada:

p r
A |99 |33[55[77[11]22]88|66]|33]|44]

Saida:

p q r
A [33]11]22]33[44]55]99]66]77]88]




Problema da selecdo

Algoritmo: PARTICIONE(A, p, r)

1 x < Alr] > xéopivd
2 i+ p-—1

3paraj<«+ patér—1
4 se A[j] < x

5

6

L i—i+1
Ali] < A[j]
Ali+1] + Alr]
devolva j + 1

o ~N




Problema da selecdo

Selecionando via particionamento

Ideia:

» Particionamos o vetor de forma que:
All...q—-1]<Algl <A[q+1...n]

» Verificamos o indice g do pivo:
1. Se i = g, ent3o o i-ésimo menor é A[q]!
2. Se i < g, entdo o i-ésimo menor estd em A[l...q — 1].

3. Se i > g, entdo o i-ésimo menor estd em A[q + 1...n].



Problema da selecdo

Subproblema recursivo:
» A entrada é um subvetor A[p...r] e posicdo i =1,2,....

> A saida é o i-ésimo menor valor nesse subvetor.

Exemplo:
» Considere um subvetor A[9...18] e posicdo i = 5.
> Se A estivesse ordenado, a saida deveria ser A[13].
» Suponha que apés particionar, o pivo esteja em g = 11.
> A posiciodo pivbé k=q—p+1=11-9+1=3.
> Entdo A[q] é terceiro menor valor nesse subvetor.
>

Assim, procuramos o segundo menor depois do pivo.



Problema da selecdo

Algoritmo baseado em particionamento

Algoritmo: SELECT-NL(A, p, r, i)

1sep=r
| devolva A[p]

q <+ PARTICIONE(A, p, r)
k<—q—p+1
se i =k
| devolva A[q]
sendo

se i<k
| devolva SELECT-NL(A, p,q —1,1)

o A W N

© © N

10 sendo
11 |_ devolva SELECT-NL(A,q + 1,r,i — k)

> p e r sdo os indices de limite do vetor.

> k é a posicdo do pivd no vetor considerado.



Problema da selecdo

Analise do algoritmo melhorado

SELECT-NL(A, p, r, i) Tempo
1 sep=r O(1)
2 devolva A[p] 0(1)
3 g <+ PARTICIONE(A, p, r) O(n)
4 keqg-p+1 o(1)
5 sei=k O(1)
6 devolva A[q] 0(1)
7  sendo 0o(1)
8 se i < k 0(1)
9 devolva SELECT-NL(A, p,q — 1,1) T(k—1)
10 sendo 0(1)
11 devolva SELECT-NL(A, g+ 1,r,i — k) T(n—k)

Sejan=r—p+1:
» No pior caso T(n) = max{T(k—1), T(n— k)} + O(n).
> J4 sabemos que T(n) = ©(n?).



Problema da selecdo

Analise do algoritmo melhorado (cont)

Comparando:

> Sabemos que SELECT-ORD gasta tempo O(nlog n).
» Mas, no pior caso, SELECT-NL tem complexidade ©(n?).

Seria melhor usar SELECT-ORD?
» N3o, SELECT-NL é eficiente na pratica.
» No caso médio, ele tem complexidade O(n).



Problema da selecdo
Vers3o aleatorizada

» O pior caso ocorre devido a escolhas infelizes do pivd.
» Podemos minimizar isso usando aleatoriedade.

» Vamos reutilizar PARTICIONE-ALEATORIZADO.

Algoritmo: PARTICIONE-ALEATORIZADO(A, p, r)

1 i < RAaNDOM(p, r)
2 Ali] & Alr]
3 devolva PARTICIONE(A, p, r)




Problema da selecdo

’ Algoritmo aleatorizado

Algoritmo: SELECT-ALEATORIZADO(A, p, r, i)

[a—y

sep=r
|_ devolva A[p]

q < PARTICIONE-ALEATORIZADO(A, p, r)
k<—qg—p+1

se i =k

| devolva Aq]
senao

se i<k
| devolva SELECT-ALEATORIZADO(A, p,q — 1,i)

o s WN

© o N

10 senao
11 | devolva SELECT-ALEATORIZADO(A, g + 1,r,i — k)




Problema da selecdo

PARTICIONE- ALEATORIZADO devolve um piv6 g aleatoriamente:
» O tamanho do subvetor A[p...q] pode ser 1,2,...,n.
> Para cada possibilidade k, defina uma variavel indicadora:

x 1 se Alp...q| tem exatamente k elementos
k= .
0 caso contrario



Problema da selecdo

» Seja n=r — p+ 1 o tamanho do vetor de entrada.

» Podemos limitar o tempo de execucao como:
T(n) = O(1) sen=0,1
O\ S0 Xk T(max{k —1,n— k}) +©O(n) sen>?2

» Note que T(n) é uma variavel aleatdria.
» Queremos calcular E[T(n)].



Problema da selecdo

Z Xi T(max{k —1,n— k})+ an
k=1

E[T(n] <E

< Zn: E[Xk] E[T(max{k —1,n— k})] + an

< i % E[T(max{k —1,n—k})] + an
k=1

n—1
2
<2 .
S = Z E[T()] + an.
Jj=ln/2]
Pois:
k—1 sek>[n/2],

max{k_l’n_k}:{n—k se k < [n/2].



Problema da selecdo

Vamos demonstrar por inducdo que E[T(n)] < cn

2 n—1
E[T(n)] < " E[T()] + an
j=ln/2]
h.. o L
W2 .
- Z ¢+ an
j=ln/2]
2¢ n—1 |n/2]—1
= 7 ZJ — Z J | +an
=1 j=1

_2c((n=1)n ([n/2] —1)[n/2]
_n( 2 2 >+a”'



Problema da selecdo

E[T(n)] < 2 <(" ~1n_ (In/2] - 1)[n/2 J) o

n 2 >
§2_c (n—l)n_(n/2—2)(n/2_1) o
n 2 5
== 3n2+n 2| +an
=3 > 5
3cn+c+an
-4
ca— (DS man) <
= C 2 2 3 c

Sec>4aen>2c/(c—4a).



ALGORITMO LINEAR



Algoritmo linear

Veremos um algoritmo linear para o problema da selec3o.
» Chamaremos de algoritmo BFPRT.
» Os autores Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan.

> Vamos supor que os elementos em A s3o distintos.



Algoritmo linear

1. Divida os n elementos em | 2| subconjuntos de 5 elementos e
um subconjunto de n mod 5 elementos.

1
2

e o6 o o o

e o6 o o o

e o6 o o o

e o o o o

e o6 o o o

e o6 o o o
3

2. Encontre a mediana de cada um dos [§-| subconjuntos.

e ¢ O o o
®e ¢ O o o
e ¢ O o o
e ¢ O o o
e ¢ O o o
e ¢ O o o




Algoritmo linear
Algoritmo BFPRT

3. Determine, recursivamente, a mediana das medianas x dos
subconjuntos de no maximo 5 elementos.

L] [ [ ] [ ] L] [ ]
L] [ ] [ ] ° L] [ ]
[ ] [ ] [ ] X [ ] [ ]
] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ [ ] L[] [ ]

> Note que o algoritmo nao ordena as medianas!



Algoritmo linear

Algoritmo BFPRT

4. Usando x como pivd, particione o conjunto original A criando
dois subconjuntos A_ e A-, em que:

> A_ contém os elementos menores que x.
> A- contém os elementos maiores que X.

Se a posicdo final de x apds o particionamento for k, ent3o

|A<|:k—1 e |A>|:n—k.



Algoritmo linear

¢

\ Algoritmo BFPRT

5. Finalmente, para encontrar o i-ésimo menor elemento do
conjunto, compare i com a posicdo k de x apds o
particionamento:

» Se i = k, o elemento procurado é x.
> Se i < k, procure recursivamente o j-ésimo de A _.
> Se i > k, procure recursivamente o (i — k)-ésimo de A .



Algoritmo linear

Seja T(n) a complexidade de tempo no pior caso:

1. Divisdo em subconjuntos de 5 elementos. ©(n)
2. Encontrar a mediana de cada subconjunto. ©(n)
3. Encontrar x, a mediana das medianas. T([n/5])
4. Particionamento com pivd x. O(n)
5. Encontrar o j-ésimo menor de A_, T(k—1)

ou encontrar o i — k-ésimo menor de A- . T(n—k)

Obtemos a recorréncia para o pior caso:

T(n)= T([n/5]) + T(max{k —1,n— k})+ O(n).



Algoritmo linear

O diagrama abaixo classifica os elementos da ultima figura.

O O O O e °

L O O O e e o | [ = <x
O O O x A A A|A = >x
o o o« /A A A AN| e = 7
o o o« A A A

Podemos contar o niimero de elementos maiores que x:
» Contém pelo menos os tridngulos A\ da figura.
» Ha no minimo 10 — 6 tantos elementos:

> Ha [1[2]] grupos com 3 elementos maiores que x.
P Exceto talvez o dltimo e o que contém x.

> Assim o nlmero de elementos é: 3 ([1[2]] —2) > 38 —6.



Algoritmo linear

Repetindo o argumento para os quadrados [

> Ha pelo menos 35 — 6 elementos menores que x.
» Portanto,
3n n
k—1n—k}<n—|—— —
max{ ,n—k} <n (10 6)_1O+6

Encontramos uma recorréncia limitada por:

< {@(1) n < 140,
T([n/5]) + T(|7n/10] +6) + ©(n) n > 140.

» O limiar 140 foi escolhido para as contas funcionarem.
» A solugdo da recorréncia é T(n) € ©(n).



Algoritmo linear

Vamos demonstrar por indugdo que T(n) < cn:

T(n) < T([n/51) + T([7n/10] +6) + an

c[n/5] + ¢(|7n/10] + 6) + an
c(n/5+1)+c(7n/10 + 6) + an
=9cn/10+7c + an
=cn+ (—cn/10 + 7c + an).

| IA |/\3 |/\



Algoritmo linear

% Andlise do algoritmo BFPRT
)

» Queremos obter a desigualdade:

T(n)=cn+ (—cn/10+ 7c + an)
< cn.

» Para isso, queremos (—cn/10 4 7c + an) < 0.

» lIsolando ¢, vemos que é equivalente a ¢ > 10an/(n — 70).
» Note que n/(n— 70) < 2 justamente para n > 140.

> Portanto, para n > 140 basta escolher ¢ > 20a.



Algoritmo linear

Pseudocédigo do algoritmo BFPRT

Algoritmo: SELECT-BFPRT(A, p,r, i)

1sep=r

2 |_ devolva p

3 q + PARTICIONE-BFPRT(A, p, r)

4 ke—qg—p+1

5 sei =k

6 | devolva g

7 senao

8 se i<k

9 | devolva SELECT-BFPRT(A, p,q — 1,i)

10 senao

1 | devolva SELECT-BFPRT(A,q+ 1,r,i — k)

» Essa vers3o devolve o indice do elemento, NAO o valor.

» Usaremos o indice em PARTICIONE-BFPRT.



Algoritmo linear

Pseudocédigo do particionamento de BFPRT

=
= o

Algoritmo: PARTICIONE-BFPRT(A, p, r)

Lp, j+p
enquanto j +4 < r
\\ ORDENE(A, j,j + 4)

Al < Alj + 2]
j+j+5 £L+1(+4+1

ORDENE(A, j, r)

All] & AllG + /2]
m«—{¢—p+1

k < SELECT-BFPRT(A, p, ¢, | m/2])
A[k] < A[r]

devolva PARTICIONE(A, p, r)

O indice j marca o inicio de cada grupo de 5 elementos.
O indice ¢ indexa as medianas dos grupos.
As medianas s3o colocadas no comeco do vetor (linhas 4 e 7).

Na linha 9, descobrimos o indice da mediana das medianas.

vyvYyVvyy

Na linha 11 particionamos com essa mediana.
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