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“Prioridade é uma funcdo do contexto.”

Stephen R. Covey.



ORDENACAO POR

SELECAO




Ordenacdo por selecdo

Vamos ordenar usando ideia diferente:
» Suponha que o sub-vetor A[1l.../— 1] esteja ordenado.
» Também, suponha que maxA[l...i—1] < minA[i...n].

> Substituimos a posicdo A[i] pelo minimo em A[i...n].

Antes de substituir:
1 i n
[2025]35[40]44|55]70[80|99]65]85]

Apés substituir:

1 i n
[20]25]35[40]44|55|65[80]99]70]85]




Ordenacdo por selecdo

Pseudocédigo de SELECTION-SORT

Algoritmo: SELECTION-SORT(A, n)
1paraji<« latén—1

2 min < i

3 paraj < i+1atén
4 se A[j] < A[min]
5 min < j

6 | A[i] < Almin]

Teorema (Invariante)

Ao inicio de cada iteracdo:
1. A[l...i— 1] esta ordenado.
2. AP =1 < A[i...n].




Ordenacdo por selecdo

Complexidade de SELECTION-SORT

SELECTION-SORT(A, n) Tempo
1 parai+latén—1 ©(n)
2 min < i ©(n)
3 paraj« i+1atén 0(n?)
4 se A[j] < A[min] 0O(n?)
5 min  j O(n?)
6 Ali] <> A[min] ©(n)

Consumo de tempo no pior caso? O(n?).
E no melhor caso?



Ordenacdo por selecdo

¢

\ Uma versao alternativa

Podemos reescrever esse algoritmo:
» Ordenamos a partir do final.
> Selecionamos o MAIOR remanescente.
> Refatoramos com uma sub-rotina MAXIMUM.



Ordenacdo por selecdo

’ Revendo a complexidade

Algoritmo: SELECTION-SORT(A, n)
1 para j < n até 2

2 max < MAXIMUM(A, i)
3 Ali] +» Almax]

» Suponha que MAXIMUM(A, i) leva tempo O(t(i)).
> Ent3o o tempo total é:

T(n) =3 0(t() < 3 O(t(n)) = O(n- t(n))
i=2

i=2

» Vamos tentar otimizar a rotina MAXIMUM(A, /).



HEAPSORT



Heapsort

Vamos estudar a FILA DE PRIORIDADE:
» E uma estrutura de dados também chamada de max-heap.
» Implementa MAXIMUM com tempo O(log n).
» Usando um heap, podemos ordenar em O(nlog n).

> Esse algoritmo de ordenacdo é chamado de heapsort.



Heapsort

Um heap é uma ARVORE BINARIA armazenada em vetor
All...n]:

» Filhos de um né i:

» O filho esquerdo é 2i.
» O filho direito é 2/ + 1.

> Pais:
» O paideumnéié |%].
» O né 1 n3o tem pai.

» Folhas:

» Um né i é folha se n3o tiver filhos, i.e., se 2/ > n.
> As folhas sdo |n/2|+1,...,n—1,n.



Heapsort
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Heapsort

Um heap é uma arvore COMPLETA:
» Cada nivel £ =0,1,2,... tem 2¢ nés (a n3o ser o (ltimo).

> Se i estad no nivel £, o nimero nés nos niveis anteriores é:

20_|_21_|_.”+2f—1:2l_1

» Ent3o os nds do nivel £ s3o indices:

202t p1 2042 . 21



Heapsort

Teorema (Nivel de um nd)

O nivel de um né de indice i é |log, i].

> Se i estad no nivel ¢, ent3o:

26 < i < 2t =
|0g2 2Z S |0g2 i < |0g2 2Z+1 =
¢ < logyi < (+1

» Assim, { = |log, i].

Portanto, a altura da arvore é |log, n|.



Heapsort

Definicao
Um heap A[l...n] é chamado de MAX-HEAP se cada né tiver
valor maior que seus filhos, i.e., para cada i,

> Alil > Al2i] e Ali] > A[2i +1].

> Essa restricio é a PROPRIEDADE DE MAX-HEAP.
» O valor da raiz ¢ um maximo do heap.

» Cada subarvore também é um max-heap.



Heapsort

» Suponha que as subarvores 2/ e 2/ + 1 s3o max-heaps.
» Como transformar a subarvore i em um max-heap?

Algoritmo: MAX-HEAPIFY(A, n, i)

e+ 2i

d+2i+1

maior < |

se e < ne Ale] > A[maior]
|_ maior <— e

se d < n e Ald] > A[maior]
I_ maior < d

N o s W=

co

se maior # |
Ali] <+ A[maior]
MAX-HEAPIFY(A, n, maior)

©o

10




Heapsort

Correcdo de MAX-HEAPIFY
MAX-HEAPIFY transforma a subdrvore i em max-heap. I

Ideia para demonstracdo: inducdo na altura h do nd i.

> Se h=0, entdo i é folha e o algoritmo esta correto.
» Considere um né i com altura h > 0.
» Suponha que o algoritmo funciona para arvores menores.

> Antes da linha 8, temos A[maior] > A[i], A[2i], A[2i + 1].
> Ap6s a linha 9, temos A[i] > A[2i], A[2i + 1].

> Segue que A[i] é maximo no vetor.
| 4

Pela hipétese de inducdo, MAX-HEAPIFY transforma a
subarvore com raiz maior em max-heap.

> Segue que i é max-heap.



Heapsort

MaxX-HEAPIFY(A, n, i) Tempo
I e« 2i o(1)
2 d<«2i+1 O(1)
3 maior < O(1)
4 see<neAle > Al O(1)
5 maior <— e O(1)
6 sed<neA[d]> Almaior] O(1)
7 maior <— d 0O(1)
8  se maior # i O(1)
9 Ali] <> A[maior] O(1)
10 MAax-HEAPIFY(A, n, maior) T(h—1)

O tempo de execucdo é T(h) = T(h— 1)+ ©(1) = O(h).



Heapsort

Podemos consertar um vetor inteiro:
» Recebemos um vetor A[1... n] desorganizado.
» Cada folha ja é um heap.
» Consertamos o penultimo nivel.
» Depois o antepeniltimo.
>

Assim por diante.

Algoritmo: BUILD-MAX-HEAP(A, n)

1 para i< [n/2] até 1
2 | MAX-HEAPIFY(A, n, /)




Heapsort

Algoritmo: BUILD-MAX-HEAP(A, n)

1 para i< [n/2] até 1
2 | MAX-HEAPIFY(A, n, /)

Teorema (Invariante)

No inicio de cada iteracdo, i +1,...,n sdo raizes de max-heaps.

Complexidade
» Uma anilise rapida leva a T(n) = n- O(logn) = O(nlogn).
» Na verdade mostraremos que T(n) é LINEAR!



Heapsort

Complexidade de BUILD-MAX-HEAP

Andlise mais cuidadosa:

» Seja k a altura da arvore inteira:

» Temos 1 né de altura k.

» Temos 2 nés de altura k — 1.
» Temos 4 nés de altura k — 2.
> Assim por diante.

» Uma chamada de MAX-HEAPIFY leva tempo O(h).

P> Vamos somar os tempos de todas as chamadas.



Heapsort

eja k = |log, n] a altura da arvore inteira, ent3o:

T(n) <3 2" o(h) = 029 Y 2L’h

Note que: g
K
Z£:1+l+i+ _|_i 1_i<1
Zigh = 27 2T 2 2K
L1111 1
22 23 2k 2 2L 2
Ll 111 11
23 2k 4 2k 4
Ou seja,

x
-

T(m < 029 Y & < 0(2-Y)

h=0 h=0

= 0(2") -2 = 0(n).

| -



Heapsort

Algoritmo: HEAP-SORT(A, n)
1 BuiLD-MAX-HEAP(A, n)
2 para m < n até 2
3 \\ A[l] <> A[m]

4 Max-HEAPIFY(A, m —1,1)




Heapsort

’ Analise de HEAP-SORT

Algoritmo: HEAP-SORT(A, n)

1 BuiLD-MAX-HEAP(A, n)
2 para m < n até 2

3 L Al] & A[m]

4 MAX-HEAPIFY(A,m —1,1)

Lema (Invariantes)

No inicio de cada iteracdo vale:
1. A[l...m] é um max-heap.
2. Al[m+1...n] é crescente.
3. A[L...m < Alm+1].




Heapsort

HEAP-SORT(A, n) Tempo

1 BuiLD-MAX-HEAP(A, n) ©(n)

2 para m< naté 2 ©(n)

3 A[1] + A[m] ©(n)

4 MAX-HEAPIFY(A,m —1,1) n- O(logn)

Consumo de tempo no pior caso? O(nlogn).



FIiLA DE PRIORIDADES



Fila de prioridades

Definicao

Uma FILA DE PRIORIDADES é um tipo abstrato de dados que
consiste de uma colecdo S de itens com prioridades associadas e
permite as operacoes:

> MAXIMUM(S) devolve um elemento de maior prioridade.
» EXTRACT-MAX(S) remove um elemento de maior prioridade.
» INCREASE-KEY(S, x, p) aumenta a prioridade de x para p.

» INSERT(S, x, p) insere um elemento x com prioridade p.




Fila de prioridades

Algoritmo: HEAP-MAX(A, n)
1 devolva A[1]

Complexidade de tempo: ©(1).

Algoritmo: HEAP-EXTRACT-MAX(A, n)
1 A[1] «+ A[n]
2n+n—1
3 MaX-HEAPIFY (A, n, 1)

Complexidade de tempo: O(log n).



Fila de prioridades

’ Implementacdo com max-heap

Algoritmo: HEAP-INCREASE-KEY(A, i, chave)

Ali] + chave
enquanto i > 1 e A[|i/2]] < A[i]
L Ali] < Alli/2]]
i« |i/2]

B W N =

Complexidade de tempo: O(log n).

Algoritmo: MAX-HEAP-INSERT(A, n, chave)

-

n<—n+1
Aln] + —o0
3 HEAP-INCREASE-KEY(A, n, chave)

N

Complexidade de tempo: O(log n).
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