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“Divide et impera”

Julio César.



ULTIMA AULA



Ultima aula

Projeto de algoritmos recursivos

Uma estratégia é:

1. Encontrar e definir um SUBPROBLEMA adequado.
2. Supor que sabemos resolver instancias menores.

3. Construir um algoritmo recursivo para o subproblema.

Este processo é analogo a DEMONSTRACOES POR
INDUCAO:

> Caso basico: instancias pequenas.

> Caso geral: instincias grandes:

» A chamada recursiva corresponde 3 HIPOTESE DE
INDUCAO.

> A constru¢do da solu¢do corresponde ao PASSO DA
INDUCAO.



Ultima aula

Definicao

Em um conjunto S de n pessoas, uma celebridade ¢é alguém que é
conhecido por todas as pessoas de S mas que ndo conhece
ninguém.

> Nem sempre existe uma celebridade.
> Sé pode existir uma celebridade em S.

> Queremos saber se existe uma celebridade em S.



Ultima aula

ormalizando o problema:

» Queremos descrever o conhecimento entre n pessoas.
P> Representamos isso com uma matriz binaria n x n.

» M]i,j] =1 se i conhece j, e M[i,j] = 0 caso contrario.

Problema
Entrada: Um conjunto de n pessoas e a matriz associada M.

Saida: Uma celebridade, se existir.

Observacdes:
» Para uma celebridade k, vale M[i, k] =1 para todo i.
» Analogamente, vale M[k,i] = 0 para todo i.
> Um algoritmo simples verifica se cada pessoa é celebridade,
usando 2n(n — 1) operacdes.
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Um argumento indutivo pode ser:

Teorema (Hipdtese de inducdo)

Sabemos encontrar uma celebridade em um conjunto de n — 1
pessoas ou decidir que ndo existe.

> Se n =1, a lnica pessoa no conjunto é uma celebridade.
> Sen>2:
> Represente o conjunto de pessoas como S ={1,2,...,n}.

> Podemos encontrar celebridade em S = {1,2,...,n—1}.
> Como isso ajuda na instancia original?



Ultima aula

Dois casos:
1. Existe celebridade k em S':
> Se M[n, k] =1 e M[k,n] =0, ento k é celebridade em S.
» Sendo, n ainda poderia ser celebridade.

2. NAO existe celebridade em S’
» Nesse caso, apenas n poderia ser celebridade.

» Em qualquer caso, precisamos verificar se n é celebridade.
» Temos que verificar se M[n,j] =0 e M[j,n] =1 para j < n.

> Também obtemos um algoritmo quadratico.
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Suponha que s n3o é celebridade
> Podemos fazer a chamada recursiva para S’ = S\ {s}.

» N3o precisariamos verificar s depois.

Como encontrar alguém que NAQO é celebridade?
» Considere duas pessoas i € j.
» Se MJi,j]l =1, ent3o i ndo é celebridade.
» Se MJi,j] =0, entdo j ndo é celebridade.

Vamos usar a mesma hipotese anterior:
» Consideramos o mesmo subproblema.

» Escolhemos a subinstancia mais cuidadosamente!
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O algoritmo devolve NIL se n3o houver celebridade.

Algoritmo: CELEBRIDADE(S, M)

se |S|=1
|_ seja k a Unica pessoa em S

N

3 sendo

4 sejam i, j duas pessoas em S
5 se M[i,j]=1

6 |_ S+ i

7 senao

8 |_ S+

9 S« S\ {s}

10 k +—CELEBRIDADE(S’, M)

1 se k #NIL e (M[s, k] =0 ou M[k,s] =1)
12 | k<« NIL

13 devolva k
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Seja T(n) o nimero de operacdes executadas:

[ e(), n=1
T(n) = { T(n—1)+0©(1), n>1.

A solucdo da recorréncia é:

> (1) = no(1) = ©(n).
1
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Subsequéncia consecutiva maxima (SCM)

Problema
Entrada: Uma sequéncia X = xy,x2,...,X, de nimeros reais.

Saida: Uma subsequéncia consecutiva Y = x;, Xjt1, ..., Xj,
onde 1 < i, j < n, cuja soma seja maxima.

Exemplos:
X =[4,2,-7,3,0,—2,1,5,—-2] Resp: Y =[3,0,-2,1,5]
X =[-1,-2,0] Resp: Y =[0] ou Y =[]

X =[-3,-1] Resp: Y =[]
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Teorema (Hipétese de inducdo)

Sabemos calcular a SCM de sequéncias de comprimento n — 1.

» Considere uma sequéncia X = xq1,x2, ..., X,.
» Removendo x,, obtemos uma sequéncia menor X’.
> Usando a h.i., obtemos uma SCM Y’ = x;, Xjt1, ..., x; de X"
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Ha trés casos a analisar
1. Y =0: se x, >0, faca Y = x,, sendo faca Y = ).
2. j=n—1:se x, >0, faca Y = Y’||x,, sendo faca Y = Y.
3. j < n—1: consideramos dois sub-casos:

> Se Y’ for uma SCM de X, entdo basta fazer Y = Y’.

» Caso contrério, x, faz parte de uma SCM de X e fazemos
Y = Xx, Xk+1,- -+, Xn, para algum k < n—1.
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Refletindo

P> Podemos executar os dois primeiros casos rapidamente.

» Para o Ultimo caso, a h.i. ndo fornece o valor de k.

v

Nesse caso, sabemos que uma SCM é
Y = Xky Xk415 -+ s Xn—1, Xn,

» ou seja, Y é um sufixo de X.

v

Basta conhecer também o sufixo de maior soma de X’.
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Hipotese de inducdo reforcada

Teorema (Hipdtese de induc3o reforcada)

Sabemos calcular a SCM e o sufixo de maior soma de sequéncias
de comprimento n — 1.

» Consideramos também sequéncia de tamanho n = 0.

» Nesse caso, o sufixo de maior soma e a SCM s3o vazias.
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Problema (Subproblema)

Entrada: Um inteiro n e n niimeros reais X = x1,Xo, ..., Xp.

Saida:
» Inteiros i, j, k tais que:
> Y =X, Xit1,...,X; € uma SCM de X.
> S = Xy, Xkit1, - - -, Xn € um sufixo de soma maxima de X.

» Nimeros reais MaxSeq, MaxSuf tais que:

> A soma de Y é MaxSeq.
> A somade S é MaxSuf.
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’

Algoritmo: SCM(X, n)

1sen=0
2 |_ i,j, k < 1 MaxSeq, MaxSuf + 0

3 senao

4 i,j, k, MaxSeq, MaxSuf < SCM(X,n — 1)
5 MaxSuf + MaxSuf + x,

6 se MaxSuf <0

7 | k< n+1, MaxSuf <0

se MaxSuf > MaxSeq
|_ i< k, j < n, MaxSeq < MaxSuf

o o

10 devolva i, j, k, MaxSeq, MaxSuf
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O tempo de execugdo T(n) de SCM é:

T(n) = o(1), n=1
| T(n-1)+06(1), n>1

A solucao desta recorréncia é:

> (1) = ne(1) = 8(n).
1



DIVISAO E CONQUISTA



Divisdo e conquista

¢

Projeto de algoritmos por divisdo e conquista

N

Relembre que um algoritmo de divisdao e conquista:
» Divide uma instancia do problema considerado em partes.

» Combina as varias solucdes parciais.

Algumas caracteristicas:
» Normalmente criamos pelo menos duas subinstancias.

> Elas podem ser muito menores que a instancia original.



Divisdo e conquista

Algoritmo genérico

Algoritmo: D1viSA0-CONQUISTA(x)

1 se a instincia x é suficientemente pequena
2 | devolva SOLUCAO(x)

3 senao

4 decomponha x em instancias menores x1, X, « -+ , Xk
5 para i de 1 até k

6 |_ yi < D1visA0-CONQUISTA(x;)

combine as solucdes y; para obter uma solucdo y
devolva y
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Alguns exemplos

Exponenciacao

Problema
Entrada: Um numero real a e um inteiro n > 0.

Saida: Poténcia a".

Um estratégia recursiva simples:
> Sen=0:
> Devolva a° = 1.
> Sen>0:

» Suponha que sabemos calcular a
> Calculamos a”" = a" ! a.

n—1
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Algoritmo com recursdo simples

Algoritmo: EXPONENCIACAO(a, n)

sen=20
|_an<—1

3 senao
L an’ < EXPONENCIACAO(a, n — 1)

N =

IS

an + an’ x a

[&,]

6 devolva an




Alguns exemplos

Complexidade da recursdo simples

eja T(n) o nimero de operacdes executadas:

T(n) = o(1), n=0
| T(h=1)+6(1), n>0,

A soluc3do da recorréncia é:

T(n)=0(1)+ > _ (1) = &(n).

i=1

Pergunta: o algoritmo é linear no tamanho da entrada?
» O ndmero de bits para representar n é m = |log, n| + 1.
» Entdo o tempo do algoritmo é ©(2™).
> Que é EXPONENCIAL no tamanho da entrada.
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tilizamos a mesma hipdtese

Teorema (Hipdtese de induc3o)

Suponha que, para qualquer inteiro n > 0 e real a, sei calcular a*,
para todo k < n.

Mas agora dividimos a poténcia em varias partes:
> Sen=0:
> Devolva a° = 1.
> Sen>0:
> Calculamos recursivamente al3].
» Podemos calcular a poténcia da seguinte forma:

2
. <aL5J> , se n é par
" =

n 2 s
a- (aLEJ) , sen éimpar
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Exponenciacdao com divisdo e conquista

Algoritmo: EXPONENCIACAO-DC(a, n)

1sen=0

2 | ane1

3 sendo

4 | an’ + EXPONENCIACAO-DC(a, |5])
5 an « an’ - an’

6 se n é impar

7 | an<an-a

8 devolva an
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O tempo de execucdo é dado por:

_Ja, n=20
T(n) = {T([gj)+cz, n>0,

A solucdo da recorréncia é T(n) = ©(log n).

» Esse algoritmo é linear no nimero de bits da entradal
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Busca binaria

Problema
Entrada: Um vetor de niimeros ordenado A com n elementos e
um ndmero Xx.

Saida: Algum indice i tal que A[i] = x se x estiver no vetor, ou
NIL se x ndo estiver no vetor.

> Se utilizdssemos uma recurs3o simples, terfamos um algoritmo
linear. (qual seria a hipétese de inducio?)

» Vamos decompor o vetor em duas partes com cerca de
metade dos elementos.
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Como representar subvetores?

Problema (Problema generalizado)
Entrada:

» Vetor A com n ndmeros.

» Indice e do elemento mais 3 esquerda do subvetor.
» Indice d do elemento mais a direita do subvetor.
» Ndmero x.

Saida: Algum indice i tal que A[i] = x se x estiver no vetor, ou
NIL se x ndo estiver no vetor.
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Algoritmo: BUSCA-BINARIA(A, e, d, x)

see>d
| i+ NIL
senao
i [
se A[i] > x
| i+ BUSCA-BINARIA(A, e,i — 1, x)

N =

S AW

se Ali] < x
| i+ BUSCA-BINARIA(A, i +1,d,x)

o =~

9 devolva i




Alguns exemplos

O tempo de execucio é:

)4, n=1
T{n) = {T([%’})—l—cz, n>1,

Resolvendo a recorréncia, temos:

T(n) = ©(log n)

» Esse algoritmo é melhor que a busca linear.

> Se o vetor NAQ estivesse ordenado, qual seria melhor?
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