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“Ao tentar resolver um problema, encontrei obstaculos dentro de
obstaculos. Por isso, adotei uma solucdo recursiva”

Andnimo.
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Ultima aula

Teorema Master

Teorema (Teorema Master)

Sejam a > 1 e b > 1 constantes, seja f(n) uma funcdo e seja T(n) definida
para os inteiros ndo negativos pela relacdo de recorréncia:

T(n) = aT(n/b) + f(n).

Ent3o, T(n) tem o seguinte limitante assintético:

1. Se f(n) € O(n'°#°=°) para alguma constante ¢ > 0,
entdo T(n) € ©(n'%:?).

2. Se f(n) € ©(n'8?), entdo T(n) € O(n'%?log n).

3. Se f(n) € Q(n'"#*™¢) para alguma constante ¢ > 0 e se af (n/b) < cf(n)
para alguma constante ¢ < 1 e todo n suficientemente grande, entio

T(n) € ©(f(n)).




Ultima aula

Exemplo (Aplicacdo do Teorema Master)
> Caso I1:
T(n)=9T(n/3) + n.
T(n) =4T(n/2)+ nlogn.

» Caso 2:
T(n)=T(2n/3) + 1.
T(n) =2T(n/2) + (n+ log n).

> Caso 3:
T(n) = T(3n/4) + nlogn.
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Exemplos de Recorréncias

Exemplo (NAO aplicacdo do Teorema Master)

» T(n)=T(n—1)+n.

» T(n)=T(n—a)+ T(a)+n, (a>1 inteiro).

» T(n)=T(an)+ T((1—a)n)+n, 0 <a<1).
» T(n)=T(n—1)+ logn.

» T(n)=2T(5)+ nlogn.
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Correcdo de algoritmos recursivos

Correcdo de MERGESORT

Algoritmo: MERGESORT(A, p, r)

1sep<r

2 | g+ (p+n)/2)

3 MERGESORT(A, p, q)

4 MERGESORT(A, ¢+ 1,r)
5 INTERCALA(A, p, q, r)

Como demonstrar a correcdo de um algoritmo recursivo?
» Podemos usar INDUGAO diretamente!

» Precisamos verificar as demais sub-rotinas.

Correcdo de MERGESORT

> Queremos mostrar que MERGESORT ordena Alp...r].

> Basta usar indugdoemn=r —p+ 1.
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Correcdo de algoritmos recursivos

Algo-
ritmo: INTERCALA(A, p, g, r)

para i < p até g
| Bl « Ali]
paraj< g+ 1 atér
| Blr+q+1—j]« Al
i<p
jr
para k < p até r
se B[i] < B[j]
A[k] « BI[i]
i+—i+1
senao
LA[k]<—BU]

Je=i-1

Exemplo (Invariante)

Em cada iteracdo da linha 7, vale:
1. Alp...k — 1] estd ordenado,

2. Alp...k—1] contém itens de
Blp...i—1]l edeB[j+1...1],

3. Bli] > Alk — 1] e Bj] > Alk — 1].

Exercicio: demonstre
> A invariante.

> A correcdo de INTERCALA.



Correcdo de algoritmos recursivos

Base da inducdo:
> Para um vetor de tamanho 0 ou 1, o vetor n3o é alterado.

> Assim MERGESORT esta correto nesses casos.

Caso geral:
» Considere um vetor de tamanho n > 2.
» Suponha que MERGESORT ordena vetores menores.

» Dai, apés as chamadas recursivas, os subvetores
Alp...q] e A[g+1...r] estdo ordenados.

» Como INTERCALA estd correto, o vetor A[p...r] estard
ordenado no final do algoritmo.
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Projeto de algoritmos recursivos

¢

\ Algoritmos recursivos

Resolvendo um problema com recursdo

1. Instancias pequenas: resolver diretamente.
2. Instancias grandes:

» Construir uma instancia menor do mesmo problema.
P Resolver essa subinstancia recusivamente.
» Encontrar uma solucdo para a instancia original.



Projeto de algoritmos recursivos

Projeto de algoritmos recursivos

Uma estratégia é:
1. Encontrar e definir um SUBPROBLEMA adequado.
2. Supor que sabemos resolver instancias menores.

3. Construir um algoritmo recursivo para o subproblema.

O subproblema escolhido:
» Nao precisar ser o problema original.
» Costuma ser uma variante ligeiramente MAIS GERAL.



Projeto de algoritmos recursivos

Este processo é analogo a DEMONSTRACOES POR
INDUCAO:
> Caso basico: instancias pequenas.

» Caso geral: instincias grandes:

> A chamada recursiva corresponde 3 HIPOTESE DE
INDUCAO.

» A construcdo da solucdo corresponde ao PASSO DA
INDUCAO.

Algumas vantagens:
> A correcdo vem do préprio processo indutivo.

> A complexidade é expressa numa recorréncia.
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Alguns exemplos

Calculo de polindmios

Problema (Problema)

Entrada: Uma sequéncia de nimeros reais a,,an_1,...,a1,ag €
um ndmero real x.

Saida: O valor do polinémio:

Po(x) = anx" 4+ ap_1x"" 1+ + ayx + ag

> Este é um problema bem simples.
> Mas queremos fazer poucas adicSes e multiplicacGes.



Alguns exemplos

Primeira tentativa

Teorema (Hipdtese de inducdo)

%

Dada uma sequéncia de nimeros reais a,_1,...,a1,ad9 € um
nimero real x, sabemos calcular o valor de
P,,_l(X) = a,,_lx”_l + -4 a1x + ag.

> Caso base: n=0.
» Devolvemos ap.

» Caso geral: n> 0.

» Calculamos P,_1(x) recursivamente.
» Somamos a,x" ao resultado obtido.



Alguns exemplos

Algoritmo: CALCULO-POLINOMIO(A, x)

1sen=20

2 L y < ao
3 sendo

4 A’(—a,,_l,...,al,ao

5 y’' + CALCULO-POLINOMIO(A', x)
6 xn <1

7 paraj< 1 atén

8 I_ XN <— XN - X

9 y <y +a,-xn

10 devolva y




Alguns exemplos

Complexidade da primeira tentativa

eja T(n) o nimero de operacdes aritméticas realizadas:

(n) 0, n=20
n)—=

T(n—1)+ (n+ 1) multiplicacdes + 1 adicdo, n > 0.
Utilizando o método da iterac3o:

n
T(n) = Z[(I + 1) multiplicacbes + ladicao]
i=1
= (n+ 3)n/2 multiplicagdes + n adi¢des.

Observacdes:
» Pode-se diminuir o nimero de multiplicacGes.
> Para isso, calculamos x" com exponenciacdo rapida.
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Melhorando:
» No primeiro algoritmo, recalculamos poténcias de x.
» Podemos reaproveitar o calculo de x" 1.

» Para isso, REFORCAMOS a hipétese de inducio.

Teorema (Hipétese de inducdo reforcada)

Sabemos calcular P,_1(x) = ap_1x" "1 4 --- + a;x + ag e também
n—1

o valor de x

» Podemos fazer hipdteses mais fortes sobre a recurs3o.
P> Mas agora precisamos também devolver o valor de x".
» Precisamos resolver um problema MAIS GERAL.
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Segundo algoritmo

Algoritmo: CALCULO-POLINOMIO(A, x)

1sen=0
y < ao
xn 1

w N

senao

A — an—1,---,41,40

y',x" <= CaLcuLo-PoLINOMIO(A', x)
xn < x - x'

y < yl + ap - xn

devolva y, xn

© oo N o g b




Alguns exemplos

Complexidade do segundo algoritmo

Para essa versdo temos:

T(n) = {0’ >

T(n—1) + 2 multiplicacdes + 1 adicdo, n > 0.

A soluc3o da recorréncia é:

n
T(n) = 2(2 multiplicacSes + 1 adicdo)
i=1
= 2n multiplicacGes + n adicGes.



Alguns exemplos

¢

\ Terceira solucdo indutiva

Existem vérias escolhas para a definicdo do subproblema:

Teorema (Outra hipétese de indugdo)

Sabemos calcular P!_;(x) = apx™ 1 + ap_1x""2- .- + a1.

P Essa versdo é mais simples.

» E precisamos de menos operacdes.



Alguns exemplos
Algoritmo melhorado

Algoritmo: CALCULO-POLINOMIO(A, x)

sen=0
|_ y<a
3 senao
4 A’<—a,,_1,...,al
5 | y' + CaLcuLo-PoLINOMIO(A, x)
6 | y<x-y +ao

N =

7 devolva y




Alguns exemplos

Complexidade do algoritmo melhorado

Finalmente, temos:

(n) = 0, n=20
| T(n—1) + 1 multiplicacio + 1 adicio, n > 0.

A solucdo é:

n
T(n) = (1 multiplicagio + 1 adicZo)
i=1
= n multiplicacdes + n adicOes.

Esse algoritmo chamado de regra de Horner.



Alguns exemplos

Fator de balanceamento em arvores binarias

Vamos relembrar arvore binarias de busca:
» Cada né v tem uma chave.
> A subarvore esquerda tem chaves menores.

» A subdrvore direita tem chaves maiores.

Definicao

O fator de balanceamento (f.b.) de um né v € a diferenca entre
as alturas das subarvores esquerda e direita.

> A arvore é balanceada se todo nd tem f.b. limitado.
» Em uma arvore AVL, todo né tem f.b. —1,0 ou +1.

> Uma arvore vazia tem f.b. igual a zero.



Alguns exemplos
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Uma arvore e o f.b. de cada né.
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Calculando o fator de balanceamento

Problema
Entrada: Uma arvore bindria A com n nds.

Saida: Fatores de balanceamento de cada né de A.

Vamos projetar o algoritmo indutivamente.

Teorema (Hipdtese de indu¢do)

Sabemos como calcular fatores de balanceamento de arvores com
menos que n nés.




Alguns exemplos

Uma dificuldade:
> A definicdo de f.b. NAO é recursiva!
» O f.b. de um né depende das alturas das subarvores.
» Mas sabemos apenas o f.b. das subarvores.

» Conclus3o: é necessaria uma h.i. mais forte!

Teorema (Nova hipétese de inducdo)

Para um n > 0 qualquer, sabemos como calcular fatores de
balanceamento e alturas de arvores com menos que n nds.
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Encontrando a solucdo do subproblema

1. Se n =0, a arvore a arvore é vazia, ent3o:

» O f.b. éigual 0.
> A altura é igual 0.

2. Se n> 0, a arvore tem pelo menos um né:
» Recursivamente, obtemos a altura da arvore esquerda he.
» Do mesmo modo, obtemos a altura da arvore direita hy.
> Por definicdo, f.b. é h — hy.
> A altura é max(he, hy) + 1.

Observacdes:
> Repare que n3o precisamos de f.b. das subarvores.
» Mas obtemos a altura recursivamente.
» De novo, fortalecer a h.i. simplificou o projeto do algoritmo!



Alguns exemplos

Algoritmo: FATOR-ALTURA(A)

1sen=0
2 f+0
3 _h<—0

senao
fe, he <+ FATOR-ALTURA(A¢)
f4, hg < FATOR-ALTURA(Ay)
f < he — hg
h < max(he, hg) + 1

© oo N o g b

devolva £, h




Alguns exemplos

Seja T(n) o ndmero de operacdes executadas no pior caso,

T(n) = O(1), n=20
" T(ne) + T(ng) +©(1), n>0,

onde ne, ng sdo os nimeros de nés das subarvores.
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» O pior caso parece acontecer se ne=0eng=n—1
» Nesse caso, temos

T(n)=T(n—1)+ T(0)+©(1)
=T(n—2)+2T(0)+206(1)
=T(0)+ nT.(O) +nO©(1)
= (n+1)0(1) + n©(1) = ©(n).

Exercicio: argumente que este é, de fato, um pior caso. Qual seria
um melhor caso?
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