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Ultima aula

O que foi visto?
> Método de substituic3o.
> Forma de encontrar constantes ¢ e ng para a prova por
inducdo.
O que falta?

» Forma de adivinhar uma solucao da recorréncia:

> |teracao.
> Arvore de recorréncia.

» Uma forma geral para varias recorréncias.

» Prova de correcao de algoritmos recursivos.



N3o ha receita genérica para adivinhar solucdes.
> A experiéncia é um fator importante.

» Normalmente, recorréncias similares tém a mesma ordem de
crescimento.

Resolva a recorréncia

1 sen=1

Tim) = 2T([n/2])+n sen>2

» Ela muito parecida com a anterior.
» Entdo chutamos T(n) € ©(nlog, n).

» Mostre isso como exercicio.



Adivinhando uma solucéo (cont)

Resolva a recorréncia

T(n):{l sen=1

2T(|n/2] +17)+n sen>2

> Ela parece mais dificil por causa do termo 17.

> Intuitivamente, parece que T(|n/2]) ~ T(|n/2| + 17)
» Chutamos que T(n) € ©(nlog, n).

» Mostre isso como exercicio.



Algumas vezes é necessario fortalecer a hipdtese de inducdo.

Resolva a recorréncia

T(n):{l sen=1

T([n/2])+ T(|n/2])+1 sen>2

Chutamos que T(n) < cn para alguma constante c.

T(n)=T([n/2])+ T(ln/2]) +1
<c[n/2]+c|n/2] +1

- =cn+1.
» N3o deu certo.

» Mas de fato T(n) € ©(n)!



» Vamos fazer uma hipétese de inducdo um pouco diferente.

» Vamos mostrar que T(n) < cn— b parac>0e b>0:

T(n)=T([n/2])+ T([n/2]) +1
<c[n/2] —b+c[n/2| -b+1
=cn—2b+1
< cn—b.

P Para a dltima de desigualdade, basta escolher b > 1.

> Isso mostra o passo indutivo.



Método da iteracao

Ideia:
1. Expandir a recorréncia iterativamente.

2. Reescrevé-la como uma somatéria em termos de n.

N3o é necessario adivinhar a respostal
» Mais é um pouco mais trabalhoso.
» E atil conhecer limitantes de somatérias.

> Nem sempre é trivial encontrar um termo geral da soma.



Encontre uma férmula fechada para

T(n):{b sen<3

3T(ln/4])+n sen>4

Iterando a recorréncia:

T(n)=n+3T(ln/4])
< n+3(n/4+3T(|n/16]))
< n+3(n/4+3(n/16 +3T(|n/64])))
< n+3n/4+9n/16 + 27T(|n/64)).

Identificamos:
> O termo geral da soma: 3'n/4'".

> O argumento da fungdo: |n/4%].



Quantas vezes iteramos?
» Suponha que iteramos k vezes.
» Paramos quando Ln/4kJ <3,ie,quando k+ 1> logysn> k

A soma completa é:

T(n) < (n +3n/44+9n/16+ - + 3k—1n/4k—1) + 3%b
< (n+3n/4+9n/16 + 27n/64 + ... ) + 3°°2:"b

[e'e] 3 I
_ > log, 3
nz (4) +n b
i=0
= 4n + n'°gs3p,

Como log, 3 < 1, concluimos que T(n) € O(n).



Podemos supor que n = 4*:
» As contas ficam mais simples.
» N3o prova o caso geral.
» Mas obtemos um bom CHUTE.

> E verificamos com o método da substituic3o.

Exercicio: verifique que T(n) = ©(n).



Arvore de recorréncia

Ideia:
1. Crie uma arvore de recorréncia:

» Os nés representam os termos independentes.
> Os filhos representam as subfuncdes recorrentes.

2. Somamos os termos de cada nivel da arvore.

3. Depois somamos todos os niveis.

Vantagens:
P Util quando ha vérios termos recorrentes.

» E mais facil organizar as contas.



Encontre uma férmula fechada para

T(n):{l sen<3

3T(|n/4]) +cn®* sen>4

Simplificando:
» Queremos obter uma férmula fechada apenas.
» De novo, supomos que n = 4K,

» Depois, verificamos com o método da substituic3o.



logy n

2 CT T TS TS m s mmm === > CI'I2
() P P € > Zcn?
B @) B B @) CH) @) (@) == () e
I T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(El) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) + O(n'es3)

nlogs 3

Total:  ©(n?)



> A arvore tem altura log, n.

A . , ;
» A soma de cada nivel interno é (1—36) cn?.

» O nimero de folhas é 3'°8:" — plog. 3,

T(n) = Cn2_|_icn2_|_..._|_ i = +0O(n nlogs 3 )
N 16 16

< (2 (%)) cn? + O(n°8:3)

16 [ @
~ 13cn + ©(n'°8°).

Concluimos que T(n) € O(n?).



Encontre uma férmula fechada para

T(n):{l sen<?2

T([n/3])+ T(|2n/3])+n sen>3

Observe que:
> Os termos recorrentes sio diferentes.
> A arvore n3o serd completa.

Exercicio: Use a arvore para chutar a férmula da recorréncia e
substituicao para provar que é correta.



Recorréncias com notacao assintética

» Escrevemos:

T(n) = o(1) sen<2
YT\ 3T(1n/4)) + ©(m?) sen>3

> Para representar a familia de recorréncias:

T _)a sen<2
=0 3T (Lnja)) + f(n) sen>3

onde a é uma constante e f(n) estd em O(n?).
> Todas elas tém a mesma solucdo assintética.

> A mesma coisa vale as outras classes de funcdo.



Cuidados com a notacio assintética

T(n):{l sen=1

2T(|n/2])+n sen>2,

» O uso descuidado da notacdo assintética leva a ERROS.
» Ja sabemos que T(n) = ©(nlogn).
» Mas vamos “provar” que T(n) = O(n)!



Cuidados com a notacio assintética

Vamos mostrar que T(n) < cn para alguma constante ¢ > 0:

T(n)=2T(|n/2])+n
<2c|n/2]+n
<cn+n
— O(n) +— ERRADO!

Qual é o erro?
» A nossa afirmacdo é que T(n) < cn.
» Mas mostramos que T(n) < (c+ 1)n.

» N3o concluimos o passo indutivo.



Veremos um teorema para resolver recorréncias da forma:

T(n) = aT(n/b) + f(n).

» Os valores a e b sdo constantes.
» Também vale se substituirmos n/b por [n/b| ou [n/b].

» O teorema NAO se aplica a todas recorréncias dessa forma.



Teorema (Teorema Master)

Sejam a > 1 e b > 1 constantes, seja f(n) uma funcdo e seja T(n) definida
para os inteiros ndo negativos pela relacdo de recorréncia:

T(n) = aT(n/b) + f(n).

Ent3o, T(n) tem o seguinte limitante assintético:

1. Se f(n) € O(n'°#°=°) para alguma constante ¢ > 0,
entdo T(n) € ©(n'%:?).

2. Se f(n) € ©(n'8?), entdo T(n) € O(n'%?log n).

3. Se f(n) € Q(n'"#*™¢) para alguma constante ¢ > 0 e se af (n/b) < cf(n)
para alguma constante ¢ < 1 e todo n suficientemente grande, entio

T(n) € ©(f(n)).




Exemplo (Aplicacdo do Teorema Master)

» Caso I:
T(n)=9T(n/3)+ n.
T(n) =4T(n/2)+ nlogn.

» Caso 2:
T(n)=T(2n/3) + 1.
T(n) =2T(n/2) + (n+ log n).

> Caso 3:
T(n) = T(3n/4) + nlogn.




% Exemplos de Recorréncias
).

Exemplo (NAO aplicacdo do Teorema Master)

» T(n)=T(n—1)+n.

» T(n)=T(n—a)+ T(a)+n, (a>1 inteiro).

» T(n)=T(an)+ T((1—a)n)+n, 0 <a<1).
» T(n)=T(n—1)+ logn.

» T(n)=2T(5)+ nlogn.
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