Prof. Santiago V. Ravelo

MC558 - Projeto e Anélise de Algoritmos 11

Lista de exercicios 03 - Grafos: arvore geradora minima, caminhos minimos, fluxo
em redes

Inclui respostas de alguns exercicios.

1. Suponha que é dado um grafo G com custos nas arestas positivos e diferentes. Seja 7" uma
arvore geradora minima de GG. Agora suponha que substituimos o custo cada aresta, c., por seu
quadrado, ¢?, criando assim uma nova instancia do problema com o mesmo grafo, mas com custos
diferentes. Concorde ou descorde: T ainda deve ser uma arvore geradora minima para a nova
instancia. Prove ou dé um contraexemplo.

Resposta. Como todas as arestas tem peso diferente, sabemos que T é tnica (ver questao 3),
portanto ela é a solugao que o algoritmo de Kruskal retorna. Note que, como os pesos das arestas
sao todos positivos, para quaisquer arestas e e €/, se ¢, < ¢ entao cg < cz,. Portanto, quando
0s pesos sao os quadrados, todas as arestas continuam com pesos diferentes e mantém a mesma
ordem. Desta forma, o algoritmo de Kruskal constréi a mesma arvore T', pelo que T' continua
sendo uma &arvore geradora minima do grafo.

Nota 1. Perceba que o argumento acima vale se houver arestas de peso zero.

Nota 2. Quando ha arestas de igual peso, T' continua sendo uma arvore geradora minima.
Contudo, nao hé garantias que ela seja o produto de uma execugao do algoritmo de Prim ou de
Kruskal. Assim, nesse caso, pode provar primeiro que:

Fato 1. Se T e T’ sao drvores geradoras minimas de G entao para cada peso de arestas w,
T e T’ tem o mesmo nimero de arestas com peso w. (uma prova desse fato é muito parecida a
outras de exercicios nesta lista).

Depois, pode assumir uma ordenacao nao decrescente qualquer das arestas de G e perceber
que essa mesma ordenacao vale para o quadrado das arestas, portanto uma arvore 7" que Kruskal
retorne com essa ordenacao, serda a mesma que Kruskal iré4 retornar para o quadrado das arestas
com essa ordenacao. Pode usar o Fato 1 para deduzir que, para cada peso w, T" tem o mesmo
namero de arestas com peso w que 1" (retornada por Kruskal) e que, portanto, a soma dos
quadrados dos pesos das arestas de T é igual & de T". Logo, como 1" continua sendo arvore
geradora minima, 7" também.

Nota 3. Quando houver arestas negativas, entao nao podemos afirmar que 7T continuara
sendo uma arvore geradora minima (perceba que o quadrado de um aresta negativa leve, nao é
necessariamente leve). Neste caso, um contraexemplo pode ser aplicado.

2. Seja G = (V, E) um grafo conexo com pesos associados a cada aresta. O professor B. Smart
propods o seguinte algoritmo para encontrar uma arvore geradora minima de G.

(a) Argumente sucintamente (em poucas linhas) que o grafo obtido é conexo e aciclico.

Resposta. Como G é conexo, inicialmente H = G e s6 sao removidas arestas de H se a
remocao delas nao desconecta o grafo, temos que o H resultante continua conexo. Para provar
que ¢ aciclico, vamos supor o contrario, entao H teria um ciclo C, seja e a primeira aresta de
C' a ser analisada na Linha 5. Temos que H — e continua conexo, pois como visto em aula, a
remocao de uma aresta de um ciclo nao desconecta um grafo. Logo, e teria sido removida de
H pelo algoritmo, o que contradiz que H contenha o ciclo C.

(b) Mostre que se e é uma aresta de G com peso méaximo e G — e é conexo, entdo existe uma
arvore geradora minima de G que nao contém e.



input : grafo conexo G = (V, E) e funcao de pesos nas arestas w
output : H subgrafo de G.
begin
Ordene E em ordem nao crescente de pesos
H <+ G
for e € E em ordem ndao crescente de pesos do
if H — e é conezxo then
‘ H<+ H —e
end
end
return H
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Algorithm 1: SMART-AGM (G, ).

Resposta. Considere uma arvore geradora T'. Se T' nao contém e, entao a prova estd completa,
em outro caso e é uma aresta de T'. Logo, T'—e gera duas arvores T} e Ty, como G —e é conexo,
temos que o corte §(V[T7]) tem mais arestas além de e e como e tem peso maximo, qualquer
aresta desse corte tem custo menor ou igual que e. Seja €’ uma aresta do corte 6(V[11]), temos
que 7" =T, U{e'} UT; é uma arvore geradora de G com custo:

c(T") = e(Th) + co + c(T) < c(Ty) + ce + c(Ty) = ¢(T).

Portanto, 7" é uma arvore geradora minima de G que nao contém e.

(c¢) Usando os resultados dos itens anteriores, mostre que o algoritmo esté correto.

Resposta. Como visto no item (a), o algoritmo retorna um subgrafo conexo e aciclico (uma
arvore). Ademais, inicialmente H = G e durante a execuc¢ao do algoritmo nenhum vértice
é removido, assim H é um subgrafo gerador. Logo, o resultado do algoritmo é uma &arvore
geradora de G.

Para provar que é minima, note que a prova do item (b) vale mesmo se o enunciado fosse: “Se
e for uma aresta de peso mdzrimo entre aquelas cuja remogao mantém G conexo, entao existe
uma drvore geradora T que nao contém e”. Observe que a diferencia dos enunciados é que
nesta segunda versao, e nao precisa ser uma aresta de peso maximo do grafo inteiro, s6 precisa
ser uma aresta de peso méximo dentre aquelas cuja remog¢ao nao desconecta o grafo.

A observacao acima é suficiente para concluirmos a nossa prova. Para tal, provamos a seguinte
invariante de laco: “Uma drvore geradora minima de H é também uma drvore geradora minima
de G”. Antes de comecar o laco, a invariante é trivialmente verdade porque H = G. Agora
analisamos uma execugao qualquer do lago. Supomos que, no inicio da execugao a invariante
vale. Se H — e desconecta o grafo, e nao é removida e como H continua o mesmo, temos que
a invariante vale no final dessa execugao do lagco. Em outro caso, pela escolha de e, temos
que e é uma aresta de peso maximo em H tal que H — e é conexo e sabemos que existe uma
arvore geradora minima 7' de H que ndo contém e (pela nossa observagao sobre o item (b)).
Logo, T' é arvore geradora minima de G (pela invariante no inicio do lago) e de H — e (pois T
nao contém e). Portanto, temos que uma arvore geradora minima de H — e também ¢é arvore
geradora minima de (G, assim a invariante vale no final dessa execucao do lago.

3. Responda as seguintes questoes:

(a) Mostre que, se para todo X C V', o corte 6(X) contém exatamente uma aresta leve, entao
existe uma tunica arvore geradora minima 7" de G.

Resposta. Seja T' a arvore geradora minima que uma execuc¢ao de Prim retorna. Suponha,
por contradi¢do, que existe uma arvore geradora minima 7" diferente de T'. Isso significa que
existe uma aresta e € T tal que e ¢ T’. Note que, pela escolha de Prim, e é uma aresta leve
de algum corte 6¢(X) em G. Consideremos 7" + e e denotemos por C' o ciclo que a adigao
de e cria em 7" + e. Ao analisar o corte d7/4.(X) no grafo 77 + e, temos que, além de e, pelo



menos alguma aresta ¢ # e de C' esta no corte. Como, d7/4.(X) C dg(X), e é uma aresta
leve desse corte e como todo corte tem uma tnica aresta leve: ¢, < ¢/, ou seja ¢, — co < 0.
Assim, T" 4+ e — ¢ & uma arvore geradora com peso: ¢(7") + ¢, — c < ¢(T"), 0 que contradiz
que 1" seja minima.

Suponha que todas as arestas de G tém custos distintos, com excegao de duas (u,v), (x,y),
que tém o mesmo custo. Suponha também que todo caminho de u até x contém essas duas
arestas. Argumente que existe uma tnica arvore geradora minima. Vocé pode utilizar o fato
enunciado no item anterior.

Resposta. Se (u,v) estd em todo caminho entre u e x de G, ao fazermos G' — (u, v), geramos
um grafo com duas componentes, pois além da aresta (u,v) ndo ha caminho entre u e v (caso
contrario terfamos um caminho entre u e x sem a aresta (u,v)). Um argumento semelhante
nos leva a que G — (u,v) — (z,y) é um grafo com trés componentes: Cp,Cy e C3. Observe
que, todas as arestas da componente C; (i € {1,2,3}) sao diferentes, portanto qualquer corte
dessa componente tem uma tnica aresta leve. Logo, usando o resultado do item anterior, cada
componente C; tem uma tnica arvore geradora minima 7;.

Agora, analisemos uma arvore geradora minima 7 de G. Note que, T precisa ter a aresta
(u,v), em caso contrario em 7" nao haveria um caminho entre u e x e portanto 7' ndo seria
conexa. A mesma analise vale para (z,y). Assim, uma arvore geradora minima 7" de G se
obtém juntando uma arvore geradora minima 7} de C'; com uma 75 de Cy e uma T3 de Cy
mediante a adigao das arestas (u,v) e (z,y); isto &: T =T, UTy UT3 U {(u,v), (z,y)}. Como
11,75 e T3 sao tnicas, T também ¢ Unica.

4. Seja G = (V, E') um grafo nao direcionado. Um conjunto F' C E de arestas é chamado conjunto
de retroalimentacao se cada ciclo de G tiver pelo menos uma aresta em F.

(a)

Suponha que G nao seja ponderado. Crie um algoritmo eficiente para encontrar um conjunto
de retroalimentacao de tamanho minimo.

Resposta. Observe que se F' é um conjunto de retroalimentagao de G, entao G — F' é uma
floresta. Assim o problema seria encontrar uma floresta com maior niimero de arestas; isto é,
uma floresta com uma arvore por cada componente de G. O DFS visto em aula, ja retorna
uma floresta onde cada arvore corresponde a uma componente de G. Assim, qualquer aresta
que nao seja de arvore do DFS, sera uma aresta de F'. Portanto, no DFS de um vértice u,
ao analisar a aresta (u,v), se v ja foi descoberto e nao é o pai de u, entdo (u,v) ndo é aresta
de arvore do DFS e a adicionamos a uma lista resultante F. O custo computacional desta
solugao, é igual ao do DFS, O(V + E).

Suponha que G é um grafo nao direcionado com pesos positivos nas arestas. Projete um algo-
ritmo eficiente para encontrar um conjunto de retroalimentacao de peso minimo. Argumente
que seu algoritmo esta correto.

Resposta. Se desejamos minimizar o peso de F', entao procuramos maximizar a soma dos
pesos das arestas na floresta G — F. Isto é, procuramos uma floresta geradora maximal (em
nimero de arestas) X de G' que maximize ) .y ¢, note que isso ¢ equivalente a minimizar
Y ecx(—ce). Assim, estamos procurando uma floresta geradora maximal X de G, de peso
minimo (ap6s multiplicar o peso das arestas de G por —1).

Note que, o algoritmo de Kruskal retorna uma floresta geradora maximal (em ntimero de
arestas) de peso minimo: durante a execugdo do algoritmo, somente nao sdo adicionadas
arestas que gerem ciclos, ou seja, o algoritmo retorna um subgrafo aciclico maximal de G e
a prova do peso ser minimo foi vista em aula. Assim podemos multiplicar as arestas de GG
por —1 em O(V') e obter uma floresta geradora maximal de peso minimo usando Kruskal em



O(FElog E). Durante a execucao do algoritmo, as arestas que nao adicionadas na florestas,
podem ser adicionadas em F'.

5. Uma empresa possui n filiais que devem ser conectadas, direta ou indiretamente. Cada par de
filiais que sao conectadas diretamente utiliza um servigo de fibra 6tica, ou um servigo de conexao
via linha telefonica. A velocidade da conexao (em MBit/s) via linha telefonica entre duas filiais
depende da distancia e é fornecida pela empresa de telefonia. A velocidade da fibra é sempre
constante, 1GBit/s. Devido a restrigdes orcamentarias, somente f (f < n) conexdes via fibra
serao contratadas. Uma vez instalada a rede, duas filiais podem ser conectadas (indiretamente)
por uma sequéncia de conexoes diretas; a velocidade de conexdao entre as duas filiais é a velocidade
da conexao mais lenta nessa sequéncia. A velocidade de rede é a menor velocidade de conexao entre
quaisquer duas filiais. Escreva um algoritmo para encontrar uma rede com a maior velocidade de
rede possivel. Argumente por que o algoritmo esta correto e analise a complexidade.

Resposta. Como f < n e entre todo par de filiais deve haver um caminho, temos que a
solucao deve ser uma arvore geradora T do grafo G em que os vértices sao as filiais e os pesos
das arestas a velocidade da conexao. Desejamos escolher T' de forma a maximar a velocidade
da conexao. Note que a velocidade da conexao de T' é a menor velocidade entre duas filias, que
por sua vez é a velocidade da aresta de menor velocidade no caminho entre essas filiais. Assim,
encontrar 1" que maximiza a velocidade de conexao equivale a encontrar 7' que maximiza o peso
da menor aresta. Se multiplicamos os pesos das arestas por —1, nosso problema ¢é encontrar uma
arvore geradora 1" de G que minimiza o peso da maior aresta.

Perceba que qualquer arvore geradora minima, minimiza o peso da maior aresta. Para provar
isso, considere uma arvore geradora minima 7" e uma arvore geradora 7" que minimiza o peso da
maior aresta. Seja e uma aresta de maior peso de T', ao fazermos T" — e geramos duas arvores 717
e Ty, consideremos o corte dg(V[T1]) em G. Perceba que toda aresta ¢’ em dg(V[11]) tem peso
maior ou igual que o de e, caso contrario T'— e + €’ seria uma arvore geradora de G com menor
peso que T', contradizendo que T seja minima. Como 1" é arvore geradora de G, deve ter pelo
menos uma aresta no corte dg(V[11]). Portanto, em 7" ha pelo menos uma aresta com peso maior
ou igual que e. Assim a aresta de maior peso de T” tem peso maior ou igual que a de T', o que
implica que T minimiza a aresta de maior peso.

Portanto ¢ suficiente definir o grafo G a partir das filiais e as conexoes, multiplicar os pesos
das arestas por —1 e usar um algoritmo para arvore geradora minima (Prim ou Kruskal).

6. Considere um grafo direcionado G = (V, E) cujas arestas tém pesos 0 ou 1. Projete um
algoritmo de tempo O(V + E) que obtém uma arvore de caminhos minimos a partir de um
vértice s.

7. Dado um grafo ponderado e direcionado G = (V, E) sem ciclos de peso negativo, seja m o
méaximo, entre todos os vértices v € V', do nimero minimo de arestas em um caminho minimo da
fonte s para v. (Aqui, o caminho minimo é por peso, e ndo por nimero de arestas.) Reescreva o
algoritmo Bellman-Ford para ele termine em m + 1 passos, mesmo que m nao seja conhecido com
antecedéncia.

Resposta. A propriedade de relaxamento de caminhos nos garante que se existe um caminho
minimo (s = vy, v1, Ve, ..., v, = v) de s até v, relaxando as arestas do caminho em ordem, obtemos
d[v] = dist(s,v) (isso, podendo fazer quaisquer outras relaxagoes no meio). Considere um veértice
v € V qualquer, note que existe um caminho minimo de s a v com no méximo m arestas, logo,
se relaxamos todas as arestas de G, m vezes, teremos conseguido d[v] = dist(s,v). Como isso é
verdade para qualquer vértice, apos executar o loop principal do Bellman-Ford m vezes, teremos
que d[v] = dist(s,v) para todo v € V. Pela propriedade de convergéncia sabemos que uma vez
alcancado o valor dist(s,v), d[v] ndo muda mais, assim na execu¢do m + 1 do loop néo havera



nenhum valor d[v| alterado. Desta forma, conseguimos parar o loop principal do Bellman-Ford
quando for detectado que em uma iteragdo (apods tentar relaxar todas as arestas) nenhum valor
d[v] foi modificado. Para o tipo de grafos descrito no exercicio, isso acontece no pior caso, na
iteracao m + 1. Assim, mesmo sem saber o valor de m, podemos adaptar o Bellman-Ford para
que o ciclo principal nao execute mais do que m + 1 passos, parando quando for detectado que
nenhum d[v] foi atualizado apos tentar relaxar todas as arestas.

8. Escreva um algoritmo que verifica se ha ciclos negativos em um grafo direcionado e, se houver,
devolva um tal ciclo.

Resposta. Seja G = (V, E) um digrafo. Adicione um novo vértice s, com arcos unitarios de
s para cada vértice de G, isto ¢, para cada vértice u € V, adicionamos o arco (s,u) com peso
c(s,u) = 1. Observe que essa modifica¢ao nao adiciona ciclos negativos em G, de fato nenhum novo
ciclo ¢ adicionado a G (pois s6 foi adicionado um vértice e arcos saindo dele, nenhum chegando).
Ademais, como s alcanga todo vértice de GG, temos que se houver um ciclo negativo em G, entao
s alcanca tal ciclo. Portanto, o algoritmo de Bellman-Ford desde s como origem, retorna se existe
ou nao um ciclo em G. Adicionar s como descrito consome O(V') enquanto Bellman-Ford consome
O(V E), portanto a complexidade do algoritmo para encontrar ciclos negativos resulta O(V E).

9. Milda é a presidenta de um determinado pais B. Esse pais é dividido em estados e cada estado
possui uma capital. Milda quer reestruturar o sistema de estradas e ferrovias e precisa da sua
ajuda. As ferrovias s@o muito antigas e seu custo de manutengao é alto. Seu trabalho é ajudar
a presidenta a decidir quais ferrovias podem ser desativadas. No entanto, como B é um pais
democratico, uma ferrovia s6 pode ser desativada se isso nao piorar a qualidade do sistema de
transporte, isso é, uma ferrovia pode ser desativada apenas se a distancia de cada cidade a capital
mais proxima nao for modificada. Considere que o pais B tem n cidades e que se uma estrada ou
ferrovia liga a cidade i a cidade j, entao ela pode ser utilizada para ir tanto de ¢ para j como de j
para i. Obtenha um algoritmo eficiente para descobrir quantas ferrovias podem ser desativadas.

10. Quais das seguintes afirmacgoes sao verdadeiras e quais sao falsas? Justifique sua resposta
apresentado uma prova ou um contra-exemplo.

(a) Se f é um fluxo maximo de uma rede entdo f(a) =0 ou f(a) = c¢(a) para toda aresta a € E.

Resposta. Falso. (ver exemplo em aula para Bola Feliz, ou no item (b) desta questao).

(b) Toda rede possui um fluxo maximo f tal que f(a) =0 ou f(a) = ¢(a) para toda aresta a € E.

Resposta. Falso. Considere a rede na figura abaixo. O fluxo maximo nessa rede tem valor 1
e o arco (u,t) ndo pode ser saturado.

0—-0-0

(c) Se todas as arestas tém capacidades diferentes entao existe um tnico corte minimo.

Resposta. Falso. Considere a rede abaixo:

o "0

1\0.—6) 8

Perceba que o fluxo méximo tem valor 13 (obtido saturando todos os arcos). Logo, 13 é a
capacidade de um corte minimo. Note que ha varios cortes com capacidade 13, por exemplo:

({s}, VA {s}) e (VA A{t}, {t}).
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11.

Suponha que (S,7) é um corte minimo em uma rede (G, ¢, s,t). Se multiplicarmos as capaci-
dades de todas as arestas por um ntmero A > 0 entao (S,7) também ¢ um corte minimo na
nova rede (D, Ac, s, t).

Resposta. Verdadeiro. Seja (S,7) um corte minimo e (S’,7") qualquer corte da rede. Temos
que:

(S, T) < ¢(S,T1)
Z Z c(u,v) < Z Z c(u,v)
ucS veTl ueS" vel”
A Z Z clu,v) < A Z Z c(u,v) (multiplicando por A > 0)
ucS veTl ueS" vel”
Z Z Ac(u,v) < Z Z Ac(u,v)
ueS veT ueS" veT’

Como isso vale para qualquer corte (S’,7”), temos que (.S, T) continua minimo apds multiplicar
por A > 0 as capacidades da rede.

Suponha que (S, T) é um corte minimo em uma rede (G, ¢, s,t). Se aumentarmos as capacida-
des de todas as arestas somando um nimero A > 0 entao (S,7") também é um corte minimo
na nova rede (D, c, s, t).

Resposta. Falso. Considere a seguinte rede:
N -
o 0
—0
ot o

Nessa rede o valor do fluxo méaximo é 2 (saturando os arcos de capacidade 1), assim um corte
minimo tem capacidade 2. Um exemplo de corte minimo nessa rede é ({s}, {u,v,w,t}). Se
somamos A = 3 > 0 as capacidades, temos:

O
.,
%0 00

Nessa nova rede, um corte minimo tem capacidade 6 e é ({s,u,v,w},{t}). Note que o corte
minimo da rede anterior ({s}, {u,v,w,t}), nesta rede tem capacidade 8 > 6, portanto nao é
mais minimo. De fato, nesse exemplo, nenhum corte minimo da rede anterior é minimo na
nova rede e o corte minimo na nova rede nao era minimo na anterior.

Seja (G, ¢, s,t) uma rede de fluxo. Um fluxo inteiro é par (émpar, respectivamente) se f(a) é

par (impar, respectivamente) para toda aresta a € E. Prove ou mostre um contra-exemplo para
cada uma das afirmacoes seguintes.

(a)

Se todas as capacidades sao inteiros pares, entao existe um fluxo maximo que é par.

(b) Se todas as capacidades sao inteiros impares, entao existe um fluxo méximo que é impar.

12.

Dados vértices s e t em um grafo direcionado G, dizemos que uma colecao Py, Ps, ..., P de

caminhos com inicio em s e final em ¢ é aresta-disjunta se para quaisquer caminhos P; e P;, P; e
P; nao tém arestas em comum. Responda as seguintes questoes:



(a) Demonstre que, dado um grafo G e vértices s e t, o nimero méaximo de caminhos disjuntos
nas arestas de s a t ¢ igual ao niimero minimo de arestas necessarias para desconectar s de ¢.

(b) O problema dos caminhos aresta-disjuntos (CAD) consiste em, dados um grafo G e vértices s
e t em (&, encontrar uma cole¢ao aresta-disjunta maxima de caminhos de s a t. Mostre como
solucionar CAD, usando fluxo maximo.

13. Um emparelhamento perfeito em um grafo bipartido G = (V, E), € um conjunto de arestas
M C F tal que cada vértice em V incide em exatamente uma aresta de M. Seja G = (V| E)
um grafo bipartido nao direcionado, proponha um algoritmo eficiente para saber se GG possui um
emparelhamento perfeito.

14. Um certo dia o Rei Artur caprichosamente decidiu que era tempo das donzelas da corte de
Camelot se casarem. Na corte havia n donzelas e n cavaleiros. Apesar de Artur ser conhecido
como um regente impiedoso, ele nao queria casar nenhuma donzela com algum cavaleiro de quem
ela ndao gostasse. Assim, ele pediu a Merlin que arranjasse o casamento de todas as donzelas de
modo que isto nao ocorresse. Suponha que cada donzela fornece a Merlin uma lista dos cavaleiros
com quem ela aceitaria se casar. Como se vé, além de autoritario, o rei Artur era machista e
preconceituoso. Mostre como Merlin pode determinar se é possivel realizar estes n casamentos
forgados.

15. Varias familias saem juntas para jantar. Para aumentar a interacao socialf cada pessoa
gostaria de se sentar em uma mesa em que nao houvesse outro membro da sua familia. Suponha
que no total existam p familias e a familia ¢ tem a; membros. Suponha que ha ¢ mesas disponiveis
e que a mesa j tem capacidade para acomodar b; pessoas. Mostre como formular este problema
como um problema de fluxo maximo.

16. Suponha que Neo quer enviar uma informagdo de um ponto (vértice) s a outro ponto t em
uma rede com capacidades unitarias (isto é, cada aresta tem capacidade igual a 1). A Matrix
pode impedir isto destruindo um conjunto de arestas da rede (o que seria equivalente a remover
as arestas do grafo orientado). Mostre como a Matrix pode determinar um conjunto minimo de
arestas cuja remocao destréi todos os caminhos de s a t. Justifique.

17. Considere novamente o exercicio anterior, mas agora suponha que a Matrix quer desligar um
conjunto de vértices da rede (o que seria equivalente a remover tais vértices do grafo orientado).
Mostre como a Matrix pode determinar um conjunto minimo de vértices cuja remocao destroi
todos os caminhos de s a t. Justifique.

18. Exercicios dos capitulos 23, 24, 25 e 26 do livro de texto.

*Suponha por absurdo que todos vao desligar seus smartphones.



