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“If P = NP, then the world would be a profoundly different place
than we usually assume it to be. There would be no special value
in "creative leaps, "no fundamental gap between solving a problem
and recognizing the solution once it's found. Everyone who could
appreciate a symphony would be Mozart; everyone who could
follow a step-by-step argument would be Gauss; everyone who

could recognize a good investment strategy would be Warren
Buffett.”

Scott Aaronson.
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» Para varios problemas, vimos algoritmos rapidos:
» Ordenacdo: O(nlogn).
> Multiplicagdo de matrizes: O(n
» Caminho mais curto*: O(mE).
» Circuito euleriano: O(V + E).

2.72)

» Para outros, sé sdo conhecidos algoritmos lentos:

> Problema da mochila: O(2").
» Caminho mais longo*: O(m!2™E).
» Circuito hamiltoniano: O(2").

Como identificar algoritmos RAPIDOS?

*m é o tamanho do caminho
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Algoritmos de tempo polinomial

m algoritmo é POLINOMIAL se o tempo de execucdo for limitado por
O(n*) para alguma constante k.

» Nesse caso, dizemos que ele é um algoritmo EFICIENTE.
» N3o necessariamente é rapido na pratica.

» Mas exclui muitos dos algoritmos considerados lentos.

Standards, who have taken an interest in the matching problem. There has
been much animated discussion on possible versions of an algorithm.

2. Digression. An explanation is due on the use of the words “efficient

algorithm.” First, what I present is a conceptual description of an algorithm
nd not a particular formalized algorithm or “code.”

wever, my

mn efficient

PATHS, TREES, AND FLOWERS UL
JACK EDMONDS

1. Introduction. A graph G for purposes here is a finite set of ele
called vertices and a finite set of elements called edges such that eacl
meets exactly two vertices, called the end-points of the edge. An edge
to join its end-points.
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Por que se preocupar com isso?
» Desconhecemos algoritmos rapidos para varios problemas.
> Acreditamos que n3o ha algoritmos eficientes para eles.

» Queremos saber quais deles tém ALGORITMOS
POLINOMIAIS!

Antes vamos discutir:

1. Como representar problemas?

2. Como comparar problemas?

Respondemos essas perguntas da seguinte forma:
1. Representamos problemas como LINGUAGENS FORMAIS.
2. Comparamos problemas com um tipo de REDUCAO.
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Problemas de decisao

m PROBLEMA DE DECISAO é um problema em que a resposta de
cada elemento da entrada é SIM ou NAO.

S3o problemas de decis3o:
» Dado um nimero m, m é primo?

» Dadas as posicoes das pecas em um tabuleiro de xadrez, o rei esta
em xeque?

N3o sdo problemas de decisdo:

» Soma, ordenac3o, caminho minimo etc.

Por que estudar problemas de decisdo?
» E mais simples estudé-los do que problemas em geral.
» Virias situacdes sdo postas como problemas de decisdo.

> As vezes, decidir se existe alguma solucdo para um problema em
geral é t3o dificil quanto encontra-la.
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Versdo de decisdo de problema de busca

Problema (Busca do ciclo hamiltoniano)

» Entrada: Um grafo G.

» Saida: Um ciclo em G que percorre todos vértices.

Problema (Decisdo do ciclo hamiltoniano)

» Entrada: Um grafo G.

» Saida: Decidir se existe ciclo em G que percorre todos
vértices.

Suponha que sabemos DECIDIR em tempo polinomial
» Como ENCONTRAR em tempo polinomial?

» Descubra uma aresta por vez (exercicio).
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Problema (Caixeiro Viajante)

%

» Entrada: Um grafo ponderado G.

» Saida: Um ciclo hamiltoniano com peso minimo.

Problema (Versdo de decisdo)

» Entrada: Um grafo ponderado G, um pardmetro k.

» Saida: Decidir se existe um ciclo hamiltoniano em G com
peso no maximo k.

Suponha que sabemos DECIDIR em tempo polinomial
» Como determinar o VALOR OTIMO em tempo polinomial?

» Faca uma busca binaria (exercicio).
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NP: tém solucdes curtas que podem ser verificadas em
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NP-dificil: pelo menos tao dificeis quanto quaisquer outros
problemas em NP

NP-completo: sdo NP e NP-dificil
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Exemplos de problemas em P

Problema (Soma de elemento)
» Entrada: Um conjunto de nimeros S.

> Saida: Decidir se existe n € S tal que n = Zmes\{n} m.

Problema (Conexidade)

» Entrada: Um grafo G.

» Saida: Decidir se G é conexo.

Problema (Caminho minimo)

» Entrada: Um grafo ponderado G, dois vértices s e t e um inteiro k.

» Saida: Decidir se existe um caminho de s até t de peso no maximo k.

Problema (4-Colorac3o)
» Entrada: Um mapa de regides.

» Saida: Decidir se é possivel colorir as regies com até 4 cores de forma
que regides adjacentes tenham cores distintas.
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Problema (Bipartic3o)
» Entrada: Um conjunto de nimeros S.
> Saida: Decidir se existe N C S tal que 3 . \m =73 ym.

Problema (Ciclo hamiltoniano)

» Entrada: Um grafo G.

» Saida: Decidir se existe um ciclo hamiltoniano em G.

Problema (Caminho mais longo)
» Entrada: Um grafo ponderado G, dois vértices s e t e um inteiro k.

» Saida: Decidir se existe um caminho de s até t de peso no minimo k.

Problema (3-Colorac3o)
» Entrada: Um mapa de regides.

» Saida: Decidir se é possivel colorir as regiées com até 3 cores de forma
que regides adjacentes tenham cores distintas.
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> Atribuicdo de frequéncias em telefonia celular.

» Empacotamento de objetos em contéineres.

» Escalonamento de funcionarios em turnos de trabalho.
» Escalonamento de tarefas em computadores.

» Classificacdo de objetos.

» Coloracdo de mapas.

» Projetos de redes de computadores.

» Otimizac3do de cddigo.

» Muitos outros...

E IMPRESCINDIVEL saber se nosso problema é NP-dificil!
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Se sabe:
» Que o problema do caminho mais curto estd em P.

» Que o problema da 4-coloracdo esta em P.

Ainda n3o se sabe:
» O problema do caminho mais LONGO estid em P?

» O problema da 3-coloracdo estda em P?

Parecem perguntas bem diferentes:
» Mas as duas tém respostas idénticas.
» Responder SIM é o mesmo que dizer P = NP.

» Contudo, conjecturamos que a resposta seja NAO!
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No restante do curso, procuraremos entender essa figura!
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Por que acreditamos que NAO HA algoritmo rapido para
problemas NP-dificeis?

» Demonstrou-se que um problema é NP-completo pela primeira
vez na década de 1970 (Cook-Levin).
P Anteriormente, varios desses problemas ja eram estudados.

» Desde entdo, mostrou-se que inimeros problemas importantes
também s3o NP-completos ou NP-dificeis.

» Varios pesquisadores estudaram seus problemas NP-completos
preferidos, mas ninguém descobriu qualquer algoritmo
polinomial.

> Basta que um problema NP-dificil tenha algoritmo de tempo
polinomial para que TODOS problemas em NP tenham
algoritmos de tempo polinomial.
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O que fazer se um problema for NP-dificil?

Se sabemos que um problema é NP-dificil, podemos concentrar os
recursos em busca de:

» Algoritmos para INSTANCIAS PEQUENAS.
> Algoritmos que obtém SOLUCOES APROXIMADAS.

> Algoritmos eficientes exatos, mas para CASOS
PARTICULARES.

» Algoritmos e métodos HEURISTICOS.
> etc.

Antes, queremos identificar que problemas sdo NP-dificeis.
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Alguns termos:
> Um alfabeto ¥ é um conjunto finito de simbolos.
» Uma palavra é uma sequéncia finita de simbolos de ¥.

» O conjunto de todas as palavras é denotado por L*, que inclui
a sequéncia vazia, €.

Uma LINGUAGEM FORMAL sobre ¥ é um subconjunto L C ¥*.

» A linguagem vazia é L = ().
» Uma finita é F = {banana, uva, pera} sobre ¥ = {a, b, ..., z}.
» Uma infinita é P ={2,3,7,11,...} sobre ¥ = {0,1,...,9}.
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Representando problemas de decisao

Um PROBLEMA DE DECISAO é uma func3o
Q:{0,1}* — {0,1}.
» O conjunto {0,1} representa o alfabeto do computador.
» Uma sequéncia de bits x € {0,1}* representa uma entrada.

» Um bit 0 ou 1 representa a resposta da pergunta.

A LINGUAGEM correspondente a um problema de decisdo @ é o
conjunto de instancias L com resposta SIM, isso é:

L={xe{0,1}" : Q(x)=1}.

» Identificamos um problema @ com sua linguagem L.
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Problema (Caminho minimo)

PATH = {(G,u,v,k) : G é um grafo,
u, v sdo vértices de G e
k é um inteiro tais que
existe caminho de u até v em G
de tamanho no maximo k}
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» Denotamos o tamanho de x por n = |x|.
» Para um objeto de alto nivel A, temos n = |(A)|.
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Tamanho da instancia

O TAMANHO de uma instancia x € {0,1}* é o nimero de bits de x.
» Denotamos o tamanho de x por n = |x|.
» Para um objeto de alto nivel A, temos n = |(A)|.

» Precisamos tomar cuidado com a codificacio.

Considere a linguagem PARES = {(k) : k é par}.
» Em unario:
> Representamos 100 como 1111111...1111111.
> Nesse caso, o tamanho é n = |[(k)| = ©(k).
» Em binario:
» Representamos 100 como 1100100.
> Nesse caso, o tamanho é n = |[(k)| = [log, k] = ©(log k).

» Em terndrio, quaternario etc:
> Também, o tamanho é n = |(k)| = [log, k| = ©(log k).
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Considere um algoritmo A e uma entrada x € {0,1}*.
> Pode ser que A termina ao receber x e devolve A(x) = 1.
> Pode ser que A termina ao receber x e devolve A(x) = 0.

» Pode ser que A n3o termina ao receber x.

Um algoritmo A ACEITA uma linguagem L se:

L={xe{0,1}" : A(x)=1}.

Um algoritmo A DECIDE L se para todo x € {0,1}*:
> se x € L, entdo A(x) =1 (A aceita x).
> se x ¢ L, entdo A(x) =0 (A rejeita x).
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Definicao
A CLASSE P ¢€ o conjunto de linguagens L C {0,1}* para as
quais existe algoritmo A que decide L em tempo polinomial.

Em outras palavras, se L € P, ent3o:
1. Existe algoritmo A(x) que decide L.

2. Esse algoritmo executa em tempo polinomial em |x]|.
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C  » Considere L € P.
Por definicdo de P, existe um algoritmo que decide L.
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U

O tempo do algoritmo é n¥, para alguma constante k.
Construa um algoritmo A’ para uma entrada x:
1. Simule o algoritmo A executando NO MAXIMO n* passos.
2. Se A aceitou x, entdo responda SIM.
3. Se A rejeitou x ou ndo terminou, entdo responda NAO.

>
>
» Suponha que L é aceita por um algoritmo polinomial A.
>
>



Classes de problemas

Aceita e decide em tempo polinomial

Teorema
P={LC{0,1}*: L é aceita por um algoritmo polinomial}

Demonstracdo:

C > Considere L € P.
> Por definicdo de P, existe um algoritmo que decide L.
» Logo, também existe um algoritmo que aceita L.

U

» Suponha que L é aceita por um algoritmo polinomial A.

> O tempo do algoritmo é n*, para alguma constante k.

» Construa um algoritmo A’ para uma entrada x:
1. Simule o algoritmo A executando NO MAXIMO n* passos.
2. Se A aceitou x, entdo responda SIM.
3. Se A rejeitou x ou ndo terminou, entdo responda NAO.

» Observe que o algoritmo A’ decide L em tempo polinomial.
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onsidere uma linguagem L:

» Tome uma instancia x do problema correspondente.
» Queremos encontrar uma sequéncia de bits y € {0,1}*.
» De forma que verificar y permite concluir que x € L.

» Normalmente y é a codificacdo de uma solucdo para x.
» Chamamos y de CERTIFICADO para x.

Problema (Certificado para PATH)

» Tome uma instancia x = (G, u, v, k) de PATH
1. Se x é SIM, EXISTE caminho P de u a v com até k arestas.
2. Se x 6 NAO, NAO EXISTE caminho de u a v com até k
arestas.

» No primeiro caso, y = (P) é um certificado de que x € PATH.
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Classes de problemas

Um VERIFICADOR para uma linguagem L é um algoritmo que recebe uma
instancia x e um sequéncia de bits y tal que:

» Se x € L, ele devolve SIM para algum certificado y.
> Se x ¢ L, ele devolve NAO independentemente de y.

Algoritmo 5: VERIFICA-PATH((G, u, v, k), (P))

1 se (P) n3o é codificacio de um caminho de G
2 L devolva NAO

3 se P tem mais que k arestas
4 ]_ devolva NAO

5 se P ndo sai de u e chega em v
6 L devolva NAO

7 devolva SIM

» Normalmente, omitimos o passo que valida a codificac3o.
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Queremos executar o verificador em tempo polinomial:
1. O TEMPO DO VERIFICADOR deve ser polinomial em |x|
elyl.
2. o TAMANHO DO CERTIFICADO |y| deve ser polinomial
em |x|.

Por qué?
» Queremos diferenciar as tarefas de decidir e verificar.
> Para certos problemas, DECIDIR uma instancia é dificil.
> Mas pode ser que VERIFICAR uma solucio seja facil.

P> Veremos um exemplo em seguida.
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Um CICLO HAMILTONIANO em um grafo G é um ciclo que
passa por todos os vértices.

> Se houver esse ciclo, dizemos que G é hamiltoniano.

Problema (Ciclo hamiltoniano)

HAM-CYCLE = {(G) : G é um grafo hamiltoniano }

Escolhas para certificado:
» Um ciclo hamiltoniano de G.

» Uma sequéncia de vértices de G.
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O grafo da direita ndo tem ciclo hamiltoniano!
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Procurando um ciclo hamiltoniano

Podemos DECIDIR se ha um ciclo hamiltoniano:
» O algoritmo trivial gasta tempo O(V!).
» Os melhores algoritmos tém tempo O(n?2").

P Esses algoritmos sdo deterministicos.

Mas se SORTEARMOS um ciclo C:
» E facil verificar se ele é hamiltoniano em tempo linear.
> Basta sortear uma sequéncia S de |V/| vértices.

» O sorteio do ciclo é um processo ndo deterministico.
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’ Verificando um ciclo

Algoritmo 6: VERIFICA-HAMCICLO((

1 se S ndo contém todos os Vértices de G
2 I_ devolva NAO

3 n«|S|

4 S[n+1] + S[1]

5 paracadai=12 ..., |S|

6 u <+ S[i]

7 v < S[i +1]

8 se (u,v) ndo é aresta de G
9 I_ devolva NAO

10 devolva SIM
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2. Se x ¢ L, entio NAO EXISTE certificado y tal que
V(x,y) =1.
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Definicao
A CLASSE NP é o conjunto de linguagens L C {0,1}* para as
quais existe algoritmo V' que verifica L em tempo polinomial.

Em outras palavras, se L € NP, ent3o:
1. Existe algoritmo V/(x,y) que verifica L.
2. Esse algoritmo executa em tempo polinomial em |x| e |y|.

3. Para cada x € L, existe certificado y polinomial em |x]|.
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Dado problema L, devemos seguir esses passos:
1. ldentifique um CERTIFICADO de tamanho polinomial para L.
2. Construa um ALGORITMO VERIFICADOR V/(x, y) polinomial.
3. Demonstre que:

> Se x € L, entdo existe y tal que V(x,y) =1.
> Se x ¢ L, ent3o para qualquer y, vale V(x,y) =0.

Exemplos:
» VERIFICA-PATH é um verificador para PATH.
» VERIFICA-HAMCICLO é um verificador para HAM-CYCLE.

Portanto, PATH e HAM-CYCLE est3o em NP.
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Seja L € P:
> Exite algoritmo A que decide L.

» Vamos construir um verificador para L.

Algoritmo 16: VERIFICA-L(x, y):

1 devolva A(x)

» O verificador sé precisa ignorar o argumento y.
» Podemos escolher qualquer certificado (e.g. y = ¢).
> Analisamos:
> Se x € L, entdo A(x) = 1, dai VERIFICA-L(x,¢) = 1.
> Se x ¢ L, entdo A(x) = 0, dai VERIFICA-L(x,y) = 0 para
todo y.

> Assim L € NP e concluimos que P C NP.
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Dada uma linguagem L, o seu complementar é L = {0,1}*\ L.
» [ é o conjunto de instancias de L com resposta NAO.

> Exemplo:
HAM-CYCLE = {(G) : G possui ciclo hamiltoniano}

HAM-CYCLE = {(G) : G NAO possui ciclo hamiltoniano}
Definicao

A classe complementar de NP é o conjunto de linguagens

co-NP = {LCX*:L NP}

Exemplos:
» HAM-CYCLE € co-NP
> P C co-NP
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Classes de problemas

O conjunto co-NP é contém as linguagens que possuem um
certificado curto para a resposta NAO.

Problema (Tautologia)

Dada uma férmula booleana com um conjunto de n varidveis e
operadores N\, V, — etc, ela é verdadeira para toda atribuicdo de
variaveis?

» pVap, ((zAy)V—=xV(xA-y))V(-zAy) s&o tautologias.
> p, (myVx)A(yV-x) NAO sio tautologias.

» Certificado curto para instancias NAO: x =0,y = 1.

» N3o conhecemos certificado curto para instancias SIM.
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NP-completude

P={L C ¥* : h4 algoritmo que DECIDE L em tempo polinomial}
NP = {L C ¥* : h4 algoritmo que VERIFICA L em tempo polinomia

co-NP = {L C ¥* : h4 algoritmo que VERIFICA L em tempo polinomia
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Possiveis configuracdes dessas classes

P = NP = co-NP NP = co-NP
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Vimos alguns exemplos de problemas que:
» Podemos DECIDIR em tempo polinomial: PATH.

» S6 sabemos VERIFICAR em tempo polinomial:
HAM-CYCLE.

Por que ndo conhecemos algoritmo rapido para HAM-CYCLE?
» Serd que HAM-CYCLE é mais dificil do que PATH?
» Serd que HAM-CYCLE é mais dificil que qualquer um em P?

Vamos mostrar que HAM-CYCLE é NP-DIFICIL:
» N3o sabemos se é mais dificil do que algum problema P.

> Mas sabemos que é TAO DIFICIL QUANTO qualquer
problema NP.
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Estamos interessados em reducées em que:
1. A transformac3o de entrada 7, leva tempo polinomial.

2. NAO hé transformac3o de saida 7s.

Definicdo (Reducdo de Karp)
A linguagem Ly é REDUTIVEL EM TEMPO POLINOMIAL
para Ly se:

» Existe algoritmo f : {0,1}* — {0,1}*,

» f(x) leva tempo polinomial em |x

’

> x € Ly se e somente se f(x) € Ly.

» Escrevemos L3 <, Lo.

» Dizemos que f reduz Ly para L.
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Teorema

Considere linguagens Ly, Ly C {0,1}* tais que Ly <, Lo.
Sel, € P, entio L1 € P.

Demonstracdo:
» Suponha que L, € P.
Seja Ay um algoritmo que decide L, em tempo polinomial.
Seja f um algoritmo polinomial que reduz L; a L.
Crie um algoritmo A; fazendo A;(x) = Ax(f(x)).

Ja que f é uma reducdo, obtemos:
> Se x € Ly, entdo f(x) € Ly e Ax(f(x)) =1, dai A(x) =1.
> Se x ¢ Ly, entdo f(x) ¢ Ly e Ax(f(x)) =0, dai A;(x) =0.

Assim, A; decide L; em tempo polinomial.

>
>
>
>

v
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Definicao

A CLASSE NP-COMPLETO é o conjunto de linguagens L C {0,1}*
tais que:

1. L e NP.
2. "%, L para todo L' € NP.

> Se apenas 2 for satisfeita, dizemos que L é NP-DIFICIL.
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Condicdo para NP = NP

Se existe algoritmo que decide L € NP-completo em tempo
polinomial, entdo P = NP.

Teorema

Demonstracdo:
» Suponha que existe L € P N NP-completo.
» Como L € NP-completo, para toda L’ € NP, temos L' <, L.
» Mas como L € P, isso implica L’ € P pelo teorema anterior.
> Ent3o, NP C P e, portanto, NP = P.

Teorema

Se existe uma linguagem L € NP tal que L ¢ P, entdo
NP-completoN P = .

> Exercicio.
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¢

Possivel configuracao de NP-completo

N

Como acreditamos que é a relacdo das classes:

NP [ NP — completo
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Mas serd que a classe NP-completo é vazia?
» Cook e Levin responderam que NAQ (independentemente).
» Mostraram que SAT € NP-completo.

Teorema (Cook-Levin)
SAT é NP-completo.

> SAT é o problema da satisfatibilidade.
> N3o vamos demonstrar esse teorema.

> Mas veremos um rascunho para um problema parecido.
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Considere uma FORMULA BOOLEANA:
» Contém um conjuntos de variaveis booleanas.
» E escrita usando os seguintes operadores:
1. Negacdo ().
2. Conjung¢3o (A).
3. Disjun¢go (V).
4. Implicagdo (—).
5. Equivaléncia (++).

Problema (Satisfatibilidade (SAT))

» Entrada: Uma férmula booleana.

» Saida: Decidir se existe atribuicdo de varidveis booleana para
a qual a avaliacdo da férmula é verdadeira.
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Tabela de operadores

a<b

a—b

aVvVb

anb

—a
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ma formula é SATISFAZIVEL se houver atribuicdo das varidveis
para a qual a avaliacdo é verdadeira.

Exemplo:
> Férmula: f = ((x1 = x2) V=((—x1 <> x3) V xa)) A —xa2.
> Atribuicdo: x; =0, 0 =0, x3=1, x4 =1
> Avaliac3o:

f=((0—=0)V—((-0<+1)V1)A-0
(Iv=(1+<1)Vv1)Aal
(1v=(lvl)al

(1vo)al
1
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A linguagem SAT é aquela que contém férmulas booleanas com
uma atribuicdo verdadeira.

Problema (Satisfatibilidade)

SAT = {(f) : f é uma férmula booleana satisfazivel}
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SAT estd em NP.
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screvemos um algoritmo verificador:
Algoritmo 27: VERIFICA-SAT((f), (y))

1sef(y)=1
2 L devolva SIM
3 senao

4 |_ devolva NAO

Observe que o algoritmo verifica SAT em tempo polinomial:

1. Se (f) € SAT, entdo f é satisfazivel.

Portanto, existe uma atribuicdo y das variaveis que faz f
verdadeira.

Logo, VERIFICA-SAT((f), (y)) devolve SIM.

Suponha VERIFICA-SAT((f), (y)) devolve SIM.
Entdo, y é uma atribuicdo verdadeira para a férmula.
Portanto, f é satisfazivel e (f) € SAT.

vy
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¢

Circuito légico

onsidere um CIRCUITO LOGICO:

» Contém n fios de entrada.

» E formado combinando portas légicas:
> NOT ().
> AND (A).
> OR (V).

» A saida do circuito é dada por um fio.

Uma ATRIBUICAO de um circuito é uma atribuicio de um bit 0 ou 1 para
cada fio de entrada.

> Um circuito é SATISFAZIVEL se ele possuir uma atribuicio que resulta
em bit 1 no fio de saida.

Problema (Satisfatibilidade de circuito (C-SAT))

» Entrada: Um circuito légico.

» Saida: Decidir se o circuito é satisfazivel.
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A linguagem C-SAT contém circuitos l6gicos satisfativeis.

Problema (Satisfatibilidade de circuito)

C-SAT = {(C) : C é um circuito légico satisfazivel}.

Ha um algoritmo simples de tempo O(2"(n+ m)):
» n é o numero de fios de entrada.

> m é o nimero de ligacdes entre portas.

C-SAT é NP. I

» Anéalogo a demonstracdo de que SAT € NP. (exercicio)
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Queremos mostrar que C-SAT é NP-completo:
> Falta mostrar entdo que C-SAT é NP-dificil.
» Queremos que para todo Q € NP, tenhamos @ <, C-SAT.

Nosso objetivo é projetar uma reducdo polinomial F:

Problema
» Entrada: Instincia x € {0,1}* de Q.

» Saida: Circuito F(x) tal que:

x € Q se e somente se F(x)c C-SAT.
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» Dada uma instancia x de @, criaremos a instancia
F(x) de C-SAT.
» O algoritmo verificador de @ recebe duas strings, x e y:

> A entrada x tem tamanho |x| = n.
> O certificado y tem tamanho |y| = n¥', para k’ constante.

v

Relembre que A leva tempo polinomial em |x| e |y]|.
> Assim, ele executa até n* passos, para k constante.

v

A ideia é montar um circuito que simula n* passos de A.
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O algoritmo A pode ser implementado por um computador de
circuitos légicos.

Programa Entrada PC Memoéria Controle
h <
Maquina
1

» Os circuitos ttm RETROALIMENTACAO.

> Apds executar uma instrucdo, a memdéria é modificada
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» Ajustamos o algoritmo A para que a saida seja escrita em um
bit especifico da meméria denotado por C.

» Cada instrucdo executada pelo algoritmo A:

» Comeca em um estado de meméria, PC e controle.
> Modifica esse estado de meméria, PC e controle.

» Criamos n* cépias da maquina, uma para cada instruc3o:
1. O estado de entrada da primeira maquina corresponde ao
estado inicial da execucdo do algoritmo.
2. A saida de uma instrucdo correspondente a uma cépia
modifica o estado de entrada da cépia seguinte.
3. A saida do circuito é a saida de uma conjuncdo (porta V)
ligando os bits correspondentes a C.
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O circuito construido tem tamanho polinomial.
» O tamanho da méaquina, controle, PC e A independem de x.
» A memobria, y e x tém tamanho polinomial em |x]|.

» Fazemos apenas n* cépias da maquina.

Fios de entrada e de saida:
» Todo circuito é fixo e pode ser construido a partir de x.
» Ha um FIO DE ENTRADA para cada bit do certificado y.

» O FIO DE SAIDA vale 1 se algum campo C foi mudado
para 1.

Como a reducido levou tempo polinomial, falta mostrar apenas que
x € @ se e somente se F(x) € C-SAT.
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1. Suponha que x € Q:
> Entdo ha certificado y tal que A(x,y) = 1.
> Forneca y como entrada para o circuito F(x).
» Ent3o, alguma cépia da maquina muda C para 1.
» A saida do circuito sera 1.
2. Suponha que o circuito F(x) é satisfazivel:
» Ent3o, para algum valor y dos fios de entrada a saida do
circuito é 1.
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para 1.
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> Portanto, y é um certificado tal que A(x,y) = 1.
> Assim, x € Q.

Teorema
C-SAT é NP-completo.
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Ja sabemos que C-SAT é NP-completo.
» Como descobrir se outro problema @ é NP-dificil?

» Temos duas possibilidades:

1. Mostrar que L <, Q para todo problema L € NP.
2. Mostrar que L <, @ para algum problema L € NP-dificil.

Normalmente usamos a segunda opcao:
» Basta reduzir um problema NP-dificil para o problema Q.

» Ou seja, mostramos que @ é TAO DIFICIL quanto um
NP-dificil.

> Esse problema NP-dificil pode ser C-SAT, por exemplo.
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Teorema

Considere uma linguagem Q e seja L € NP-dificil.
Se L <, Q, entdo Q é NP-dificil.

Demonstracdo:
» Como L é NP-dificil, para todo L’ € NP temos L' <, L.
> Assim, L' 5, Le L<,Q, oqueimplica L' <, Q.
> Portanto @ é NP-dificil.

Se além disso @ € NP, entdo @ é NP-completo.
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