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Grafos bipartidos

Uma BIPARTICAO de um conjunto V é um par (A, B) tal que:
» AnNB=10e
> AUB=V.

Um grafo G = (V,E) é BIPARTIDO se existe uma parti¢do
(A,B) de V tal que toda aresta de G tem um extremo em A e
outro em B.
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Esse grafo é bipartido?

Podemos indicar cada parte com uma cor: azul ou verde,



E bipartido!
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E bipartido!
Um grafo G = (V, E) é bipartido se for possivel colorir os vértices

de G com DUAS CORES de modo que vértices adjacentes
tenham cores distintas.
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Isto pode ser visto melhor com outro desenho.



Grafos bipartidos

Este grafo NAO ¢ bipartido.
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Este grafo NAO ¢ bipartido.

Podemos apresentar uma justificativa simples?
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Um grafo bipartido ndo pode conter ciclos de comprimento impar!
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Um grafo bipartido ndo pode conter ciclos de comprimento impar!

Essa é uma condic3do suficiente? basta n3o ter ciclos impares?
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Condicdo necessaria e suficiente

Teorema

Seja G um grafo. Entdo G é bipartido se e somente se G n3o
possuir um ciclo impar.
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Grafos bipartidos
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Condicdo necessaria e suficiente

Teorema

Seja G um grafo. Entdo G é bipartido se e somente se G n3o
possuir um ciclo impar.

Demonstracao:
» Ja vimos que se G tem um ciclo impar, ele ndo é bipartido.
> Assim, resta demonstrar a reciproca.
» Podemos supor que G é conexo. Por qué?

> Antes de continuar a prova, vejamos outros resultados...
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Arvore geradora

Todo grafo conexo contém uma arvore geradora.

Provar o fato a partir do seguinte resultado (exercicio):

Seja G um grafo conexo e seja C um ciclo de G. Se e é uma
aresta de C entdo G — e é conexo.

A reciproca também vale:

Seja G um grafo conexo e seja e uma aresta de G. Se G — e é
conexo entdo e pertence a algum ciclo de G.




Arvore geradora

Arvores e grafos bipartidos
Toda arvore T = (V, E) é um grafo bipartido. I
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Arvores e grafos bipartidos
Toda arvore T = (V, E) é um grafo bipartido. I

E possivel provar por inducdo em |V|. Demonstre como exercicio.
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Seja T = (V,E’) uma arvore geradora de um grafo G = (V, E).
Ent3o para toda aresta e € E\ E' existe um dnico ciclo em
T+e=(V,E Ule}).
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Arvore geradora

Seja T = (V,E’) uma arvore geradora de um grafo G = (V, E).
Ent3o para toda aresta e € E\ E' existe um dnico ciclo em
T+e=(V,E U{e}).

Demonstracao:
> Sejam u,v os extremos de e.
» Como T é arvore, existe um Unico caminho Pdeuavem T.

» Portanto, P + e é o lnico cicloem T + e.

O dnico ciclo de T 4+ e é chamado de CICLO FUNDAMENTAL.
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Agora estamos prontos para demonstrar a segunda parte do
teorema:
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Agora estamos prontos para demonstrar a segunda parte do
teorema:

Teorema

Seja G um grafo. Entdo G € bipartido se e somente se G ndo
possuir um ciclo impar.

Demonstracdo:
» Resta mostrar que se G n3o tem ciclo impar, ele é bipartido.
» Lembre, podemos supor que G seja conexo.

» Suponha que G n3o contenha um ciclo impar.



Arvore geradora

Agora estamos prontos para demonstrar a segunda parte do
teorema:

Teorema

Seja G um grafo. Entdo G € bipartido se e somente se G ndo
possuir um ciclo impar.

Demonstracdo:
» Resta mostrar que se G n3o tem ciclo impar, ele é bipartido.
» Lembre, podemos supor que G seja conexo.
» Suponha que G n3o contenha um ciclo impar.

» Construiremos uma biparticdo (A, B) de V tal que toda aresta
de G tem um extremo em A e outro em B.



Arvore geradora

> Pelo Fato 1, G contém uma arvore geradora T = (V, E').
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> Pelo Fato 1, G contém uma arvore geradora T = (V, E').

» Pelo Fato 2, T possui uma uma biparticdo (A, B) de V tal
que toda aresta de T tem um extremo em A e outro em B.



Arvore geradora

> Pelo Fato 1, G contém uma arvore geradora T = (V, E').

» Pelo Fato 2, T possui uma uma biparticdo (A, B) de V tal
que toda aresta de T tem um extremo em A e outro em B.

> Mostraremos que toda aresta de E \ E’ tem um extremo em A
e outro em B.



Arvore geradora
Demonstracdo do teorema

Seja e uma aresta de E \ E":
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Seja e uma aresta de E \ E":

> Pelo Fato 3, existe um (nico ciclo C em T 4 e que contém e.
> Se os extremos de e sdo da mesma parte (A ou B),

> entdo C é um ciclo impar, o que é uma CONTRADICAO!



Arvore geradora
Demonstracdo do teorema

Seja e uma aresta de E \ E":

> Pelo Fato 3, existe um (nico ciclo C em T 4 e que contém e.
> Se os extremos de e sdo da mesma parte (A ou B),
> entdo C é um ciclo impar, o que é uma CONTRADICAO!

> Portanto, os extremos de e estdo em partes distintas.
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Grafos direcionados

Um GRAFO DIRECIONADO ou DIGRAFO é definido de forma
semelhante, com a diferenca que as arestas (chamadas também de
ARCOS) consistem de PARES ORDENADOS de vértices.
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semelhante, com a diferenca que as arestas (chamadas também de
ARCOS) consistem de PARES ORDENADOS de vértices.

o—0 O
2
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Adjacéncia de grafos direcionados

onsidere uma aresta e = (u, v) de um grafo direcionado G:
» Dizemos que e sai de u e entra em v.
> O vértice u é a CAUDA de e.
» O vértice vé CABECA de e.
Temos dois tipos de grau para grafos direcionados:
» GRAU DE SAIDA: d*(v) é o niimero de arestas que saem de v.

» GRAU DE ENTRADA: d—(v) é o nimero de arestas que entram
em v.



Grafos direcionados

Adjacéncia de grafos direcionados

onsidere uma aresta e = (u, v) de um grafo direcionado G:
» Dizemos que e sai de u e entra em v.
» O vértice u é a CAUDA de e.
» O vértice v é CABECA de e.
Temos dois tipos de grau para grafos direcionados:
» GRAU DE SAIDA: d*(v) é o nimero de arestas que saem de v.

» GRAU DE ENTRADA: d~(v) é o nimero de arestas que entram
em v.

Teorema

Para todo grafo direcionado G = (V, E) temos:

Y dt(v) =) d (v) =l

vev vev
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Passeios em grafos direcionados

Em um PASSEIO DIRECIONADO de um grafo direcionado
todas as arestas seguem o mesmo sentido.
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Em um PASSEIO DIRECIONADO de um grafo direcionado
todas as arestas seguem o mesmo sentido.
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» Definimos CAMINHOS E CICLOS DIRECIONADOS
analogamente, assim como subgrafos de um grafo direcionado.



Grafos direcionados

Passeios em grafos direcionados

Em um PASSEIO DIRECIONADO de um grafo direcionado
todas as arestas seguem o mesmo sentido.

°\T> °\ l’\ :

Z‘ﬁ"?‘ o—m

» Definimos CAMINHOS E CICLOS DIRECIONADOS
analogamente, assim como subgrafos de um grafo direcionado.

vu =V

» Nocdes de conexidade serdo vistas depois.



Grafos direcionados

Refletindo sobre as definicoes

’

? 205

Vamos fazer alguns exercicios?
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Grafos direcionados

Seja G um grafo direcionado e u,v vértices de G. Mostre que se
existe um passeio de u a v em G, ent3o existe um caminho de u a
vem G.



Grafos direcionados

Exercicio 2

Seja G um grafo direcionado e u,v,w vértices de G. Mostre que se
em G existem um caminho de u a v e um caminho de v a w ent3o
existe um caminho de v a w em G.



Grafos direcionados

E verdade que todo passeio fechado em um grafo direcionado
contém um ciclo direcionado?
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Cortes em digrafos

Seja G = (V, E) um grafo direcionado e seja S C V.

Denote por ¢ (S) o CORTE DIRECIONADO de G induzido por
S, que contém o conjunto de arestas de G com caudaem S e

cabeca em V'\ S.
/ \5: \

6(§ ({a, b, h,i})

SeseSeteV\S dizemos que i_ (S) SEPARA s de t.
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Lema

Seja G um grafo direcionado e sejam s,t vértices distintos de G.
Ent3o, exatamente uma das afirmacées é verdadeira:
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Cortes em digrafos

Caminhos versus cortes direcionados

Lema
Seja G um grafo direcionado e sejam s,t vértices distintos de G.
Ent3o, exatamente uma das afirmacées é verdadeira:

(a) Existe um caminho de s atem G, ou

b) existe um corte direcionado 6, (S) que separa s de t tal que
G

5L(S)=0.




Cortes em digrafos

Caminhos versus cortes direcionados

Lema
Seja G um grafo direcionado e sejam s,t vértices distintos de G.
Ent3o, exatamente uma das afirmacées é verdadeira:

(a) Existe um caminho de s atem G, ou
(b) existe um corte direcionado 0/ (S) que separa s de t tal que

5L(S)=0.

A demonstracdo é andloga a do lema para grafos ndo direcionados.
Faca como exercicio.
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Um grafo (direcionado ou ndo) ¢ PONDERADO se a cada aresta
e do grafo estd associado um valor real w(e), denominado PESO
ou CUSTO da aresta.
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Representacdo de grafos

Grafos podem modelar diversas estruturas reais:

1. Se computadores s3o representados por vértices, entdo as
conexdes entre eles correspondem a arestas.

2. Se as cidades forem representadas por vértices, ent3o as
estradas correspondem a arestas direcionadas.

3. etc.

Queremos construir algoritmos genéricos:
» Vamos estudar algoritmos para grafos de modo ABSTRATO,
» mas que sejam aplicados em problemas CONCRETOS.
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entre elas e duas cidades A e B, determinar um TRAJETO MAIS
CURTO de A até B.
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Representacdo de grafos

Problema do caminho minimo. Dadas as cidades, as distancias
entre elas e duas cidades A e B, determinar um TRAJETO MAIS
CURTO de A até B.

Problema da arvore geradora minima. Dados os computadores
e o custo de conectar cada par de computadores, projetar uma rede
de MENOR CUSTO possivel interconectando todos os

computadores.

Problema do emparelhamento maximo. Dadas vagas de
empregos e uma lista de candidatos para cada vaga, determinar
uma lista de associacdes candidato-emprego de MAIOR
TAMANHO possivel.
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entre elas, encontrar um rota d¢ COMPRIMENTO MINIMO
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Representacdo de grafos

Problema do caixeiro viajante. Dadas cidades e as distancias
entre elas, encontrar um rota d¢ COMPRIMENTO MINIMO
que visita todas as cidades.

Problema do carteiro chinés. Dadas as ruas de um bairro,
encontrar uma rota fechada d¢ COMPRIMENTO MINIMO que
passa por todas as ruas.
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realizadas pelo algoritmo.



Representacdo de grafos

Representacao interna de grafos

Representamos grafos de duas maneiras principais:

1. MATRIZ DE ADJACENCIA.
2. LISTAS DE ADJACENCIA.

Qual estrutura de dados escolher?

» Depende do problema sendo tratado e das operacdes
realizadas pelo algoritmo.

» A estrutura escolhida afeta a COMPLEXIDADE DO
ALGORITMO.
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A MATRIZ DE ADJACENCIA de um grafo simples G é uma
matriz quadrada A de ordem |V| tal que:

Alij] = {1 se (i,j) € E,

0 caso contrério.

» O grafo pode ser direcionado ou n3o.

> Se G for n3o direcionado, ent3o a matriz A é simétrica.
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Matriz de adjacéncia
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Para representar um grafo G = (V, E) por LISTAS DE
ADJACENCIAS:

» Criamos uma lista ligada Adj[v] para cada vértice v.

» Adicionamos a Adj[v] todos os vértices adjacentes a v.

Como representamos uma aresta (u,v)?
> Se a aresta for direcionada, entdo v esta em Adj[u].

> Se a aresta for ndo direcionada, entdo v estd em Adj[u] e u
estd em Adj[v].
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Considere um grafo G = (V, E):

» Vamos simplificar a NOTACAO ASSINTOTICA.
» Escrevemos V e E ao invés de |V| e |E|.

> Por exemplo, O(E2log V) ao invés de O(|E|? log |V|).
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A melhor representacdo depende do algoritmo.
1. Matriz de adjacéncia:
> E facil verificar se (u, v) é uma aresta de G.
> O espaco utilizado é ©(V?).

> Adequada para grafos densos (com |E| = ©(V?)).

2. Listas de adjacéncia:
> E facil listar os vértices adjacentes de um dado vértice v.

> O espaco utilizado é ©(V + E).
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A melhor representacdo depende do algoritmo.
1. Matriz de adjacéncia:
> E facil verificar se (u, v) é uma aresta de G.
> O espaco utilizado é ©(V?).

> Adequada para grafos densos (com |E| = ©(V?)).

2. Listas de adjacéncia:
> E facil listar os vértices adjacentes de um dado vértice v.

> O espaco utilizado é ©(V + E).

> Adequada a grafos esparsos (com |E| = O(V)).
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> Ha alternativas para representar grafos, mas matrizes e listas
de adjacéncia sdo as mais usadas.

> Essas representacSes podem ser usadas para grafos
ponderados, grafos com lacos e arestas mdltiplas, grafos com
pesos nos Vvértices etc.

» Para determinados algoritmos é importante manter
ESTRUTURAS DE DADQOS ADICIONAIS.
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Uma ARVORE ENRAIZADA é uma arvore com um vértice

especial chamado RAIZ.
0\ /@
raiz

o
o—0
0/ \G
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Representacdo de grafos

Uma ARVORE DIRECIONADA com raiz r é um grafo
direcionado aciclico T = (V, E) tal que:

1. d=(r) =0,

2. d (v)=1paraveV\{r}

© o o
s e
(5 (- ]



Representacdo de grafos

Representar uma arvore enraizada com um vetor 7 de
PREDECESSORES.

vértice || a | b
™ ||blc|N|f|lc|lc]|f

0
o
(0]
-

09
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% Representacao de arvores
A

Representar uma arvore enraizada com um vetor 7 de
PREDECESSORES.

vértice [a|b | c|d|e|f|g
m ||b|lc|N|flc|lc|f

O simbolo N indica a auséncia de predecessor.
raiz \ /

= T\
o—©0 o—0
0/ \G l/ \G
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Alguns detalhes de implementacao

» Nos algoritmos que veremos, usamos a representacao de um
grafo (direcionado ou n&o) por listas de adjacéncias.

» Em uma implementac3o real de um algoritmo, provavelmente
a representacdo NAQO é dada a priori.

P Assim, é necessario construir tal representacdo a partir da dos
dados de entrada.

» Como construir a representacdo de um grafo depende do
formato da entrada.
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Suponha que a entrada é um arquivo texto:

57
01
02
12
13
23
24
34

» O arquivo representa um grafo n3o direcionado.
» A primeira linha contém |V| e |E|.

» Os vértices sdo numerados de 0 a |V| — 1.
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Suponha que a entrada é um arquivo texto:

g I » O arquivo representa um grafo n3o direcionado.

02 » A primeira linha contém |V| e |E|.

12

13 » Os vértices sdo numerados de 0 a |V| — 1.

23

24 > As préximas |E| linhas representam os extremos das
34 arestas.
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Algoritmo 1: CONSTRUIR-ADJ()

1leilanem
2 repita m vezes

3 leia a préxima aresta (u, v)
4 insira v na lista Adj[u]
5 insira u na lista Adj[v]

6 devolva Adj
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direcionado G? = (V, E?) tal que:
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O QUADRADO de um grafo direcionado G = (V, E) é o grafo
direcionado G? = (V, E?) tal que:

> (u,v) € E? se e somente se existe um caminho de
comprimento no maximo dois de u a v em G.

Dado G, vamos calcular G2:
1. Utilizando matriz de adjacéncia.

2. Utilizando listas de adjacéncia.
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Quadrado com matriz de adjacéncia

Algoritmo 2: QUADRADO(M)
1 N—M
2 paracadauveV

3 paracadav e V

4 para cada w € V

5 se N[u,v] =0

6 I_ N[u,v] + M[u,w] - M[w, v]

7 devolva N

Complexidade: ©(V3).
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Quadrado com listas de adjacéncias

Algoritmo 3: QUADRADO(Ad))

1 crie uma cépia Adj’ de Adj

2 paracadav eV

3 para cada u € Adj[v]

4 |_ concatene uma cépia de Adj[u] a Adj'[v]

5 para cada v € V
ordene Adj’[v] usando COUNTING-SORT
elimine as repeticdes de Adj'[v] em tempo linear

8 devolva Adj’

Complexidade: ©(VE).
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