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Introduc ao

De forma geral, os algoritmos relacionados com otindpalfdam com uma ségncia de passos,
sendo que em cada passd lm conjunto de escolhas/d@ms. Uma estragia para resolver proble-

mas de otimiza®o €0 os algoritmos gulosos, o0s quais escolhem @opgie parece ser a melhor no
momento (escolhatima), e esperam que desta forma consiga-se chegar a umaastinga global.
Embora nem sempre seja po&s chegar a uma solég 6tima a partir da utilizago de algoritmos
gulosos, eles@ eficientes em uma ampla variedade de problemas, conforme poderemos ver neste
trabalho.

Os algoritmos gulosos tomam deiés com base apenas na infor@aglispoivel, sem se
preocupar com os efeitos futuros de tais d&ess istae, eles nunca reconsideram as deesstomadas,
independentemente das con#mgias. Mo H, portanto, necessidade de avaliar as alternativas nem
de empregar procedimentos elaborados permitindo quedascanteriores sejam desfeitas. Devido
a tais caractésticas, de forma geral ele@sfaceis de se “inventar” e implementar, @<ficientes
quando funcionam [3], [2].

O Cagtulo 1 apresenta uma nag introdubria do assunto, envolvendo as cardsteras ge-
rais dos algoritmos gulosos, elementos da éggiatgulosa. Tan#meé apresentada uma formaliZag
dos algoritmos gulosos segundo a teoriamasdides

O Captulo 2 apresenta o relacionamento dos algoritmos gulosos com a prog@amac
dinamica. Julgou-se pertinente realizar tal abordagem devido aos dois temdsgmosdguns pontos
em comum. Aém disso, outro semamio tratou deste assunto, o que possibilitou que neste trabalho
nao fosse preciso fazer um levantamenfuriteo sobre programag diramica. Ainda neste céplo
foram apresentados dois problemas: o problema deZsetizatividade e o problema da mochila.

No Captulo 3 sefo apresentados mais dois exemplos. O primeiro deles fadigG de
Huffman, relacionado com a comprasgde dados. O outro busca organizar tarefas de tal forma que o
tempo nédio que cada tarefa fica no sisteéminimizado (a definéo de “tarefas” e “sistema” pode
variar de um caso para outro, conforme veremos).

Os algoritmos gulosos em grafos@sho Captulo 4. Sedo abordados dois algoritmos para
descobrir gérvore geradora mima em um grafo conexo e ponderado, e um algoritmo para se com-
putar o caminho fimimo em um grafo. O quinto @ltimo captulo apresenta um exemplo de como os
algoritmos gulosos podem ser utilizados como fetiga.

Além disso, 0 Anexo 1 apresenta conceitos sobre grafos, os goaisortantes em algumas
partes do trabalho, especialmente noi@eap 4.



Capitulo 1

Algoritmos Gulosos

Para possibilitar uma “n@p geral” de como trabalham os algoritmos gulosos, vamos abordar um
exemplo. Suponha que tenhamos dispeis moedas com valores de 100, 25, 10, 5 e 1. O problema
€ criar um algoritmo que para conseguir obter um determinado valor com o mieanercde moedas
poss$vel (problema do troco).

Suponha qué preciso “dar um troco” de $2.89. A melhor s@ogistoe, o menor aimero de
moedas possgel para obter o valor, consiste em 10 moedas: 2 de valor 100, 3 de valor 25, 1 de valor 10
e 4 de valor 1. De forma geral, agimos tal como um algoritmo guloso: em cadaceatiicionamos
a moeda de maior valor pdssl, de forma a &o passar da quantia necasa.

Embora seja uma afirmag dificil de provarg verdade que com os valores dados das moedas,
e tendo-se dispdvel uma quantidade adequada de cada uma, o algoritmo seragoeriecer uma
solu@oobtima para o problema. Entretanto, ressalta-se que para diferentes valores de moedas, ou ent
guando se tem uma quantidade limitada de cada uma, o algoritmo guloso pod@wiclegar em
uma solu@obtima, ou aé mesmo &o chegar a sol@p nenhuma (mesmo esta existindo). O algoritmo
para resolver o problema do troe@presentado a seguir §gima pagina).

Algoritmo 1 Algoritmo que “ch o troco” para: unidades usando o menarmero poswel de moedas
1: funcdo TRoCcQ(n)

2: constC' «— {100, 25, 10, 5,1} > C' € o conjunto de moedas
3: S0 > S & 0 conjunto que & conter a SOl

4: s 0 > s & a soma dos itens e
5: enquantos # n faca

6: x « 0 maior item enC' tal ques + z <n

7 seeste item Ao existeentao

8: retorne “Nao foi encontrada uma solag!”

9: fim se
10: S — A U {uma moeda de valor}x
11: S<—S+x

12: fim enquanto
13: retorne S
14: fim funcao




O algoritmo apresentadocaracterizado como guloso porque a cada passo ele escolhe o maior
valor possvel, sem refazer suas dedes, istog, uma vez que um determinado valor de moeda foi
escolhido, Ao se retira mais este valor do conjunto satuf?].

Uma outra estrégia para resolver este probleia programéaio diramica, a qual & sempre
obter um resultado. Entretanto, segundo [2] os algoritmos gul@somais simples, e quando tanto o
algoritmo guloso quanto o algoritmo utilizando prograi@adiramica funcionam, o primeire mais
eficiente. A seguir s@o apresentadas as caraistiizas gerais dos algoritmos gulosos, propostas por

2].

1.1. Caracteiisticas gerais dos algoritmos gulosos

De forma geral, os algoritmos gulosos e os problemas por eles resol@dassacterizados pelos
itens abordados a seguir. Para facilitar o entendimento, cada um dos iterelasipnado ao exemplo
exposto anteriormente (problema do troco):

e ha um problema a ser resolvido de manéitima, e para construir a solug existe um con-
junto de candidatos. No caso do problema do troco, os candidedas &njunto de moedas
(que possuem valor 100, 25, 10, 5 e 1), com quantidade de moedas suficiente de cada valor;

e durante a “exec@p” do algoritmo &o criados dois conjuntos: um cént os elementos que
foram avaliados e rejeitados e outro 0os elementos que foram analisados e escolhidos;

e ha uma fun@o que verifica se um conjunto de candidatos produz umaZmiogra o pro-
blema. Neste momento, quéss de otimalidadedo $i0 levadas em consideéas; No caso
do exemplo, esta fudp verificaria se o valor das moedaspgcolhidag exatamente igual ao
valor desejado.

e uma segunda fudp é responavel por verificar a viabilidade do conjunto de candidatos, ou
seja, see ou rao possrel adicionar mais candidatos a este conjunto de tal forma que pelo
menos uma sol@p seja obtida. Assim como no item anterioiorta preocupa@o com
otimalidade. No caso do problema do troco, um conjunto de maedésel se seu valor
total rao excede o valor desejado;

e uma terceira furifo, denominada fu@@ de selego, busca identificar qual dos candidatos
restantes (isté, que ainda#o foram analisados e enviados ou para o conjunto dos rejeitados
ou dos aceitosg o melhor (o conceito de melhor deperado contexto do problema). No
exemplo, a fungo de selefo seria respoasel por escolher a moeda com maior valor entre
as restantes;

e por fim, existe a fur@o objetivo, a qual retorna o valor da s@ogencontrada. No exemplo,
esta fun@o seria respoasel por contar o iimero de moedas usadas na satu¢

Busque identificar estas caraésticas no Algoritmo 1 exposto anteriormente.

Vamos agora definir um problema geral: a partir de um conjahtodesejado determinar um
subconjuntas C C' tal que [7]:

(i) S satisfaca a uma determinada propried&ge

(ii) S & maximo (ou nminimo, dependendo do contexto do problema)em &slagum criério a,
isto &,5 &€ o subconjunto dé' que possui 0 maior (ou 0 menor) tamanho, de acordo @om
que satisfaz a propriedade

De uma forma mais detalhada, para resolver o problema, busca-se um conjunto de candida-
tos que constituam uma solgy e que ao mesmo tempo otimizem a famEbjetivo. O conceito



de otimiza@o ira depender do contexto do problema. No caso do problema do &adesejado
minimizar o rumero de moedas.

Desta forma, pode-se ver que a fangde seledo & usualmente relacionada com a faog
objetivo. E importante ressaltar ques vezes pode-se teanas fun@es de selép que &o plausveis,
e a escolha correta de uma ddétasssencial para que o algoritmo funcione corretamente. O Algoritmo
2 ilustra o funcionamento de um algoritmo guloso &y&eo.

Algoritmo 2 Algoritmo Guloso gearico

1: funcdo ALGORITMOGULOSO(C': conjunto) > C' € o conjunto de candidatos
2: S—10 > S & 0 conjunto que & conter a SOl
3: enquantoC' # () e nao solu@o(S) faca
4: x < seleciona’
5: C — C{x}
6: seé viavel S U {z} entdo
7: S — Su{x}
8: fim se
9: fim enquanto
10: sesolu@o(S) entdo
11: retorne S
12: Seréo
13: retorne “Nao existe solugo!”
14 fim se

15: fim funcao

Pode-se dizer, portanto, que um algoritmo guloso trabalha da seguinte forma:ipirinc
conjunto S est vazio, ou seja,dao ha candidatos escolhidos. BEot a cada passo, utiliza-se a fang
de selego para determinar qualo melhor candidato (lembrando que a famgle sele@o considera
apenas 0s elementos que ainda foram avaliados).

Caso o conjunto ampliado de candidat@® rseja \vavel, ignora-se o termo que asendo
avaliado no momento. Por outro lado, se tal conjuntgavel, adiciona-se o elemento em gaest
ao conjuntoS. O elemento considerado, sendo ele aceito ou rejeitaog mais considerado pela
funcao de seleffo nos passos posteriores.

Cada vez que o conjunto de candidatos escolhidp€ @mpliadog verificado se a sol@g
do problema foi obtida. De acordo com [2], quando um algoritmo guloso trabalha corretamente, a
primeira solu@o encontrada da maneira aqui des@&ibdima.

1.2. Elementos da estratgia gulosa

A partir de uma sdagncia de escolhas, um algoritmo guloso busca encontrar aésditigna para o
problema em quedb. Conforme exposto, a estgia utilizadaé em cada passo escolher a satug
que parece ser a melhor.

No entanto, nem sempre um algoritmo guloso consegue resolver um problema de atmizag
Mas existem duas caracigticas que podem indicar que os problemas podem ser resolvidos utilizando
uma estratgia gulosa. &o elas a propriedade de escolha gulosa e a subestatima Estas séo
abordadas a sequir [3].



1.2.1. Propriedade de escolha gulosa

Pela propriedade de escolha gulosa, uma solggobalmentétima pode ser alcancada fazendo-se
uma escolha localmentaima (gulosa), ist@, aquela que parece ser a melhor naguele momento,
desconsiderando-se resultados de subproblemas.

E importante ressaltar a necessidade de se provar que realmente uma escolha gulosa em cada
um dos passoséarlevar a uma sol#p 6tima global. O que normalmente se fé&examinar uma
solugao 6tima global para algum subproblema e depois mostrar que ela pode ser modificada em uma
solu@o gulosa. Isto & resultar em um subproblema menor, mas similar.

Freqientement& posével fazer escolhas gulosas de uma forma maisda (resultando em
algoritmos mais eficientes) se uma estrutura de dados apropriada for utilizada (fila de prioridades, por
exemplo), ou erdo se houver um prprocessamento da entrada (veremos um exemplo de um caso
onde isso acontece).

1.2.2. Subestruturadtima

Esta caractéstica tamieém é importante quando se trabalha com progra@uoatiramica. Diz-se que
um problema possui uma subestrutdtana quando uma solég 6tima para o problema cam
dentro dela solugeso6timas para subproblemas.

O queé preciso fazer efib &€ demonstrar que a combirfa;de uma escolha gulosa ljea-
lizada com uma sol@p 6tima para o subproblema resulta em uma sd@tima para o problema
original. Segundo [1, p. 305] “esse esquema utiliza implicitamente a&udsmbre os subproblemas
para provar que fazer a escolha gulosa em cada etapa produz unéétima”.

1.3. Fundamentos téricos para metodos gulosos

Nesta se@o iremos ver um pouco da teoria sobre algoritmos gulosos. Esta teoria envolve estruturas
combinabrias chamadamatroides Este tipo de estruturan cobre todo tipo de problema que pode

ser resolvido por um algoritmo guloso, como o algoritmdigfman(este sex abordado posterior-
mente), mas cobre muitos casos de interessgcpr

1.3.1. Defini@o
De acordo com [3], um maiideé um par ordenadd/ = (S, I), satisfazendas seguintes condies:

1. S € um conjunto finito &o vazio.

2. I & uma farilia nao vazia de subconjuntos d& chamada de subconjuntos independentes
deS,talqueseB € TeA C BenBoA € I. Observe que o conjunto vazio deve ser
necessariamente um membro/déNeste caso, dizemos qui€ heredirio.

3. Sed € I,B e 1el|A| < |B|, enfo existe algum elemenioc (B — A) tal queAU{z} € I.
Dizemos queV/ satisfez a propriedade da troca.

Lema: todo conjunto independente maximal em um igi tem o0 mesmo tamanhBrova.
Por contradigo: suponha que existam conjuntos independentes maxitmaB, e |A| < |B|. Pela
propriedade de troca deve existirc (B — A) tal que(A + z) € I. Isto contradiz o fato del ser
maximal.

Exemplo: considere goroblema da mochila 0-1o qual tamiém sea apresentado) onde
todos os itens (digamds) tém peso unério e a mochila tem pesii. Podemos definir o conjunto de
indepené@ncial como sendo o conjuntb={I C S : |I| < K}. EnaoM = (S,I) & um matobide.



1.3.2. Algoritmos Gulosos e Matbides

Muitos problemas que podem ser resolvidos d@sade um algoritmo guloso recaem no problema de
encontrar um conjunto independente maximal em umaigdr Neste caso, vamos considerar que
cada elementa € S de um matbide M/ = (S, 1) tem um peso estritamente positiudz). Neste
caso, dizemos que o méatde M & um matbide com pesos [3].

Dado um conjuntol C .S, vamos denotar pan(A) a somaw(A) = .. 4 w(e). O resultado
mais importante relacionando maitfes com pesos e algoritmos gulosesjue sempré& posével
encontrar um conjunto independente maximal &sale um algoritmo guloso.

SejaM = (S,I) um matbide com pesom : S — RT. Considere o algoritmo 3 que tem a
propriedade gulosa.

Algoritmo 3 Guloso
1: fungdo GuLOSO(M, w) >OndeM = (S,I)ew: S — R

A0
Seja{e,eq,...,e,} 0 CconjuntoS em ordem Ao crescente de peso
parai < 1,n faca

seAU {e;} € I entao

A— AU {ez}

fim se
fim para
9 retorne A
10: fim fungcao

N

O No g AW

O conjuntoA retornado pelo algoritm@ulosoé um conjunto independente. A complexidade
deste algoritmo pode ser dada gofn logn + nf(n)), ondef(n) & o tempo para verificar se um
conjuntoA U {z} esh emlI.

Lema 1: sejaM = (S, I) um matdide com pesos : S — RT e S est ordenado em ordem
nao decrescente de pe$6| > 1. Sejax o primeiro elemento dé§ tal que{x} & independente, se tal
x existe. Sex existe, erfio existe um subconjuntgimo A C S que coném .

Lema 2: Sejax o primeiro elemento d& escolhido pelo algoritm@ulosopara 0 matide
M = (S,I). O problema de achar um subconjunto maximal contende restringe a achar um
subconjunto maximal no matide M’ = (S’, I') onde,

" = {yeS:{z,y} eI},
T = {BCS—{x}:BU{z} eI}

Chamamos o matide M’ de contrago deM pelo elementa..

Teorema: se M = (S,I) & um matbide com pesow : S — R, enfo Guloso(M, w)
retorna um subconjunto independente maxinRabva: por indug@o em|S|. Para um mabéide com
um elemento, o algoritm@ulosoest correto. Agora suponha que o algoritmo esteja correto para
matdides comS| = n — 1.

SejaM = (S, I) um matbide com|S| = n. Uma vez que o primeiro elementdoi escolhido
de forma gulosa pelbema 1nos garante que podemos estetala uma soluobtima. Por outro lado,



oLema 2nos diz que a sol@potima contenda € a unéo da solugoobtima do matbide M’ = (S', I')
(contra@o deM pelo elementa) comz. Note que as f@iximas escolhas feitas pelo algorittGaloso
podem ser interpretadas como se atuando sobre @iaefv/’, ja queB é independente e/’ se e
somente sé&3 U {x} & independente e/. Pela hiptese de indup, o algoritmaGulosoencontra
um conjunto maximal em/’. Assim, o algoritmo encontra a sohmotima em/.



Capitulo 2

Relacionamento com programago
dinamica

Embora tanto a programag diramica quanto os algoritmos gulosos trabalhem com problemas de
otimizag@o e com uma sé@ncia de passos, onde em cada p&sfgita uma escolha, eles diferem
claramente nformaem que esta escoll@arealizada.

Enquanto na programag diramica a escolha pode depender das §@spara subproblemas,
em algoritmos gulosos a escolha feita que parece ser a melhor no momeném dependendo das
solug@es para os subproblemas (embora possa depender das es@thamatento).

Com isso, ha programag dirimica os subproblema&a resolvidos de baixo para cima, ou
seja, parte-se de subproblemas menores para maiores. Por outro lado, os algoritmos gulosos progridem
de cima para baixo, ist®, a inshncia de um problem@areduzida a cada iterag, atraes da realizap
de escolhas gulosas.

Tendo em vista que o tema de um dos sémos apresentados foi “progranaacdirimica”,
e que este tema @sfortemente relacionado a algoritmos gulosos, julgou-se pertinente fazer uma
abordagem envolvendo os dois temas conjuntamente.

Desta forma, essa s&g ird apresentar um problema, sua satugtilizando programap
dindmica e a conved® desta sol#ip para uma sol@p gulosa. Embora de maneira geral nem todas
as etapas gque 8y abordadas a seguasnecessariamente utilizadas para desenvolver um algoritmo
guloso, elas ilustram de forma clara o relacionamento entre progéadaémica e algoritmos gulo-
sos [3].

Como a programap dirmica e os algoritmos gulosos possuem algumas cadsditias em
comum (propriedade de subestrutatama, por exemplo), algumas vezes pode-se pensar em utilizar
uma solu@o gulosa quando na verdade seria nég@ssima solugo de programap dirmica, ou
enfio a desenvolver uma sol@ de programam dirimica quando uma solag mais simples utili-
zando algoritmos gulosos seria suficiente. Apresentaremos duasearidg problema da mochila
para tentar ilustrar um caso onde estavida” acontece.



2.1. Um problema de selefo de atividade

Este problema consiste em programar um recurso entre diversas atividades concorrentes, mais especi-
ficamente, selecionar um subconjunto de tamanaximo de atividades mutuamente conpeis.

SejasS = aq, a9, ..., a, UM conjunton atividades que desejam utilizar um mesmo recurso, o
gual pode ser utilizado por apenas uma atividade por vez. Cada atividesi@ associado um tempo
de iricio (s;) e um tempo de&rmino (f;), sendo qué < s; < f; < oo (istoé, o tempo de iicio deve
ser menor que o tempo de fim, e este por sua vez, deve ser finito).

Caso uma atividade; seja selecionada, elaiocorrer no intervalo de temps, f;). Diz-se
gue duas atividade§is compadteis se o intervalo de tempo no qual uma delas oc@roese sobreje
ao intervalo de tempo da outra (considerando a r@stidg que o recurso pode ser utilizado por apenas
uma atividade por vez). Sendo assim, as atividages:; sio compadveis se os intervalos;, f;) e
[s;, ;) n@o se sobrejem, ou seja, se; > f; (a atividaden; inicia depois que:; termina) ou er#o
s; > f; (a atividader; inicia depois que; termina).

Como exemplo, considere-se o conjuistale atividades a seguir, o qual @sirdenado de
forma monotonicamente crescente de tempd@daino:

2 3 45 6 7 8 9 10 11
3 0535 6 8 8 2 12
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

i

Si
fi

No caso deste algoritmo espiémo, temos como conjunto de atividades mutuamente com-
pafveis, ou seja, que atendefrrestri¢qo explicitada anteriormente, o conjurt@s, ag, a11}. Este
porém, rao & um subconjunto Aximo, pois pode-se obter dois conjuntos de atividades covepmat
com quatro elementos (subconjunto@ximos), sendo elega, a4, ag, a11} € {ag, as, ag,ai1}.

NSNS

2.1.1. Desenvolvendo uma sol@g utilizando programacao dinamica

A primeira coisa a ser feité definir uma subestrutur@ima, e erfio utiliza-la para contruir uma
solu@o6tima para o problema em quast a partir de soldiesoétimas para subproblemas (conforme
foi explicado com detalhes no seraiio sobre programag diramica).

Para tal,é necesaria a definigo de um espacgo de subproblemas apropriado. Inicialmente,
define-se conjuntos

Sij={ax € S: fi < s < fr < 55} (2.1)

sendo queS;; € o conjunto de atividades que podem ser executadas entre o final da atividade
inicio da atividade:;. Pode-se ver que tais atividad@ sompéweis com as atividades, a;, as que
nao terminam depois de; terminar e as queao comegam antes dg comegcar (esta obsenéage
direta a partir da defin@p de atividades compuaeis, apresentada nd@io da sego 2.1 - os intervalos
de tempo que as atividades@sexecutandodo se supegem).

Para representar o problema tod@o sadicionadas “atividades fictas” ay € a,y1, €
convenciona-se qug = 0 e s,+1 = oo. A partir disso,S = s¢,+1 € 0s intervalos parae j
sdo dados pab < i, j < n+ 1. Para que os intervalos de j sejam restringidos ainda mais, Sapse
gue as atividades é€gi dispostas em ordem monotonicamente crescente de tengranitedt (por isso
tal suposig@o foi feita no exemplo dado anteriormente), isto



fo<h<fos. . S fu<fan (2.2)

Com essa suposip, 0 espaco de subproblemas passa a ser selecionar um subconjunto
maximo de atividades mutuamente conipeis deS;;, para0 < i < j < n + 1, sendo que que
Sij=0 Y i>j.

Para mostrar que tal afirmé&gé verdadeira, vamos supor que exista uma atividade S;;
para algumi > j, de tal forma que na s&gncia ordenaday; & seguido por;, ou seja,f; < f; .
Entretanto, a partir da supodm que: > j e de (2.1) tem-se qug < s, < fr < s; < f;, que
contradiz a hiptese que; seguez; na segiéncia ordenada.

Agora, para “ver” a subestrutura do problema de $alafe atividades, considere um subpro-
blema r&o vazioS;; 1. e suponha que uma solmpara este subproblema envolva a atividgdeNo
entanto, a utiliza®o deay, ira gerar dois subproblemas:

1. S;; : conjunto de atividades que podem ser executadas entfei@ da atividade; e o final
da atividadez, isto &, que comecam depois dgterminar e terminam antes dg comecar.

2. Sy; - conjunto de atividades que podem ser executadas entre o final da atividadericio
da atividade;.

onde cada uma das atividadesim subconjunto das atividades $lg. Sendo assim, oimero de
atividades da sol@p paraS;; &€ a soma do tamanho das sdlag deS;; e Sj;, mais uma unidade,
correspondenta atividadea,. Agora, falta (i) mostrar a subestrutudéima e (i) utiliza-la para
mostrar quee possvel construir uma solp 6tima para o problema a partir de sddesotimas para
subproblemas.

(i) sejaA;; uma solug@o 6tima para o problem4;;, e suponha que tal solag envolva a ativi-
dadea;,. Esta suposio implica que as soldesA;, e A;; (para os problemas;;, e Sy,
respectivamente)tarein devem sebtimas. Aqui aplica-se o argumento de “recortar e colar”
discutido no semid@rio sobre programa@g diramica.

(if) subconjunto de tamanhoamimo A;; de atividades mutuamente conipatsé definido como:

Aij = Azk U {ak} @] Akj (23)

Isso porque a partir das defibgs do item (i), pode-se afirmar que a saligeralA;; (con-

juntos de tamanho &ximo de atividades mutuamente conipeis emsS;;) pode ser obtida a
partir da divigo do problema principal em dois subproblemas, e posterior busca dos conjuntos
de tamanho f@ximo para cada um deste$;( e Ay;).

Uma solugo recursiva

No desenvolvimento de uma soéa;de programap diramica, 0 segundo passo consiste na défmic
recursiva do valor de uma soBgotima. Sejac[i, j] 0 numero de atividades no subconjurstg (que
coném o rumero naximo de atividades mutuamente conpeis comi, 7).

Considerando um conjuntdao vazioS;; (lembrando:S;; = V i > j) e considerando
que a utiliza@o de uma atividade;, implicara em outros dois subconjuntss, e Sy;, a partir de (3)
temos que:

lembora Sijas vezes seja tratado como conjunto de atividades e outras vezes como subproblema, procurou-se deixar
claro no texto quando estamos nos referindmda caso.



cli,j] = cli, k] + clk, j] + 1

ou seja, o imero de atividades no subconjurfig & o rimero de atividades ey, (denotado por
cli, k]) , o nimero de atividades e),; (c[k, j]) mais a atividade.

O problema com essa eq@agrecursiva que o valor de kdoé conhecido, sendo que sabe-se
apenas que existegn— i — 1 valores posseis parak (k =i+ 1,...,5 — 1). Mas levando-se em
considerago que o conjuntd;;, deve usar um destes valores pardoma-se o melhor deles. Sendo
assim, a defin@o recursiva complet@

0, seS;; = 0;
clij] = ¢ max{c[i,k]+c[k,jl+1}, seS;; # 0. (2.4)
i<k<j

2.1.2. Convertendo uma solu@o de programago dinamica em uma soluéo gulosa

A partir da recoréncia (2.4)é possvel escrever um algoritmo de prograrfacdirimica (isto fica
como exereio. ..). Mas com base em algumas obsebex; pode-se simplificar a soh@ Considere
0 seguinte teorema:

Teorema 1: Considere qualquer problemaavazioS;;, e sejau,, a atividade end;; com tempo de
término mais antigo (ou seja, a primeira atividade que terminou).

fm=min { fr. : ar € Si; }
Com base no Teorema 1, pode-se afirmar:

() a atividadea,, & utilizada em algum subconjunto de tamanhéximo de atividades mutua-
mente compaveis deS;;;
Prova: Suponha qued;; € um subconjunto de tamanhdarimo de atividades mutuamente
compaiveis coms;;, ordenadas em ordem monotonicamente crescente de temoniiect
Sejaa;, a primeira atividade em,;;.

() sea,, = ai, prova-se direto que (§ verdade;

(b) caso contrio, constbi-se o subconjuntal}; = {ax} U {ax}, cujas atividadesz®
disjuntas. Devido a4;j ter o mesmo amero de elementos qu&;, pode-se afirmar
queA;;é subconjunto de tamanhdaximo de atividades mutuamente conipeit de
S;j que inclui a atividade,,, .

(i) o subproblemas;,, & vazio, de forma que a escolhadg deixa o subproblem&,,,; como o
Gnico que pode ser@o vazio.
Prova: Suponha qué;,,, naoé vazio. Enio existe uma atividade,, tal quef; < sp < fr <
sm < fm. Tal condigio tami@m implica queu;, est emS;;. Comoa; termina antes que
am, a escolha de,, como atividade com o tempo deriino mais antigo @ esa correta
(chegou-se a uma contradig). Desta forma, conclui-se q9g,, € vazio.

Antes de “mostrar” porque o Teoremaeliio importante, vale ressaltar que a subestrutura
6tima varia na quantidade:

e de subproblemas usados em uma siodd@itima para o problema original;
e de escolhas pobsis para determinar quais os subproblemas quémsedilizados.



Na solu@o proposta anteriormente (utilizando prograatadirimica) para o problema de
sele@o de atividades, utilizaram-se dois subproblemas e hayiam— 1 escolhas para se resolver o
subproblemab;;.

No entanto, utilizando-se o Teoremaél posével reduzir tais quantidades, passando-se a
utilizar apenas um subproblema (péigossvel garantir que o outro subprobler@arazio) e tamém
passando-se a ter apenas uma escolha para respi(gueé a atividade com tempo mais antigo em
Sij, a qualé de fcil determinago).

Além disso, o Teorema 1 possibilita resolver o problema@srde uma abordagewp-down
e vez de fag-lobottom-up(abordagem esta utilizada em progra@madiramica, conforme exposto no
semirario relativo a este tema). Sendo assim, para resolver o subproBjempaimeiro escolhe-se a
atividade com tempo détmino mais antigod(,,), € ento resolve-sé&,,,; (anteriormente, resolvia-se
Smj antes).

Escolhendo-se sempre a atividade com tempcédwriho mais antigo, se faz uma escolha
gulosa. E posével, ento, propor um algoritmo guloso. Primeiro &atiscutida uma abordagem
recursiva e depois se conve#earste algoritmo para uma abordagem iterativa.

Algoritmo guloso recursivo

O algoritmoé dado como:

Algoritmo 4 Solugo recursiva para o problema de sélede atividades

1: funcdo SELECIONA ATIVIDADE _RECURSIVQ(s,f,i,j) > s e f SA0, respectivamente os tempos
de iricio e rmino das atividades;iee j sao osindices iniciais do problem&;; que deve ser
resolvido
m—1i+1
enquantom < j es,, < f; faca > Encontrar a primeira atividade ef;
m—m-+1
fim enquanto
sem < j entao
retorne {a,,} < SELECIONA ATIVIDADE _RECURSIV{(s, f,m,j)
serio
retorne ()
10: fim se
11: fim funcao

Pode-se descrever o funcionamento do algoritmo como segue: o looewbkdponavel por
encontrar a primeira atividade &g;, istoé, a primeira atividade,,, que seja compatel coma; (uma
das condifes de parada se deve ao fato que tal atividadetem f;). O laco pode terminar por dois
motivos:

1. quandan > j, ndo foi encontrada nenhuma atividade coriygtcoma; entre as atividades
que terminam antes qug. O retorno do procedimen® “vazio” (linha 9), poism < j e
Sy =0

2. se uma atividade competl coma; € encontrada, o procediment@ iretornar a u@o de
{am} com o subconjunto de tamanhdwrimo desS,,;. Estelltimo subconjuntc retornado
pela chamada recursisELECIONA_ATIVIDADE _RECURSIV(S,f,m,))



Considerando que a chamada ini@aELECIONA ATIVIDADE _RECURSIVQ(s, f,0,n + 1),
e supondo que as atividadesa@sbrdenadas segundo o tempo&eiino de forma monotonicamente
crescente, temos que o tempo de exaod©(n). Isto porque nas chamadas recursivas realizadas,
examina-se uma vez cada atividade no loop while. A atividade examinada naltima chamada
feita em que < k. Caso as atividadesin estejam ordenadas, gasta-se temfyolog n) para tal.

Algoritmo guloso iterativo

Agora é apresentado um v& iterativa para o algoritmo recursivo exposto anteriormente.
Este algoritmo tamém pressufe que as atividades de entrada estejam ordenadas em ordem monoto-
nicamente crescente por tempo datino.

Algoritmo 5 Solugo iterativa para o problema de sélegle atividades

1: fung@o SELECIONA ATIVIDADE _ITERATIVO(S, f) > s e f sAo, respectivamente os tempos de
inicio e &rmino das atividades

2 n «— comprimentgs]
3 A — {1}

4: para todom « 2 atén faca
5: ses,, > f; entao
6

7

8

9

A— AU{an}
1+ m
fim se
fim para
10: retorne A
11: fim funcao

O fato de supor que as atividadesaesbrdenadas segundo seu tempoé&lmino levaa se-
guinte afirmago:

fi=mazx { fr : ax € A} (2.5)

isto &, f; € o tempo de&@rmino naximo de qualquer atividade em A. O funcionamento do algoritmo
se ch da seguinte forma:
e naslinhas 2 e 3, a atividadg é selecionada e e incliida em A e indexada por i;
e 0 laco for (linhas 4 a 7§ responavel por selecionar a atividade mais antiga a terminar em
Sin+1, denotada pod,,;
e nalinha 5 verifica-se sg,, € compaivel com as demais atividaddsincludas em A (a partir
da defini@o (2.5)). Se sim, ela adicionada a A e a vaieli € definida coman (linhas 6 e
7).
Supondo que a entrada @&sbrdenada como necés®, 0 procedimentoSELECH
ONA_ATIVIDADE _ITERATIVO() tem complexidad®(n), assim como o algoritmo recursivo.

2.2. Mais um exemplo: o problema da mochila

Conforme exposto anteriormente neste trabalho a propriedade de subestintagutilizada tanto
pela program&ip dirbmica quanto pelos algoritmos gulosos. No entanto, este fato pode levrda-
tiva de utilizar uma soluip gulosa quando na verdade seria négéssima solugo de programam



dinamica, ou ergo induzir a desenvolver uma sofegde programa@p dirbmica quando uma solag
mais simples utilizando algoritmos gulosos seria suficiente. O problema exposto a seguir poasibilitar
identificar as sutilezas de cada tipo de sahuc

O problema da mochil& um problema éssico de otimizaip, e aqui séo abordadas
duas variages: o problema da mochila 0-1 e o problema da mochila fradian Seja a seguinte
configura@o: um ladédo que rouba uma loja encontraitens, onde cada item i valg reais ew;
quilos, senday; e w; inteiros. O ladao deseja levar a carga mais valiosa pagdanas, no entanto,
consegue carregar aper&squilos na sua mochild¥{ tamkemé um inteiro).

De uma maneira mais formal [2]:

n

maximize > x; v;

=1

sujeitoa

n
inwigw

=1

onde a definigo dex; ira depender do problema sendo tratado. &ipno paagrafo definiax; para

cada caso.

No problema da mochila 0-1, as resfiés §0 que o ladio tem que levar os itens inteiros
(isto &, z; assume apenas valor inteiro: 0 ou 1), e pode levar um mesmo item apenas uma vez. J
no problema da mochila fraciaria, o ladéo pode levar fraies de um item, e desta formapode
assumir valores tal queé < z; < 1. Os dois problemas possuem uma subestritinaa (a prova
desta afirma@o fica como exeicio...).

Pode-se utilizar uma estégfia gulosa para resolver o problema da mochila fraiapnmas
nao para resolver o problema da mochila 0-1. Seja o exemplo ilustrado na Figura 2.2 e com a seguinte

configura@o:
tem 3
tem 2
item 1 30
20
FE0 $100 F120
(a)

Item | Valor (R$) | Peso (Kg)| Valor por Kg
1 60 10 6
2 100 20 5
3 120 30 4
30 Y
120 |——
20 5100 30 %120
—] ¥
20 | $100 [—]
10 | $60 10 | $60
mochila = §z2z0 =§160 =$1a0
(b)

Figura 2.1: Problema da mochila

20 |§100

10 | ¥60

=§240

(©)

O peso que a mochila pode suporgab0 Kg. A estratgia gulosa selecionaria primeiro o
item 1 (considerando como @&iio de selego escolher o item que possui 0 maior valor por quilo).



No entanto, conforme pode-se observar na Figura 2.2(b) a seguir, a escolha do @ehevaa uma
solu@o o6tima, independente dos itens escolhidos posteriormente (se o item 2 ou o item 3 fossem
escolhidos a mochilago poderia ser preenchida totalmente). O problema da mochila 0-1 pode ser
resolvido atra@s de programaép dirmica.

No exemplo anterior, vale a pena observar que, com a mesma cordigusaca estragia
utilizada fosse a do problema da mochila fraéiva o problema chegaria a uma s@agtima
(Figura2.2(c)). No entanto, vamos nos aprofundar um pouco no problema da mochiladiragion
relacionando sua solaigas caractésticas gerais dos algoritmos gulosos apresentadas aa $elce
construindo um algoritmo guloso que resolva este problema.

Conforme exposto anteriormente, o problema consiste em

n n
maximize » x;v; sujeitoa > ziw, <W
=1 =1

ondev; > 0, w; > 0e0 < z; < 1, paral < i < n. As condiPes emv; e w; sao restries na
instancia e as condies em; sAo restri@es na solu@o. Como candidatos temos os diferentes objetos
e a solugoé dada por um vetofzy, . .., x,} que indica que fréip de cada objeto deve ser ifda.
Uma solu@oé considerada &@ivel se ela respeita as restis anteriores. A fuldo objetivoé o valor
total dos objetos na mochila, e a f@gde selefo sea definida posteriormente.

n

Em uma solugo 6tima, Zmiwi = W. A estraégia consiste eb em selecionar conveni-

=1
entemente objetos de tal forma a colocar a maio@agossr/el do objeto selecionado na mochila, e
parar quando a mochila estiver totalmente cheia.

O algoritmoé dado a seguir.

Algoritmo 6 Problema da Mochila

1: fungdo MOCHILA(w[l..n], v[l..n], W)  >w & 0 vetor de pesos,é o vetor de valores® & o
peso naximo suportado pela mochila

2: paratodoi = 1 atén faca

3 x[i] < 0 > x € vetor contendo a frap de cada objeto que deve-se selecionar
4 fim para

5: peso— 0 > pesoé a soma dos pesos dos objetos selecionaéas@mbmento

6: enquantopeso< W faca > loop guloso

7 i <0 melhor objeto restante > veja no texto que segue este algoritmo
8: sepeso+w(i] < W entdo

9: JJ[Z] — 1
10: peso«— pesot wi]
11: seréo
12: x[i] — (W — pesg/w]i]
13: peso— W
14: fim se

15: fim enquanto
16: retorne x
17: fim fungcao




Existem tés fun@es de seléip que podem ser utilizadas:

1. escolher a cada @sfio 0 objeto restante que possui 0 maior valor. O argumento utiligado
gue desta forma o valor da carga aumeata@pido quanto po$eel;

2. escolher a cada @sfio 0 objeto restante que possui 0 menor peso. O argumento utibzado
gue desta forma a capacidaslatilizada &o lentamente quanto pogsl;

3. escolher o item cujo valor por peso seja 0 maior pess

As duas primeiras alternativa@m chegam necessariamente a sodstimas. Um exemplo
de configura@o de problema em que isto acontéae seguinte:

w |10 20 30 40 50
v |20 30 66 40 60
viw| 20 15 22 10 1.2

Selecione T Valor
Max v; 0O 0O 1 05 1] 146
Min w; 11 1 1 0| 156

Maxv; /w; |1 1 1 0 0.8 164

Neste exemplo, a terceira abordagem produziu uma&obtgna. De fato, issé sempre ver-
dade, ou seja, a terceira abordagem sempre conduz a umaaatinga para o problema da mochila
fraciorarria, conforme provado a seguir.

2.2.1. Prova de corretude

Suponha que os objetos &stordenados em ordem decrescente de acordo com o valor por peso, isto
é:

v V! (Y
2y 2 >...>
w1 W9 W,
SejaX = {x1,...,z,} asolu@o encontrada pelo algoritmo guloso. Caso todos os elementos

de X possuam valor 1, a solag é 6tima. Caso conérrio, considergi como sendo o mendndice
tal que o elementa; & menor que 1 (neste casg, = 1 quandoi < j; z; = 0 quandoi > j; e
Yo riwi = W). SejaV (X) = >, x1v; 0 valor da solugo de X.

Seja tamBmY = {yi,...,y,} uma solu@o viavel qualquer, e desta formg,;" ; y1wi <
W) e portantoy ", (x; — y1)wi > 0. Considerand® (Y') = 7", y1v; 0 valor da solugo deY’.

Tem-se erdo que:

n n

V(X)-V(Y)= Z(:pl —Yi)v; = Z(% — yi)w

i=1 i=1 i

Vi

Quandoi < j, z; = 1 e enkiox; — y; € maior ou igual a zero, enquantgyyw; > v;/wj.
Quandoi > j, z; = 0 e entiox; — y; € menor ou igual a zero, enquantgw; < v;/w;. Por fim,
quandoi = j, v;/w; = vj/w;. Assim, em todo casr; — y;)(vi/w;) > (x; — y;)(v;/w;). Portanto,

V(X)=V(Y) > (vj/wy) Z —yi)wi >0
=1



Com isso, provou-se que nenhuma salugiavel possui um valor maior qué(X ), e sendo
assim, a soluio X & otima.

2.2.2. Complexidade

A implementago do algoritmo pode ser considerada simples. Considerando que o ¢uisto para
ordenar os objetos em ordem decrescente segundo seu valor pépesiog n), e que o loop guloso
executan vezes (o qué facilmente observado no algoritmo), temos que o tempo total de é&wEuc
segundo a regra da soma da na@Q, O(max(n,nlogn)) = O(nlogn).

Uma abordagem que seria ma#pida quando fossem necases poucos objetos para pre-
encher a mochila seria a de manter os objetos enneapcom o maior valor de; /w; na raiz. O
custo para criar o hegpO(n), enquanto cada ciclo do loop guloso cuStdog n). Vale ressaltar que
a aralise no pior casodo se altera.



Capitulo 3

Exemplos de problemas que utilizam uma
estrategia gulosa

Neste cafiulo apresentaremos mais dois exemplos de problemas, utilizando agatilosa. &

eles os @digos de Huffman e o Problema do Planejamestioéduling. O primeiro esi relacionado

a compresio de dados e 0 segundo busca organizar tarefas de tal forma que o tédipoqore

cada tarefa fica no sisterdaminimizado (a defin@o de “tarefas” e “sistema” pode variar de um caso
para outro. Mas vdepode imaginar tarefas como pessoas em uma fila de banco e o sistema como o
operador de caixa, por exemplo).

Optou-se por apresentar os problemas envolvendo grafos separadamentaufmseguinte.

3.1. Codigos de Huffman

Aimportancia da compreas de dados indiscutvel. De forma simplificada pode-se dizer que elaest
relacionada com maneiras de representar os dados originais em menos espaco, caquentagens
tais como: menor espagco necass para armazenamento, acesso e tran8imiswis apidos, entre
outros [7]. Existe, claro um custo para tais vantagens,egoeusto de codificé@p e decodificamo
dos dados.

Um dos nétodos de codifica@p mais conhecidosae os @digos de Huffman, cuja &a
consiste em atribuiradigos de representag menores aosrabolos com maior freéggncia. A seguir
se@ apresentada a ‘& principal” do problema de compréss bem como os&ligos de Huffman.

Suponha que deseje-se armazenar de forma compacta um arquivo de dados que possua
100.000 caracteres, cujas distriliiég §i0 dadas na primeira linha da Tabela 1 a seguir:

Tabelal
a b c d e f
Frediéncia (em milhares) 45 | 13 | 12 | 16 9 5

Palavra de @digo de comprimento fixo 000 | 001 | 010 | 011 | 100 | 101
Palavra de @digo de tamanho vavel | O | 101 | 100| 111 | 1101| 1100

Existem diferentes formas de representar este arquivo. Considere o problema de projetar um
codigo de caracteres kinos (que iremos denominabdigo, por simplificago), no qual utiliza-se
uma cadeia bi@wriatnica para representar um caractere. Neste casalisas as abordagens:
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e utilizar um ddigo de comprimento fixo, iste, utiliza-se uma quantidade fixa de bits para
representar cada caractere. No exemplo em gagseriam utilizados 3 bits para representar
cada um dos seis caracteres (veja a segunda linha da Tabela 1). Como o arquivo possui
100.000 caracteres, seriam neéess 300.000 bits para codidido.

e utilizar um @digo de comprimento vavel, o qual possui um desempenho melhor que o item
anterior. Nesta abordagem, caracteres que aparecem com mai@ntegio representados
por uma cadeia de bits menor do que caracteres que aparecem pouco. No caso do exemplo,
0 caractere a que possui a maior fiéncia (45) representada por uimico bit, enquanto o
caractere f, que aparece apenas 5 vezes noéagforesentado por 4 bits (veja a terceira linha
da Tabela 1). Para representar o arquivo inicial seriam nates24.000 bits (som@io
da freqiéncia de cada caractere “vezesihmero de bits necegsos para codifia-lo, no caso
do exemplo, 45*1 + 13*3 + 12*3 + 16*3 + 9*4 + 5*4). Com issoa luma redugo de
aproximadamente 25% do espago ne@gspara armazenamento.

3.1.1. bdigos de prefixo

Com o objetivo de facilitar a codificag, sedo considerados apena8digos de prefixo, queas
agueles onde nenhunddigo € prefixo de alguma outra palavra dedigo (desta forma,ao teremos
casos onde existem no mesmo problemaamigns 010 e0101). E importante ressaltar que esta
restri@o rao levaa uma perda de generalidade, pois a compreds dadoétima que pode ser obtida
por meio de um @digo de caracteres sempre pode ser alcancada corbdigoae prefixo.

Um codigo de caracteres kinosé obtido atra@s da concatenag das palavras deébdigo
gue representam cada caractere. Exemplo: ao codificar os carattentiizando @digo de prefixo
de tamanho vaaivel, conforme dados da Tabela 1jaenos0 - 101 - 100 = 0101100.

Na decodificago, como estamos utilizandédigos de prefixo de tamanho varel, sabemos
gue a palavra que comeca um arquivo codifica@iménambgua (por exemplo: temos que o caractere
b & representado por 101, e devidautilizaggo de édigos de prefixo, sabemos que nenhuma outra
palavra comeca com 101. Sendo assim, se um arquivo possui como primeiros bits 1, 0 e 1, tem-se que
0 primeiro caractere do arquivé pode seb). Desta forma, na decodificag pega-se a palavra inicial
do arquivo, e efdto a decodifica, tira do arquivo e repete-se 0 processo com o arquivo resultante.

Entretanto, neste esquema de decodifio&cpreciso uma representacconveniente para o
codigo de prefixo, a qual pode ser obtida aésde umarvore biréria, cujas folhas representam os
caracteres.

Uma palavra de@digo para um determinado caractere pode ser interpretado como o cami nho
percorrido da raiz & o caractere, sendo que o caminho indo para o filho da esqeieegaesentado
por 0 e para o filho da direita por 1.

Considere aérvores da Figura 3.1.1, ondéaevore (a) representa @digo de comprimento
fixo e (b) aarvore do édigo de comprimento vavel, ambas para a configugacde problema da
Tabela 1.

Na arvore (b) para chegar ao caractere 'd’ percorremos o caminho 1, 1, &, is&@rvore
“caminha-se” para o filho da direita 3 vezes para alcancar a folha que representa o caractere 'd’ (isso
é facilmente observado na Figura anterior).

Um fato importante a ser considerag@ue umaarvore biraria completa (umarvore onde
cada no que @ é folha tem dois filhos) corresponde a uidigo de prefixodtimo. Observando
novamente a Figura 3.1.1, vemos quareore (a) Ao & completa. Sendo assim, odigo de prefixo



=) \ ()

[a45] [b13] [c12] [a16]| [e8 ] [F5
(@) (b)

Figura 3.1: Arvores correspondentes aos esquemas de codifica¢ ao da Tabela 1

de tamanho fixo do nosso probleniore 6timo. A arvore B por sua ve& completa, e desta forma
podemos afirmar que @digo de prefixo de tamanho vaviel do nosso problen&abtimo.

Como estamos interessados em wdigo 6timo, podemos restringir a atéi soment&és
arvores biarias completas. Neste caso, considere C o alfabeto de onde os carduierbtdos e
tamkem considere que as fré&ncias de caracteredspositivas. Temos db que aarvore para um
codigo de prefixddtimo ted exatament&”| folhas (ou seja, uma folha para cada item do alfabeto),
e |C| — 1 nos internos (sendo que @mero de Bs de grau 2 em qualquérvore biréria rao vazisé
uma unidade menor que @mero de folhas. Isso pode ser provado por igdyg

Pode ser observado que o tamanho da palavradig@ para um determinado caractére
igual a profundidade deste caracterearaore. Observe, pela Figura 3.1.1, que a profundidade da
folha que representa o caractenaarvoreé tres, quee exatamente o tamanho da palavra déigo
gue representa este caractere (111). Aiféegia que cada caractere aparece no arquivoé&amb
e conhecida. Com estes dados, podemos definir o custo démwm@ que representa urdigo
de prefixo, ou seja, podemos determinar facilmente quantos bits seceswios para codificar o
arquivo.

Sendo umarvoreT correspondente a unbdigo de prefixof(c) a fregiéncia do caractere
e dr(c) a profundidade da folha denaarvore (tem-se(c) e c para todoe € C). Enio o custo da
arvoreT €:

B(T) =) f(c)dr(c) (3.1)

ceC

3.1.2. A constru@o de um @&digo de Huffman

A seqguir sea apresentado um algoritmo dadigo de Huffman, qué um guloso que produz um
codigo de prefixodtimo, e aps sea provada sua corrag (baseando-se na propriedade de escolha
gulosa e subestrututdima, que foram abordadas naded..2).



Algoritmo 7 Codigos de Huffman

1: funcdo HUFFMAN(C)

n «— |C|

Q—C

paratodoi = 1 atén — 1 faca
alocar um novo @ z
esquerdg] « = «— EXTRAI_MIN(Q)
direitaz] « y «— EXTRAI_MIN(Q)
flz] < fla] + fly]
INSIRA(Q, =)

10: fim para

11: retorne EXTRAI_MIN(Q)

12: fim fungcao

N

O funcionamento do algoritmo sé da seguinte forma: a fila de prioridad@< inicializada
na linha 2, recebendo os elementos de C. De forma geral, o objetivo d lago for nas linh&s 4-10
substituir, nafila de prioridades, os do@srde mais baixa fré@ncia (osx ey, no caso do algoritmo),
por um novo B (z) que representa sua intercaac

O novo b z possui como filhog: e y (€ indiferente qual deles filho da esquerda e qual
filho da direita, pois independentemente da orderbdign ted 0 mesmo custo), e como frécia a
soma das fre@gncias der ey. Aposn — 1 intercala@es, retorna-se a raiz davore na linha 9.

O funcionamento do algoritm® descrito a seguir na Figura 3.2&gima pagina).

3.1.3. Prova de corretude

Conforme exposto, para provar a coéteglo algoritmo, sé&mostrado que o problema de determinar
um abdigo de prefixdtimo exibe as propriedades de escolha gulosa e de subestititnga Sejam
os dois lemas seguintes (o primeiro mostra que a propriedade de escolhaégudltida e o segundo
gue o problema de construibdigos de prefix@timos tem a propriedade de subestrututima).
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Figura 3.2: Funcionamento do algoritmo de Huffman

Lema 1: Seja C um alfabeto em que cada caractere C' tem freqiénciaf[c|]. Sejamz e y dois
caracteres er@' que tem as frei@gncias mais baixas. Eu, existe um@digo de prefixatimo parac
no qual as palavras dédigo parar e y ttm o mesmo comprimento e diferem apenaslitiono bit.

Prova do lema 1: a idéia & modificar umarvore que possua unddigo de prefixcdtimo em uma
arvore que possua um outrédigo de prefixadtimo, de tal forma que os caracteres y aparecam
como folhas irmas na profundidade axima da novaarvore. Se isso for feito, as palavras @eligo

parax e y terao 0 mesmo comprimento éo diferir apenas noltimo bit.

Considere a Figura 3.3 a seguir.



Figura 3.3: Passo chave do lema 2

NaarvoreT’, os caracteres e b representam folhas irfis de profundidade axima. Suponha
que fla] < f[b] e flx] < fly] (isso rao implica em perda de generalidade). Disso decorre que
flz] < fla] e fly] < f[b] (sendo quef[z] e f]y] S0 as duas fra@ncias mais baixas de folhas).

A arvoreT” é resultado da permutag dea comz emT, e aarvoreT” é resultado da troca
deb comy emT”. Pela equaio (3.1) a diferenca de custo enfr& 7’ € > 0, assim como a diferenca
de custo entrd” e T” tamkemé > 0 (isso pode ser facilmente verificado utilizando a egoa@.1).
Dica: observe que a profundidadexdem?” & iguala profundidade de emT, e vice-versa).

Entio, temos qué3(T’) < B(T) e, comoT & 6tima, B(T') < B(T"), o que implica que

B(T") = B(T). Desta formaI” & umaarvoredtima na qual os caracterese y aparecem como
folhas de profundidade axima, e a partir disso decorre o Lema 1.

Lema 2: SejaC' um dado alfabeto com fré&@nciaf|[c| definida para cada caractere C'. Sejam dois
caracteres ey emC com frediéncia ninima. Seja”’ o alfabetaC’ com os caracteres y removidos
e 0 (novo) caractere adicionado, de forma qu&’ = C' — {z — y} U {z}; definaf paraC’ como

paraC', exceto pelo fato de quf{z] = f[z] + f[y]. Sejal” qualquerarvore representando urbdigo

de prefixobtimo para o alfabet@”’. Eno aarvore T, obtida a partir d&’ pela substituigo do ® de

folha paraz por um ro interno que tem: e y como filhos, representa unddigo de prefixatimo para
o alfabetoC.

Prova do lema 2: o primeiro pass@ mostrar que o custB(7") daarvoreT' pode ser expresso em
termos do cust®’(7T") daarvoreT”’. Tem-se que para todoe C — {x,y}, dr(c) = dr(c), e desta
forma flc] dr(c) = f[c] dr(c). Com menos formalidade, para todos os caracteeseto para
x ey, a sua profundidade reavoreT & iguala sua profundidade effi’. Em resumo, tirando-se os
caracteres ey deT e o caractere de7”, os custos das duasvores 8o iguais.

A profundidade de ey emT & iguala profundidade de+1 em T, istoé: dp(z) = dr(y) =
dr:(z) + 1. Assim, temos que:

flaldr (x) + flyldr(y) = (f[z] + fly]) (dr(2) + 1)

flzldr(2) + flax] + fly]

Pode-se concluir edb que



B(T) = B(T") + flz] + fly]

ou, equivalentemente,

B(T") = B(T) — flz] - fly]

A partir de tais fatos, podemos provar o lema por contéami¥/amos supor quegavorel’ nao
represente umardligo de prefixdtimo paraC. Enfo existe umarvoreT” tal que B(T") < B(T).
Pelo lema 17" temz e y como irmAos. Por fim, sejd”” a arvoreT” com o pai comum de ey
substitddo por uma folha com freqiénciaf|z] = f[z] + f[y]. Assim,

B(T") = B(T") - flz] — fly]
< B(T) — flz] — fly]
= B(T")

Neste ponto chegou-se a uma contradipara a hiptese (que T’ representa urbdigo de
prefixo6timo paraC’), e desta formd’ deve representar unddigo de prefixadtimo paraC'.

A partir dos lemas 1 e 2, a prova do teorema a sdgjinrediata:
Teorema 2: O procedimento HUFFMAN produz undigo de prefixatimo.

Em [7], p. 327,6 apresentada a comprassle Huffman utilizando palavras, que possui as
mesmas idias kasicas que o caso apresentado neste trabalho: cada palavra diferente écoesio
derado um ®nbolo, suas respectivas fi@ncias 8o determinadas e éat um ©digo de Huffmare
gerado para representar as palavras.

3.1.4. Complexidade

Na aralise da complexidade do algoritmo 7, suponha que a fii@plementada como um heap
binario (definido como um objeto arranjo que pode ser visto comoamae biraria praticamente
completa. Mais detalhes podem ser obtidos em [3], p. 103). A inicid@aea linha 3 pode ser
realizada en®(n) (veja a sego 6.3 em [3], p. 107).

O loop for contribuiO(n log n) no tempo de exec@p, sendo que o loop executada — 1
vezes e cada opef@g de heap exige tempgd(logn). Sendo assim o tempo total de exemnglo
algoritmo para uma entrada de tamamh®O (n logn).

3.2. Planejamento $écheduling

A idéia é organizar tarefas de tal forma que o tempedin que cada tarefa fica no sisteanini-
mizado. Um problema mais complexoaquele onde cada tarefa possui um prazcedaiho, € 0
lucro depender daéetmino da tarefa no prazo. Neste problema, o objdtivaaximizar o lucro (este
problemaé apresentado em [2], p.207).

No nosso exemplo, vamos pensar em um sistema como sendo um caixa de banco, e em uma
tarefa como um cliente. O objeti®enfio minimizar o tempo que cada cliente espera desde quando



entra no banco a&to momento em que termina de ser atendido. Formalizando um pouco, /iemos
clientes, sendo que cada clientea exigir um tempo de servige (1 < i < n), € queremos minimizar
0 tempo nédio que cada clientegasta no sistema.

Comon (nimero de consumidores)fixo, o problema minimizar o tempo total gasto no
sistema por todos os clientes, i&o

n

T= tempo no sistema gasto pelo consumidor
g
=1

Agora um exemplo g@tico: suponha que existangg clientes, cony = 5,t5 = 10 et3 = 3.
As poss$veis ordens que os clientes podem ser atendi@os s

Ordem T

123 5+(5+10)+(5+10+3)=38

132 5+(5+3)+(5+3+10)=31

213 10+ (10+5)+(10+5+3)=43
231 10+(10+3)+(10+3+5)=41
312 | 3+(3+5)+(3+5+10) =29 (sold@pobtima)
321 3+(3+10)+(3+10+5)=34

A interpreta@oé simples: a primeira linha indica que o cliente 1 foi atendido imediatamente,
o cliente 2 precisou esperar pelo cliente 1 e o cliente 3 precisou esperar os dois anteriores serem
atendidos.

Pode-se observar que a config@acla solugo6tima encontrada foi a seguinte: atende-se os
clientes segundo o tempo que eles utile@o sistema, isté, quem “gasta” menos temgaatendido
antes.

Para provar que esta configuiagesulta em um planejameritimo, pense em um algoritmo
guloso que congdi 0 planejament@timo item a item. Suponha que&@pos clientes, io, . . ., in
tivessem suas tarefas agendadas, fosse adicionado o glie@dempo eml’ neste momenté o
tempo necessio para os clientes, is, . . . , i, Maist;, queé o tempo neceésio para o novo cliente
7

Como um algoritmo guloso nunca &was escolhagjrealizadas (ou seja, elamvai alterar a
configura@o feita para os client€s, io, . . . , i,,), 0 que podemos fazérminimizart;. Desta forma, o
algoritmo guloso se torna simples, pois a cada passo seleciona-se entre os clientes que restam aquele
gue necessita de menos tempo, e coloca-o no final da “lista de agendamentos”.

3.2.1. Prova de corretude

Agoraé preciso provar que este algoritmo gul@satimo. Considere eb P = pips...p, COMO
sendo qualquer permutag de inteiros dé ate n, e sejas; = T);. Se os clientesé® atendidos na
ordem P, er#fo o isimo cliente necessifade um tempa; para ser atendido. O tempo gasto por
todos os clienteg engo:

T(P):31+(81+82)+(81+82—|—83)+...
=ns;+(n—1)sa+(n—3)s3+ ...



= Z (n—k+1)s
k=1

Suponha agora que Ro esteja organizado de forma crescente segundo os tempos de servico.
Entio podem existir dois inteirase b, tal quea < b e s, > sp, iSt0€, 0a-&simo clienteg atendido
antes mesmo exigindo mais tempo que&simo cliente. Observe a Figura 3.4.

1.a-1 E a+1.h-1 ] b+1.n
=]
T
_,_,_o-'-""'_'_'_ \H““x_\\
F Vel » ]
=

Figura 3.4: Trocando dois clientes de lugar

O que fazemog trocar a ordem do cliente com a do clientéh, 0 que leva o cliente que
gasta menos tempo a ser atendido antes. Com essa troca, temos uma nova ordem de gortfegurac
servicos, que denominarem®s. CasoP’ seja utilizado como configurag, o tempo total gasto no
sistema por todos os clientés

(n—a+1)sy+(n—>b+1)s, + Z (n—k+1)sg
k=1; ka,b

Se fizermos a diferencga entkee P/, temos que:

T(P)—T(P)=(mn—a+1)(sq —sp) + (n—b+1)(sp — 54)
=(b—a)(sa—sb)>0

Pode-se observar émt que a configurép P’ & melhor, pois possui um custo menor que
P. O mesmo racidaio pode ser realizado atfas da observé@p da Figura 3.4. Comparando as
configura@esP e P’, vemos que os tempos dddadosa — 1 primeiros e 031 — b (ltimos clientes
nao f0 alterados mudando de uma configérapara outra.

Na configurado P’ pode-se observar que os clientes nas j@esi¢ + 1...b — 1 deixam o
sistema antes, sendo que o cliehggsta menos tempo que o clieateEm resumo: comé deixa de
utilizar o sistema antes, os demais clientes (neste caso, os clientes daspasit . .. b-1) tan@m
sao atendidos antes.

De acordo com o que foi exposto, pode-se ver gymssvel melhorar o funciomento de
sistemas que possuam atividades que demoram mais tempo executando antes que atividades que de-
mandam menos tempo. Com isso,scos planejamentos que restaao aqueles onde as tarefas



(ou no nosso exemplo, os clientes)a@sbrganizadas de acordo com os tempos demandados para
realiza@o do servicgo, e desta forma ta@mb s10 6timos.

3.2.2. Complexidade

Na implementago do algoritmo para realizar tal tarefa, o esseriatdenar os clientes em ordem
crescente de acordo com os tempos de servico, 0 que custmimoa(n logn). Escrever o algo-
ritmo fica como exeiicio.



Capitulo 4

Algoritmos Gulosos em Grafos

Em seguida, & apresentados dois algoritmos para se descolnivae geradora mima em um
grafo conexo e ponderado, um problema que cobre muitos casos de inteatissecpmo em redes
de computadores.

Finalmente ¢ apresentado um algoritmo para se computar o caminhionm em um grafo.
Este problema tan@mé de muito interesse enariasareas da computag como a de otimizaép de
projeto de circuitosdgicos.

O Anexo 1 apresenta algumas defoes relativas a grafos. Recomendamos qué woleia
antes de continuar este ¢aypo, pois sea possvel relembrar alguns conceitos.

4.1. Arvore geradora minima

Supondo um grafo valorado, iség onde a cada arestaatribido um peso, podemos distinguir as
arvores geradoras desse grafo em @dar soma total dos pesos. Temos aqui um problema inte-
ressante: como identificar@vore que minimiza essa soma? Vamos chamaréaestae dearvore
geradora rmima de tal grafo.

Para identificar @arvore geradora mima de um grafo, existem dois algoritmos bastante co-
nhecidoKruskale Prim que apresentam a propriedade gulosa e resolvem o problema.

Esses algoritmos podem ser usados para se definir a topologiaare de custo mimo de
uma rede durante o projeto da mesma. Os pesos, nesse caso, poderiam seraowpiurglacionasse
as disncias entre os roteadores e o custo do cabeamento.

Um outro uso do destes algoritmos, seria-iss em conjunto com algoritmos de roteamento
dindmicos. Tais algoritmos recalculam as rotas entre os roteadores da rede sempneapassidade.
Por exemplo, quando cafego aumenta muito entres dois roteadores (modificando os pesos das arestas
do grafo da rede) ou quando uma falfgda elimina uma ou mais rotas (modificando o grafo da rede).
Nesses casos, @vore de menor custo indicaria a melhor rota que conectasse todos os roteadores.
“Melhor”, neste caso leva em considediaga velocidade ou throughputda rede.

SejaG = (V, E) um grafo conexo &o direcionado e valorado. O problema consiste em
achar um subconjuntd de F, tal que A forme umaarvore e a soma dos peses menor poseel.
Aplicando o algoritmdsulosonesse caso, teremos as seguintes désic
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O conjuntoS de candidatogé um conjunto de arestas distintas(de

O conjuntoS € viavel se ele @o coném nenhum circuito.

O conjuntoS & uma solugo se ele com todos os &rtices de?.

Um conjuntoS de arestaé promissor se ele pode ser completado para produzir umasolug
6tima. Em particular, o conjunto vaz@promissor.

e Uma aresta toca um conjuntbde \ertices se exatamente urértice ligado por essa aresta
existe emsS.

4.1.1. Algoritmo de Kruskal

Funcionamento do algoritmo

SejaG = (V, E) um grafo den vértices. No iiicio, A & vazio, e supomos um grafo nulo composto
dosn vértices (istog, um grafo den vértices isolados). O conjuntB & o conjunto das arestas de

G. Selecionamos a aresta ffeque tem 0 menor valor. Se ela conecta dois componentes diferentes,
colocamo-la no conjuntad e juntamos os dois componentes para formar um novo componente. Se
ela liga dois ‘ertices de um mesmo componente, @lejeitada, dado que isso formaria um circuito.
Continuamos assim@t obtengo de untinico componente. Nesse caso, o conjuhitmonstitui uma
solu@o.

Para ilustrar o funcionamento do algoritmo considere o grafo da Figura 4.1. O p&diggoc
de Kruskalé apresentado no algoritmo 8 e&biaseado em [3]. O funcionamento passo a passo
mostrado na figura 4.2.

Figura 4.1: Grafo do qual se desejaa arvore geradora minima



Algoritmo 8 AGM Kruskal

1: funcdo KRUSKAL(G)
2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:

A0
C+—0
paratodov € V faca
C—C+{v}
fim para
ordeneas arestas de& em ordem &o decrescente de peso
para cadaaresta{x, y} € E, em ordem &0 decrescentaca
sejac, ec, 0s conjuntos de e dey emC
sec, # ¢, entao

A—A+{x,y}
C—C—cz—cy+{(czUcy)}
fim se
fim para cada
retorne A

16: fim funcao

> Entrada: G = (V, E), custo: E — RT. Sdda: A (AGM)

> Conjunto de arestas de A
> Conjunto de componentes

(@ (e)

Figura 4.2: Kruskal: passo a passo

Na Figura 4.2, o conjunto dd de arestas ordenadas pelo seu peso iguak, b}, {b,c},

{d,e}, {f, g}, {a,d}, {b,e}, {d,g}, {c,e}, {b,d}, {c, f}, {e,g} e{e, f}. O algoritmo funciona
CcoOmo segue:



Passo Aresta considerada Componentes conectados

Inicializacao - {a} {b} {c} {d} {e} {f} {9}
1 {a, b} {a,b} {c} {d} {e} {f} {g}
2 {b,c} {a,b,ct {d} {e} {f} {9}
3 {d, e} {a,b,c} {d, e} {f} {9}
4 {f, 9} {a,b,ct {d,e} {f, g}
5 {a, d} {a,b,c,d, e} {f, g}
6 {b, e} Rejeitada
7 {d, g} {a,b,c,d,e, f, g}

Ao final do algoritmo,A coném as arestas escolhidgs b}, {b,c}, {d,e}, {f, 9} {a,d} e
{d.g}.

Prova de corretude

Teorema o algoritmo de Kruskal encontra urdavore geradora de pesdmmo.

Prova 1. A provaé por indu@o materatica no fumero de arestas no conjunth NOs
precisamos mostrar que gdeé promissor, i.e, pode nos levasolu@obtima, em qualquer eagio do
algoritmo, enfio ele continuar sendo promissor quando uma aresta extra for adicionada. Quando o
algoritmo fara, A &€ uma solugo para nosso problema. Desde gueontinue sendo promissor @it
a solu@oé 6tima. Base da indu@o: O conjunto vazid promissor pois 0 nosso grafbé conexo e
assim, por defin@o, existe uma sol@p. Passo da indu@o: Assuma qued € um conjunto promissor
no exato momento em que iremos adicionar a aresta{u, v}. As arestas eml dividem os s de
G em dois ou mais componentes conexospa;rest em um desses componentes esh em um
componente diferente. Sefao conjunto de s no componente que inclui Temos,

e O conjunto Bé um subconjunto estrito dé@s deG. Istoé, ele o incluiv.

e A &um conjunto promissor de arestas tais que nenhuma arestaleixaB. Para uma aresta
qgualquer e ou ela liga dois @rtices emB ou ela nem eétemB.

e ¢ € aaresta de menor peso que dé¥@odas as arestas com peso menor, ou foram adicionada
a A ou foram rejeitadas por estarem no mesmo componente conectado).

A partir das condiges acima satisfeitas, podemos concluir que o conjdnto{e} tamkem
& promissor. Isto completa a nossa prova. Dado4jgentinua um conjunto promissor em qualquer
esfgio do algoritmo, quando o algoritmam@A naoé uma simples sol@p mas a soldp otima [2].

Prova 2. (por matbides). Vamos definir um conjunto de indepéndia/ deG = (V, E)
comol = {X C E : G[X] & um grafo aiclico}. En&o, provando quéd/ = (E, I) € um matoide,
podemos usarteorema Jpara provar que o algoritmo de Kruskal devolve anare de peso mimo.
Vamos provar a propriedade de troca dado que as outras @lud#rstas.

Vamos provar esta propriedade por contradic Sejad e B dois conjuntos dd tal que
|A| < |B|. Suponha quedo exista aresta emtal que(A + ¢) € I. SejaGy, ..., Gj 0 conjunto de
componentes conexos @8 A], cada grafaz; comn; vértices en; — 1 arestas. E@do cada aresta de
B liga vértices de um mesmo componente @]. Como o rfimero néximo de arestas de um grafo
adclico comn vérticesén — 1, a quantidade axima de arestas d8@ emG; én; — 1. Portanto,

|IBl<(nmi—1)4+(ne—1)+...+ (np — 1) = |4], (4.2)



contrariando o fato ded| < |B| [3].

Prova 3. (por contradi@o). Suponha por absurdo que o algoritmo de Krus&alencontra
uma AGM (Arvore Geradora Nhima). Sejak = {e1,e2,...,e,_1} a@s arestas selecionadas pelo
algoritmo de Kruskal, nesta ordem. Sé@mmaiorindice tal que{ey, es, ..., e;—1 } pertence a alguma
arvore geradora de custommo, mase; Nndo pertence, i.ejer, e, ..., e;} NA0 pertence a nenhuma
AGM. SejaT uma AGM contenddey, es, . .., e,—1 }. Vamos considerar o exato momento em que o
algoritmo Kruskal insere a aresta Endoe; + 7', coném um circuito, digamo€’. Enfio deve existir
uma outra arest deC' que rao esh emK (pois caso todas fosselfy, teria um circuito, contrariando
o fato deK serarvore). Certamente, o0 custo fle pelo menos o custo dg, pois o algoritmo de
Kruskal escolheu; exatamente porgue uma aresta de menor custo tal dae, ea, ..., e;—1} + ¢
nao contivesse circuito. B, 7" = T + e; — f € umaarvore geradora de custo menor ou igudl.a
ComoT & uma AGM,T” tamkem deve ser. Isto contradiz o fato fl&, es, . . ., e;} ndo pertencer a
nenhuma AGM [3].

Complexidade

A complexidade do algoritmo de Kruskal depende da impleméaotatlizada para manipular con-
juntos. Note que a ordenag dos valores d& consome)(|E|log |E|) [3].

¢ \etor de etiquetas.Esta implementdp usa um vetor, indexado pelasrtices dez, onde
cada posigo tem um valor (etiqueta) diferente inicialmente. Encontrar a etiqueta de um conjunto con-
someO(1). Para fazer a udib de dois conjunto podemos trocar todas as etiquetas de um dos conjuntos
pelo do outro, gastando tempy(|V'|). Como fazemosg|V| — 1) unides, temos uma implemenéas;
de complexidade de tem@e(|E|log | E| + [V]?).

e Estrutura para conjuntos disjuntos (Union-Find). Considere a implementag da estru-
tura de dados de conjuntos disjuntos asada floresta de conjuntos disjuntos com asiktcas de
unidao por ordendgdp e compres® de caminho, pois esgaa implementap assintoticamente mais
rapida conhecida. A inicializ&p do conjuntad pode ser feita e (1).

A inicializacdo dos conjuntos de componentes conséng/|) pois cada conjunto tarl
vértice e temogV/| vértices. Oloop da linha 8 do algoritmo execut@(|E|) operages FIND e
UNION sobre a floresta de conjuntos disjuntos. Juntamente coi| apera@es de constr@p dos
conjuntos de componentes, essas offEagconsomem o tempd((|V| + |E|)a|V|) ondea & uma
funcao de crescimento muito lento (inverso da famgeAckermanh Pelo fato deiG ser suposta-
mente conectada, tem@B| > |V| — 1, e assim, as opera@es sobre conjuntos disjuntos demoram
tempoO(|E|a|V|). Além disso, tendo em vista queV | = O(log |V|) = O(log|E|), 0 tempo de
execu@o total do algoritmo de Krusk& O(|E|log |E|). Observando quez| < |V|2, tempos que
log |E| = O(log|V]), e portanto podemos redefinir o tempo de ex&ougo algoritmo de Kruskal
comoO(|E|log|V]).

4.1.2. Algoritmo de Prim

A principal caractdstica do algoritmo de Kruskd@ que ele seleciona a melhor aresta sem se preo-
cupar com a conéo das arestas selecionadas antes. O residtadoa proliferago dearvores que
eventualmente se juntam para formar vanore.

Ja que sabemos que no final temos que produzir amviare $, por que ao tentar fazer com
gue umaarvore cresca naturalmentéa obtengo daarvore geradora mima? Assim, a @xima



aresta selecionada seria sempre uma que se canaptare quej existe. Essa a ickia do algoritmo
de Prim.

A idéia do algoritmo consiste em comecar uamgore a partir de umartice qualquer, e ir
incrementando estavore com arestas, sempre mantendoteiaa e conexa. A f@xima aresta a ser
incluida deve ser uma de menor pesd,marque este algoritmo taramé guloso. A chave para se ter
uma boa implementag para este algoritmfazer a busca daxima aresta de forma eficiente.

O pseudoodigo de Primé apresentado no algoritmo 9 e&baseado em [3] e [2].

Algoritmo 9 AGM Prim
1: funcao PRIM(G, 1) > Entrada: G = (V,E), w: E — R*. Sdda: A (AGM)
2 Q—V > O conjunto de @rtices inseridos em AV — (. Inicialmente Aé vazio
3 para todov € Q faga
4 peso(v) «— oo
5 pred(v) « NULL
6: fim para
.
8
9

peso(v) < 0
enquanto@ # () faca
: u «— ExtraiMin(Q) > E inserido a arestgu, pred(u} em A
10: para cadavérticev adjacente a faca
11: sev € Q ew(u,v) < peso(v) entdo
12: pred(v) < u
13: peso(v) «— w(u,v) > Decrementa o peso
14: fim se
15: fim para cada

16: fim enquanto
17: fim funcao

Para entender o funcionamento do algoritmo considere novamente o grafo da Figura 4.1. O
passo a passo do algoritra@presentado na Figura 4.3.

O algoritmo funciona como segue: arbitrariamente selecionamédioan como inicial.

Passo Aresta considerada Bk conectados
Inicializacdo - {a}
1 {a,b} {a,b}
2 {b,c} {a,b,c}
3 {a,d} {a,b,c,d}
4 {d, e} {a,b,c,d, e}
5 {d, g} {a,b,c,d,e, g}
6 {9, f} {a,b,¢,d,e, f, g}

O resultadod = {a, b}, {b,c}, {a,d}, {d,e}, {d, g} e{g, f}.

Prova de corretude

Teorema o algoritmo de Prim encontra undavore geradora de pesdmimo.
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Figura 4.3: Prim: passo a passo

Prova 1. vamos supor que o teoremdavalido paraarvores constfidas com & m arestas.
Vamos provar que pararvores constidas comm + 1 arestas, o teorema taénn & verdadeiro.
Vamos provar este passo mantradi@@o. suponha que o teoremamseja @lido param + 1 arestas.
Neste caso, sejf’ = (V', E’) aarvore encontrada na ite@g anteriore a ptoxima aresta de menor
peso ligandd’’ aV — V', e T* umaarvoreo6tima tal quel” & subgrafo dg™. Assim,T* + e tem
apenas um circuito. Certamente deve existir uma arestee ligando \ertices emi’’ eV — V'’ pois
se ao ligar criamos um circuito. Portant6* + e — f tamkemé umaarvore minima, contrariando o

fato de rdo existirarvore6tima engloband@” e e [3].

Prova 2: suponha que o teorenggfalso. Enéio deve existir umarvoreT' geradadtima (note
gue umaarvore queé expandsel para umaarvore de peso mimo & aarvore contendo apenas o
vérticer). SejaT’ uma menoirvore gerada quean € expandsel para umaarvorebtima. Sejee a
Ultima aresta inserida efie 77 = (T — ¢). SejaT™* uma expar&o de7” para umaarvoreobtima.
Assim,T* 4 e tem um circuito. Remova a aresfaleste circuito, tal qu¢ # e e f tem apenas uma
extremidade nosértices del”. Pela escolha de T* + e — f € uma AGM, contrariando a escolha de
T [3].



Complexidade

A complexidade do algoritmo de Prim depende da impleméwtatilizada para manipular conjuntos
[3].

e Heap binario. Podemos usar a rotifaonstibi-Heapnos passos 1-5, com complexidade
de tempoO(|V]). A cada iterago doloop do passo 8¢ removido um elemento d@, e portanto
o loop & iterado potfV| vezes. Como &xtraiMin(Q) & executado em temp@(log |V]), 0 passo 9
é executad@)(|V|log |V]). O loop do passo 8 juntamente comlaop do passo 10 percorre todas
as arestas, visitando cada uma duas vezes, uma para cada extremidade. Portanto, os passos 11-13
sao executado®(|E|) vezes. Especificamente o passoél@ma opergdp de decrementag, que
em umheap birario pode ser implementado em tem@dlog |V'|). Finalmente, o tempo total desta
implementagoé O(|V|log |V| + |E|log |V ), i.e,O(|E|log |V]).

Para exemplificar, suponha:

eV=1223,4,56,7,8,9,10
e Peso=9,7,10,8,14,16,4,2,3,1
e PosHeap=2,5,6,4,3,1,9,8,7,10

Figura 4.4: Estrutura de dados heap

e Arvores balanceadas. Outra estrutura que taraln pode ser utilizadé a estrutura de
arvoreAV L. Nestaarvore, temos a constréig daarvore enO(n log n) e qualquer consulta, insérg
ou remo@o emO(logn). Portanto, a complexidade do algoritmo usando esta estrutur&tamb
O(|E|log [V]).

4.2. Caminho ninimo grafo

Para representar o caminhdnimo de um ertice s att um \érticev, usaremos uma fuio pred|].
Esta fun@oé responavel por dizer quengd o predecessor de um dadertice. Deste modo, estando
em um \erticey e tendo querred[z] = y sabemos que chegamos era partir dey.

O algoritmo que iremos considerar utilizaézhica de relaxamento. Para caésiceu € V,
manteremos um atribu@v] que sed um limitante superior para um caminhénimo des av. De
fato, a cada momento, usangeed, teremos um caminho de ped@|. Os valores dered[v] e
d[v] devem ser inicializados pelo algoritmo 10. O relaxamento sobre uma éresfaé feito pelo
algoritmo 11. O valor dé[v] significa que B um caminho de parav com pesal[v].



Algoritmo 10 InicializeCaminhoMnimo

1: procedimentoINICIALIZE CAMINHO MiNIMO (G, s) > Entrada: G = (V, E)
2: para cadavérticev € V faca

3 d[v] « o0

4 pred[v] « NULL
5: fim para cada
6
7

d[s] <0
. fim procedimento

Algoritmo 11 Relax

1: procedimento RELAX (u, v, w) > Entrada: vérticeu e v e conjunto de pesos das aresta} (
2:  sed[v] > d[u] + w(u,v) entao

3: d[v] > du] + w(u,v)
4: pred[v] «— u
5.  fimse

6: fim procedimento

4.2.1. Algoritmo de Dijkstra

O algoritmo de Dijkstréé um algoritmo guloso para encontrar caminhdsimos a partir de um
vértice sobre grafos com pesdsomegativos.

O algoritmo marém um conjuntaS que coném os ertices com os caminhosimimos cal-
culados & o momento. A cada iterag o algoritmo seleciona um novénicev para ser inclido em
S, tal quev & escolhido entre oytices de&V — S com menor valor de[v]. O vérticev & includo
em .S e todas as arestas que saemv da@o processadas pela rotiRalax

O pseudoodigo de Dijkstreé apresentado no algoritmo 12.

Algoritmo 12 Dijkstra

1: procedimentoDIJKSTRA(G, w, s) > Entrada: G = (V, E), conjunto de pesos das aresta$ ¢
o0 vertice inicials
S «— o0
Q—V
enquanto( facaQ # ()
u «— EstraiMin(Q) > Em relago a d[]
S — Su{u}
para cadavérticev € Adj(u) faca > Adj(u) é a lista de arestas para erticeu
Relax,v,w)
fim para cada
10: fim enquanto
11: fim procedimento

©oNoaRr®ON

Para entender o funcionamento do algoritmo considere as figuras 4.5 a Figura 4.14 nesta

ordem.



Figura 4.5: Dijkstra: passo 1 Figura 4.6: Passo 2

Figura 4.7: Passo 3 Figura 4.8: Passo 4
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Figura 4.9: Passo 5 Figura 4.10: Passo 6




Figura 4.11: Passo 7
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Figura 4.13: Passo 9
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Figura 4.12: Passo 8

7

Figura 4.14: Passo 10



Prova de corretude

Apbs a finalizago de algoritmo de Dijkstra sobre um grafo orientado, com pedosagativos nas
arestasw : E — RT e \ertice de iicio s, temosd[u] = (s, u), para todo @rticeu € V. Nota:
0(u,v) denota o valor da soma dos pesos das arestastdey sendoso quando @&o e um caminho
dewu av.

Prova: Vamos mostrar que no instante em qué inserido emS, d[u] = d(s,u). Vamos
mostrar por contrad@p. Suponha que exista urarticew tal que ao inserie. em.S, dlu] # (s, u).
Escolhau como o primeiro @rtice em que isso ocorre. Claramente# s, ja qued[s] = d(s, s) = 0;

Se o caminho associadalfu| ndoé de peso fimimo en&o deve existir um outro caminh®
des au de pesdi(s,u) < d[u]. Seja(z,y) a primeira aresta dB que liga um erticez € S com um
verticey € (V — S). Comoz € S ey € Adj[x] temos, pelos passos 7 e 8 (chamad&ey, que:

S

u

Figura 4.15: d[y] < d[z] + w(z,y).

Como todos os pesos d&sao rao negativos éz,y) € P, temos que

dly] < d[z] +w(x,y) < o(s,u). (4.2)

Comoz ey pertencem &V — S) eu €& escolhido antes detemos que

d[u] < d[y] (4.3)

Das inequaies 4.2 e 4.3 temos que

dlu] < dy] < dle] + w(z,y) < (s, u). (4.4)

Claramente, a inequag 4.4 contraria a escolha de

Complexidade
A complexidade de tempo dgicializaCaminhoMnimoé& O(|V]). No entanto, a complexidade total
do algoritmo de Dijkstra depende da implemeatade() (a fila de prioridades).

e \etores lineares O uso de vetores lineares para representar os vetiresred[], indexa-
dos pelos @értices e usando a implemeréiagdelista de vizinhancapara os grafos podemos realizar



0 passo 5 com complexidade de tempo ta2dlV |2) e o passo 8 com complexidade de tempo total
O(|E]) (a chamada da rotindelaxé executada em tempo constante). Desta forma, a complexidade
final do algoritmo nesta implemengge O(|V|?).

e Heap binario. O uso de unheapbinario para represent&}, nos permite construir beap
(passo 3) com tempO(|V]). A operago ExtraiMin(Q) (passo 5¢ executaddl’ | vezes e pode ser
feita com complexidade de tempg(log |V|), isto &, O(|V]log |V|). A opera@o de decremento de
um valor doheap(passo 2 da rotinRelay pode ser feita em tempd(log |V|) e portantdRelaxpode
ser implementada e®(log |V'|). Como pode haver @ E| chamadas d&elaxno passo 8, temos
uma complexidade total de(|V'| + |E|log |V]).



Capitulo 5

Algoritmos Gulosos como heurstica

Existem problemas para os quais nenhum algoritmo guloso conhecido produz uraasting, mas

para os quais algoritmos gulosos possuem uma alta probabilidade de produzirebessohoas”.

Nos casos em que uma sdiacquasetima, ou seja, aquela que fica uma certa porcentagem acima
da solu@o6tima, &€ aceiavel, os algoritmos gulosos frégntemente fornecem a maneira maigida

para se chegar a tal sohg“boa”.

Na verdade, quando para se chegar a uma &olbigma de um problema preciso realizar
uma €cnica de busca exaustiva, a escolha de um algoritmo guloso (ou outrstibaupode ser a
alternativa vavel, mesmo &o produzindo uma sol&g 6tima.

A sequir, sed apresentado o Problema do Caixeiro Viajante (TSRveling Salesman Pro-
blem), no qual odinicos algoritmos conhecidos que produzem uma 8olagma o do tipo “tentar
todas as “possibilidades”. Tais algoritmos podem ter tempos de é@ecuge 80 exponenciais no
tamanho da entrada [1].

Resumidamente, pode-se dizer que o problema consiste em encontrar em umagrafo n
direcionado, com pesos nas arestas, um caminho (ciclo simples que inclua todrBces)vde tal
forma que a soma dos pesos das arestas s@janm Um caminhcé freqientemente chamado de
ciclo Halmitoniano.

Exemplos de aplicdigs paticas deste problema incluem deste a deterrimae rotas &to
problema do caminho do cavalknfght's tour problem Nestelltimo, o objetivoé encontrar uma
sediéncia de movimentos de tal forma que o cavalo visite cada quadro do tabuleiro de xadrez somente
uma vez e retorna sua posigo inicial. Para tornar a &a do problema mais clara, considere a Figura
5.1 a sequir.

O item (a) da Figura 5.1 mostra uma #stia do problema TSP, ondéosdadas as coorde-
nadas de cadaévtice (no problema TSP esteésoschamados cidades), e o peso de cada satddo
pelo seu tamanho. Aqui assumimos que todas as arestas existem. Os demais itens da Figura 5.1 ((b) -
(e)) mostram quatro diferentes caminhos entre as cidades, que possuem tamanhos 50.00, 49.73, 48.39
e 49.78, respectivamente. O caminho mais curto, portardalado em (d).
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Figura 5.1: Uma inst ancia do problema do caixeiro viajante

O algoritmo guloso idealizado para o problema E3Fna variante do algoritmo de Kruskal’s
apresentado anteriormente. Comoérids de aceitaip, istoé, como criérios para determinar se uma
aresta sob considei@&gira ou rao se unils p selecionadas, temos que a aresta sob consiterac

e Nnao leve um ertice a ter grau &s ou mais;
e nao venha a formar umirculo, a menos que oiamero de arestas selecionadas seja igual ao
nimero de @rtices no problema.

Grupos de arestas selecionadas sobre tairiogtido formar um grupo de caminhog@ar
conectados &toultimo passo, onde dBnico caminho restan&fechado para formar um caminho.

Voltando ao exemplo apresentado na Figura 5.1 o caminho esc@ludepresentado pelo
item (b) da figura, qué o caminhaw — b — ¢ — d — ¢ — f (e eventualmentey — f para
completar o caminho). Embora&n seja a sol@p 6tima, & uma solugo com um custo a mais de
apenas 4%, qué uma diferenca acéiel (considerando nosso érito inicial de aceitar soludgs
guasedtimas). Achar o caminho fica como exeio (Dicas: (i) a primeira aresta pega aresta (d,e),
gue possui tamanho 3; (i) as arestas (a,c), (d,f), (b,e) e (Bodiasscartadas poaa obedecerem aos
critérios de aceitdip relacionados anteriormente. Agora ficadilffazer o exercio).



Capitulo 6

Conclusoes

Muitas vezes na computag tem-se a igia de que quanto mais sofisticado um algoritmo mais preciso
eleé. Estaé uma iia erradaE possével combinar elegncia e simplicidade quando se conhece bem
o problema sendo tratado. Ise® que nos prova a teoria dos algoritmos gulosos. Os algoritmos de
Kruskal, Prime Dijkstra sao exemplos de &las de certa forma intuitivas ao ser humano (a busca do
gue nos parecetimo no momento atual) e qu@al certo.

Obviamente, nem sempre essa abordagarfuircionar. No entanto, uma vez que o problema
intrinsecamente tenha a propriedade de ser resolvido por essa abordagem, muito trabadhsepoder
evitado na busca de algoritmos capazes de rédolv
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Anexo 1 - Grafos

Neste anexo mostraremos alguns conceitos relacioriattmsia de grafos. Estes conceitosasam-
portantes em algumas das 8eg anteriores, principalmente quando tratarmos de algoritmos gulosos
em grafos. Os conceitos foram tirados de [2], [3] e [4].

6.1. Conceitos e definiges

Um grafoG = (V, E) & um conjuntol de \értices e um conjunt@ de arestasedgesem ingEes)
onde cada ares&um par de értices (Ex.:(v,w)). Um grafoé representado graficamente usando

conectoresé” para \ertices e retas ou curvas para arestas. Veja um exemplo na Figura 6.1.

d

Figura 6.1: Exemplo de um grafo simples

O grafo da Figura 6.1 possui V£, b, ¢, d, e, f e E ={(a, b), (b, c), (b, e), (c, e), (c, d),
(d, f)} onde(a,b) & uma aresta entre ognicesa e b. Normalmente, arestas do tifo, a) nao .0
permitidas.

Um grafo pode ser dirigido ouam dirigido. Em um grafo dirigido, a ordem entre @stices
de uma arestéw, w) € importante. Esta arestediferente da arestav, v) e & representada com uma
flecha dev paraw como mostra a Figura 6.2.

W
/;\M,,‘w Wo= v, w, I} E = {(v,w), (v, Z), (w,Z)}

Ted
Figura 6.2: Exemplo de um grafo dirigido

44



Em um grafo @o dirigido, (v, w) = (w, v).

Um caminho path) € uma setencia de erticeswvy,vs,...,v, conectados por arestas
(v1,v2), (v2,v3), ..., (vh—1,v,). AS arestas@o tami@m consideradas como parte do caminho. Veja
um exemplo na Figura 6.3.

W
¥ caminhos: v, Wy
z WX
i YW Z
i

Figura 6.3: Um caminho em um grafo

Um circuitoé€ um caminho onde; = v, comob, ¢, d, e, f,d, b.

a b =

Figura 6.4: Circuito em um grafo

Um circuito sea simples se nenhunéxtice aparecer mais de uma vez, exceto o primeiro e 0
Gltimo. Um circuito simple€ chamado de ciclo.

e Definicdo 1: dado um grafo, dizemos que énicev & adjacente aocérticew se existe aresta
(v, w) no grafo.

e Definicdo 2: um grafoé conectado se existe um caminho entre déisices quaisquer do
grafo.

e Definicao 3: digrafoé um grafo dirigido.

e Definicdo 4: o grau de um &rtice & o rumero de arestas adjacentes a ele. Em um grafo
dirigido, o grau de entrada de urarnticev &€ o rumero de arestgav, v) e o grau de §daé o
nimero de aresta®, w). Veja um exemplo na figura 6.5.

T
W

T
J_'_'__,da-'-'

Figura 6.5: Grau de um v értice. v possui grau de entrada 2 e grau de saida 1

e Definicao 5: uma fonteé um \ertice com grau de entrada O e grau delaz 1. Um sumi-
douroé um \értice com grau de &a 0 e grau de entrada 1.

¢ Definicdo 6: um grafoé completo quando existe uma aresta entre daioes quaisquer do
grafo. O grafo completo de vérticesé denotado poK,,. Veja um exemplo na figura 6.6.

e Definicao 7: Um subgrafas’ = (V’, E’') de um grafaz = (V, E') € um grafo tal qu&” C V/
e B’ C E. Veja exemplo na figura 6.7.
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Figura 6.6: Grafos completos

Figura 6.7: Subgrafos

¢ Definicdo 8: Um grafoG = (V, E) & bipartido sé” pode ser dividido em dois conjunt®%
eV, tal que toda aresta d& une um ertice del/; a outro del;. Veja exemplo na figura 6.8

Figura 6.8: Grafos bipartidos

e Definicdo 9: Dados dois grafo&, = (V1, E1) e Gy = (Va, E»), dizemos quér; é isomorfo
aG, se e somente se existe uma faa¢ : V; — V5 tal que(v, w) € E; se

(f(v), f(w)) € B2V v,w € V. (6.1)

Veja exemplo na Figura 6.9.

Figura 6.9: Grafos isomorfos.  f = (1,b), (5,¢), (3,d), (2,a), (4,¢€)

6.2. Historia

O primeiro problema de teoria dos grafos estudado foi o das pont&srisberg



terra: v

Rio )

terra: w

Figura 6.10: As pontes de Kdnisberg

Esta cidade possaum rio com duas ilhas conectadas por sete pontes. A figura 6.10 apresenta
uma ver&io simplificada. O problem@saber sé possvel caminhar de um ponto qualquer da cidade
e retornar a este ponto passando por cada ponte exatamente um vez.

Euler resolveu este problema criando um grafo em que terra éiridetice e ponté aresta
como na Figura 6.11.

Wy
Figura 6.11: Proposta de Euler ao problema das pontes de Koénisberg

Quando caminhamos por ungnice, temos que entrar e sair dele (ou vice-versa, no caso do
ponto inicial), o que significa que usamos ufmrero par de arestas cada vez que passamos por um
veértice.

Como o grafo acima possuéxtices com imeroimpar de arestas, a resposta para o problema
€ NAO.

6.3. Estruturas de dados para grafos

Um grafoG = (V, E) & usualmente representado por umetriz de adjaénciasou por umdista de
vizinhancas

Matriz de adjacéncias

Sendon 0 nimero de @rtices de7, uma matriz de adj@&ncia paras € uma matrizA = (a;;) nxn
tal quea;; = 1 se(v;,v;) € E.

A desvantagem desta represeftag que ela ocupa muito espaco sepoucas arestas. Neste
caso, a maior parte da matézinitil. A vantagemé que podemos saber se uma aresta existé&ou n
em tempo constante.



Veja exemplo na Figura 6.12

Wy e

vz-“/ \‘ Wy A=W,
e

Figura 6.12: Representa¢ &o de grafos por matriz de adjac éncia
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Lista de vizinhancas

Ha um vetor dex posi@des cada uma apontando para uma lista. A posido vetor aponta para uma

lista contendo amerosj tal que(v;, v;) € E. Para o grafo da Figura 6.12 temos a lista de vizinhancas
da Figura 6.13.

+— nil
+— [} nil

T— nil

+—— [ [E—nil

Figura 6.13: Representa¢ &o de grafos por lista de vizinhanga

6.4. Caminhos
6.4.1. Caminho Euleriano

Definicao: um grafoG nao dirigidoé Euleriano se existe um caminho fechado (circuito) que inclui
cada aresta d€'. Este caminh@ chamado de “caminho Euleriano”.

Arestas em um circuitodo se repetem. Assim, um caminho Euleriano &ontada aresta do

grafo exatamente uma vez. Veja exemplo na Figura 6.14.
4 1
—a
o o 3/2
?'\. 6

Figura 6.14: Caminho Euleriano em um grafo

= Caminho
Eureliano:




6.4.2. Caminho Hamiltoniano

Definicdo: um circuito Hamiltoniano em um grafo conectadd@ um circuito que inclui cadaértice
de G exatamente uma vez.

Encontrar um circuito Hamiltoniano (CH)claramente mais ddil que encontrar um caminho
Euleriano (CE), pois cada vez que atingimos (num percurso) énicgv a partir de uma arestg
nunca mais podemos usare quaisquer de suas arestas. Em um @G, podefamos usae, mas
podefamos usab e suas outras arestas. Veja exemplo na Figura 6.15.
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Figura 6.15: Caminho Hamiltoniano em um grafo

6.4.3. Caminho ponderado entre &rtices

Definicdo: um grafo com comprimentos (ou pesos) associa a cada aresta um comprimeatangue
nimero real positivo. O comprimento de um camirgha soma dos comprimentos de suas arestas.
Veja exemplo na Figura 6.16.

Figura 6.16: Caminhos ponderados em um grafo
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Exercicios propostos

Todos os exeiicios $0 referentes a [2] e [3].

1. em[2]:
(a) 6.1 Caracteisticas gerais dos algoritmos gulosos;
(b) 6.7: Grafos;
(c) 6.9: Kruskal;
(d) 6.1Q Kruskal e Prim;
(e) 6.11 Sobre a exigncia de mais de uma AGM para um mesmo grafo;
(f) 6.13 Implementag@o de Prim conineaps
(g) 6.14e6.15 Dijkstra.
2. em[3]:
(a) 16.1-4 Sele@o de atividades;
(b) 16.2-3 Sugesto de algoritmo guloso para uma variante do problema da mochila;
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