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Prefacio

Esta é uma nova edigao em que acrescentamos novos exercicios e fizemos algumas
corregoes.

Apresentamos um estudo introdutorio & computagao quantica. Esse é um do-
minio recente, uma combinacdo de trés areas bem conhecidas: matemaética, fisica e
computagao.

Vamos nos concentrar em aspectos matematicos da computagao quéntica. Ape-
sar de desejavel, nenhum conhecimento prévio sobre fisica ou computagao é neces-
sario. Quanto & matemaética, a principal exigéncia é um curso basico de algebra
linear.

O texto esta dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1, fazemos uma breve
exposigao sobre computadores classicos (Se¢ao 1.1) e apresentamos os conceitos
basicos usados no texto (Segao 1.2). Comparamos, rapidamente, computadores
classicos e quanticos na Secao 1.1 (essa discussdo serd mais util para aqueles com
algum conhecimento de computagao). A Segao 1.2 é fundamental para todo o livro
e devera ser consultada constantemente.

No Capitulo 2, descrevemos alguns dos circuitos quanticos que serao utilizados
nos capitulos seguintes. Nos Capitulos 3 e 4, cremos, esté a nossa principal contri-
buigao: produzir um texto em portugués que estimule o estudante de graduagao, em
qualquer area de ciéncias exatas, a estudar o assunto. Nesses capitulos, descrevemos
os dois algoritmos mais divulgados em computagao quantica: o algoritmo de Grover
(Capitulo 3) e o algoritmo de Shor (Capitulo 4). O quarto capitulo é denso e, por
isso, exigira uma leitura mais atenta. No entanto, o texto tem todas as definigoes e
referéncias necessarias para a compreensao desse algoritmo fundamental.

Existem 6timos livros sobre o assunto em lingua inglesa (veja a bibliografia). O
mais famoso, ja um cléssico, é o livro de Michael A. Nielsen e Isaac L. Chuang [16].

Para futuras edigbes melhoradas de nosso trabalho, gostariamos de receber cri-
ticas e sugestoes por parte dos leitores.

Finalmente, agradecemos o apoio da Sociedade Brasileira de Matematica Apli-
cada e Computacional (SBMAC), do Programa Institutos do Milénio (Informagao
Quéntica), da FAPERJ, do CNPq e, em particular, ao Prof. Rubens Sampaio, pelo
incentivo.

Os Autores

Rio de Janeiro, 11 de agosto de 2005.
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Capitulo 1

Conceltos Basicos

1.1 O Computador Classico

Um computador classico pode ser descrito de forma bastante genérica como uma
méquina que 1& um certo conjunto de dados, codificado em zeros e uns, executa
célculos e gera uma saida também codificada em zeros e uns. Zeros e uns sao estados
que podem ser representados fisicamente. No caso dos computadores cléassicos,
através do potencial elétrico: 0 é um estado de baixo potencial elétrico e 1 é um
estado de alto potencial elétrico.

Zeros e uns formam um numero binario que pode ser convertido para a base
decimal. Pensemos, entao, num computador como um dispositivo que calcula uma
fungao f : {0,...,N —1} — {0,...,N — 1}, onde N = 2" (n é o namero de bits
usados na memoria do computador). Sem perda de generalidade, consideremos que
o dominio e a imagem de f s@o do mesmo tamanho. A cada conjunto de n bits
de entrada, corresponde um tnico conjunto de n bits de saida, o que caracteriza
f como uma fungao. Representamos o processo de céalculo na Figura 1.1, onde a
esquerda, temos os bits de entrada e a direita, os de saida (o processo de célculo
ocorre da esquerda para a direita).

Em geral, f é descrita por blocos elementares que podem ser implementados fisi-
camente por transistores e outros componentes eletronicos. Os blocos sdo as portas
logicas AND, OR e NOT, conhecidas como portas universais (na verdade, basta
apenas a porta NOT e uma das duas outras portas, OR ou AND). Por exemplo, um
exemplo de circuito que realiza a soma em aritmética modulo 2 de dois ntmeros,
cada um com um bit, é apresentado na Figura 1.2. As entradas possiveis sdo 00,
01, 10 ou 11. As entradas sao produzidas através de diferengas de potencial elétrico
que geram corrente elétrica. Por sua vez, a corrente se propaga através dos fios,
da esquerda para a direita, ativando as portas logicas. Os simbolos de medida, a
direita, representam que medidas de corrente sao realizadas, indicando o valor de
cada bit: 0 ou 1. O bit, na posicao inferior, da o resultado da operagao. O fio
para o bit da posigao superior é desnecessario, sendo utilizado apenas para exibir a
mesma quantidade de bits de entrada e saida.
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bity — —— bitg

bit; —— — bity

bity_1 - bit,_,

Figura 1.1: Esquema genérico para um computador classico.

Figura 1.2: Circuito para realizar a soma de dois nimeros, em aritmética médulo 2, cada
um com um bit.

O circuito da Figura 1.2 € irreversivel, pois as portas AND e OR sao irreversiveis.
Isso significa, no caso da porta AND, que se a saida for 0, ndo se sabe quais os valores
dos dois bits de entrada. Para a porta OR, ocorre o mesmo, caso a saida seja 1. As
portas AND e OR, descritas dessa forma, ndo podem ser representadas por portas
quanticas, pois como veremos, sao reversiveis.

No entanto, o circuito apresentado na Figura 1.2 pode ser transformado em um
equivalente reversivel. Para tanto, vamos utilizar a porta CNOT, representada na
Figura 1.3. O valor do bit superior (chamado bit de controle) nunca muda nessa
porta, enquanto que o bit inferior (chamado bit alvo) é alterado apenas se a = 1.
Se a = 0, nada acontece a ambos os bits (no caso quantico, que sera visto adiante,
o comportamento é bem diferente). A porta CNOT é uma porta NOT, controlada
pelo valor do bit superior. Podemos verificar que o valor do bit inferior de saida é
dado por a + b (mod 2).
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b C) a+b (mod 2)

Figura 1.3: Porta CNOT.

Generalizando a porta CNOT, usando dois bits de controle no lugar de apenas
um, temos a porta Toffoli (Figura 1.4), que pode ser usada para obter a contrapar-
tida reversivel da porta AND.

a a
b b

N
c (o ¢+ ab (mod 2)

Figura 1.4: Porta Toffoli.

O valor do bit inferior (o bit alvo) é invertido apenas se a e b valem 1. Caso
contrario, nada é alterado. A seguir, descrevemos todas as possiveis entradas e as
saidas correspondentes:

000 — 000
001 — 001
010 — 010
011 — 011
100 — 100
101 — 101
110 — 111
111 — 110

A porta AND pode ser representada por uma porta Toffoli colocando ¢ = 0. A
saida do bit inferior sera, entao, a AND b. Para obter o equivalente reversivel para
a porta OR, consulte [16].

Ainda na Figura 1.2, observe que ha uma bifurcagao de fios e nao ha problema
algum em fazé-lo classicamente. Entretanto, isso nao é possivel em circuitos quén-
ticos, devido ao teorema de “nao clonagem” (veja [19], p. 162). Verifique que esse
efeito pode ser obtido através de uma porta CNOT, colocando b = 0. Com isso, o
valor do bit superior serd duplicado.

Consideremos, novamente, a Figura 1.1. Se o computador tem 7 bits de entrada,
ha 2™ entradas possiveis, e, para cada uma delas, hd também 2" saidas possiveis.
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Com isso, o nimero de fungdes que pode ser obtido & (27)%", ou seja, 22", Todas
essas fungoes podem ser reduzidas a circuitos usando as portas universais [16, 18].

Uma questao fundamental é a “velocidade” com que um computador calcula
essas funcoes. Isso dependera do nimero de portas usadas no circuito que calcula
f. Se o numero de portas cresce polinomialmente com n, dizemos que o circuito
¢é eficiente. Por outro lado, se o niimero de portas cresce exponencialmente com
n, dizemos que o circuito é ineficiente. Esse é um método grosseiro de medida de
eficiéncia, mas util para a analise tedrica quando n é grande.

Todos os calculos realizados em um computador classico também podem ser
efetuados em computadores quanticos. Basta substituirmos as portas irreversiveis
classicas pelas homologas reversiveis quénticas. Entretanto, o atrativo da compu-
tagao quantica é a possibilidade de se ter algoritmos quanticos mais rapidos que os
classicos, para uma mesma classe de problemas. Para tanto, os algoritmos quanti-
cos devem usar propriedades quanticas, nao disponiveis nos computadores classicos,
como o paralelismo quantico e o emaranhamento.

1.2 O Computador Quantico

1.2.1 O bit quantico (g-bit)

Em computacao quantica, utilizam-se estados quanticos em vez de estados classicos.
O bit é, entao, substituido pelo bit quantico, o ¢-bit, e os valores 0 e 1 de um bit
sao substituidos pelos vetores |0) e |1), representados por

Essa notagao, utilizada em mecénica quéntica, é conhecida por notagao de Dirac.
A diferenga entre um bit e um g-bit é que um g-bit genérico [¢p) pode também
ser uma combinagao linear dos vetores |0) e |1), ou seja,

) = a|0) + Bl1), (1.1)

onde « e [ s@o numeros complexos. Note que os vetores |0) e |1) formam uma base
ortonormal do espaco vetorial C2. Essa base ¢ chamada de base computacional e
o vetor |¢) é chamado de superposicao dos vetores |0) e |1), com amplitudes o e
(. Em mecénica quantica, vetor é também chamado de estado. Usaremos os dois
termos com o mesmo significado.

A interpretacao fisica do g-bit, em (1.1), é que ele esta simultaneamente nos
estados |0) e |1). Isso faz com que a quantidade de informagao que pode ser ar-
mazenada no estado [¢) seja infinita. Entretanto, essa informagao estd no nivel
quantico. Para torna-la acessivel, no nivel classico, precisamos fazer uma medida.
A mecanica quantica diz que o processo de medida altera o estado de um g-bit,
fazendo-o assumir o estado |0), com probabilidade |a|?, ou o estado |1), com proba-
bilidade |3|? (isso significa que os valores « e 3 ndo podem ser conhecidos através
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de uma medida). Com apenas duas possibilidades, |0) ou |1), temos, entdo,
loa? + |8 = 1. (1.2)

Isso significa que a norma do vetor [¢) vale 1 (vetor unitario). Resumindo: mate-
maticamente, um g-bit é um vetor de norma 1 de C2.
Na verdade, a definicao da base computacional deveria ser

(1,0) } [ (0,0) }
0) = e 1) = ,
o= o] o m=] 0o
pois todas as coordenadas sao ntmeros complexos. Para simplificar a notagao,
usaremos 1 para representar (1,0) e 0 para representar (0,0).
Na equagao (1.2), considere « = a+1ib (a,b € R) e § =c+id (¢,d € R). Como
lof? = (Va2 +b2)? e |32 = (Ve + d?)?, podemos escrever

a?+ v+ d=1. (1.3)

Nesse caso, podemos interpretar um g-bit como sendo um vetor unitario de R?.
Entretanto, existe uma representacdo geométrica de um g-bit em R?: a esfera de
Bloch (Figura 1.5). Para tanto, passemos o q-bit

) = al0) + G[1), (1.4)

de coordenadas cartesianas para coordenadas polares (como anteriormente, o =
a+ibef=c+id(a,b,c,deR)). Usando as representagoes polares de « e 3,

a = |alexp(iv) e B = |B|exp(i(y + ¢)),

e definindo

cos(0/2) = |a| e sen(0/2) = |3,

ou ainda

6 = 2arccos(v/ a? + b?) = 2arcsen(/ ¢ + d?),
p = arg() — arg(a), (1.5)
v = arg(a),

podemos, finalmente, escrever

) = exp(in)cos(6/2) [0) + exp(irp) sen(8/2) | 1)) (L6)

EXERCICIO 1.1 Usando as defini¢oes dadas em (1.5), demonstre que a expres-
sao (1.4) pode ser escrita na forma (1.6).
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Para fins de representagao, vamos desconsiderar o termo externo aos colchetes,
exp(iy), também chamado fator de fase global. Uma razao que permite essa sim-
plificacao é que o valor do quadrado do médulo das amplitudes de um g-bit néo se
altera, quando excluimos esse fator. Por exemplo:

|a? = | exp(in) cos(0/2)|* = | exp(iv)[*| cos(8/2)|* = | cos(0/2) %,

o mesmo ocorrendo com |3|? (para um tratamento detalhado desse fato, con-
sulte [16], p. 93). Ficamos, entdo, com uma representacao de trés parametros:
dois explicitos, 6 e ¢, e um implicito, o comprimento do vetor, que é sempre igual a
um. Esses parametros podem ser utilizados para obtermos uma representagao polar
no R3, da forma

x cos @ sen 6
y| = |[senpsenf| |
z cosf

onde 0 <O <7mel<p<2m.
Usando essas convengoes, a representagao da base computacional, na esfera de
Bloch (Figura 1.5), sera:

0 0
0)= (0] e [I)=1]0
1 ~1

Ou seja, |0) serd o polo norte da esfera e |1) serd seu polo sul.

1)

Figura 1.5: Esfera de Bloch.
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Dessa forma, todos os estados de um g-bit podem ser representados (a menos de
um fator multiplicativo) na esfera de Bloch. Por exemplo, os estados %(|O> +11))

e %(|0> — 1)), que serao utilizados mais a frente, sdo representados por (1, 0, 0) e
(-1, 0, 0), respectivamente.

ExXERCICIO 1.2 Dé uma interpretacao, em termos de amplitudes e probabilidades,
para os estados representados na intersegdo entre o plano (x, y, 0) e a esfera de
Bloch.

Insistimos que nao se pode calcular exatamente os valores de |a| ou |3, em (1.4),
mesmo que haja uma grande quantidade de estados |¢) de mesmo valor. Vejamos
por qué. Apds serem feitas repetidas medidas dos estados com valores iguais a
[t)), teremos apenas os resultados |[0) ou |1). Através da quantidade de |0)’s e
|1) s encontrados, teremos um valor aproximado para os valores |a|? e |3]2. Nao
podemos garantir sua exatidao, pois trata-se de probabilidades. E mais, se para
sabermos o valor dos “coeficientes” de um simples g-bit, com uma precisao razoavel,
precisassemos de um ntmero enorme de medidas repetidas de g-bits com mesmo
valor, provavelmente haveria pouco interesse em computadores quéanticos.

Essa seria uma situagao paradoxal, pois apenas medindo estados que fornegam
os resultados |0) ou |1), nao ultrapassariamos os marcos da computacao cléssica.
Ou seja, apesar da quantidade infinita de informagao que um ¢-bit guardaria em
potencial, apenas dois valores seriam acessados por nés. No entanto, h& outro tipo
de fenébmeno que ocorre com um estado quantico, além daquele ocasionado por sua
medida. A mecénica quantica também nos diz que a evolugao no tempo de um
sistema quéantico isolado é descrita matematicamente por uma transformagao linear
[16]. Ora, sistemas quanticos isolados sdo descritos por vetores unitarios, e, como
sabemos da algebra linear, as fungoes que transformam vetores unitarios em vetores
unitarios do mesmo espago vetorial sao as transformacoes unitdrias.

Transformagoes lineares unitarias U podem ser definidas (ha outras defini¢oes
equivalentes) como aquelas que atendam a seguinte propriedade:

Ut =uvut =1,

onde Ut=(U*)T, com # indicando a conjugacio complexa, e T indicando a trans-
posicao matricial. UT ¢ denominada transformagdao adjunta de U. Desse ponto em
diante, faremos referéncia indistintamente a transformagao U e a matriz que a re-
presenta usando a mesma notagao, salvo indicacao explicita. Usaremos, também, o
termo operador com esse mesmo significado. Com isso, quando escrevermos U|v),
estaremos falando tanto da aplicagdo de U, quanto da multiplicagdo da matriz U
pelo estado [1)).

Resumindo: temos, entao, duas interacoes basicas de um computador quéntico
com os dados de entrada: transformacao unitaria e medida. A primeira, atuando no
nivel quantico, e a segunda, fazendo a ligagao entre o mundo quéntico e o classico.
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1.2.2 Produto tensorial

Para considerarmos estados com mais de um qg-bit, precisamos introduzir o conceito
de produto tensorial. Ha varios graus de generalidade para a introducao dessa
definigao. Usaremos, aqui, a mais simples e que seré plenamente suficiente para os
NnoSsos propositos.

O produto tensorial de dois estados

U1 V1

P 2
W= | el=|" 1,

Y Pp

denotado por [¢) ® |¢), tem como resultado o estado |x) com mp-linhas, dado por

11 ]
¢1<,02

wl.‘pp
¢2<,01
?/12902
=1 : | (1.7)
wQ@p

wm(Pl
wm¢2

L Ympp |

onde 1;¢; ¢ o produto usual dos complexos.
Usaremos, também, outras notagdes mais simplificadas para o produto tensorial

) ® |g). Sao elas: [¥)]), [¢,¢) e [¢p). Por exemplo:

mbm®mzm®m:

O O = O

10) = |1) @ |0) = m ? H -

o= oo
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Note que o produto tensorial nao é comutativo.
O produto tensorial pode ser estendido para matrizes quaisquer. Dadas as ma-
trizes A € C™*" e B € CP*9 a matriz A ® B € C"P*"4 ¢ definida por

AnB  ApB - ALB
AayB ApB - AyB
AeB=| " o S (1.8)

onde A;; ¢ o elemento da linha i e da coluna j de A. De forma mais precisa, porém
mais criptografica, cada elemento da matriz A ® B é definido por

(A® B)ys = AijB, (1.9)

onder = (i—1)p+kes=(j—1)g+1, com os indices variando da seguinte forma:
1<i<m, 1<j57<n, 1<k<p 1<[<q.
Por exemplo, se

100
A:{?é} e B=|0 10/,
00 1
entao
000100
000010
100
0 1 00000 1
A®B_{1o]® 8% 1Tt o00 00
010000
001000

A seguir, damos algumas propriedades do produto tensorial que serao utilizadas
ao longo do texto (considere z € C, v, vy, v2 € C™ e w, wy, wy € C™):

L 2(Jv) @ [w)) = (2|v)) @ [w) = |[v) ® (z|w)),
2. (Jor) + [v2)) ® [w) = (|v1) ® [w)) + (Jv2) @ [w)),
3. [0) @ (Jwr) + [ws)) = (|v) @ |w1)) + (Jv) & |wa)).

ExERrcicio 1.3 Demonstre as propriedade 1, 2 e 3 do produto tensorial.

Dadas duas transformacoes lineares A e B, podemos definir um novo operador
linear, A ® B, por
(A4® B)(ju) ® |w)) = Alu) ® Bluw), (1.10)

desde que garantidas as dimensoes corretas para possibilitar as multiplicagoes das
matrizes pelos vetores.

Ainda, introduzindo mais algumas notagoes, diremos que [1))®" e A®" sdo os
produtos tensoriais de |1), por ele proprio n vezes, e de A, por ela propria n vezes,
respectivamente.
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Vejamos, agora, a descricdo de um estado genérico |¢) de 2 ¢-bits. Esse sera
uma superposicao dos estados |00), |01), |10) e |11) (estamos usando a notagao
simplificada para o produto tensorial entre dois estados de 1 g-bit), ou seja,

[tb) = a|00) 4+ 3]01) 4+ +|10) + §|11), (1.11)
onde
la? + 18 + [y * + o] = L.
Visando a reduzir a notagao, podemos considerar os zeros e uns que aparecem
na equagao (1.11) como nimeros binérios, e assim,

00), [01), [10), [11)

podem ser abreviados por
10), 1), 12), [3),
usando a notacdo decimal. E claro que o |0) acima ndo é o mesmo que aparece na
definigao de um @-bit, pois tém dimensoes diferentes. Em cada caso, o contexto
esclarecera a que situacao estamos nos referindo.
Em geral, um estado |¢) de n g-bits é uma superposigao de 2" estados da base

computacional {|0), |1), ..., |2" — 1)}, dada por
-1

) = aili),
i=0

com as amplitudes «; atendendo a

2" —1
Z |Oéi|2 =1
i=0

Como haviamos comentado anteriormente, a medi¢do do estado genérico |1))
produz um resultado |ip) com probabilidade |a;,[?, com 0 < iy < 2" — 1. Usu-
almente, a medida ¢é realizada g-bit a g-bit, produzindo zeros e uns que sao lidos
em conjunto, gerando a saida |ig). Repetiremos, aqui, uma propriedade central do
processo de medida. O estado |1), antes da medigao, é inacessivel, a nao ser que
ele pertenca & base computacional. O procedimento de medida altera inevitavel-
mente |1}, forcando-o a um colapso para algum dos vetores da base computacional.
Este colapso, como vimos, é nao-deterministico, com probabilidades dadas pelos
quadrados dos modulos das amplitudes de [¢)).

Consideremos, agora, outro conceito fundamental em computagdo quantica: o
emaranhamento. Um estado de 2 g-bits pode ou nao ser o resultado do produto
tensorial de estados de 1 g-bit. Vejamos. Considere os estados de 1 g-bit

|#) = al0) + b]1)

[¢) = ¢|0) +d[1),
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onde a,b,¢,d € C. O estado definido pelo produto tensorial de |p) e [¢) é
lp) @[¥) = (al0)+b[1)) ® (c|0) +d|1))
= ac|00) + ad|01) + bc|10) + bd|11). (1.12)

Observe que um estado de 2 g-bits genérico (1.11) é da forma (1.12) se, e somente
se,

a = ac,
g = ad,
vy = be
0 = bd.
Dessas igualdades, temos que
a ¢ v e
— == e —==-.
6 d o d
Ou seja,
ad = Br.

Logo, um estado de 2 g-bits, em geral, nao é o produto tensorial de estados de 1
g-bit. Quando isso acontece, dizemos que o estado esta emaranhado. Por exemplo,
o estado |01) pode, obviamente, ser descrito como produto tensorial dos estados |0)
e |1), isto é,

01) =

O O = O
I

| —|
O =
—_
&
L———|
=)
—_

No entanto, o estado

== O

0

é¢ um estado emaranhado, pois nao pode ser descrito como produto tensorial de
estados de 1 g-bit.

1.2.3 Produtos interno e externo

Podemos definir o produto interno entre os estados |p), |¢) € C", denotado por
{¢]th), como sendo o produto matricial entre |p)f e |¢), ou seja,

(ely) = ()T =D widi (1.13)
i=1

O estado |p)T & chamado dual de |¢) e denotado por (| (|¢) e (¢| sio denominados
ket e bra, respectivamente).
O produto interno satisfaz as seguintes propriedades:
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L (Ylp) = ()",
2. {pl(alu) +blv))) = alplu) + blp|v),
3. (¢lp) >0 (se ) # 0),

com a,b € C e |p),|¥), lu), |v) € C™.

ExXERcicio 1.4 Demonstre as propriedades 1, 2 e 3 do produto interno.

A norma de um estado |¢) pode, entao, ser definida por

@) || = V{ele)-

Podemos, também, definir o produto externo entre os estados |¢) € C™ e |[¢)) €
C™, denotado por |¢) (1|, como sendo o produto matricial de |¢) por (1|, ou seja,

)Wl = le) (1))

Note que |¢)(t)| € uma matriz de ordem m x n.
Como exemplos das defini¢oes acima, considere os estados de 1 g-bit

|0} = l0) + B[1)

) =70} +4]1).
Temos, entao,

o) = Lo 5 ]| 3] =arress

para o produto interno, e

« o avy*  ad*
= 5 =
para o produto externo.

EXERCICIO 1.5 Demonstre que, dados dois vetores |¢), [1)) € C™, temos

(1) @Dle) = (@lp) ). (1.14)

Usando o produto interno, podemos definir o dngulo 8 entre dois vetores unitarios
), |1h) € R™ por
0 = arccos({p|1)). (1.15)

Observe que, usando essa defini¢ao, 6 € [0, 7.

Com os conceitos apresentados até aqui, podemos dar uma representagao para
um computador quantico (Figura 1.6), generalizando o computador classico, apre-
sentado na Figura 1.1. Os bits de entrada sao substituidos por estados de 1 g-bit e
a funcao f é substituida por um operador unitario U que, em geral, é o resultado
da composigao de varios outros operadores unitarios. O resultado da computagao é
dado pela medida de cada g-bit de saida.
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1) —— = oout

[5) —— —~E oout

A p— —~E 0oul

Figura 1.6: Esquema genérico para um computador quantico.

A priori, usando n g-bits, existe a possibilidade de um nimero infinito de opera-
dores unitarios U, representados por matrizes com 2™ x 2" entradas. Na pratica, ha
que se levar os erros em conta, o que diminui o nimero de circuitos implementéaveis.
Mesmo assim, os graus de liberdade sao maiores que no computador classico. Cada
operador U é implementado com portas formando circuitos quanticos, assunto do
préoximo capitulo.



Capitulo 2

Circuitos Quanticos

A representacao grafica de circuitos cléssicos é, de certa forma, proxima da reali-
dade fisica do circuito implementado. Por exemplo, linhas correspondem a fios e
bifurcagoes significam que a corrente elétrica passa por ambos os fios. Nos circuitos
quanticos, os fenomenos ocorrem de outra forma, como veremos.

2.1 Notacao e Convencoes

Para apresentar as convengoes usadas em circuitos quanticos, vamos utilizar um
circuito (porta U-controlada) em que a entrada e a saida sdo um estado de 2 g-bits
(Figura 2.1).

U =

Figura 2.1: Porta quantica U-controlada.

Entrada: pode ser o produto tensorial entre os g-bits de entrada ou um estado
emaranhado (os g-bits nao devem ser considerados individualmente).

Linhas horizontais: as linhas que aparecem ndo sao necessariamente fios. Elas
representam a evolugao de um g-bit, podendo ser apenas a passagem do tempo
ou, por exemplo, o deslocamento de um féton.
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Sentido: o circuito descreve a evolugao do sistema quantico no tempo, da esquerda
para a direita. Com isso, nao ha sentido em aparecer retroalimentacgao, que
pode ocorrer em um circuito cléssico.

Linhas verticais: o segmento vertical que aparece unindo os simbolos e e
informa que o circuito atua simultaneamente nos dois g-bits. A linha vertical
representa o sincronismo, e nao o envio de informacao. Portanto, nao sao
permitidas nem jungoes, nem bifurcagoes de g-bits.

Controle: o simbolo e indica que o g-bit representado nessa linha é um g-bit de
controle, ou seja, caso esteja no estado |1), a porta U realiza a operagao; caso
esteja no estado |0), a porta U nao realiza operagao alguma. Caso o g-bit de
controle seja um estado superposto ou os 2 g-bits estejam emaranhados, nao
é possivel compreender o comportamento individual do g-bit de controle e do
¢-bit alvo. Devemos considerar a agao do operador unitario, que representa
todo o circuito, atuando simultaneamente nos 2 g-bits.

Saida: os @-bits que compoem a saida do circuito podem ou nao ser medidos.
Como o g-bit inferior esta sendo medido (o simbolo de medida esta indicado
na Figura 2.1), o resultado sera 0 ou 1.

Vistas as principais convencoes, vamos apresentar algumas portas quanticas.
Comecemos por portas de 1 g-bit. No caso classico, ha apenas uma possibilidade:
a porta NOT. O mesmo nao ocorre nos circuitos quanticos, como veremos.

Antes de prosseguir, facamos uma observacao. A importancia do estudo de
portas logicas em computacao quéntica baseia-se no fato de que toda matriz uni-
taria 2 x 2 pode ser representada por um circuito quintico de 1 g-bit e vice-versa
[16]. Sendo assim, a evolu¢ao no tempo de um sistema quantico isolado, dado por
um g-bit, pode ser representada tanto matematicamente (por uma transformacao
unitaria) quanto logicamente (por um circuito quintico).

2.2 Porta NOT Quantica

No caso cléssico, a porta NOT troca o 1 por 0 e vice-versa. A generalizagdo para o
caso quantico é dada por um operador X que satisfaz

X[0)=1) e X|1)=]0). (2.1)

Com isso, verifica-se facilmente que a representagao matricial do operador X é dada
por
0 1
[0 1]

ExERcicio 2.1 Demonstre que X é um operador unitario.
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Com a porta NOT quéantica, temos situagoes sem contrapartida no caso classico,
pois, se a entrada |¢) for uma superposi¢ao dos estados |0) e |1),

lp) = a|0) + B[1),
a saida seré
Xlp) = BI0) + al1).
A porta X é apenas uma da portas de 1 g-bit, ja que ha infinitas matrizes unitarias
2 X 2.

2.3 Porta Hadamard

Uma outra porta de 1 ¢-bit, largamente utilizada, é a porta Hadamard H, definida

pelo operador
H_l{l 1]. (2.2)

EXERcCICIO 2.2 Demonstre que H é um operador unitario.

Aplicando H no estado |0), obtemos
S
V2

que é uma superposicao dos estados |0) e |1), onde a probabilidade de se obter um
dos estados, ao se fazer uma medida do estado H|0), é a mesma: 50%. Aplicando
o operador H em cada g-bit de um registrador com 2 g-bits no estado |00), temos:

H10) = —=(10) + (1)),

H®?|00) = HI0)® H|0)
1 1
- <\@(|O> + 1>)> ® <ﬂ(|0> + 1>)>

1
= 3 (|00) 4 |01) + |10) + |11)).
Em notagao decimal,
1
H®200) = 5 ([0) + 1) +12) + [3)) .

Generalizando para estados com n g-bits, obtemos:

H®"0..0) = (H|0)®"

(S50 + |1>>)®n

1 2" —1
o 2 1o
2 =0

Esse resultado serd importante no algoritmo de Grover (Capitulo 3).
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ExXERcIcIO 2.3 Aplique o operador H em um estado superposto qualquer e inter-
prete o resultado.

2.4 Porta de Fase ou Porta S

A matriz unitaria associada & porta S é

10
S:{o z}

onde i é a unidade imaginaria (i2 = —1). A porta S pode também ser representada
por

1 0
5= [ 0 explir/2) } !
ja que exp(im/2) = cos(n/2) + i sen(w/2) = i.
Aplicando S em um estado genérico

) = al0) + 5[1),

obtemos
Sly) = al0) +iB[1).

Note que, se for feita uma medida do estado S|), as probabilidades de se obter os
estados |0) ou |1) serdo as mesmas, comparadas com uma medida realizada sobre o
estado [¢). Isso ndo acontece, por exemplo, usando a porta H.

2.5 Porta 7/8 ou Porta T

A matriz unitaria associada & porta T' é
[ 1 0
T=10 exp(in/a) } )

que poderia ser representada, também, na forma

B . [ exp(—im/8) 0
T = exp(im/8) _ 0 exp(ir/8) } .

Aplicando T' em um estado genérico

V) = a|0) + B[1),
obtemos
T|y) = a|0) + exp(in/4)3|1).

Também, nesse caso, se for feita uma medida do estado T|¢), as probabilidades
de se obter os estados |0) ou |1) serdo as mesmas, comparadas com uma medida
realizada sobre o estado |¢).
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2.6 Porta CNOT Quantica

Outra porta, essa atuando em estados de 2 g-bits, é a contrapartida quéntica do
circuito classico apresentado anteriormente na Figura 1.3. Ela tem 2 g-bits de
entrada, o de controle e o alvo (Figura 2.2). Uma porta controlada, como ja vimos
(Figura 2.1), age dependendo do valor do q-bit de controle. Ela é “ativada” se o
g-bit de controle estiver no estado |1}, e nada faz, se ele estiver no estado |0). Essa
descri¢ao é adequada apenas quando o g-bit de controle estd nos estados [0) ou
[1). Entretanto, o que distingue a porta CNOT quéantica da classica é que, na porta
CNOT quantica, os g-bits alvo e de controle podem ser estados superpostos, e, além
disso, os dois g-bits podem estar emaranhados.

N

Figura 2.2: Porta CNOT quéntica.

A acdo da porta CNOT pode ser caracterizada pelas transformagoes operadas
nos elementos da base computacional associada, ou seja,

|00) — 100),
01) — |o1), (2.3)
[10) — [11),
1) —  [10).

Note que podemos representar essa agao na base computacional de forma mais
esquematica por

i, 5) — |i,i ), (2.4)

onde 7, j € {0,1} e @ ¢é a adi¢do modulo 2.
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Para obtermos a matriz Ucoyor associada a porta CNOT, basta usarmos os
valores dados em (2.3), isto ¢,

1 1 0 0
0 0 1 1
Ucnor ol = 1ol Ucnor ol = lol-
_O_ _0_ _0_ _0_
[0] [0] [0] [0]
0 0 0 0
Ucnor 1l = lol> Ucnor ol = 111"
0] 1] 1] 0]
que resulta em
1 0 0 0
01 0 0
UCNOT — O 0 O 1 (2‘5)
00 1 0

ExErcicio 2.4 Demonstre que Ucnyor € um operador unitario.

ExErcicio 2.5 Déum exemplo de estado emaranhado produzido pela porta CNOT.

Um resultado importante sobre circuitos quanticos é que qualquer operador uni-
tario pode ser representado usando portas CNOT e portas de 1 g-bit [16].

EXERcICIO 2.6 Demonstre que a matriz Uoyor nao pode ser descrita como pro-
duto tensorial de matrizes 2 x 2.

ExXERcicio 2.7 Demonstre que a porta CNOT nao pode ser descrita usando portas
de 1 g-bit.

2.7 Porta Toffoli Quantica

A proxima porta a ser considerada é a correspondente quantica da porta Toffoli
(Figura 1.4). Também é uma porta controlada, s6 que nesse caso, com dois q-
bits de controle (Figura 2.3). Sua agdo na base computacional associada pode ser
representada por

i, 4, k) = i, 4, k @ ij),
onde i, j, k € {0,1} e @ é a adigdo modulo 2. Observe que, nesse caso, a base
computacional possui 8 elementos.
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N
N

Figura 2.3: Porta Toffoli quantica.

ExErcicio 2.8 Exiba a matriz associada a porta Toffoli quantica.

EXERCICIO 2.9 Analise se a matriz associada a porta Toffoli quéntica pode ser
representada pelo produto tensorial de matrizes quadradas de dimensoes diferentes
de 1 x 1.

A porta Toffoli é usada para simplificar a representagao de circuitos quénticos.
Como ja sabemos, ela pode ser descrita usando portas de 1 g-bit e portas CNOT.
Uma representagao possivel é dada na Figura 2.4 (ha outras representagoes [19]).

° T T ——
TH—O—TTHHD— S —
—“H-OATHHH T T T H

Figura 2.4: Decomposicao da porta Toffoli em portas de 1 g-bit e portas CNOT.

ExErcicio 2.10 Faca a evolugao dos estados da base computacional, na represen-
tagao da porta Toffoli da Figura 2.4.

Para simplificar ainda mais a representagao de circuitos quanticos, temos tam-
bém a porta Toffoli generalizada (Figura 2.5), que sera utilizada nos capitulos se-
guintes.
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n—1
q-bits de
controle

q-bit alvo { U

Figura 2.5: Porta Toffoli generalizada.

A decomposicao da porta Toffoli generalizada, em termos de portas Toffoli sim-
ples, é mostrada na Figura 2.6. Os n — 2 g-bits de trabalho sao g-bits extras,
cujas entradas sao conhecidas antecipadamente. Sao utilizados para simplificar a
decomposicao.

] ]

controle

T
n—2 |0> N :ﬁ A
q-bits ‘0) D : D

o

ﬂr@

trabalho : : :
o =

10) é ;\
q-bit

alvo { N

Figura 2.6: Porta Toffoli generalizada decomposta em portas Toffoli simples.

EXERCICIO 2.11 Analise as saidas da porta Toffoli generalizada (Figura 2.5) e as
saidas da sua decomposigao (Figura 2.6), considerando, na entrada, elementos da
base computacional.



Capitulo 3

Algoritmo de Grover

3.1 Introducgao

Considere o seguinte problema: temos uma lista nao ordenada com N elementos e
desejamos encontrar um elemento especifico que esta na lista. Classicamente, deve-
riamos testar elemento a elemento. No pior caso possivel, precisariamos realizar [N
testes. Como veremos, usando as propriedades da mecanica quantica, a quantidade
de “testes” necessarios para a identificagao do elemento procurado sera proporcional
a V/N. Este resultado sera obtido usando o algoritmo de Grover [12, 13].

Para representar matematicamente o problema, vamos supor que a busca sera
realizada sobre a lista {0,1,..., N — 1}, onde N = 2" para algum ntmero natural n,
e que a funcao

f:40,1,...N—1} —{0,1},
definida por
. 1, se v =1ig,

1) = { 0, se i # i, (3.1)
serd utilizada para o reconhecimento do elemento procurado iy (assumiremos que
existe um tnico elemento ¢ € {0,1,..., N —1} tal que f(i) = 1). Dessa forma, o custo
computacional para resolver o problema esta associado ao nimero de vezes que a
funcao f deve ser “utilizada”. Imagine a fungao f como sendo um oréculo que esta
a disposicao para informar se um dado elemento é ou nao o elemento procurado.

O algoritmo de Grover utiliza dois registradores quanticos (Figura 3.1): o primei-
ro, com n g-bits, inicializado no estado |0...0), e o segundo, com 1 g-bit, inicializado
no estado |1). O primeiro registrador esta relacionado aos elementos da lista onde
sera feita a busca, enquanto que o segundo é um registrador que terd um papel fun-

damental, como veremos. A cada elemento ¢ da lista {0, 1, ..., N — 1}, associaremos
o estado |i) de n g-bits.
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3.2 Operadores do Algoritmo

Antes da execugao propriamente dita do algoritmo, o primeiro registrador é alterado
para formar uma superposicao de todos os estados associados aos elementos da lista.
Isso pode ser obtido aplicando o operador Hadamard H (2.2) em cada g-bit do
primeiro registrador (Figura 3.1).

l) ) [vaz) [Yan)

10) I .. Izl:
primeiro ﬂ
registrador . . . G : G . G ! .
(n g-bits) : : : : ; :
segundo
registrador { )— H ‘* ¢ ¢ - —‘*>
(1 g-bit) |-) =) =)

Figura 3.1: Esquema genérico para o algoritmo de Grover (G é um operador unitario que
serd definido mais adiante).

A superposicao obtida sera denotada por [¢), ou seja,

p Nl
) = 7% ; [2)- (3.2)

Observe que aplicando n vezes o operador H, obtemos uma superposicao de N = 2"
estados com mesma amplitude.

Para completar a inicializagao do algoritmo, o operador H também é aplicado
sobre o estado inicial do segundo registrador (Figura 3.1). Denotando o resultado
por |—), temos:

1
\/i(\0> 1)). (3.3)

Ja sabemos que qualquer alteracao de um sistema quéntico isolado (que nao
seja uma medida) é descrita por um operador unitario. Para “representar” quanti-
camente a fungao f, em (3.1), utilizada para a identificagdo do elemento procurado,
imaginemos, entao, um operador linear Uy que transforme |i) em |f(¢)), onde |i) é o
estado de n g-bits do primeiro registrador. Como Uy deve ser unitario, a “entrada”
e a “saida” de Uy devem ter a mesma dimensao. Considere, entao,

[iY10) =5 1i)] £(3)), (3.4)

onde, na “entrada” e na “saida”’, o primeiro registrador tem n g-bits e o segundo
apenas 1 g-bit. Usando (3.4), temos:

- = H|1) =

oy (olon = { 215} 012 (35
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Ou seja, o operador Uy altera o estado do segundo registrador quando o primeiro re-
gistrador representa o elemento procurado. Para completar a defini¢ao, precisamos
definir o valor de Uy (|i)|1)). Mantendo a mesma idéia, definimos:

|i)|0), se i =iy,

or (o) ={ [0l i 35)
Com isso, Uy fica bem definido, pois, sendo um operador linear, basta defini-lo nos
elementos da base. Note que a base é formada usando o produto tensorial. Por
exemplo, para uma lista com 4 elementos (o primeiro registrador tera 2 g-bits), a
base sera
£10Y10), 10)[1), [1)[0). [1)[1). 2)[0), [2)[1), 3)[0), 3)[1)3}

ou melhor,

OO O R OO oo
OO~ OO O oo
O—R OO OO oo
O OO oo oo

OO DD OO OO
OOOC\)’OOHO
OOOC:O}—‘OO
OOOC:HOOC)

ExERrcicio 3.1 Exiba a matriz que representa Uy.

Para facilitar os calculos a seguir, representaremos (3.5) e (3.6) de uma tnica
maneira, isto é,

Ur ([)17)) = li)]5 @ f(2)), (3.7)
onde |i) é o estado de n q-bits do primeiro registrador (i € {0, 1,...,N —1}), |)
é o estado de 1 ¢-bit do segundo registrador (j € {0, 1}) e @ é a soma modulo 2.
Note que Uy € C2""'x2""),

ExXERcicIO 3.2 Demonstre que Uy é um operador unitario.

O operador Uy foi definido para simular quanticamente o papel da funcao f
(3.1). Para identificar o elemento procurado 4o, bastaria aplicar Uy em cada estado
associado aos elementos da lista e manter o segundo registrador no estado |0) ou |1).
Quando o estado do segundo registrador fosse alterado, saberiamos que o elemento
buscado teria sido encontrado. Neste caso, o estado do primeiro registrador seria
lio). No entanto, isso ndo proporcionaria ganho algum em relagao ao caso classico,
usando a funcdo f. O que vai fazer diferenca ¢ que podemos também aplicar Uy
em estados superpostos. Vejamos.

O proximo passo do algoritmo é aplicar o operador Uy sobre o estado |¢)|—),
resultante da inicializagao (Figura 3.2). Ou seja,

1 N-1
Ur(I)=) =Us [ | == D_ ) I=) |-
VN
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)
0)— 1 —
: : Uy
0) — H —
H—H —
1) 0

Figura 3.2: Aplicagdo do operador Uy sobre o estado |¢)]|—).

Usando a distributividade do produto tensorial em relacao & adigao de vetores,

UMWN—W=Uf<

5=
{ygh
=

Da linearidade do operador Uy,

N-1
UMWH%%:J*E:UNWFD-
VN

=0

Substituindo a defini¢ao do estado |—), dada em (3.3), na expressao acima, obtemos:

1 . 1
AT S ACIG TR
| N2 L
= 75 2 U (gt - i)
Novamente, da linearidade de Uy,
03 (1) = == 3= @, Gaion ~ vy )
f VN v 5 f f

Ur ([¥)1=))

(D1 @) = DL @ £(@))

(18) (1)) = L@ f(2)))) - (3-8)
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Da defini¢ao de f, em (3.1),

s - saon={ 30 ) S 9)

Substituindo a expressao anterior em (3.8), temos:

7 ([)] >)—ﬁ Ry %(IO(H 11))) +ﬁ(\%o>(|> 10)))

Novamente, da defini¢ao de |—),

1 N—-1
Us()-) = 7= =) | = lio)-)

i=0,iiq

NES TNy

- m(io“) z>>>
Ou ainda,
Uf<w>|—>>=<\/1ﬁ <—1>f<i>|z'>) -). (3.10)

1=0

Note que o estado do segundo registrador nao se altera (como visto acima, isso nao
quer dizer que ele seja desnecessario!). O estado do primeiro registrador continua
sendo uma superposicao de todos os estados associados aos elementos da lista.
Entretanto, a amplitude do elemento procurado foi alterada de \/% para —ﬁ.
Apos a aplicagao do operador Uy, um fato interessante ocorreu. Além da funcao
f ter sido “avaliada” em todos os elementos da lista onde esta sendo feita a busca,
com apenas uma aplicacdo de Uy (este fendémeno é conhecido como paralelismo
qudntico [16]), o estado associado ao elemento procurado foi “identificado” como
sendo o unico que teve sua amplitude alterada. No entanto, essa informagao so estéa
disponivel quanticamente. Nao adiantaria fazer uma medida do primeiro registra-
dor, pois a probabilidade de se obter o elemento procurado é
!

N

1
VN

Antes de prosseguirmos, consideremos a seguinte questao: a aplicagado do opera-
dor Uy sobre um estado qualquer, no primeiro registrador, ainda mantém o segundo
registrador no estado |—)? Vejamos.
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Seja |i), um estado qualquer da base computacional {|0), |1),...,|N—1)}. Usando
as definigoes do operador Uy e do estado |—), temos:

o =) = 05 (1 (500 - 1))

— 0y (5 000~ ) )

_ %<Uf<|z'>|o>>—rff<|z’>|1>>>
1 . . . .

= 5 (D)~ )1 ).

Da mesma forma que fizemos no célculo de Uy (|1)|—)), obtemos:

Ur (li)]=)) = (=) Di)|-).

Ou seja,

Uy (i) = { ~[2lmp sei=io. (3.11)

d [i)| =), se i # io.
Usando este resultado e aplicando Uy sobre um vetor unitério qualquer
N-1
|U> - Z ai‘i> +aio|i0>a
i=0,ii0

gerado pelos elementos da base computacional {|0),|1),...,|N — 1)}, no primeiro

registrador, e mantendo o estado |—), no segundo registrador, temos:

N—-1 N-1

Uy Y aili) +aiglio) | 1-) U | D aili)l=) +ai,lio)| =)

i=0,i#ig i=0,ii0

N—-1
= > aUp([i)-)) + e, Uy (Jio)|-))
1=0,i#10
N—-1
= > aili)=) = ailio)|-)
i=0,i%1i
N—1
_ S aili) —aqglio) | 1-). (3.12)

i=0,iziq

Conclusao: a aplicacao de Uy sobre o estado |v)|—) nao altera o estado do segundo
registrador. Portanto, para simplificar os calculos, sempre que o estado do segundo
registrador for |—), como é o caso no algoritmo de Grover, omitiremos o segundo
registrador. E importante destacar que o estado |—) é fundamental no processo de
marcac¢ao do elemento procurado.
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EXERCICIO 3.3 Verifique o que acontece se, ao aplicarmos o operador Uy, o estado
do segundo registrador nao for o estado |—).

Voltemos ao algoritmo. Com o elemento a ser buscado ja identificado quantica-
mente, o proximo passo sera aumentar a probabilidade de esse elemento ser obtido,
ap6s uma medida.

O novo estado do primeiro registrador sera denotado por |¢)1), isto é,

N—-1

1) = Z D7 Dl). (3.13)

=0

Olhando com mais cuidado o resultado da aplicacao de Uy sobre o estado |v)|—),
m (3.12), podemos obter uma interpretacao geométrica do efeito do operador Uy
sobre o primeiro registrador: a aplicagao de Uy sobre um vetor unitario qualquer
gerado pelos elementos da base computacional {|0), |1}, ...,|N — 1)} resulta numa
reflexdo desse vetor em relagido ao subespago ortogonal a |ig), gerado por todos os
outros elementos da base computacional. Para “visualizar” esse resultado, podemos
considerar essa reflexdo como uma reflexdo em relagao a projecao de |v) sobre o
subespago ortogonal a |ip). Considerando o vetor unitéario na diregao dessa projegao,
denotado por |u), temos:

u) = ﬁ Z (3.14)

i=0,i#10
EXERCICIO 3.4 Demonstre que |u) pode ser representado por:

VN .
F mll(ﬁ. (315)

Para completar a visualizagdo, calculemos os angulos entre [¢)) e |ip) e entre |u)
e |ig). Usando o produto interno, temos:

u) = ¥) -

N-1

. 1 1 .. 1
(Ylio) = ﬁ ;( ilig) = 7N<Zo|20> = ﬁ (3.16)
¢ 1 N-1
(ulip) = (iig) = 0. (3.17)
’ N-1 i=0,izio ’

Ou seja, o angulo entre [¢) e |ig) é menor do que 7/2 rad (se N é grande, o angulo
é quase 7/2 rad) e o angulo entre |u) e |ig) é exatamente m/2 rad. Usando os
resultados (3.16), (3.17) e a expressdo dada em (3.15), podemos, finalmente, obter
uma representacao geométrica para a acao do operador Uy sobre o estado |1), dada
na Figura 3.3.
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li0)

>

[¥)

[91) = Usl)

dh

Figura 3.3: Acao de Uy sobre o estado [¢)).

Induzidos por essa representagao, poderiamos, entao, refletir o vetor |¢;) em
relagio ao vetor |¢), para aumentar a amplitude do elemento procurado |ig), em
relagao a sua amplitude no estado |¢) (Figura 3.4).

>

&
[
=
£

Figura 3.4: Reflex@o de |¢1) em relagdo a [1)).

Uma observacgao importante: como todas as amplitudes dos estados envolvidos
no algoritmo de Grover sao nameros reais, o produto interno sempre resultara em
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um namero real. Isso possibilita a comparagao entre angulos de dois pares de estados
quaisquer. A partir de agora, teremos em mente esse fato.

A projecao de |¢1) sobre |¢) é dada por (¥|¢q)|v). Motivados pelo losango
abaixo (Figura 3.5), vemos que o vetor resultante da reflexao de |i1) em relagio a
|t)) pode ser descrito como

2(ly1)) [9) = |9hn). (3.18)

2(ln)|) — [n) —[¢1)

/4/ - /5/

[¥1)

Figura 3.5: Reflex@o de |¢1) em relagdo a [1)).

O que desejamos é obter um novo operador que produza essa reflexao. Usando
a propriedade (1.14), podemos reescrever a expressao acima, obtendo:

2(@[) [9) = 1) = CIY)PD [¢1) = [91) = CIY) (| = I) [¢hr).

Ou seja, o operador que procuramos €

2[Y) (| - 1, (3.19)

onde I é o operador identidade.
O estado resultante do primeiro registrador, apds a aplicagdo do operador Uy,
em (3.13), pode ser reescrito como

1) = ) — —=lio), (3.20)

=R

onde

2

-1

) = i) (3.21)

1
VN

Il
=]

i
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e ig ¢ o elemento procurado. Denotando por |1)g) (Figura 3.6), o estado resultante
da aplicagao do operador 2|1) ()| — I sobre |11}, e usando (3.20), obtemos:

o) = (@)l — 1) )
2 .
= Q- D) (|w> - ﬁm)
4 . 2 .
= W) ) (mwm) ) -0+l (322
Substituindo (3.16) em (3.22), temos:
) = ) + o) (323)

Esse ¢, entdo, o estado do primeiro registrador apds a aplicagao dos operadores Uy e
2|Y)(¢| — I (o estado do segundo registrador permanece inalterado). A composic¢ao
desses dois operadores é chamada de operador de Grover G, isto é,

G= (@)Wl -1 eI)Us. (3.24)

O segundo operador identidade aparece, porque o operador 2|1) (1| — I & aplicado
apenas no primeiro registrador (Figura 3.6).

) |11) V)
T T
o7 s
H— H
. |-) |-)

Figura 3.6: Uma aplica¢ao do operador de Grover (G).

ExERcicIO 3.5 Demonstre que G é um operador unitario.
De (3.23), obtemos a amplitude do estado |ip), apos a primeira aplicagao do

operador N -4 1 2 3N —4
%) (%) 7= (o)

Por exemplo, para N = 4, a probabilidade de se obter o elemento procurado, apds
uma medida do estado [¢), em (3.21), é 25%. J& a probabilidade de se obter
o elemento procurado, apés uma medida do estado [1¢g), em (3.23), é 100%. No
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entanto, para valores grandes de N, essa probabilidade ainda é pequena. Até agora,
o que podemos garantir é que, com uma aplicacao do operador GG, a amplitude do
estado |ip) é aumentada, em relagao a sua amplitude no estado |¢). E se aplicarmos
novamente o operador G sobre o estado [1)g)|—)?7 A interpretagdo geométrica dos
operadores Uy e 2[¢) ()| — I nos induz justamente a isso (Figuras 3.3 e 3.4).

3.3 Custo Computacional do Algoritmo

Como demonstraremos nesta se¢ao, o estado resultante do primeiro registrador,
apos cada aplicacao do operador G, vai se aproximando do estado |ip). Entao,
para determinar o custo computacional do algoritmo de Grover, temos que calcular
quantas aplicagoes de GG serao necessarias.

Inicialmente, demonstraremos que a aplicacdo de G* (k € N) produz um rotacio
de |¢) em diregdo a |ig), de k6 rad, no subespago gerado pelos vetores 1) e |ig), onde
0 & o angulo entre ) e G|b) (Figura 3.7). Para facilitar a leitura, dividiremos a
demostracio em 4 proposicdes. A Proposicao 1 diz que G*|¢)) pertence ao subespago
gerado por ) e |ip), para todo k € N. A Proposigao 2 estabelece que o angulo entre
GF|y) e GFHL|yp) também ¢ 6, para todo k € N. Na Proposicao 3, demonstramos
que G rotaciona [¢) em direcao a |ig). Finalmente, na Proposigao 4, provamos que
o sentido da rotacio produzida quando G é aplicado sobre G¥|¢), para todo k € N,
¢ 0 mesmo obtido quando G é aplicado sobre [¢)). O subespago gerado por [¢)) e
lig) sera denotado por € e o estado do primeiro registrador de G¥|1)) sera denotado
por |¢gr). O estado do segundo registrador (|—)) sera omitido, pois ele ¢ constante
durante todo o processo.

lio)
7}
GP|)
G?|)
5 DGl)

0 1)

Figura 3.7: Efeito da aplicagdo do operador G.

PROPOSIGAO 1 G"|¢)) € Q, para todo n € N.
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Prova. A demonstragao ¢ por indugao. De (3.23), sabemos que

Gl#) = 1) + —=li) (3.25)

Com isso, temos o resultado para n = 1. Suponhamos que, para um dado k € N,

G*|ly) € Q.
Isto é, existem «, § € R tais que
G*[) = alt) + Blio)- (3.26)
Temos que provar que
GF ) € Q.
Aplicando o operador G nos dois lados de (3.26), obtemos:
GFY) = aGly) + BGlio). (3.27)
Ja sabemos que G|¢) € Q. Calculemos Glip). Da defini¢ao de G, em (3.24), temos:
Glio) = (2[¢)(¢] = I) Uylio)- (3.28)
De (3.11),
Uyglio) = —lio)- (3:29)

Substituindo (3.29) em (3.28) e usando (3.16), obtemos:

2l) (] = 1) (=lio))

= —=2(lio)|)) + lio)

2[4} + o). (3.30)

Glio)

Ou seja, Glig) € Q. Como os estados G|¢) e Glig) pertencem a €, de (3.27),
concluimos que

GHy) e
que finaliza a indugao. m
PROPOSIGAO 2 O dngulo entre GFb) e GFF1|y)) € 0 rad, para todo k € N.

Prova. Usando a definigao de dngulo entre dois vetores, dada no Capitulo 1, p. 13,
o enunciado deste lema torna-se equivalente a

(Yar|gr+1) = cos b, Yk € N.
Reescrevendo, temos

(Ygrlgrn) = (Yar|G*ha)
(GM)Yer[va)-
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Usando o fato de que
(G*)'wr) = (GM)'GF[y) = |¥),
obtemos, para todo k € N,
(arlbger) = (Plg)

= cos?,
como queriamos demonstrar. m

PROPOSIGAO 3 O operador G rotaciona 1) em dire¢do a |ig).

Prova. Inicialmente, calculemos o angulo € entre os vetores [¢) e G|¢). De (3.16)
e (3.23), temos:

cost = (Y|g)
N —4 2 .
= T<¢|¢>+7NWJ|ZO>
N2 ()
N N \VN
N -2
- = (3.31)

Calculemos, agora, o angulo entre G|1) e |ip). De (3.16) e (3.25), temos:

(alio) = S Wi} + —==Gioli)
_ N-4 2
~ NVN VN
3N —4

Para uma lista com 2 elementos (N = 2), o algoritmo de Grover “ndo funciona” (dé
uma justificativa para isso). Vamos supor, entao, que N > 2. Neste caso,

BN -4 1
NVvN = VN’

ou melhor,
(Yalio) > (Ylio).
Como a funcdo arccos é decrescente no intervalo [—1,1], a desigualdade acima é

equivalente a
arccos((alio)) < arccos((¢]ip)).

Da Proposigao 1, |1hg) € Q e, de (3.31), sabemos que a rotagao produzida por G &, no
maximo, de 7/2 rad. Portanto, usando a desigualdade acima, a tnica possibilidade
é que a rotacao de |¢) seja em direcdo a |ip). m
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PROPOSIGAO 4 A aplicagao de G sobre [gn), para todo n € N, mantém o mesmo
sentido de rotag¢io quando G é aplicado sobre |)).

Prova. Pelas Proposigoes 1, 2 e 3, ja sabemos que, quando aplicamos o operador
G sobre o estado |1gn ), temos apenas duas possibilidades: G (G™[¢)) é um estado
resultante de uma rotacdo de 0 rad, em 2, no sentido horéario ou anti-horario. Se
demonstrarmos que, para todo n € N,

G (G"¥)) # G" ),

poderemos concluir que a rotagao mantém o mesmo sentido quando G é aplicado
sobre |1). A demonstragao sera, portanto, por indugao. Inicialmente, mostremos
que
G (GH)) # GOly),
ou seja,
Glva) # ).
Usando (3.25) e (3.3

0),
Clve) = ( )+ i)

E i) + =Gl

= T (5w i) + = (-l + i)

- (NN“‘) )+ 22io) - 1)+ =i

- ((NN“‘) - fV) )+ o).
Ear% N > 2, este estado & diferente de |1)). Suponhamos agora que, para um dado

e N,

podemos calcular G|i¢):

G (G*9)) # G* M |v).

Como G é um operador unitario, podemos aplicd-lo nos dois lados da expressao
acima e ainda obter estados distintos, isto é,

G (GF ) # GF|w).

Isso conclui a indugéo (dé um exemplo mostrando que a conclusdo da indugao so é
possivel, porque G é um operador unitério). m

Conclusao: a aplicagao de G* sobre |1)) produz uma rotagao de k6 rad em diregio
a |ip), no subespago gerado por [¢) e |ig), para todo k € N.

Consideremos, entao, o “custo” do algoritmo de Grover. De forma mais precisa,
devemos calcular o nimero de vezes k que o operador GG deve ser aplicado para
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que o estado G*[t)) torne-se o mais proximo do estado [ig). Dito de outra forma,
queremos saber que valor de k faz com que o angulo entre |ig) e G*|¢)) seja o mais
proximo de zero (Figura 3.8). Admitindo que k seja um ntumero real, podemos
representar matematicamente o problema acima através da seguinte equacao:

arccos((¢ig)) — kO = 0. (3.32)
li0) G*y)
i G* )
0
L\ @
] Gly)
0 1)

Figura 3.8: Aplicagbes sucessivas do operador G.

De (3.31), ja sabemos que o angulo 6 entre |1)) e G|) é

N -2
0 = arccos (N) . (3.33)

Substituindo (3.16) e (3.33) em (3.32), obtemos:
arccos <1> — karccos <N_2> =0
VN N '

arccos (ﬁ)
arccos (%)

Isolando k, temos:
k= (3.34)

Para sabermos a ordem de grandeza de k, inicialmente, “comparemos” k com
N. Calculando o limite, temos:
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Ou seja, k é “menor” do que N, para valores grandes de N. Calculemos, entao, o
seguinte:
lim ——— =
N—o0 ].Og2 (N)
Neste caso, k é “maior” do que log,(V), para valores grandes de N. Tentando um
valor “intermediario”, obtemos:

. ko
N E>n<>o ﬁ B Z
Isso significa que, para valores suficientemente grandes de N, o nimero de vezes
que o operador G deve ser aplicado ¢, no maximo, v N vezes.

Esse é o resultado que tinhamos enunciado no inicio do capitulo. Na préxima
secao, daremos um exemplo usando uma lista com 8 elementos.

EXERcICIO 3.6 Calcule os trés limites acima.

3.4 Exemplo: N=8

Apliquemos o algoritmo de Grover em uma lista com N = 8 elementos. O primeiro
registrador tera, portanto, 3 g-bits. A primeira pergunta é: quantas aplicagoes do
operador G devem ser utilizadas? Usando (3.34), obtemos:

1
- arccos (ﬁ)

N arccos (%)

>~ 1, 67.

Para que o estado resultante da ultima aplicagdo de G esteja o mais proximo de
lip), devemos aplicar 2 vezes o operador G (Figura 3.9). A idéia é arredondar o
valor de k para o inteiro mais proximo.

j0) v ] Sha e
|0>—E Uy 2) (W]~ 1 Uy )] — I =0
- T — =1
WTETL T R B =
I e

Figura 3.9: Duas aplicagoes do operador GG, para N = 8 e ip = 101.
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Antes da aplicagao de G, o algoritmo cria uma superposigao [¢) formada por
todos os elementos da base computacional associada ao problema. Isso é obtido
aplicando o operador H (2.2) sobre cada g-bit do estado inicial (|000)) do primeiro
registrador, isto é,

l) HI0) ® H|0) © H|0)

= (%ﬂw + |1>>> ® <¢l§<|0> + |1>>> ® (\}§<IO> + l1>>>

1
- 3 (1000) + [001) 4 [010) + |011) + [100) + [101) + [110) + [111)).

Em notagao decimal, temos:

1
) = 7 (10) + 1) +12) + [3) + [4) + [5) +6) + 7)) -

Supondo que o elemento procurado seja
lio) = [101) = [5),

o proximo passo é aplicar o operador Uy sobre o estado |1)|—). O elemento procu-
rado é, entao, o Gnico que tem sua amplitude alterada:

[ol=r = Ur(1¥)[=)
<|0> +D) +12)+13) +14) —15) +16) + |7>)
V8

Em seguida, o operador 2[¢){¢)| — I é aplicado sobre o estado |11), produzindo o
estado |[tg):

[Ya) = YDl = 1))
= (2{[n) ) —[¥1)

= Jly -l
- 2f<|o>+\1>+|2>+|3>+|4>+|6>+|7>> f|5

Se medirmos este estado, a probabilidade de se obter o elemento procurado é

5 2
— = 78.12%.
(Nf?) 12%

Entretanto, ja sabemos que devemos aplicar 2 vezes o operador G. Aplicando o
operador Uy sobre o estado |¢g)|—), obtemos:

=) = U (o))
= (g0 +B) + i) +16)+ 1) - 572 ) 1)

[=)-

)-
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Novamente, o elemento procurado é o tnico que tem sua amplitude alterada. Apli-
cando o operador 2[1) ()| — I sobre |¢s), temos:

[Vaz) = 2[)(ab| = 1) [2)
<1/1|¢2>)|¢> |1)2)

— |¢2)

2
2
1
71
( (10) 1) +[2) +13) + 4) + [6) + 7)) + f|5>)

Figura 3.10: Duas aplicagbes do operador G, para N = 8 e ip = 101.

Fazendo uma medida do estado [¢)gz), obtemos o elemento procurado com pro-

bablhdade de
4\/§

Na Figura 3.10, representamos geometricamente os passos do algoritmo resul-
tantes de duas aplicagbes do operador G.

ExErcicio 3.7 Usando a Figura 3.10, dé uma explicagao para os sinais das ampli-
tudes da superposigao dada em [ig2).

3.5 Circuitos Quanticos para o Operador ¢

Nesta se¢ao, iremos decompor o operador G em termos de portas de 1 g-bit e portas
CNOT. Essa decomposi¢ao mostraréd como poderia ser uma implementagao pratica
do operador G.
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3.5.1 Circuito quantico para o operador U;

Recordemos que a funcdo f (3.1) age como um oraculo para identificar o elemento
procurado ig. De forma similar, o operador U; também pode ser imaginado como
um oraculo. Nesse sentido, ele ¢ um operador diferente do operador 2|¢) (¢ — I,
pois deve ser “preparado” para a identificacdo do estado |ig). O operador Uy pode
ser representado por uma porta Toffoli generalizada com n g-bits de controle, 1
g-bit alvo no estado |—) e 2 portas X atuando no i-ésimo g-bit de controle, sempre
que o i-ésimo digito binério de iy for 0. Por exemplo, o circuito quantico para o
operador Uy, usado no exemplo dado na Se¢ao 3.4 (n =3 e ig = 101), tem a forma
apresentada na Figura 3.11. Se o elemento procurado fosse 111, nenhuma porta X
seria usada. Caso fosse 000, 3 pares de portas X seriam usadas, um par em cada
g-bit de controle.

3 4

=) D =)

Figura 3.11: Circuito quantico para o operador Uy (n =3 e ip = 101).

3.5.2 Circuito quantico para o operador 2|¢) (| — [

Consideremos, agora, a decomposigao do operador 2|1) ()| — I. Usando
) = H®"|0) e (4] = (O|(H=™)T,
temos, entao,

20y (| =1 = 2HE(|0)(0))(HE")" 1

(0]
= HE"(200)(0)(H®™) — HE"(HE)!
= HO(2(0)(0] — I)(H®)f
= H®"(2]0)(0| — I)H®". (3.35)

Observe que H®" é uma matriz simétrica com apenas entradas reais. Portanto,
(H®™)t = g®n,

ExErcicio 3.8 Demonstre que o produto tensorial de matrizes simétricas é uma
matriz simétrica.
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A equagao (3.35) mostra que, para obtermos o circuito quintico do operador
2|9) (| — I, basta considerarmos o operador 2|0)(0| — I. Esse operador faz uma
reflexdo em relagao ao estado |0). O circuito para esse operador é dado na Figura
3.12. Na Tabela 3.1, representamos a acao desse operador sobre o estado |0).

NE 1 &
n : : : Do :
q-bits o ' L
g i B
sabimslisces KisrsEl

lbo) (1) ) Jus) |14) |5)

Figura 3.12: Circuito quantico para o operador 2|0)(0| — I.

Observe que a tnica porta que atua nos n g-bits ao mesmo tempo, na Figura 3.12,
¢é a porta Toffoli generalizada (Figura 2.5).

ExEgRrcicio 3.9 Teste a agao do circuito da Figura 3.12 em outros estados da base
computacional para perceber que, para qualquer entrada |j), com 0 < j < N, a
saida serd sempre -|j).

Um ponto importante que ainda nao foi discutido é o custo computacional as-
sociado a cada operador que compoe (G. Pode-se demonstrar que esse custo é
proporcional a log o N (ver [16]). No capitulo seguinte, trataremos em detalhes essa
questao, considerando o algoritmo de Shor.

o) | [91) | [¥2) | [¢bs) |94) |¢5)
0) | 1) | a1 | 1) | (- i )[1) | [0)
0) | 11 | 1) | ) 1) 10)

1) Y| o)
IR ER

Tabela 3.1: Agéo do operador 2|0)(0| — I no estado |0) da base computacional.

0)
0)




Capitulo 4

Algoritmo de Shor

4.1 Reducao da Fatoracao ao Calculo da Ordem

Nesse capitulo vamos descrever o algoritmo de Shor [21] que acha os fatores primos
de um nimero composto N. Comegaremos mostrando como a fatoracao pode ser
reduzida ao célculo da ordem de um ntimero x menor que N, escolhido aleatori-
amente. Imagine que N é um ntmero grande, por exemplo com 300 digitos na
notacao decimal, j4 que tais nimeros sao usados em criptografia. Embora N seja
grande, o ntimero de g-bits necessario para guarda-lo é pequeno: log, N. Em geral,
log, N nao é um inteiro, entdo definimos

n = [logy N1,

onde [log, N é o menor inteiro maior ou igual a log, N.

Um computador quantico com n g-bits pode guardar N ou qualquer outro inteiro
positivo menor que N na memoria. Facilmente, vemos que o nimero de fatores
primos de N é no méximo n. Se o nimero de g-bits e o nimero de fatores primos
sa0 menores ou iguais a n, entao é natural perguntar se existe um algoritmo que
fatora N em um ntmero de passos que é polinomial em n. Mais precisamente a
questao é: existe um algoritmo de fatoragao na classe de complexidade P [17]?

A reducao da fatoracdo de N ao problema de achar a ordem de um inteiro x
menor que N pode ser descrita da seguinte forma. Se z e N possuem fatores comuns,
entdo o MDC(xz, N) fornece um fator de N; portanto, é suficiente investigar o caso
quando x é coprimo com N. A ordem de x, médulo N, é o menor inteiro positivo
r, tal que

" =1 mod N.

Se r for par, podemos definir y como sendo
2"/? =y mod N.

A notacéo acima significa que y ¢ o resto da divisdo de 2™/2 por N e, pela definicéo,
0 <y < N. Note que y satisfaz 4> = 1 mod N, ou equivalentemente, (y—1)(y+1) =
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0 mod N, o que significa que N divide (y —1)(y +1). Se 1 <y < N — 1, os fatores
y—1ey+1satisfazem 0 < y — 1 < y+1 < N; portanto, N nao pode dividir
y — 1 nem y + 1 separadamente. A tnica alternativa é que ambos y — 1 e y + 1
tenham fatores de N. Entao, MDC(y — 1, N) e MDC(y + 1, N) produzem fatores
nao triviais de N. Se N tiver mais fatores, eles podem ser calculados aplicando
o algoritmo recursivamente. Considere N = 21 como exemplo. A seqiiéncia de
equivaléncias

24 = 16 mod 21
2° = 11 mod 21
26 = 11x2 = 1mod?21

mostra que a ordem de 2, médulo 21, é r = 6. Portanto, y = 2 = 8 mod 21. De
y — 1 resulta o fator 7 e de y + 1 resulta o fator 3 de 21. Resumindo, se escolhermos
aleatoriamente um inteiro positivo & menor que N e calcularmos o MDC(z, N), ou
teremos um fator de NV, ou ficaremos sabendo que x é coprimo com N. Neste tltimo
caso, se x satisfizer as condigoes (1) a ordem r é par,e (2) 0<y—1<y—+1<N,
entdo o MDC(y — 1, N) e MDC(y + 1, N) produzem fatores de N. Se uma das
condigoes nao é verdadeira, recomegamos até achar um candidato x apropriado. O
método nao seria 1til se estas suposicoes fossem restritivas demais, mas felizmente
este nao é o caso. O método sistematicamente falha, se N for uma poténcia de
algum primo, mas nesse caso, um algoritmo cléssico eficiente é conhecido. Se N for
par, podemos continuar dividindo por 2 até o resultado passar a ser impar. Resta-
nos aplicar o método para os inteiros compostos impares que nao sao poténcias de
algum namero primo. E complicado provar que a probabilidade de achar  coprimo
com N satisfazendo as condigoes (1) e (2) é alta; de fato, essa probabilidade é
1 —1/2F=1 onde k é o ntmero de fatores primos de N. No pior dos casos (N tem
2 fatores), a probabilidade é maior ou igual a 1/2 (veja a prova no Apéndice B de
[10]). A primeira vista, parece que acabamos de descrever um algoritmo eficiente
para achar um fator de N. Isto nao é verdade, ja que nao sao conhecidos algoritmos
classicos eficientes para calcular a ordem de um inteiro x moédulo N. Por outro
lado, existe (depois do trabalho de Shor) um algoritmo quéantico eficiente. Vamos
descrevé-lo a seguir.

ExERrcicio 4.1 Calcule a ordem de 2 modulo 15. A partir do resultado, como vocé
pode determinar os fatores de 157 Tente com outros inteiros menores do que 15, no
lugar do ntimero 2.

ExERcIcIO 4.2 Com N = 21, determine todos os inteiros menores do que N que
tém ordem par. Calcule a probabilidade do método descrito nesta segao fornecer o
resultado correto.
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4.2 Algoritmo Quantico para o Calculo de Ordem

Considere o circuito da Figura 4.1 que calcula a ordem r de um inteiro positivo x
menor que N, coprimo com N. V, é um operador linear unitario dado por

Va(li) [B) = 1) |k +27) (4.1)

onde [7) e |k) s@o os estados do primeiro e segundo registrador, respectivamente.
As operagoes aritméticas sdo feitas moédulo N, assim 0 < k + 2/ < N. O operador
DFT (Discrete Fourier Transform) sera descrito mais adiante.

O primeiro registrador possui t g-bits, onde ¢ deve ser escolhido de forma que
N? < 2! < 2N?, por razdes que ficardo claras mais adiante [20]. Se a ordem é
uma poténcia de 2, entao é suficiente tomar ¢t = n. Nesta secao, vamos considerar
este caso especial e deixar o caso geral para a Secao 4.4. Continuaremos usando a
variavel ¢ para generalizarmos nossa discussao mais adiante.

Os estados do computador quantico estao indicados por |¢g) até [15) na Figura
4.1. O estado inicial é

|tbo) =10...0)]0...0).
—— ——

t n

A aplicacao do operador Hadamard

1 1 1
=g 4l
em cada g-bit do primeiro registrador, resulta em
2t—1

1 .
)= 7 21 10). (4.2

7=0

O primeiro registrador estda em uma superposigao de todos os estados da base com-

putacional com igual amplitude dada por \/% Agora, note o que acontece quando

aplicamos V,; em [¢1):

|h2)

V:c |¢1>

2t 1
1

= = Y V)

2t—1

= % > i) |aT). (4.3)
j=0

O estado |1¢9) € interessante, pois, ja que V,, é linear, ele atua simultaneamente em
todos os termos |j)|0) para 2! valores de j. Logo, isto gera todas as poténcias de
r simultaneamente. Esta caracteristica é chamada paralelismo qudntico. Algumas
dessas poténcias sao 1, as quais correspondem aos estados

O 1), )2 e[ (2 = 1) ey . (@)
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1° registrador : DET!
(t g-bits) )
e
2° registrador :
(n g-bits) ’
\?LJ0> |121) |1L2) |1L3> |1214) |1215>

Figura 4.1: Circuito quantico para achar a ordem de um inteiro
positivo z modulo N.

Isto explica a escolha de (4.1) para V,. Classicamente, poderiamos calcular su-
cessivamente 27, para j comecando de 2 até chegarmos a j = r. Quanticamente,
pode-se calcular todas as poténcias de  com uma tnica aplicacao de V,. No nivel
quéntico, todos os valores de j que produzem z/ = 1 mod N sdo “conhecidos”. Mas
esta informacgao nao esta totalmente disponivel no nivel classico. Uma informagao
classica de um estado quantico é obtida através de uma medida e, neste ponto,
nao ajudaria se medissemos o primeiro registrador, ja que todos os estados da
superposigao (4.3) possuem igual amplitude. A primeira parte da estratégia para
determinar r é observar que o primeiro registrador dos estados (4.4) é periodico.
Entao, a informagao que queremos é um periodo.

Para facilitar os calculos, vamos medir o segundo registrador. Antes de fazer isto,
vamos reescrever o estado [19), fatorando os termos iguais do segundo registrador.
Como 27 & uma funcio periédica com periodo 7, vamos substituir j por ar + b na
equagao (4.3),onde 0 < a < (2¢/r)—1e 0 < b <r—1. Lembre-se que supomos que
t =n er é uma poténcia de 2, portanto r divide 2¢. A equagao (4.3) é convertida
em

r

1 r—1 2! -1
[the) = — lar +b) | |2°). (4.5)
7 ; ; [2")

artb 4 que " = 1 mod N. Agora, o

No segundo registrador, substituimos x° por x
segundo registrador é medido. Qualquer resultado z°, z!, ..., "' pode ser obtido
com igual probabilidade. Suponha que o resultado ¢ z%. O estado do computador
quantico é agora

2t g

|ths) = \/; Tz: lar + bo) | |=") . (4.6)

a=0
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Note que depois da medida, a constante é renormalizada para /7 /2¢, ja que existem
2! /r termos na soma (4.6). A Figura 4.2 mostra a probabilidade de obtermos os
estados da base computacional, medindo o primeiro registrador. A probabilidade
forma uma fungao periodica com periodo r. Estes valores sao zero, exceto para os
estados |bo), |7+ bo), |27 + bo), ..., |28 — r + bo).

Distribui¢ao de probabilidades

2l

0 bo r+ by 2r + by 3r + b Termos de [¢)3)
(1° registrador)

Figura 4.2: Distribui¢ao de probabilidades de [¢3) medido na base com-
putacional (para o caso bp = 3 and r = 8). O eixo horizontal tem 2°
pontos, o ntimero de picos é 2'/r e o perfodo & r.

Como podemos descobrir o periodo de uma funcao eficientemente? A resposta é
a transformada de Fourier. A transformada de Fourier de uma funcao periodica de
perfodo r é uma nova fungao com perfodo proporcional a 1/r. Isto faz diferenca para
determinar r. A transformada de Fourier é a segunda e ultima parte da estratégia
usada por Shor. Todo o método depende de um algoritmo quéntico eficiente para
calcular a transformada de Fourier, que nao estd disponivel classicamente. Na
Sec¢ao 4.5, mostraremos que a transformada de Fourier é calculada eficientemente
num computador quantico.

EXERCICIO 4.3 Mostre que o operador descrito em (4.1) ¢ unitério.
ExERcicIO 4.4 Faca todos os calculos desta secao, no caso N = 15 e x = 2, de

forma explicita. Todas as expressoes devem ter os respectivos somatorios expandi-
dos.
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4.3 A Transformada de Fourier Quantica Discreta

A transformada de Fourier de uma fungao F : {0,...,N — 1} — C & uma nova
funcao F : {0,...,N — 1} — C definida por
N-1

1 2mijk/N
— 2 F( (4.7
SN & &

<.

Podemos aplicar a transformada de Fourier ou em uma fungao ou em um estado
da base computacional. A transformada de Fourier aplicada ao estado |k) da base
computacional {|0),...,|N —1)} é

N—
DFT([k)) = [¢x) = Z BTN (4.8)
7=0
onde o conjunto {|¢x) : k = 0,..., N — 1} forma uma nova base ortonormal. A

transformada de Fourier ¢ um operador linear unitario; portanto, se sabemos como
ele atua nos estados da base computacional, também sabemos como ele atua num

estado genérico
N-1
=Y F(a)la)
a=0

A transformada de Fourier de [¢)) pode ser obtida através de (4.7) ou (4.8). No
resto do trabalho, vamos usar a tltima forma.
Para provar que {|¢x) : k =0,..., N — 1} é uma base ortonormal, i.e.,

(Yrr|r) = Oxrs

podemos usar a identidade
N—-1 ) 1
1 Z Q2midk/N _ { 1, se k é um maultiplo de N (4.9)
‘ 0, caso contrario, '
7=0
que é 1til no contexto da transformada de Fourier. E facil verificar que (4.9) é
verdadeira. Se k é um multiplo de N, entdo e2™7%/N = 1, justificando o primeiro
caso da identidade. Se k ndo é um multiplo de N, (4.9) é verdade, mesmo se N
néo for uma poténcia de 2. A Figura 4.3 mostra cada termo e>™7%/N (j =0,....6)
para o caso k = 1 e N = 7 como vetores num plano complexo. Note que a soma
dos vetores deve ser zero pelo argumento de simetria: a distribui¢ao dos vetores é
isotropica. Usualmente, diz-se que a interferéncia é destrutiva neste caso. Usando
essa identidade, podemos definir a transformada de Fourier inversa, que é similar a
(4.8), porém com um sinal de menos no expoente. Note que DFT™! = DFTT7 ja
que DFT é um operador unitério.
Apresentaremos os detalhes de um circuito quantico para realizar a transformada
de Fourier na Secao 4.5. Agora, continuaremos o processo de célculo da Figura 4.1.
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Im

j=2

Re
Jj=6

i=5

Y

j=3
j=4

Figura 4.3: Desenho dos vetores 27/ (j =0,...,6) no plano complexo.
A soma desses vetores é zero por argumentos de simetria. Este é um
exemplo da equagao (4.9) para N =7, k = 1.

Estamos prontos para achar o proximo estado do computador quantico: |iy).
Aplicando a transformada de Fourier inversa no primeiro registrador, usando a
equacio (4.8) e a linearidade da DFTT, obtemos

[Y4) = DFT(|1hs))
%—1 1 2t -1
r L —2mij(ar+bo)/2" | ; bo
Var 2o > e ) | l2*).
2 a=0 Vot j=0

Invertendo a ordem do somatorio, temos

2t

2t—1
1 1 T~ =2mie o
Wa) = —= | Y | orm S e | en2ridto/2 gy | |gho), (4.10)
VT j=0 2! /r a=0

Usando (4.9), vemos que a expressao nos colchetes é diferente de zero, se e somente
se j = k2t/r com k = 0,...,r — 1. Quando j assume tais valores, a expressao nos
colchetes é igual a 1. Entao, temos

k2t

>> |zt . (4.11)

1 r—1 omikg
|w4>=ﬁ<2e it | =

k=0

Para acharmos r, a expressao [¢)4) tem duas vantagens sobre a expressao |¢3) (equa-
¢ao (4.6)): r esta no denominador do ket e o pardmetro aleatorio by foi movido do
ket para o expoente, ocupando agora um lugar “inofensivo”. A Figura 4.4 mostra
a distribuigdo de probabilidades de |i4) medido na base computacional. Medindo
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Distribui¢ao de probabilidades
2f
2
—— e
1 4
o
>
0 2¢ 2x2* 3x2° Termos de |4)
T T T

(1° registrador)

Figura 4.4: Distribui¢ao de probabilidades de [14) medida na base com-
putacional. O eixo horizontal tem 2' pontos, apenas os termos nao nulos
sdo mostrados. O ntimero de picos é 7 e o periodo & 2°/r.

o primeiro registrador, obtemos o valor k¢2!/r, onde ko pode ser qualquer niimero
entre 0 e — 1, com igual probabilidade (picos na Figura 4.4). Se obtivermos ko = 0,
nao teremos nenhuma informagao sobre r, e o algoritmo tem que ser rodado no-
vamente. Se kg # 0, dividimos kg2!/r por 2¢, obtendo ko/r. Nem kg nem 7 sao
conhecidos. Se kg é coprimo com 7, simplesmente selecionamos o denominador.

Se kg e r tém fator comum, o denominador da fragao reduzida ko /7 é um fator de
7, mas nao é o proprio r. Suponha que o denominador é 1. Seja r = riry. Agora, o
objetivo é determinar 79, que é a ordem de ™, médulo N. Rodamos novamente a
parte quantica do algoritmo para achar a ordem de £ . Se acharmos 72 na primeira
rodada, o algoritmo para; caso contrario, o aplicamos recursivamente. O processo
recursivo nao é longo, porque o nimero de iteragoes é menor ou igual a log, 7.

Como exemplo, tome N = 15 que é o menor numero composto nao trivial. O
conjunto de nimeros menores que 15 e coprimos com 15 é {1,2,4,7,8,11,13,14}.
Os elementos 4, 11 e 14 tém ordem 2 e os elementos 2, 7, 8 e 13 tém ordem 4.
Portanto, em qualquer caso, r é uma poténcia de 2 e os fatores de N = 15 podem
ser encontrados num computador quantico com 8 g-bits. Os autores de [23] usam
um computador quantico com 7 g-bits, pulando partes do algoritmo original.

EXERCICIO 4.5 Prove a eq. (4.9) usando a série geométrica:

r—1

r—1"

Lbr o4l =

Descubra quem deve ser r e note que, para r = 1, deve-se usar o lado esquerdo da
equagao acima.

EXERCICIO 4.6 Prove que o conjunto {|vy) : k =0,..., N — 1} é uma base orto-
normal onde [¢) é dado por (4.8).
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ExErcicio 4.7 Continuando o exercicio 4.4, faga todos os calculos desta secao,
no caso N = 15 e ¢ = 2, de forma explicita. Todas as expressoes devem ter os
respectivos somatoérios expandidos.

4.4 Generalizagao por meio de um Exemplo

Nas segoes precedentes, consideramos um caso especial quando a ordem r é uma
poténcia de 2 e t = n (t é o namero de g-bits no primeiro registrador, veja na
Figura 4.1, e n = [log, N). Nesta se¢do, consideramos a fatoragdo de N = 21, que
é o préoximo numero composto nao trivial depois de N = 15. Devemos escolher ¢
tal que 2 esteja entre N? e 2N2, o que é sempre possivel [20]. Para N = 21, o
menor valor de t é 9. Este é o exemplo mais simples permitido pelos vinculos, mas
¢é suficiente para mostrar todas as propriedades do algoritmo de Shor. O primeiro
passo é escolher x aleatoriamente, tal que 1 < < N, e testar se  é coprimo com
N. Se nao for, encontramos facilmente um fator de N pelo célculo do MDC(z, N).
Se for, iniciamos a parte quéntica do algoritmo. Suponha que x = 2 foi escolhido.
O objetivo é encontrar a ordem de z, que é r = 6. O computador quantico é
inicializado no estado

[%0) = 10) 10},

onde o primeiro registrador tem ¢t = 9 ¢-bits e o segundo tem n = 5 g-bits. O
proximo passo é a aplicacio de H®? sobre o primeiro registrador, gerando (veja
equagao (4.2))

511

1 )
1) = NGv) jz::o 7)10) -

Em seguida, aplicando V. (definido em (4.1)), obtemos

lih2) = ) [27 mod N)

0) 1) 4+ [1) [2) +12) [4) +[3) [8) + [4) [16) + [5) [11) +
6) [1) + [7) [2) +[8) [4) + [9) [8) + [10) [16) + [11) [11) +
112) [1) +>

Note que a expressao acima tem o seguinte padrao: o estado do segundo registrador
de cada “coluna”’ é o mesmo. Portanto, podemos rearranjar os termos de forma a
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fatorar o segundo registrador:

lihe) = (|0 + 16) + [12) + ...+ |504) + [510) ) |1) +
(\1)+ |7) +[13) + ... +]505) + |511) ) |2) +
(12) + [8) +]14) +...+506) ) \4) (4.12)
(13)+ 19) +]15) +... 4+ [507)) I8
(14) + |10) + [16) + ..+\508>)|16
(5) + [11) +[17) + ... +]509) ) [11)

Esta caracteristica foi explicitada na equagao (4.5). Como a ordem ndo é uma
poténcia de 2, aqui existe uma pequena diferenca: as primeiras duas linhas da
equagao (4.12) tém 86 termos, enquanto o restante delas tem 85.

Agora é feita uma medida no primeiro registrador', gerando um dos seguintes
nimeros com igual probabilidade: {1,2,4,8,16,11}. Suponha que o resultado da
medida seja 2. Entao,

[1h3) = (|1) +|7) +]13) + ...+ |505) + [511)) |2) . (4.13)

1
V86
Observe que o estado [t¢3) foi renormalizado para ser unitario. Nao importa o
resultado da medida; o que importa é o padrao periddico de (4.13). O periodo
do estado do primeiro registrador é a solugdo para o problema, e a transformada
de Fourier pode revelar o valor deste periodo. Entao, o préoximo passo é aplicar a
transformada de Fourier inversa no primeiro registrador de |13):

[Y4) = DFT(|yss))
85
_ if 1 a
= DFT (\/%E |6 +1>> |2)

o

onde usamos a equagao (4.8) e rearranjamos as somas. A ultima equagao ¢é similar a
equagcao (4.10), mas com uma importante diferenga. Na Secao 4.2, assumimos que
divide 2. Isto nao é verdade nesse caso (6 nao divide 512); portanto, nao podemos
usar a identidade (4.9) para simplificar os termos nos colchetes da equagao (4.14).
Esses termos nunca se anulam, mas a contribui¢ao principal é ainda em torno de
j =0, 85, 171, 256, 341, 427, que sao obtidos de 512k /6 para ko de 0 até 5 (compare
com a discussao logo apos a equacdo (4.11)). Para nos convencermos, fagamos o

] rish | ’>) 2),  (414)

LComo a medida sempre pode ser feita no final do algoritmo (veja [16], p. 186), este passo nio
é necessario, serve apenas para simplificar as expressoes seguintes.
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grafico da probabilidade de dar o resultado j (no intervalo de 0 até 511), medindo
o primeiro registrador do estado [i4). De (4.14), temos que a probabilidade é

2

85
1 :6ja
PI‘Ob(]) = m E 6_27”% (415)
a=0

O grafico da Prob(j) é mostrado na Figura 4.5. Vemos os picos em torno de j =
0, 85, 171, 256, 341, 427, indicando alta probabilidade de dar um destes valores, ou
algum valor muito proximo deles. No intervalo entre eles, a probabilidade é quase
zero. A largura dos picos depende de ¢ (ntumero de g-bits no primeiro registrador).
O limite inferior de 2¢ > N? assegura uma alta probabilidade em medir um valor
de j carregando a informacao desejada. Uma anélise cuidadosa da expressao (4.15)
é feita em [15], e um estudo meticuloso da forma do pico é feita em [9].

Vamos analisar os possiveis resultados da medida. Se o resultado for j = 0 (pri-
meiro pico), o algoritmo nao revela o valor de r. Deve ser executado novamente. Es-
colhamos z = 2 e executamos novamente a parte quantica do algoritmo. A probabi-
lidade de dar j = 0 € baixa: da equagao (4.15) temos que Prob(0) = 86/512 ~ 0, 167.
Agora suponha que o resultado foi j = 85 (ou qualquer valor no segundo pico). Di-
vidimos por 512, resultando 85/512, que é uma aproximagao racional de kg /6, para
ko = 1. Como podemos obter r de 85/5127

O método de aproximagao por fragoes continuas permite-nos extrair a informa-
¢ao desejada. Uma fragao continua de um nuamero racional j;/j2 tem a forma

J1 1
—=a+ —,
J2 ay + T LT
e
P
usualmente representada por [ag, a1, ...,ap], onde ap é um inteiro ndo-negativo e

ai, ..., ap sdo positivos. O g-ésimo convergente (0 < ¢ < p) ¢ definido como um
namero racional [ag, a1, ...,aq]. Isto é uma aproximacao para ji/js ¢ tem o deno-
minador menor que j,. Este método é aplicado facilmente pela inversao da fragao,
seguido pela divisao inteira com resto racional. Invertendo 85/512, temos 512/85,
que é igual a 6 4+ 2/85. Repetimos o processo com 2/85 até obtermos o numerador

1. O resultado é
85 1

512 6+ 421+%
Assim, os convergentes de 85/512 sao 1/6, 42/253 e 85/512. Devemos selecionar
os convergentes que tenham um denominador menor que N = 21 (ja que r < N)2.
Este método fornece 1/6, e entdo, r = 6. Checamos que 2° = 1 mod 21, e a parte
quantica do algoritmo termina com a resposta correta. A ordem r» = 6 é um namero
par, portanto MDC(2(6/2) £1, 21) fornece dois fatores nao triviais de 21. Um calculo

2A desigualdade r < ¢(N) segue do teorema de Euler: 2¢(N) =1 mod N, onde z é um inteiro
positivo coprimo com N e ¢ é a funcdo totiente de Euler (¢(N) fornece o namero de inteiros
positivos menores que N, coprimos com N). A desigualdade ¢(N) < N segue da defini¢ao de ¢
(veja [24], p. 492).
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Figura 4.5: Grafico de Prob(j) em fungdo de j. Compare o formato dos
picos deste grafico com o formato dos picos do grafico da Figura 4.4.

direto mostra que qualquer resultado no segundo pico (digamos 81 < j < 89) produz
o convergente 1/6.

Considere agora o terceiro pico, que corresponde a kg = 2 da formula kg/6.
Aplicamos novamente o método de aproximagao por fragoes continuas, resultando
em 1/3, para qualquer j no terceiro pico (digamos 167 < j < 175). Neste caso,
obtemos um fator de r (r; = 3), ja que 23 = 8 # 1 mod 21. Rodamos a parte
quantica do algoritmo novamente, para achar a ordem de 8. Obteremos ro = 2.
Logo, r =rir9 =3 X2 =6.

O quarto e quinto picos também fornecem fatores de r. O tltimo pico é similar
ao segundo, resultando r diretamente.

A avaliacao geral da probabilidade de sucesso é a seguinte. A area abaixo de
todos os picos é aproximadamente a mesma: = 0,167. O primeiro e o quarto picos
sao diferentes dos outros — eles nao sao espalhados. Para calcular suas contribuigoes
para a probabilidade total, tomamos a base igual a 1. As areas embaixo do segundo,
terceiro, quinto e tltimo picos sao calculadas, adicionando a Prob(j), para j rodando
em torno do centro de cada pico. Entao, em aproximadamente 17% dos casos, o
algoritmo falha (1° pico). Em aproximadamente 33% dos casos, o algoritmo retorna
r de primeira (2° e 6° picos). Em aproximadamente 50% dos casos, o algoritmo
retorna r na segunda rodada ou mais (3°, 4° e 5° picos). Agora, vamos calcular a
probabilidade de achar r na segunda rodada. Para o 3° e 5° picos, o fator restante
é ry = 2. O gréfico equivalente para a Figura 4.5, neste caso, tem 2 picos, entao o
algoritmo retorna ro em 50% dos casos. Para o 4° pico, o fator restante é r = 3 e
o algoritmo retorna 7o em 66,6% dos casos. Assim, o resultado é w de
50%, que é igual a aproximadamente 22%. Resumindo, a probabilidade de sucesso
para z = 2 é em torno de 55%.
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ExERrciciO 4.8 Use um sistema de computagao algébrica para refazer o grafico da
eq. (4.15).

EXERcIcIO 4.9 Faga todos os calculos desta se¢ao, no caso N = 35 e x = 2. Faga
o grafico da distribuigao de probabilidades e avalie a chance do algoritmo de Shor
encontrar o resultado correto.

4.5 Transformada de Fourier em termos de Portas
Universais

Nas segoes precedentes, mostramos que o algoritmo de Shor é um algoritmo probabi-
listico eficiente, assumindo que a transformada de Fourier poderia ser implementada
eficientemente. Nesta se¢ao, decompomos a transformada de Fourier em termos de
portas universais: CNOT e portas de 1 g-bit. Esta decomposicao permite avaliar-
mos o custo computacional (complexidade) da transformada discreta de Fourier e
mostra como implementéa-la em um computador quantico real.

A transformada de Fourier dos estados da base computacional é

N-1

DFT(|j)) = e2mIR/N |y (4.16)

2l

k=0

Notando que o lado direito da equagao (4.16) tem N termos e a base computacio-
nal tem N estados, temos que o custo computacional do célculo da transformada
de Fourier classica dos estados da base computacional, usando a equagao (4.16), é
O(N?) = O(2?7) 3. Um resultado muito importante em Computagao foi o desenvol-
vimento da transformada de Fourier rapida (FFT), que reduz o custo computacional
para O(n2™) [6]. No nosso contexto, ¢ mais conveniente mostrar esse ganho na com-
plexidade, notando que o lado direito da equagao (4.16) é um tipo muito especial
de expansao, que pode ser totalmente fatorado. Por exemplo, a transformada de
Fourier de {]0), |1), |2), |3)} pode ser escrita como

prr(o) — (L) e (L)

prr(y) — (L) e (L22D)

DFT(|2)) = <|0>\J/r§|1>) ('0 1) (4.17)
)

DFT(|3)) = (|O>ﬁ|1>> (IO }z|1>

Note que no exemplo (4.17), estamos usando a base 2 para fatorar o lado direito da
equagao (4.16). Agora, vamos fatorar a expressao geral. O primeiro passo é escrever

30(N?) significa que o custo é proporcional a N2. Essa notagdo é ttil no calculo do custo
computacional de algoritmos. Para maiores detalhes, veja a referéncia [17].
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(4.16) na forma

1 1
Cewn K
DFT(|j)) Z N ETIERG ) @ ... ® k) (4.18)
1=0  k,=0

onde o ket |k) foi convertido para a base 2, e usamos a expansao k = Y, k2" no
expoente. Considerando que a exponencial da soma é o produto das exponenciais,
(4.18) transforma-se em um produto (ndo-comutativo) dos seguintes kets:

ji: ji: ]?[ ( 27id gt |ky) ) (4.19)

Fatorando (4.19), pela troca da soma pelo produto, obtemos:

DFT(|))

DFT(|5)) \/271_[ Z ( 2735 k) ) (4.20)

I1=1k;=0

Para nos convencermos de que a ultima equagao estd correta, fagamos o calculo
inverso: simplesmente expandimos o produto na equagao (4.20) e, entao, colocamos
todos os termos da soma no comego da expressdo resultante para obter (4.19).
Expandindo a soma da equacgao (4.20) e, entdo, o produto, obtemos finalmente

_ <W>®®<W\;§“>> (4.21)

O custo do calculo da equagdo (4.21) para um [j) é O(n), ja que existem n termos
no produto. O custo do célculo da transformada rapida de Fourier classica de toda
a base computacional ainda é exponencial, O(n2"), ja que o calculo é feito em cada
um dos 2" elementos da base, um de cada vez. Por outro lado, o computador
quantico usa o paralelismo quéntico, e a transformada de Fourier do estado

DFT(|j))

2" —1

W)=Y Fla)la),

a=0

que tem um nimero exponencial de termos, é calculada com uma tnica aplicagao da
transformada de Fourier quantica. A transformada de Fourier de 2" elementos da
base é calculada simultaneamente. Entao, o custo da transformada de Fourier quan-
tica é medida pelo tamanho do circuito. Agora, vamos mostrar que sao necesséarias
O(n?) portas.

Considere o circuito da Figura 4.6. E facil checar que o valor dos ¢-bits [7m)s
m # [, ndo muda. Vamos verificar o caso mais dificil: |j;). As matrizes unitéarias
Ry, sao definidas como

1 0

Be= g exp (27i5)
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Figura 4.6: Parte do circuito da transformada de Fourier quantica que
atua num g-bit |j;). O valor de todos os g-bits ndo muda, exceto |j;),

o2mi—u>
) = loye T2 )

que muda para |¢ 7

Cada porta Ry, é controlada pelo g-bit |jgyi—1). Se jr1i—1 = 0, entdo Ry deve ser
trocado pela matriz identidade (sem agao), e se jr1;—1 = 1, entdo Ry é acionada.
Isso significa que, para os calculos propostos, Ry é controlado por |jg4:—-1), podendo
ser trocado pela seguinte porta de 1 g-bit:

CRy =

1 0
0 exp (27Ti7jk;,lfl) ' (4.22)
Para simplificarmos os célculos, note que

' 0 +e27rij7l 1
Hj) = |>\/§|> — CRy |4, (4.23)

onde |[+) = %(|0) +(1)). Entao, em vez de usar
|y = CRyt1-1...CRo H|j1),

que pode ser lido diretamente da Figura 4.6, usaremos
[p) = CRyv1-1... CR2CRy |+) .
Definimos )
PRuyjyioi= [[ CRa, (4.24)

k=n+1-1

onde o produto esta na ordem reversa. Usando (4.22) e (4.24), obtemos

1

1 0
PRyt1 = —& ey j
il \/5[0 exp27m(2ni’§l+...+é’)}

[ 1 0 ] , (4.25)

0 exp (2migi)

Sl
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onde usamos j = >_"" _| j»2" "™ e o fato de que os primeiros [ — 1 termos desta ex-

pansao nao contribuem — eles sdo multiplos inteiros de 27i em (4.25). Finalmente,
obtemos

) = PRuoi11|+)
0 271 n«iflfl 1
= |>+e\é D (4.26)

2mi gl

+) — pr, w

I+) i PRn_1 — .- oy 27T
7z

+) l

[+) ... — PRo \0>+62Wi;7\1>
7z

l PR ezmi
I+ . N e it

Figura 4.7: Circuito intermediario para a transformada de Fourier quan-
tica. A entrada é tomada como |+), para executar os calculos propostos,
como explicado na equagao (4.23). A saida tem a ordem inversa da equa-
cao (4.21).

Note que PR,,+1-; nao pode ser implementado diretamente, atuando apenas no
l[-ésimo @-bit, porque ele precisa dos valores de j;41 até j,.

O proximo passo é o circuito da Figura 4.7. Vamos fundir as portas Ry, usando
a equagao (4.24). As portas PRy (k de n até 1) s@o colocadas em seqiiéncia na
Figura 4.7. Entao, a saida do primeiro g-bit é o tltimo termo da equagao (4.21),
correspondendo a a¢do do PR, no [|¢1), controlado pelos outros g-bits, que nao
mudam. O mesmo processo ¢ repetido pelo PR, _; atuando em |¢)5), gerando o
penaltimo termo na equacao (4.21), e assim por diante, até reproduzir todos os
termos da transformada de Fourier. Agora, resta-nos inverter a ordem dos estados
dos g-bits.

Para inverter os estados de 2 g-bits genéricos, usamos o circuito da Figura
4.8. Vamos mostrar por que o circuito funciona como desejado. Tome a entrada
|©) [¢) = |0) |1). O primeiro CNOT da Figura 4.8 nao muda este estado; o CNOT
invertido muda para |1) |1); e o dltimo CNOT muda para |1) |0). A saida é [¢) |¢).
Se repetirmos o mesmo processo com |0) |0), |1) |0) e |1)|1), concluiremos que o cir-
cuito inverte todos os estados da base computacional; portanto, inverte um estado
genérico da forma |p) [¢).

A decomposigao nao esta completa ainda. Resta escrever a porta Ry-controlada
em termos de CNOT e portas de 1 g-bit. Esta decomposi¢ao é dada na Figura 4.9.
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Figura 4.8: Circuito de inversao.

R, — Rypy1 [—

N
VV

k+1

Ja Y
\VV

— Rr+1

Figura 4.9: Decomposigao da porta Rj-controlada em termos de portas
universais.

A verificacao é direta. Basta acompanhar o que acontece na base computacional
{]00),|01),]10),]11)} em ambos os circuitos.

O circuito completo para a transformada de Fourier quantica é dado na Figura
4.10. Agora, podemos calcular o custo computacional do circuito quantico da trans-
formada de Fourier. Contando o ntimero de portas elementares nas Figuras de 4.6
até 4.9, obtemos o termo dominante 5n?/2, que implica que o custo ¢ O(n?).

A essa altura, alguém poderia estar se perguntando sobre a decomposigao de
V. em termos de portas elementares. V, é a maior porta da Figura 4.1. Na ver-
dade, Shor declarou no seu artigo [21], em 1997, que V, é o “gargalo” do algoritmo
quantico de fatoracao, devido ao tempo e ao espaco consumidos para executar a ex-
ponencia¢ao modular (veja [20], p. 10). O gargalo ndo é tao estreito, ja que, usando
o método classico conhecido por “quadrado repetido” e algoritmos de multiplicagao
de inteiros (veja [24], p. 69), o custo para calcular exponenciagao modular é O(n?).
O circuito quantico pode ser obtido do circuito cléssico, trocando as portas clas-
sicas irreversiveis pelas equivalentes reversiveis. V, é um problema em chamadas
recursivas do algoritmo, quando z varia. Para cada x, um novo circuito deve ser
construido, o que é incomodo no estagio atual do desenvolvimento da computagao
quéantica.

EXERcICIO 4.10 Expanda as expressoes (4.17) e mostre que o resultado esta de
acordo com a féormula (4.16). Obtenha as expressoes equivalentes as expressoes
(4.17) no caso N = 8, isto é, encontre a transformada de Fourier de {|0), |1), |2),
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Figura 4.10: Circuito completo para a transformada de Fourier quantica.

13),4), |5), |6), |7)} na forma fatorada.
EXERCICIO 4.11 Mostre que a decomposigao da Figura 4.9 esta correta.
EXERCICIO 4.12 Faca o circuito da transformada de Fourier para o caso de 3 g-bits.

EXERCICIO 4.13 Faca o circuito da transformada de Fourier inversa para o caso de
3 g-bits.
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