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Problema e modelo

Theorem

Para qualquer algoritmo H existe uma sequéncia de 'I' vetores de prejuizo
tais que:

R>T(1—1/N)
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PROVA: a cada turno t a acdo de menor probabilidade i; recebe prejuizo 0
enquanto as outras recebem prejuizo 1. Como min;{p!} < 1/N o prejuizo
a cada turno é pelo menos 1 —1/N e o prejuizo em T turnos é T(1—1/N).
Por outro lado, existe o algoritmo g(t) = iy com um prejuizo total de 0.
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Algoritmo Guloso (Greedy)

@ ldeia do algoritmo: a cada turno escolher uma agdo com o menor
prejuizo acumulado até o momento.
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Algoritmo Guloso (Greedy)

Theorem

Para qualquer sequéncia de prejuizos o algoritmo guloso tem

LGreedy <N- L%zn (N - 1)
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Algoritmo Guloso (Greedy)

Theorem
Para qualquer sequéncia de prejuizos o algoritmo guloso tem:

LGreedy <N- LT (N - 1)

min

PROVA: a cada turno £ em que ha prejuizo na agdo escolhida pelo algoritmo,

mas L! . n3o aumenta, entdo ao menos uma ag3o é removida de S*. Isso

ocorre no maximo N vezes antes que L! . aumente em 1. Portanto, o
algoritmo causa um prejuizo de no méximo N entre cada vez que L .

aumenta.
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Prejuizo de algoritmos deterministicos

Theorem

Para qualquer algoritmo deterministico D existe uma sequéncia de prejuizo
T 77

paraa qual Ly =T elL, . =|T/N].

(O que implica que LY, > N - LL .+ (T'modN), o que é préximo do

limite do Greedy).

(IC/UNICAMP) Minimizagdo de Arrependimento Dezembro 2014 6 /22
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Theorem
Para qualquer algoritmo deterministico D existe uma sequéncia de prejuizo
paraaqual LE =T eLT . =|T/N].

min

(O que implica que LY, > N - LL .+ (T'modN), o que é préximo do
limite do Greedy).

PROVA: D escolhe a acdo x! no turno ¢t. Construimos os vetores de prejuizo
da seguinte maneira: no turno t o prejuizo de z' é 1 e das outras acdes é
0. Portanto, D tem um prejuizo de 1 a cada turno e, assim, Lg =1T.

Como existem N ac¢des diferentes, existe alguma agdo que o algoritmo
D escolheu no maximo |T'/N | vezes e, por construgdo, somente essas a¢des
geraram prejuizo. Portanto, L1 . < |T/N]|.

(IC/UNICAMP) Minimizacdo de Arrependimento Dezembro 2014 6 /22



Algoritmo guloso randomizado

(IC/UNICAMP) Minimiza¢3o de Arrependimento



Algoritmo guloso randomizado

o ldeia: semelhante ao algoritmo guloso, mas, em caso de empate,
distribui a probabilidade entre as acdes empatadas ao invés de
escolher uma dnica acdo.
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o ldeia: semelhante ao algoritmo guloso, mas, em caso de empate,
distribui a probabilidade entre as acdes empatadas ao invés de
escolher uma dnica acdo.

@ Ainda assumimos que ¢! = {0, 1}.

Algoritmo:

e Inicializagdo: p} = 1/N para todo i € X.
@ A cada passo t:
> Lt ! —minieXLt_l

min
t—1 _ . 7t—1 t—1
> S { L Lmin

> pl = E= ll,sezeSt L.

ou 0, caso contrario.
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Algoritmo guloso randomizado

Theorem
O algoritmo guloso randomizado (RG), para quaisquer sequéncias de
prejuizo, tem:

LYo <A +InN)LY, + (InN)
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Algoritmo guloso randomizado

Theorem
O algoritmo guloso randomizado (RG), para quaisquer sequéncias de
prejuizo, tem:

LYo <A +InN)LY, + (InN)

PROVA: seja t; o turno em que L! . atinje um prejuizo j. A qualquer
turno ¢t temos que 1 < |S*| < N. Além disso, se no turno t € (t;,t;41]
o tamanho de S* diminui em k de n’ para n’ — k, ent3o o prejuizo de RG
é k/n’, ja que cada agdo tem peso 1/n’. Por resultados conhecidos, k/n’

pode ser limitado por - 4+ W37k+1) Portanto, ao longo do

n' n'—1

intervalo (t;,%j41], o prejuizo do RG é no maximo:

1 1 1
— 4 — 4+ ...+ =< .
N+N—1+ +1_1+lnN
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Randomized weighted majority

o Ideia: uma das fraquezas do RG é quando |S?| é pequeno. O RWM
dd um peso a agbes que sdo préximas do 6timo, ao invés de ignora-las
completamente.Assim, cada a¢do ¢ com um prejuizo total L; tem um
peso w; = (1 —n)k.
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completamente.Assim, cada a¢do ¢ com um prejuizo total L; tem um
peso w; = (1 —n)Fi.

@ Ainda assumimos que ¢! = {0, 1}.

Algoritmo:

o Inicializagdo: w} =1 e p} = 1/N, para todo i € X
@ A cada passo t:
> Se Ef_l =1, wl= wf_l(l —1n); sendo, wi = wf_l.
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Randomized weighted majority
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Randomized weighted majority

Theorem

Para n < 1/2 o prejuizo do Randomized Weighted Majority(RWM), para
quaisquer sequéncias de prejuizos, satisfaz:

T T InN
LRWM < (1 + n)Lmin +
v
TR ET
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Polynomial weights algorithm

@ Ideia: generalizacdo do RWM para prejuizos em [0, 1].

Algoritmo:
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Polynomial weights algorithm

@ Ideia: generalizacdo do RWM para prejuizos em [0, 1].
Algoritmo:

o Inicializagdo: w} =1ep} =1/N, paratodoi€ X
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Polynomial weights algorithm

@ Ideia: generalizacdo do RWM para prejuizos em [0, 1].
Algoritmo:

o Inicializagdo: w} =1ep} =1/N, paratodoi€ X
@ A cada passo t:

> wh= w1 -,

%
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Polynomial weights algorithm

@ Ideia: generalizacdo do RWM para prejuizos em [0, 1].
Algoritmo:

o Inicializagdo: w} =1ep} =1/N, paratodoi€ X
@ A cada passo t:
> wp=wi (L=l

> pi=wi/W' onde W' =3 wi.
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Polynomial weights algorithm

Theorem

Paran < 1/2, qualquer (% €

[0,1] e qualquer k o prejuizo do Polynomial
Weights Algorithm satisfaz:

InN
Lpw < Li +77Qk+7

onde QT = Zle(%)z.
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Constant sum game

Um jogador i joga um jogo G = (M, (X;), (s;)) por T turnos usando o
algoritmo ON.
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Constant sum game

Um jogador i joga um jogo G = (M, (X;), (s;)) por T turnos usando o
algoritmo ON.

@ M = Conjunto de m jogadores
@ X,; = Conjunto de N a¢des do jogador i

e s; = Funcdo de prejuizo do jogador i; s; : X; % (x;£X;) — [0,1]
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@ M = Conjunto de m jogadores
@ X,; = Conjunto de N a¢des do jogador i
e s; = Funcdo de prejuizo do jogador i; s; : X; % (x;£X;) — [0,1]

e P! = distribuicdo de probabilidade do jogador i no turno i
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Constant sum game

Um jogador i joga um jogo G = (M, (X;), (s;)) por T turnos usando o
algoritmo ON.

e M = Conjunto de m jogadores
@ X,; = Conjunto de N a¢des do jogador i
s; = Funcao de prejuizo do jogador i; s; : X; x (x;£X;) — [0,1]

P! = distribui¢do de probabilidade do jogador i no turno i

P!, = distribuicdo de probabilidade dos outros jogadores
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Constant sum game de dois jogadores
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Constant sum game de dois jogadores

o G =({1,2},(Xi), (s:))
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Constant sum game de dois jogadores

o G'= ({1,2},(Xy), (1))

@ si(z1,x2) + sa(w1,z2) = ¢, para alguma constante ¢ e quaisquer
acdes x1 e xo.
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Constant sum game de dois jogadores

o G =({1,2},(Xi), (1))

@ si(z1,x2) + sa(w1,z2) = ¢, para alguma constante ¢ e quaisquer
acdes x1 e xo.

@ Qualquer jogo de soma constante tem um valor v;, tal que o jogador i
tem uma estratégia mista que garante um prejuizo esperado de no
maximo v;, independente da estratégia do outro jogador.
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Constant sum game de dois jogadores
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Constant sum game de dois jogadores

Theorem

Seja G um jogo de soma constante de valor (v1,v3). Se o jogador
i € {1,2} jogar por T turnos usando um algoritmo ON de external regret
R, entdo seu prejuizo médio serd no maximo v; + R/T.
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Constant sum game de dois jogadores

Theorem

Seja G um jogo de soma constante de valor (v1,v3). Se o jogador
i € {1,2} jogar por T turnos usando um algoritmo ON de external regret
R, entdo seu prejuizo médio serd no maximo v; + R/T.

PROVA: Pela teoria de jogos de soma constante, para qualquer estratégia
mista ¢ do jogador 2, o jogador 1 tem alguma acdo x; que garante um
prejuizo esperado de no maximo vy. Ou seja, se o jogador 1 sempre jogar a
acao x, seu prejuizo seria no maximo v11 e, portanto, L%in < Lf <uT.
Como o jogador 1 estd usando um algoritmo ON de external regret R,
temos que LgN <LT 4+ R<uT+R.

min
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Swap regret

Consiste em comparar o seu algoritmo com um algoritmo parecido, que
modifica algumas das suas a¢des por outras segundo uma modification rule.
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Swap regret

Consiste em comparar o seu algoritmo com um algoritmo parecido, que
modifica algumas das suas a¢des por outras segundo uma modification rule.

o F' = Funcgao que recebe o histérico de a¢bes e a agdo atual e devolve
uma nova agao.
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Swap regret

Consiste em comparar o seu algoritmo com um algoritmo parecido, que
modifica algumas das suas a¢des por outras segundo uma modification rule.

o F' = Funcgao que recebe o histérico de a¢bes e a agdo atual e devolve

uma nova agao.
o fl= Zj:Ft(j):ipé = Nova probabilidade de escolher a agdo 7.
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Swap regret

Consiste em comparar o seu algoritmo com um algoritmo parecido, que
modifica algumas das suas a¢des por outras segundo uma modification rule.

@ F' = Funcdo que recebe o histdrico de acbes e a acio atual e devolve
uma nova agao.
o f{ =3, .pt(j—i P; = Nova probabilidade de escolher a agdo .
» ft = F'(p') = Nova distribuicio de probabilidade
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Swap regret

Consiste em comparar o seu algoritmo com um algoritmo parecido, que
modifica algumas das suas a¢des por outras segundo uma modification rule.

@ F' = Funcdo que recebe o histdrico de acbes e a acio atual e devolve
uma nova agao.

o f{ =3, .pt(j—i P; = Nova probabilidade de escolher a agdo .
» ft = F'(p') = Nova distribuicio de probabilidade

Por exemplo, podemos ter a seguinte regra de modificagdo (que troca x;
por by) e calculo de arrependimento:
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Swap regret

Consiste em comparar o seu algoritmo com um algoritmo parecido, que
modifica algumas das suas a¢des por outras segundo uma modification rule.

@ F' = Funcdo que recebe o histdrico de acbes e a acio atual e devolve
uma nova agao.

o f{ =3, .pt(j—i P; = Nova probabilidade de escolher a agdo .
» ft = F'(p') = Nova distribuicio de probabilidade
Por exemplo, podemos ter a seguinte regra de modificagdo (que troca x;
por by) e calculo de arrependimento:

e switchi(z1,b1,b2) = ba, se x1 = by;
ou x1, caso contrario.
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Swap regret

Consiste em comparar o seu algoritmo com um algoritmo parecido, que
modifica algumas das suas a¢des por outras segundo uma modification rule.

@ F' = Funcdo que recebe o histdrico de acbes e a acio atual e devolve

uma nova agao.
o f{ =3, .pt(j—i P; = Nova probabilidade de escolher a agdo .

» ft = F'(p') = Nova distribuicio de probabilidade
Por exemplo, podemos ter a seguinte regra de modificagdo (que troca x;
por by) e calculo de arrependimento:

e switchi(z1,b1,b2) = ba, se x1 = by;
ou x1, caso contrario.

o regreti(x, f) = s; — si(f(x;), z—;)
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Correlated Equilibrium

Definition
Uma probabilidade conjunta P em X é um equilibrio correlato se, para
todo jogador ¢ e quaisquer a¢des b1, bs € X, temos que:

E..p[regret;(x, switch;(-,b1,b2))] <0
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Correlated Equilibrium

Definition
Uma probabilidade conjunta P em X é um equilibrio correlato se, para
todo jogador ¢ e quaisquer a¢des b1, bs € X, temos que:

E..p[regret;(x, switch;(-,b1,b2))] <0

Definition
Uma probabilidade conjunta P em X é um equilibrio e-correlato se, para
todo jogador i e quaisquer agdes by, by € X, temos que:

E..plregret;(x, switch;(-,b1,b2))] < €
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Swap Regret e Correlated Equilibrium
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Swap Regret e Correlated Equilibrium

Theorem

Dado o jogo G = ({1,2},(X;), (s:)) e assumindo que, por T turnos todo
jogador segue uma estratégia de swap regret no maximo R. Entdo a

distribuicdo empirica () das agdes conjuntas jogadas é um
(R/T)-equilibrio.
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Swap Regret e Correlated Equilibrium

Theorem

Dado o jogo G = ({1,2},(X;), (s:)) e assumindo que, por T turnos todo
jogador segue uma estratégia de swap regret no maximo R. Entdo a
distribuicdo empirica () das agdes conjuntas jogadas é um
(R/T)-equilibrio.

Ou seja, se todos os jogadores jogarem uma estratégia com arrependimento
R, o jogo convergird para um equilibrio correlato.
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Reducdo de External para Swap Regret
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Reducdo de External para Swap Regret

E possivel, a partir de qualquer A algoritmo com um bom external regret,
obter um algoritmo H com um bom swap regret.
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Reducdo de External para Swap Regret

E possivel, a partir de qualquer A algoritmo com um bom external regret,
obter um algoritmo H com um bom swap regret.

o Considere N cépias do algoritmo A de external regret R,
{A41,..., An}.
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Reducdo de External para Swap Regret

E possivel, a partir de qualquer A algoritmo com um bom external regret,
obter um algoritmo H com um bom swap regret.

o Considere N cépias do algoritmo A de external regret R,
{A41,..., An}.
@ A cada turno t:
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Reducdo de External para Swap Regret

E possivel, a partir de qualquer A algoritmo com um bom external regret,
obter um algoritmo H com um bom swap regret.

o Considere N cépias do algoritmo A de external regret R,
{A41,..., An}.
@ A cada turno t:

» Cada A; devolve uma distribuicdo ¢!, onde qf’j € a porcentagem que
A; atribuir a acdo 7j;
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Reducdo de External para Swap Regret

E possivel, a partir de qualquer A algoritmo com um bom external regret,
obter um algoritmo H com um bom swap regret.

o Considere N cépias do algoritmo A de external regret R,
{Ay, ... AN}
@ A cada turno t:
» Cada A; devolve uma distribuicdo ¢!, onde qf,j € a porcentagem que
A; atribuir a acdo 7j;

» Calculamos p' de modo que p; = Zipﬁqf,j-

(IC/UNICAMP) Minimizagdo de Arrependimento Dezembro 2014 19 / 22



Reducdo de External para Swap Regret

E possivel, a partir de qualquer A algoritmo com um bom external regret,
obter um algoritmo H com um bom swap regret.

o Considere N cépias do algoritmo A de external regret R,
{Ay, ... AN}
@ A cada turno t:
» Cada A; devolve uma distribuicdo ¢!, onde qf,j € a porcentagem que
A; atribuir a acdo 7j;
> Calculamos p' de modo que p} = 3~ piq; ;.
» Quando recebermos o vetor de prejuizos ¢!, repassamos para cada A;
um " prejuizo ponderado” p;f'. Portanto, A; tem um prejuizo pt(q! - ¢").
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Reducdo de External para Swap Regret
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Reducdo de External para Swap Regret
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Reducdo de External para Swap Regret

Como A; é um algoritmo de arrependimento R, temos que:

T T
> pila) - <D P+ R
t=1 t=1
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Reducdo de External para Swap Regret

Como A; é um algoritmo de arrependimento R, temos que:

T
> pila) - <D P+ R
t=1

~

Somando os N algoritmos e considerando uma regra de modificagdo
F:{1,.,N} = {1,..., N}, temos que:

N T
B3t + VA= L NR
=1 t=1
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Reducdo de External para Swap Regret

Assim, temos os seguintes teorema:
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Reducdo de External para Swap Regret

Assim, temos os seguintes teorema:

Theorem

Dado um algoritmo com external regret R e qualquer fungdo
F:{1,.,N} > {1,..,N}, H tem prejuizo:

Ly <Lyr+ NR

Ou seja, o swap regret de H é no maximo NR.
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