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1 Histograma

O histograma dos niveis de cinza de uma imagem f, hs(z), constitui uma opera¢do
global indicando a frequéncia de ocorréncia dos niveis de cinza ou brilho z de f
(funcao densidade de probabilidade). Assim, o histograma de uma imagem com L
niveis de cinza é representado por um vetor de L elementos, cujos valores podem ser
definidos a partir do seguinte algoritmo:

Inicio
h(f(x,y))) =0 {zera contadores de niveis de cinza }
Para cada valor f(x,y) faga
h(f(x,y)) = h(f(x,y)) + 1
Fim-Para
Fim

O histograma da uma idéia global da dinamica de uma cena e tem aplica¢oes em
inumeras transformacoes de imagens, tais como filtragem, segmentacao, reconhec-
imento de padroes etc. As figuras 1 e 2 apresentam imagens com seus respectivos
histogramas.

14313 T T

10000 [

5000 [

0 255

20

Observe que um mesmo histograma pode estar associado a diferentes imagens e
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Figura 1:

que a sua informacao é invariante a operagoes de rotagao e translacao (objetos se
movendo num mesmo background) da imagem original. Um histograma pode ser
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Figura 2:

definido igualmente para imagens multiespectrais. No caso de imagens coloridas,
por exemplo, podemos definir um histograma para cada banda espectral ou um
histograma 3-D referente as componentes RGB da imagem. Neste caso, a intensidade
dos voxels (pixels num volume) é proporcional a freqiiéncia de apari¢ao dos niveis
de cinza na cena original.

2 Transformagoes radiométricas ou de escala de
cinza

As transformacoes radiométricas independem da localizacao dos pixels na imagem
e podem, de maneira geral (e em termos de implementagao), ser representadas por
uma operacao do tipo look-up table (LUT) que transforma um pixel de nivel de cinza
¢; em um nivel de cinza ¢gs;. Seja G; a escala de cinza da imagem inicial f: G; =
[0,1,...,N;], e Gf a escala de cinza da imagem resultante g: Gy = [0,1,...,N4]. Uma
LUT é uma aplicagao f(G;) — g(Gy) tal que

Vgi € Gy, 3g;€ Gy, g5=r(g) (1)

Alguns exemplos de func¢oes r de transformacoes radiométricas sao indicados na

Fig. 3.

A funcao ry define o negativo ou complemento da imagem original; a funcao ro
realca o contraste entre os pontos p; e ps, e r3 corresponde a uma limiariza¢do
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(thresholding) dos pixels de entrada, resultando numa imagem bindria (preta e
branca). A Fig. 4 ilustra estas transformagoes para ry, ry e rs, respectivamente.

Figura 4:

2.1 Equalizacao histogramica

A equalizacao ou modelagem histogramica é uma transformacao radiométrica que
visa aumentar a dinamica dos niveis de cinza melhorando, por exemplo, o contraste
de imagens digitalizadas sob péssimas condigoes de iluminacao.

De modo geral, o que se procura é obter um mapeamento nao-linear dos niveis
de cinza da imagem de entrada de tal forma que a imagem resultante contenha uma
distribuicao mais uniforme dos seus niveis de cinza, ou seja, um histograma planar

(Fig. 5).
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Existem varias técnicas de equalizacao histogramica cujas abordagens consid-
eram inicialmente fungoes continuas e nao discretas. A seguir, ilustraremos uma
destas técnicas apresentada em [Wo093].

Seja f uma variavel no intervalo [0, 1] (f representa, por exemplo, a intensidade
normalizada dos niveis de cinza de uma imagem de tal forma que 0 < f(z,y) < 1).
Uma transformacao T, no intervalo [0, 1], é tal que

g=T(f) (ou g(z,y) =T(f(x,y)), para o caso de nossa imagem discreta) (2)

onde g € o valor resultante obtido a partir do nivel de entrada f. Visando a monotoni-
cidade e preservacao da escala de cinza original, a transformacao T deve satisfazer
as seguintes condi¢oes (Fig. 6):

e T deve ser monotonicamente crescente no intervalo [0, 1].

e 0<T(f)<lparald< f<1.

A primeira condicao preserva a ordem na seqiiéncia da escala de cinza, variando
do preto ao branco, e a segunda garante que o intervalo desta escala continua o
mesmo.

A transformacao inversa, que também satisfaz as condi¢oes acima, é denotada
por:

f=T"9) (3)

Considerando f e g como variaveis continuas, os niveis de cinza das imagens
podem ser caracterizados por suas funcoes densidade de probabilidade (ou histogra-
mas) denotadas por ps(f) e p,(g), respectivamente.
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Consideremos, agora, a seguinte funcao de transformacao

!
g=T() = [ prlwyde o< <, (1)

representando a funcao de distribui¢ao cumulativa (FDC) de f. Esta fungao é
monotonicamente crescente e varia de 0 a 1 em funcao de f.

Exercicio: Mostre que a funcao densidade de probabilidade p,(g) resultante
da transformacao acima é, como desejamos, uniforme no intervalo [0, 1].

A partir do exericio acima, concluimos que se T(f) é uma FDC, entao esta
funcao pode ser empregada na definicao de uma nova imagem com distribuicao mais
uniforme dos niveis de cinza. Como mencionado anteriormente, o efeito aqui sera
visivel no que concerne o aumento do contraste dos niveis de cinza de uma imagem
apresentando baixa dinamica.

2.1.1 O caso discreto

Dada uma imagem contendo n = M x N pixels, assumindo valores discretos k =
0,1,...,L — 1, a extensao destes conceitos para o caso discreto se da a partir das
seguintes definicoes de probabilidades:

n

pi(fe)=— 0 fr <1, (5)

k
n



onde ny é o nimero de aparicoes do nivel k, e ps(fi) é a probabilidade deste nivel.
Finalmente, a forma discreta da Eq. 4 é

ko k
gk:T(fk):Z%:pr(f])7 0§fk§1 € k:07177L_1 (6)

Esta equacao define a funcao de transformacao discreta de equalizacao his-
togramica. A Fig. 7 ilustra esta operacao.

Figura 7:



3 Operacgoes lineares: a Transformada de Fourier

A Transfomada de Fourier (FT) é uma ferramenta largamente empregada em proces-
samento de sinais, de modo geral, e em processamento de imagens, em particular.
Denominada assim em homenagem ao fisico francés Jean Baptiste Fourier (1768-
1830), a FT decompde um sinal em suas componentes elementares seno e cosseno.
A FT aplicada a uma imagem no dominio espacial gera uma informacao no dominto
da freqiéncia, em que cada ponto, definido por um vetor do tipo (k.cosseno, k.seno),
representa uma dada freqiéncia contida no dominio espacial da imagem.

As aplicacoes referentes a F'T sao inumeras: filtragem, segmentacao, reconheci-
mento de padroes, descricao de imagens, compressao e recontrucao constituem al-
gumas delas.

3.1 Fundamentos matematicos

As proximas secoes apresentam alguns conceitos matematicos basicos relacionados
com a defini¢ao de transfomadas lineares [Kak82].

3.1.1 Operagoes lineares em imagens

Seja I' uma operacao que transforma uma imagem f em uma outra imagem
g, istoé, I' : f — g. I' é um operador linear se:

Ilaf + bg] = aT't] + bIg], (7)

para f e g imagens e a, b constantes quaisquer.

Uma imagem 2-D pode ser vista como uma colecao de fontes pontuais concen-
tradas no espago bidimensional. No caso linear, a analise da saida de uma fonte
pontual pode ser utilizada para definir a func¢ao de espalhamento pontual de I' asso-
ciada a funcao de transferéncia do sistema.

Seja a funcao definindo a seguinte sequéncia de imagens

L, para|x|< g |y[<3

rect(z,y) = { 0

caso contrario



e seja

6, = n'rect(nz,ny), n=12,.. |, (9)

isto é, 8, é zero fora da area 1/n x 1/n definida por |z| < 1/2n, |y| < 1/2n, e tem
valor constante n? dentro desta area. Assim,

+co
// on(x,y)dxdy = 1, para n qualquer. (10)

A funcao definida pelo pseudo-limite da Eq. 10 acima, denotado por 6, quando
n — 00, é conhecida como fun¢do Delta de Dirac. Neste caso, 6(z,y) = 0 para todo
(x,y) diferente de (0,0) e infinito neste dominio. Observe que 6(—z,—y) = 6(z,y).
Baseado em 10, definimos

//_:o O(x,y)dedy = 1, (11)

e podemos ver facilmente que

+oco
//_ g(z,y)é(z,y)dzdy = ¢(0,0), (12)
ou ainda

//_;OO 9(z,y)6(z — a,y — B)dady = g(a, B) (13)

que corresponde a propriedade de deslocamento da funcao. Outra propriedade in-
teressante é dada por

oo
[ et iaude = s(a.y). (14)

em que j =+/—1 e e % = cosh — jsend, 0 é a varidvel de fregiéncia.

A definicao da funcao Delta de Dirac é considerada em varias aplicacoes como,
por exemplo, na abordagem de problemas relacionados com quantizagao, filtragem
(defini¢ao da funcao caracteristica de um sistema), reconstrucao a partir de projecoes
etc.



4 Invariancia ao deslocamento

Seja a funcao de espalhamento h(z,y) que define a saida de um ponto (z,y) de uma
imagem. Uma operacao linear é dita invariante ao deslocamento se a resposta a
fonte pontual 6(z — o,y — ), localizada no plano 2-D, é dada por h(z — o,y — /)
(a saida é igualmente deslocada de « e 8 no plano).

Consideremos f(x,y) uma imagem de entrada qualquer de um sistema. Pela Eq.
13, esta imagem pode ser vista como uma soma linear de fontes pontuais, isto €,

+ oo
(wy) = [ [ Fa.B)s(a .8 - y)dads (15)
Assumindo nosso operador linear I' invariante ao deslocamento, obtemos

//+oo (a—z, f—y)dadF] = // T[6(a—z, B—y)]dads,
(16)

o que significa que a resposta ao somatoério de excitacoes é igual ao somatério da
resposta de cada excitacao.

Como a resposta a 6(a — z, 8 —y) = 6(x — o,y — ), que representa uma fonte
pontual em («, 3), é dada por h(z — o,y — 3), entao

+o0
Clf(ey)] = g(e.y) = [ [ FleB)h(e - a,y — B)dads (17)
define a convolugao de f e h, f *xh. Observe que f+h é igual a h+f. A Fig. 8

ilustra esta operacao.

5 Analise de Fourier

A Transformada de Fourier F(u,v) de uma fungao 2-D, f(x,y), é dada por

+o0 .
Flu,v) = // f(x,y)e_]%(”"'”y)d:cdy (18)
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Observe que a transformacao apresenta valores complexos constituidos de uma

parte real, R, e imaginaria, [. Assim:
F(u,0) = R(u,0) + 1(u,0)

ou

Fu,0) = [F(u,v)|e7%0)

em que

|F(u,0)] = /R (u,v0) + I*(u, v)

corresponde ao espectro de Fourier, e

define o dngulo de fase. A energia E de f(z,y) é dada por

E(u,v) = |F(u,v)|*

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

Exercicio 1: Mostre que a FT da funcao rect(z,y) é a funcao sinc(u,v) (Fig.

9), ou seja
SENTU SENTV

U v

(24)

Exercicio 2: Generalize o resultado anterior mostrando que a FT de

rect(nx,ny) é

(1/n*)sinc(u/n,v/n)

f9 IF(u)l

1 v X 3X 22X -UX X

Figura 9:

21X 3IX

(25)

Uma condicao necessaria para a existéncia de uma FT é que o sinal nao tenha
descontinuidades infinitas. Naturalmente, a funcao Delta de Dirac nao obedece
a esta condi¢ao. Na realidade, ela representa o limite da sequéncia de fungoes
8, = n*rect(nz,ny) bem comportada que, por sua vez, possui uma FT. Portanto,
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podemos definir o limite (n — o) desta F'T como sendo a FT da fungao Delta de
Dirac, ou seja, quando

flz,y) = 6(z,y) (26)

entao

Flf(z,y)] = F(u,v) = lim sinc(u/n,v/n) =1 (27)

n—oo

Multiplicando ambos os lados da Eq. 18 por e/27(#*+%) integrando em relacio
a u e v, e depois considerando a equacao 14, obtemos:

//_:o F('u,'v)e—ﬂﬂ(ua“ﬁ)dudv = f(e, B) (28)

+o0 .
fla,y) = // F(u,'v)e]%(”"'”y)dudv (29)

Este dltimo resultado define a F'T inversa que expressa um sinal f como uma
combinacao linear de senos e cossenos de magnitudes e fases diferentes. Esta equacao,
juntamente com a F'T direta (Eq. 18), constitui o par de transformadas de Fourier.

5.1 Algumas propriedades da FT

Seja F[f] a FT de uma funcao f(z,y), isto é, F[f] = F(u,v). Algumas propriedades
interessantes da F'T' sao [Pap62], [Kor88]:

1. Linearidade:

Flafi(z,y) + bfa2(w,y)] = aF[fi(z,y)] + bF[fa(x, y)]
= aFi(u,v) + bFy(u,v)

2. Escalonamento:

Flf(az, By)]l = 5F (%, 5)
3. Deslocamento no espaco:

FIf (o = ay = )] = F(u, v)el 927t

13



4. Deslocamento na frequéncia:
Flelir(uoztvon)) (g 4)] = F(u — ug, v — vo)
5. Rotacgao de 180°:
FIFU (@)l = f(==,—y)
6. Convolucao:

FUIZ IEZ file, B) fole — ayy — B)dadB] = Flfi(x,y)F [ folz,y)]
= Fi(u,v)Fy(u,v)

Este ultimo resultado é de grande importancia em processamento de sinais.
Ele mostra que a convolugao de duas func¢oes no dominio espacial é equivalente
a operacao de multiplicacao no dominio da frequéncia. A equivaléncia para a
convolucao no dominio da freqiiéncia pode ser expressa por

f[fl(:cv y)fQ(Ta y)] = fj—oos fj—oo; Fl(u — S,V — t)FQ(S,t)det

6 Transformadas discretas: o caso geral

Seja f uma imagem de dimensao M x N representada pela seguinte matriz de pixels:

Uma transformada discreta geral de [f]arxny € uma matriz [F]axny dada pelo
seguinte produto

[F] = [PIAIEQ] (30)
onde [P] e [Q] sao matrizes nao-singulares (possuem inversa, determinante # 0) de
dimensao M x M e N x N, respectivamente:

[Flmxn = [Plaxm[flvxn[@] v (31)

A transformada [F]p«n pode ser escrita, ainda, da seguinte forma

14



M-1N-
F(u,v)= Y Y P(u,m)f(m,n)Q(n,v) para u=0,1, ... M-1 e v=0,1, ... N-(32)

m=0 n=0

—

Sejam, agora, [P]™" e [Q]' as matrizes inversas de [P] e [(Q], respectivamente.
E facil mostrar que a transformada inversa de [F] é dada por

1= [P FTIQI™ (33)

Exercicio: Verifique que se [P] e [@)] sao matrizes reais, simétricas e ortogo-
nais, entao

[£] = [PIA1IQ], 1= [PIF]IQ] (34)

6.1 Exemplo de uma caso particular: a Transformada Disc-
reta de Fourier

Seja a matriz de transformacao [® 4] com um pixel na posigao (m,n) dado por
%e‘j(%/‘])m”, m,n=20,1,---,J =1 (35)
[P] = [®pxum] € Q] = [®nxn] (36)

A Transformada Discreta de Fourier - DFT de uma matriz f é dada por

[F] = [PIlf]IC] (37)
Considerando as defini¢oes de [P] e [()] acima, e a expansao em 32, obtemos

Flue) = 5y 2 2 Jmme 00T (39)
parau=20,1,--- - M—-—1lev=0,1,---,N — 1.
Multiplicando-se [® ;] pela matriz [®;, ;] definida por

ej(??r/J)mn7 (39)
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obtemos a matriz identidade, o que significa naturalmente que [® 7, 5] = [®7xs] "

Considerando-se [P] = [®arxm] € [Q] = [Pnxn], entao [P]™! = [®pren] Le[Q] =

[®nxn]7t. Assim, a Transformada Discreta Inversa de Fourier é dada por

1= [P FTQ]™ (40)

ou na sua forma expandida

= E Z F(u,v) 6]27T M) (41)

param=0,1,--- M —-1len=0,1,---,N — 1.

6.2 DFT: visualizacao e implementacao

Como vimos, a FT representa de forma bastante diferente a informacao contida no
dominio espacial. A Fig. 10 ilustra, para o caso 1-D, o modelo do processo reversivel
associado ao par de transformadas direta e inversa de Fourier.

amplitude
FT direta
espaco ou tempo
amplitude
[
frequéncia
Figura 10:

A DFT é a versao digital da FT e, assim, nao contém todas as frequéncias
constituintes da imagem mas um conjunto significativo destas capaz de descrevé-la.

Para o caso de imagens com dimensao N x N, a DFT pode ser dada por:

16



N-1N-— .

wo) = 5 Z_O Z n)e TR (42)
para u, v = 0,1,- — 1. f(m,n) é a imagem no dominio espacial e os termos
exponenciais constltuem as fungoes de base associadas a cada ponto F(u,v) no
dominio da freqiiéncia. Estas fungoes sao componentes seno e cosseno de frequéncias
crescentes. Assim, F'(0,0) representa a menor freqiiéncia (ou o nivel DC do sinal) e
F(N —1,N — 1), a maior destas freqliéncias.

Ainda para o caso de imagens de dimensao N x N, a DFT inversa pode ser
descrita por:

fz,y) = > Fu,v)e F+F) (43)

—_

paraxz=0,1,--- . N—-1ley=0,1,
Observe a consideracao do termo 1/N tanto na transformada direta como inversa
(comente isto em funcao da linearidade da DFT).

Geralmente, o intervalo de valores representando o espectro da F'T é muito grande
(intervalo entre a representacao das altas freqiiéncias, gerando valores de baixa in-
tensidade, e a representacao das baixas freqiiéncias que predominam no sinal). Para
amenizar tal dificuldade na visualizacao (display) do espectro, podemos considerar
a seguinte funcao de escalonamento

D(u,v) = ¢ log(l + |F(u,v)|), (44)

onde ¢ é um fator de escala. Como podemos observar, a funcao acima realca o
valor dos pixels associados as regioes de alta frequéncia, melhorando a dinamica e,
consequentemente, a qualidade da informacao visual do espectro. Por exemplo, para
um espectro variando na faixa [0, 2.0 x 10°], log[1 + F'(u,v)] define um novo valor
s variando no intervalo [0, 5.3]. Um display deste intervalo num sistema de k bits

deve considerar ¢ = M. A Fig. 11 apresenta, respectivamente, uma imagem
original, o display de |F(u v)| e uma melhor visualiz¢ao deste espectro (numa escala

de 0 a 255).

De modo geral, e como na Fig. 11, o display do espectro de Fourier considera
o ponto F(0,0) centrado em ug = vo = N/2. Isto pode ser realizado facilmente a
partir das propriedades de translacao ou deslocamento vistas anteriormente e que,
para o caso discreto, podem ser indicadas por:
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Figura 11:

F )= N o F(u — g, v — vg) (45)

f(”l} ~ 2o,y — yO) PN F(u, v)e—]‘qu(uzo-I-vyo)/N7 (46)

ou seja, multiplicando-se f(x,y) pelo respectivo termo exponencial e calculando-se a
DFT, obtemos um resultado com a origem deslocada para o ponto (ug, vg), no plano
da frequéncia. As consideragoes sao semelhantes para a DFT inversa.

Observe que para o caso ug = vg = N/2, temos

ej??r(uoz—l—voy)/N

— Im(@ty) _ (_1)I+y (47)
flz,y)(=1)*"Y & F(u— N/2,v — N/2), (48)

o que fornece facilmente a translacao do espectro. Observe, ainda, que o desloca-
mento de f(x,y) nao altera o valor do espectro ja que:

[F(u, 0)e o)V | = | () (19)

Em termos de uma primeira abordagem sobre a implementa¢ao direta da DFT,
¢é importante considerar a propriedade de separabilidade da mesma. Neste caso,
podemos expressar as equagoes 42 e 43 da seguinte forma:

18



1 N-1 ] N-1 ]
Fluy0) = = 3 el S fg, y)emiteny (50

N z=0 y=0
para u,v = 0,1,....N-1, e
1 N-1 ] N-1 ]
f($7y) — N Z e]?ﬂum/N Z F(,u’,U)GJQWUy/N (51)
u=0 v=0

para x,y = 0.1,...,N-1; ou ainda, para a Eq. 50:

1 N-1 ]
F(u,v) = N > F(.x,v)e_ﬂmz/N, (52)
=0
onde
1 N-1 o /N
F(z,v) = N[ﬁ Z fla,y)e 7=V (53)
y=0

Este resultado mostra que F(u,v) pode ser obtida considerando uma transfor-
mada 1-D, ao longo de cada linha de f(z,y), definindo F(z,v), seguida da mesma
operagao no sentido das colunas de F'(z,v). O mesmo desenvolvimento é valido para

a Eq. 51.

Obs.: Consultar [Wo093], por exemplo, para outras propriedades interessantes

da DFT.

Estudo dirigido: Verifique que o nimero de opergoes necessarias a imple-
mentacao de [Flnxn = [Plyxn[flnxn[Q]nxn é proporcional a 2N?. Leia a
secao 3.4 do livro [Wo093] para uma boa compreensao da conhecida ”Fast
Fourier Transform - FFT” que a partir de uma decomposicao adequada da
DFT define um método de implementacao em que o nimero de operacoes é
proporcional a NlogsN. Este é o método mais comum de implementacao do

par da DFT.

A secao 3.5 do mesmo livro aborda alguns aspectos relativos a propriedade
de separabilidade e a definicao geral de um transformada linear, vistas ante-
riormente. Leia esta secao para a analise de outros tipos de transformadas
lineares. Em particular, a secao 3.5.3 aborda a Transformada Discreta do
Cosseno - DCT. Apds uma leitura sobre esta transformada, considere os co-
mentarios apresentados no exemplo da pagina 375 e aqueles abordados a partir
do ultimo paragrafo da pagina 378. Estes comentarios estao relacionados com
compressao de imagens e concernem diretamente a DCT.
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7 Exemplo de aplicagao: filtragem linear

Como mencionado anteriormente, a F'T pode ser empregada em inimeras aplicagoes
de processamento de imagens, e um exemplo tipico destas aplicacoes refere-se a
filtragem. Com o objetivo de eliminar ou realgcar determinadas componentes da
imagem, tais como ruido ou contornos, a filtragem no dominio da freqiiéncia explora
a caracteristica reversivel da F'T' e a informacao contida neste dominio.

Os filtros passa-baizas, por exemplo, associados as regioes homogéneas da im-
agem, "deixam passar” as componentes de baixa freqiiéncia, atenuando as de alta
frequéncia relacionadas com as transi¢oes bruscas da imagem. Estas transicoes sao
representadas por ruidos ou contornos, o que significa que ao eliminarmos o ruido
indesejavel da imagem, a partir de um filtro passa-baixas, estamos atenuando os
seus contornos nas mesmas proporcoes, caso tipico do processamento linear. Os
filtros passa-altas, por sua vez, atenuam ou eliminam as componentes de baixas
frequéncias. O efeito evidente desta filtragem é a obtencao de um realce nas zonas
de alta frequéncia do sinal, isto é, dos seus contornos e — infelizmente — ruido.

Num projeto de filtros lineares podemos considerar, ainda, os filtros passa-faizas
associados as regioes compreendidas entre as baixas e altas frequéncias. Estes filtros
sao empregados, por exemplo, em problemas de restauracao de imagens. A Fig. 12
apresenta o modelo de filtros para o caso 1-D (uma rotacao destas fungoes define os
mesmos filtros para o caso 2-D).

passa-baixas passa-altas passa-faixas

Figura 12:

O principio geral da filtragem, no dominio da freqiéncia, pode ser indicado pela
seguinte transformacao

G(u,v) = H(u,v)F(u,v), (54)

onde F'(u,v) é a transformada de Fourier da imagem de entrada, G(u,v) é a imagem
de saida filtrada, e H(u,v) é a respectiva fun¢do de transferéncia do filtro. O
problema consite, entao, em definir a fungao H(u,v) que conduza a imagem desejada
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G(u,v). A transformada inversa, F~'[G(u,v)], define a imagem filtrada no dominio
espacial ¢g(z,y).

7.1 Filtros passa-baixas

Um filtro ideal passa-baizas 2-D pode ser representado pela seguinte fungao de trans-
feréncia

) { 1 se D(u,v) < Dy (55)

H(u,v) = 0 se D(u,v) > Dy

onde Dy > 0 é a freqiéncia de corte e D(u,v) é a distancia do ponto (u,v) até a
origem do plano da freqiéncia, ou seja,

D(u,v) = (u® + '1)2)% (56)

Observe que de acordo com a Eq. 55, as frequéncias contidas no circulo de raio
Dy nao sofrem atenuacoes, dai o termo filtro ideal. A Fig. 13 apresenta uma imagem
original com ruido, uma ”mascara” correspondente a funcao H(u,v), e a imagem
resultante do filtro passa-baixas.

Figura 13:

Exercicio: Verifique, em [Wo093], o exemplo apresentado na pagina 203 sobre
filtro passa-baixas.
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O filtro passa-baizas de Butterworth de ordem n é dado pela seguinte funcao de
transferéncia:

1
1+ [D(u, )/ Do]?"

H(u,v) = (57)

Esta funcao define um filtro sem grande descontinuidade, nao estabelecendo uma
transicao brusca na frequéncia de corte. Nestes casos, costuma-se definir um valor
para Dy correspondendo a uma porcentagem do maximo valor H(u,v). Podemos
ver facilmente que quando Dy = D(u,v) o valor de H(u,v) cai para 50% do seu
valor inicial. Se quisermos, por exemplo, que este valor atinja 1/v/2, entao:

1 1
1+ [vV2 = 1[D(u,v)/DoJ2" 1+ 0.414[D(u,v)/Do]?"

H(u,v) = (58)

7.2 Filtro passa-altas

Como mencionado anteriormente, as transicoes bruscas de um sinal estao associadas
as componentes de alta freqiéncia do espectro de Fourier. Assim, um realce da
imagem, com énfase nestas transicoes, pode ser obtido deixando-se passar estas
altas frequéncias e atenuando-se as demais.

Um filtro ideal passa-altas 2-D é dado pela seguinte funcao de transferéncia:

0 se D(u,v) < Dq

H(u,v) = { 1 se D(u,v) > Dy (59)

Dy é a frequéncia de corte medida a partir da origem, no plano da frequéncia, e
D(u,v) é definida como anteriormente. A Fig. 14 apresenta uma imagem original
com ruido, uma "mascara” correspondente a funcao H(u,v), e a imagem resultante
do filtro passa-altas.

O filtro passa-altas de Butterworth de ordem n é dado por
1

H(u,v) = 5 Do/ D(w, o) (60)
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Figura 14:

Novamente, quando Dy = D(u,v), H(u,v) cai 50% do seu valor maximo.

Exercicio: Verifique os resultados da filtragem apresentada na pagina 213 em

[Wo0093].

8 Filtragem linear no dominio espacial

A filtragem linear, no dominio espacial, pode ser entendida facilmente a partir da
propriedade da convolucao relacionada com a FT.

Para o caso discreto, a convolucao descrita pela Eq. 17, pode ser expressa por

N-1N-

g(z,y) = > > h(i,))f(x—iy—7), (61)

1=0 5=0

—

onde h corresponde a representagao espacial da funcao de transferéncia H (Eq. 54),
f € aimagem de entrada N x N com ruido, e g é a imagem resultante da filtragem
no dominio espacial equivalente a F~[G/(u,v)].

De maneira geral, a funcao h(z,y) pode ser obtida diretamente a partir da DF'T

inversa de H(u,v), de tamanho N x N. Na pratica, o que se considera é uma
representagao reduzida de h(x,y), caracterizando o tipo de filtragem desejado. Esta
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filtragem é definida por uma combinagao linear dos pixels numa vizinhanga de f(z,y)
através das operacoes indicadas pela Eq. 61.

Estudo dirigido: Leia a segao 4.5 em [Wo093| para uma abordagem sobre
definicdo de uma mascara de convolucao h(x,y) a partir da DFT inversa de

H(u,v).

Sejam I' = (M +1)x(N+1), M e N pares, uma vizinhanga discreta centrada na
origem, e uma imagem f(z,y) com ruido. Uma operacdo local de filtragem linear,
no dominio espacial, pode ser dada por

g = 33 i) (e — iy —j) (62)

t=—m j=—n

Esta equacao representa uma convolugao discreta da imagem f com uma mdscara
de coeficientes h. Assim, em termos de implementacao, a operacao de filtragem pode
ser obtida a partir de um deslocamento de h sobre as linhas de f (ou vice-versa), no
sentido da varredura direta da imagem (da esquerda para a direita, e de cima para
baixo). Os coeficientes de h definem o tipo da filtragem: suavizacdo ou realce de
contornos, por exemplo.

8.1 Alguns exemplos: filtros passa-baixas

O filtro da média é um exemplo tipico de uma filtragem passa-baixas no dominio
espacial. Para uma vizinhanca elementar 3 x 3, por exemplo, a mascara h pode ser
dada por:

o
h=g|1 11 (63)
111

E facil constatar o efeito de reducao do ruido apos tal filtragem, assim como o
problema de suavizacao dos contornos da imagem que, naturalmente, se torna mais
grave a medida que a mascara h aumenta de dimensao. A Fig. 15 ilustra a filtragem
linear de uma imagem com uma mascara 11 x 11.

Os valores de h podem ser definidos a partir da consideracao do modelo de
um determinado tipo de ruido, visando expressar aproximacoes deste modelo. As
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Figura 15:

mascaras, a seguir, sao definidas considerando o ruido com uma distribuicao de
probabilidade gaussiana, distribuicao esta muito utilizada na pratica.

L2
=2 402 (64)
121

8.2 Detectores de contorno

Os detectores de contorno identificam transi¢oes bruscas na funcao f(z,y). A
mascara 3 X 3, a seguir, € um exemplo de um detector de contorno espacial.

1 -1 -1
h=|-1 8 -1 (65)
1 -1 -1

Esta mascara, cujo somatério dos coeficientes é igual a zero, define valores nu-
los nas regides homogéneas da imagem e valores mais elevados préximo aos seus
contornos.
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8.2.1 Operadores diferenciais

Os operadores diferenciais, tais como o gradiente, sao largamente empregados na
deteccao de contornos [Kak82]. Para um sinal 2-D, identificamos mudangas da
funcao em varias direcoes (derivadas parciais em torno dos eixos x e y, por exemplo).
Neste caso, definimos um vetor gradiente do tipo:

S
| IS
N
D
(@]
S—

vr-|

A magnitude deste vetor é

1/2
Tyely 7

v 1= |G+

Esta equacao define a intensidade do gradiente cuja direcao, perpendicular a
direcao do contorno, é dada por

0=ty l%l (68)

8.2.2 Exemplos

Para o caso discreto, o operador acima é definido a partir de diferencas entre pixels,
numa determinada vizinhanca. O conhecido gradiente de Roberts, por exemplo, é
representado por (Fig. 16)

Vaf(z,y) = flz,y) = fle + 1L,y +1) (69)
Varf(2,y) = flz,y+1) = flz + 1,y) (70)

Este operador responde a mudancas nas diregoes diagonais (45° e 135°) da im-
agem, considerando pares de pontos centrados em (x + 1/2, y + 1/2). O gradiente
de Roberts pode ser representado, ainda, pelas seguintes mascaras de convolugao:

w3 2] ve] 2]
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Figura 16:

Outras aproximagoes para a magnitude do gradiente, indicando descontinuidades
nas direcoes principais x e y, podem ser obtidas a partir dos operadores de Prewitt
e Sobel definidos, respectivamente, pelas seguintes mascaras de convolugao:

-1 -1 -1 -1 0 1
1 1 1 -1 0 1
e
-1 -2 -1 -1 0 1
Ve = 0 0 0| w,=(-20 2 (73)
1 2 1 -1 0 1

Para as diferengas nas direcoes ortogonais v/, e v/,, acima, a intensidade do
contorno no ponto (z,y) é (Eq. 67):

v flz,y) = Vvt +v,° (74)
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A magnitude do gradiente pode ser aproximada por

| v (2, y)] = max([v,],|v,]) (75)

|V ()] =1V +1v,] (76)

Estas aproximagoes evitam o calculo da raiz quadrada e, para o caso da Eq. 75,
a introducao de novos valores de niveis de cinza fora do intervalo original. A Fig.
17 apresenta uma imagem seguida da deteccao de seus contornos nas direcoes x e y,
utilizando o operador de Prewitt e o calculo da magnitude indicado pela Eq. 75.

O Laplaciano

O Laplaciano 2-D de uma fungao f é um operador diferencial linear dado por

o*f  0*f
vz _
! dx?  0Oy? (1)

Para o caso discreto, podemos mostrar que

Vif(x,y) = (2, y)+v, f(2,y) = [+, y)+ f(a—1y)+f(z,y— 1)+ f(z,y+1)]| -4 (z,y),

(78)
o que corresponde a uma convolucao de f com a mascara
1 0
h=|1 —4 1 (79)
1 0

Observe que, como esperado, o Laplaciano é zero para uma rampa linear e que
o mesmo responde na entrada e na saida dos pontos de transicao com valores pos-
itivos e negativos que se alternam. O médulo, |72 f|, ou apenas a parte positiva,
|72 f| > 0, podem ser considerados como resultado do Laplaciano. No caso em que
as respostas positivas e negativas sao consideradas, um dado interessante associado
a este operador é a passagem por zero (zero-crossing) da funcao.
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Figura 17:
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Exercicio 1: Mostre que o Laplaciano é proporcional a diferenca entre uma
imagem f e sua versao filtrada, f, considerando os valores do ponto (z,y) e
dos seus quatro vizinhos mais proximos.

9 Filtragem nao-linear

Como vimos, um dos grandes problemas relacionados com a eliminacao do ruido
de uma imagem, através de uma filtragem linear, refere-se a suavizacao dos seus
contornos. O processamento nao-linear aborda este problema tentando evitar uma
filtragem homogénea ao longo das regioes proximas a estes contornos. Uma classe
de filtros nao-lineares bastante empregada na eliminacao de ruidos, com preservacao
de contornos, sao os filtros estatisticos da ordem [Kak82] [ea83]. Dentre estes, um
dos mais importantes € o filtro da mediana que consiste em substituir o valor de um
pixel m, centrado numa determinada vizinhanca, pelo valor mediano dos pixels desta
vizinhanga ordenados de acordo com suas magnitudes [Hey82]. O filtro da mediana
elimina eficientemente ruido impulsivo, do tipo sal e pimenta, representando descon-
tinuidades abruptas e isoladas na imagem. Além disto, ele nao introduz valores de
niveis de cinza diferentes daqueles contidos na imagem original e, por afetar menos
os contornos, pode ser aplicado iterativamente. A Fig. 18 apresenta uma imagem
com ruido e uma iteracao do filtro da mediana com uma vizinhanca 5 x 5.

Outros casos especificos dos filtros estatisticos da ordem sao os valores mdzimo
e minimo da sequéncia ordenada de pixels. Como veremos, isto representa uma
generalizacao das operacoes de dilatacdo e erosao morfoldgicas discutidas a seguir.

10 Morfologia Matematica

Um dos grandes problemas em processamento e analise de imagens refere-se a ex-
tracao das componentes de interesse contidas na cena original. A analise do conteudo
desta cena depende de duas etapas principais. Uma relativa a segmentagao, con-
sistindo de transformacoes geralmente dependentes da aplicacao, e outra referente
a andlise quantitativa dos objetos segmentados. Esta etapa visa a extracao de car-
acteristicas dos objetos a serem consideradas num processo de classifica¢do.

Morfologia Matematica (MM) representa uma técnica nao-linear de processa-
mento de imagens e define um conjunto de ferramentas que auxiliam na realizacao
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Figura 18:

destas etapas. Formalizada a partir dos anos 60 com os trabalhos de G. Matheron
e J. Serra [Mat75], [Ser82], [Ser88], [Bar94], do Centro de Morfologia Matematica
da Escola de Minas de Paris, ela tem como fundamento a teoria dos conjuntos e a
geometria integral, e é utilizada atualmente no formalismo de diversos problemas
praticos e tedricos de processamento e analise de imagens.

Como veremos, a idéia basica da MM consiste da comparagao do contetido de
uma imagem com outra menor e de forma conhecida, denominada elemento es-
truturante. De modo geral, este elemento contém caracteristicas geométricas e/ou
topologicas relacionadas com a informacao que pretendemos extrair da imagem de
interesse.

11 As transformacgoes morfolégicas

As transformacoes morfologicas podem ser consideradas sobre imagens binarias ou
em niveis de cinza, vistas como conjuntos e fungoes, respectivamente. A estas ima-
gens podemos associar os operadores booleanos de uniao U e intersecao N, no caso
de conjuntos, e os operadores max e min, no caso de fungoes.

As transformacgoes morfolégicas dispoem de algumas propriedades algébricas e
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topologicas que sao importantes caracterizar. Seja 1 uma transformacao agindo
sobre imagens binarias ou em niveis de cinza. Mais distintamente, para imagens
binérias, consideramos subconjuntos P(R*) de R* e ¢ : P(R?) — P(R?). Neste
caso, a relacao de ordem € a inclusao. Para imagens em niveis de cinza, @ opera
sobre funcoes de ®? em R. Se F designa o conjunto destas funcdes, ou seja, F =
{f:R* - R}, entao ¥ : F — F. Neste caso, a relacio de ordem é:

Vi,geF,.f<g & VaeR? f(z)<g(x) (80)

E importante lembrar que, na pratica, as imagens sao processadas no plano
discreto Z2, com fungoes assumindo valores em Z. Uma seqiiéncia de imagens pode
ser definida como uma funcao em Z2 em que a terceira variavel representa o tempo,
por exemplo.

A transformacgao morfolégica @ € dita extensiva se, e somente se
VX eP(RY), X Co(X) ou VfeF, [<i(f) (81)
e anli-extensiva se, e somente se

VX eP(RY),P(X)C X ou VfeF u(f)<f (82)

A mesma transformagao é dita crescente se ela preserva a ordem no espago P(R?),
ou seja,

VXY € P(R?), X CY = (X)C oY) ou (83)
VigeF. [ <g=9(f) < () (84)

Em caso contrario (X C Y = (V) C (X)) ou f < g = 90(f) > ¥(g)), ela é

dita decrescente. A operacao @ é idempotente se

ot =1, (85)

ou seja, o resultado de varias iteracoes do operador @ sobre a imagem equivale ao
resultado de uma unica aplicacao.

Duas transformacoes ¥; e ¥; sao duais se, e somente se

VX € P(RY), (X)) = (Y2(X))° ou VEF vu(f) = —(va(—Ff)  (86)

Finalmente, uma transformacao é dita homotopica se ela nao modifica o numero
de conexidade N, de um conjunto X, isto é:

Nu((X)) = No(X) (87)



12 Erosao e dilatagao

Erosao e dilatacao sao as operacoes elementares da MM e formam a base para a
construcao das transformacgoes mais complexas. Assim, numa cadeia morfologica de
processamento de imagens, podemos encontrar um grande numero de operadores
encadeados, todos definidos a partir destas fungoes elementares.

Seja X o conjunto inicial dos pontos que constituem a imagem binaria a ser anal-
isada, e B uma pequena imagem representando um certo conhecimento geométrico
e/ou topologico de X. Ao elemento estruturante B associamos um ponto origem rep-
resentando, na imagem, a posicao de referéncia para o resultado das transformacoes.
A Fig. 19 apresenta dois exemplos de elementos estruturantes de dimensao 3 x 3
com origem no seu centro. A Fig. 19(a) define um elemento 4-conexo, e a Fig.
19(b), um elemento 8-conezo.

]l.l\ :.:

(@ (b)

Figura 19: Exemplos de elementos estruturantes numa vizinhanca 3 x 3.

A dilatacao de X por B, 65(X), é dada pela uniao de todos os pontos x de R?
tal que o elemento estruturante B, centrado em x, B,, intercepta X. Assim:

5p(X)={z e R%L,B.NX #0} (88)

A Fig. 20 apresenta o resultado de duas iteracoes de dilatacao de uma imagem
binaria com o elemento estruturante 3 x 3 indicado na Fig. 19(b). Aqui, as im-
agens contém apenas dois valores (imagens binarias): o valor 71”7 representando o
conjunto X de pontos claros da forma (foreground), e o valor ”0” correspondente ao
complemento de X, X°, e representando os pontos escuros do fundo (background)
da imagem.

A erosao de X por B, ¢, é definida pelo conjunto dos pontos de x em R? tal que
B, ao ser transladado para a posicao x, esteja totalmente incluido no conjunto X.
Assim:

es(X) = {z € R, B, C X} (89)
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UNIMEP & UNISANTA | UNIMEP & UNISANTA
(a) (b)

Figura 20: Imagem original (a), e imagem dilatada (b).

A Fig. 21 apresenta o resultado de duas iteracoes de erosao de uma imagem
binaria com o elemento estruturante da Fig. 19(b).

IIT —ERI

UNIMEP & UNISANTA
(a) (b)

Figura 21: Imagem original (a), e imagem erodida (b).

No caso de func¢oes, e considerando o exemplo pratico de elementos estruturantes
com valores iguais a zero no seu dominio k € R? (elemento estruturante planar), a
dilatacao é dada simplesmente por:

op(f)(x) = max{zy, k € B}, (90)

€ a erosao:

es(f)(z) = min{zy, k € B} (91)

A Fig. 22 apresenta um exemplo de dilatacao e erosao de uma imagem em niveis
de cinza com um elemento estruturante de dimensao 5 x 5. Como podemos observar,
a dilatacao amplia as zonas claras da imagem e a erosao realiza o processo inverso,
aumentando o dominio das regides escuras.

E facil constatar que erosao e dilatacao sao operacoes crescentes e duais, e que
ambas nao sao nem idempotentes nem homotépicas. Observe, ainda, que para um
elemento B de tamanho n, B,,, definido a partir de n iteracoes de dilatacao com um
elemento estruturante de tamanho unitario, By (por exemplo, os elementos da Fig
19), entao a erosao (dilatagao) de um conjunto X com B,, pode ser decomposta em
uma seqliéncia de n erosoes (dilatacoes) de X com B;. Assim:

5B1 o] (532 = 5531(32) € (92)

€B; O €B; = €55 (B) (93)
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Figura 22: Imagem original (a), imagem dilatada (b), e imagem erodida (c).

13 Abertura e fechamento morfolégicos

As operacgoes de abertura e fechamento com um elemento estruturante B, deno-
tadas respectivamente por vg e pp, sao obtidas combinando-se erosao e dilatagao
da seguinte forma:

B :(SBOGB, (94)

YB = €50 0B, (95)

onde B é o transposto de B, ou seja, o simétrico de B em relacao a sua origem.
Naturalmente, no caso de B simétrico, temos

’yB:éBOGB

wB = €g 0 0B

Abertura e fechamento morfolégicos sao operacoes duais, crescentes e idempo-
tentes. A abertura é anti-extensiva e o fechamento, extensivo.

Em termos visuais, a abertura regulariza os contornos e elimina pequenas ”ilhas”
e "cabos” estreitos de uma imagem binaria. O fechamento suprime pequenos ”lagos”
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e "canais” estreitos (Fig. 23). Da mesma forma, para imagens em niveis de cinza,
a abertura elimina estruturas claras, enquanto o fechamento atua sobre as estru-
turas escuras. Tudo isto em funcao da forma e dimensao do elemento estruturante
considerado. Observe, finalmente, que estas operagoes nao sao homotdpicas.

(a) (b) ()

Figura 23: Imagem binaria (a), abertura (b), e fechamento de tamanho 5 (c).

14 Filtros morfolégicos

Os filtros morfolégicos constituem alternativas interessantes a filtragem nao-linear e
sao caracterizados por uma transformacao ¢ crescente e idempotente [Ser94]. Assim:

V(f,g) e FxF.f<g = »(f) <) (96)
Ve F,o(f) =v((f)) (97)

Neste sentido, a erosao e a dilatacao, por nao serem idempotentes, nao con-
stituem filtros morfologicos. Por sua vez, a abertura e o fechamento sao exemplos
tipicos de operadores de filtragem, cuja composicao também define filtros. Esta
composicao pode ser considerada a partir de aberturas e fechamentos com elemen-
tos estruturantes de tamanho variavel o que conduz, entre outros, a definicao de
filtros com comportamento simétrico em relacao as estruturas claras e escuras da
imagem [Ser88], [Che89]. A Fig. 24 ilustra uma filtragem por abertura.

14.1 Outros exemplos de operacgoes elementares

O conjunto das transformacoes morfologicas pode ser obtido a partir da combinacao
dos operadores apresentados anteriormente. Como primeiro exemplo destas trans-
formacoes, podemos citar o residuo da dilatacao e erosao que define o gradiente
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(2 " (b)

Figura 24: Immagem original com ruido (a), e exemplo de filtragem por abertura (b).

morfologico simétrico (Fig. 25):

grad(f) = 85(f) — es(f) (98)

Da mesma forma, os gradientes interno e externo sao dados, respectivamente,
por

grad—(f) = f —es(f) (99)
grad® (f) = os(f) — f (100)

Outra transformacao importante é o chapéu mezicano claro (white top-hat) que
detecta as estruturas claras da imagem eliminadas por uma abertura de tamanho n
(n iteracdes com um elemento estruturante elementar).

CM(f) = f —m(f) (101)

O chapéu mezicano escuro (black top-hat), associado as estruturas escuras da
imagem, é dado por

CM(f) = enlf) = f (102)

A Fig. 26 ilustra estas transformacoes que sao empregadas, entre outros, na
definicao do esqueleto morfolégico de uma imagem [Ser88].
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Figura 25: Imagem original (a), e o seu gradiente morfologico (b).

Figura 26: Imagem original (a), o chapéu mexicano claro (b), e o escuro (c).
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Figura 27: Exemplo de elementos estruturantes homotdpicos de afinamento.

15 A transformacao Tudo ou Nada

A transformacao Tudo ou Nada (Hit or Miss) considera as duas fases (pontos 71”7 e
pontos 70”) do elemento estruturante B. Sejam B! e BZ estas fases com a mesma
origem centrada em x € X. A transformacao Tudo ou Nada de X com B, X ® B, é
dada por

X@B={zeR*:B.CcX,B*C X%} (103)
ou ainda

X @B = epi(X)\opz(X) = ep1(X) N epz(X7) (104)

15.1 Afinamento e espessamento homotdopicos

O afinamento e o espessamento homotopicos sao exemplos de aplicagoes obtidas a
partir da transformacao do tipo Tudo ou Nada. O afinamento de uma imagem X
com um elemento estruturante B, X & B, define uma representacao homotépica do
esqueleto de X (Fig. 28), e é dado por

XoB=X\(X®B) (105)

O afinamento elimina pontos da borda de X e deve ser aplicado iterativamente
até a idempoténcia, considerando-se uma sequéncia de elementos estruturantes que
preservem a topologia da imagem. A Fig. 27 apresenta exemplos destes elementos
que, juntamente com suas rotacoes de 90°, devem ser utilizados alternadamente no
afinamento em uma malha retangular (o * indica que o ponto pode assumir o valor
”0” ou "1” na respectiva posicao).

O espessamento é a operacao dual do afinamento e é dado por

XoB=XU(X®B) (106)
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N —
(a) (b)

Figura 28: Imagem original (a), e o resultado do afinamento com as mascaras da

Fig. 27 (b).

O espessamento homotopico adiciona pontos as componentes da imagem sem
que a sua topologia seja alterada. E facil verificar que os elementos estruturantes
empregados aqui sao o complemento daqueles utilizados na operacao de afinamento
e que, por dualidade, esta transformacao define o esqueleto do fundo da imagem.

A abordagem anterior pode ser estendida a fungoes. Assim, seja f uma imagem
em niveis de cinza e B!, B? os subconjuntos do elemento estruturante planar repre-
sentando, respectivamente, as fases 71”7 e 70”7 de B. O afinamento de f por B, fo B,
¢ dado por

8p2(f),se 8pa(f) < f < emy(f), (107)

f, caso contrario

ron -

O afinamento numérico define a zona de influéncia dos minimos regionais de uma
imagem, salientando os picos das "montanhas” que constituem o seu relevo. Esta
operacao pode ser associada a transformacao que calcula a linha divisora de aguas
de uma funcao e que, como veremos posteriormente, constitui a base dos algoritmos
morfolégicos de segmentacao.

16 Operagoes geodésicas e reconstrugao

Sejam x e y dois pontos quaisquer de um conjunto X. O arco geodésico de extrem-
idade zy é definido como o arco de menor distancia dx(z,y) entre z e y, contido
em X [Mai84]. Caso este arco nao exista, esta distancia é considerada infinita (Fig.
29). A fungao dy é denominada distancia geodésica.

Como discutido em [Mai84], as transformagoes morfologicas basicas podem ser
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Figura 29: Nocao de distancia geodésica.

definidas no espago métrico (X, dx ). Por exemplo, se Y C X, pontos z de X tal que
Bx(z, A) constituem o conjunto A — dilatado de Y em X. Este conjunto é denotado
por

6x(Y)={z € X : Bx(z,\)NY # 0} (108)
onde Byx(z, \) = {z € X: dx(z, y) < A}

Na prética, a dilatacao geodésica de tamanho n, no espaco Z2, pode ser obtida
a partir de n iteracoes da dilatacao geodésica de tamanho 1 definida por

sL(Y)= (Y ®B)N X, (109)

| §%(Y) = 6k (6% (..6% (1)) (110)

n vezes

O elemento estruturante B pode ser aqueles indicados na Fig. 19.

A erosao geodésica de Y em X é dada por

ex(Y)={z € X:B,(z,)) CY} (111)

As transformacgoes geodésicas sao empregadas na reconstrucao de um conjunto
conexo X marcado por outro conjunto de referéncia Y, nao vazio, denominado
marcador. O conjunto X é a mascara representando a componente binaria que
pretendemos preservar. Uma dilatacao geodésica de Y em X, até a idempoténcia,
permite a reconstrucao total desta componente. Como exemplo, consideremos o
problema de eliminacao de particulas parcialmente incluidas numa imagem [Che89)]

(Fig. 30).
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Se 0% representa o subconjunto de pontos pertencentes a fronteira de uma im-
agem X, entao o novo subconjunto X’, contendo componentes totalmente incluidas
em X, é dado por

= X\é65(0%) (112)

6°°(+) indica a execugao da dilatagao até a idempoténcia.

(b)

Figura 30: Imagem ¥ contendo particulas parcialmente incluidas (a); dilatacao
geodésica de 9% em X (b); subconjunto das particulas totalmente incluidas em X

().

A nocao de reconstrucao geodésica € muito importante para o processamento
morfolégico, e constitui a base de inumeras transformacoes mais complexas rela-
cionadas, por exemplo, com separacao de particulas, definicao de operadores conexos
e fungoes de extingao morfologicas [Vin93], [JC93], [Vac95].

No caso numérico, a dilatacao geodésica de uma funcao ¢ "marcando” uma
funcao f (¢ < f) é dada por (Fig. 31)

5}(9) min(61(g), f) (113)

8%(g) = 63(65(--65(9))) (114)

n vezes

A realizagao desta funcao até a idempoténcia define a reconstrugao geodésica de
f por g. A erosao de uma fungao g > f, €}(g), é definida de maneira dual. Observe
na Fig. 31(a) que apenas os domos da funcao f, marcados pela funcao g, sao
parcialmente reconstruidos. O mesmo acontece com os vales no caso da operacao
dual (Fig. 31(b)). Observe, ainda, que quando os valores da fun¢ido marcadora
g coincidem com os maximos regionais de f, a dilatacao geodésica conduz a uma
reconstrucao total da mascara f.

A secao seguinte apresenta uma aplicacao interessante das operacoes geodésicas
relacionada com os algoritmos morfologicos de segmentacao.
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Figura 31: Exemplo de reconstrucao geodésica (a), e reconstrucao dual (b).

17 Esqueleto por zona de influéncia

Seja Y uma imagem binaria composta de varias componentes conexas Y7, Ys, - - -, Y}.
Seja X uma outra imagem binaria tal que Y C X. A zona de influéncia geodésica,
izx(Yi), de um conjunto conexo Y; é o conjunto de pontos p de X cuja distancia
geodésica, em relacao a Y;, é menor que a distancia geodésica de qualquer outra

componente de Y:

vzx(Yi) = {pe X :Vj € [Lk],j # 1,dx(p,Y:) < dx(p,¥;)} (115)

Os pontos de X que nao pertencem a nenhuma zona de influéncia constituem o
esqueleto por zona de influéncia - SKIZ de Y em X (Fig. 32), ou seja,

SKIZx(Y)= X\IZx(Y) (116)
1Zx(Y)= | izx(Yi) (117)
1€[1,k]
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IZX(Y3)

Figura 32: Esqueleto por zona de influéncia de Y em X.

18 Segmentacao morfolégica

A principal ferramenta de segmentacao morfolégica é baseada na transformacao
que define a linha divisora de aguas - LDA ou watershed de uma funcao [Mey93],
[Soi91]. Intuitivamente, esta LDA pode ser obtida da seguinte forma. Considere
uma imagem em niveis de cinza representada por uma superficie topografica em que
os niveis indicam a altitude do ponto no relevo. Suponha, agora, que os minimos
em cada uma das bacias (minimos regionais) que constituem a superficie sejam
perfurados, e que a imergimos em um lago com velocidade vertical constante. A
agua que penetra regularmente pelos orificios preenche a superficie topografica e,
durante o preenchimento, dois ou mais fluxos vindos de minimos diferentes podem
se unir. Os diques construidos na superficie para evitar que tal juncao de aguas
ocorra constituem a LDA da imagem.

Existem algoritmos eficientes que calculam a funcao LDA a partir da simulagao
deste processo de preenchimento de bacias [Mey93], [S0i91]. Um algoritmo iterativo
baseado na definicao do SKIZ considera os seguintes passos (ver [Vin93] para uma
implementacao do método). Seja o conjunto X; obtido por limiarizacoes sucessivas
de uma imagem f com N niveis de cinza:

Xi={r€ 2% f(z)<i} i=1,--,N (118)

Se o conjunto SKI1Zx(Y) indica, como anteriormente, o esqueleto por zona de
influéncia de Y em X (segao 17), entao o conjunto 7, representando a LDA de f,
pode ser dado iterativamente por

Zj =SKIZx,(Xj2i\Zj—1) j=1,---,N
7-Uz (115)
J
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O algoritmo de LDA define a zona de influéncia de todos os minimos regionais
de uma imagem e, neste sentido, a sua aplicacao resulta em uma super-segmentacao
da mesma. A Fig. 34(c) apresenta a imagem de LDA do gradiente, Fig. 34(b),
calculado sobre a imagem de graos de feijao na Fig. 34(a). Cada regiao da Fig.
34(c), delimitada por uma LDA, corresponde a zona de influéncia do minimo mais
profundo nesta regiao.

De modo geral, o modelo de segmentacao utilizando o algoritmo de LDA é con-
stituido de duas etapas principais: uma "inteligente” que consiste da obtencao de
marcadores associados as regides que pretendemos segmentar, e a outra, automatica,
representada pelo calculo da LDA sobre uma imagem f que considera a informacao
destes marcadores. Esta imagem pode ser o chapéu mexicano, a prépria imagem
original ou o seu gradiente, por exemplo. O objetivo da primeira etapa, especifica
a aplicacao, é eliminar minimos nao significativos da imagem diminuindo, assim,
o efeito da super-segmentacao. A segunda etapa define uma imagem de "relevo”
adequado a segmentacao das regioes. O gradiente, por exemplo, que atribui val-
ores elevados aos pontos de contorno das regides e minimos no seu interior pode ser
empregado na segmentacao da Fig. 34(a).

De posse destas imagens, o proximo passo consiste em impor minimos na im-
agem gradiente, na posicao indicada pelos marcadores obtidos na primeira etapa.
Esta imposicao especifica as regides da imagem a serem perfuradas no processo de
inundacao. As bacias que nao forem marcadas nao definirao zonas de influéncia e,
conseqientemente, nao constituirao LDA.

Para a imposicao dos minimos, precisamos considerar uma imagem ¢ definida da
seguinte forma:

) Foo se x g M .
g(:c)—{ 0 se e M (120)

onde M representa o conjunto dos marcadores. Para o calculo da LDA das regioes
marcadas por M, efetuamos inicialmente uma reconstrugao geodésica dual (secao
16) de g em mun(f,g): €min(f.9) (g). A Fig. 33 ilustra estas operacoes. Finalmente,
o algoritmo de LDA pode ser aplicado nesta imagem reconstruida, originando uma
segmentacao mais adequada. Um algoritmo eficiente de segmentacao por LDA con-
siderando marcadores é apresentado em [Mey93].

A Fig. 34 apresenta uma aplicagao simples deste método. Os marcadores conexos
M (Fig. 34(d)), associados a cada um dos graos, foram obtidos facilmente por
limiarizacao da imagem original [Kak82]. Por exemplo, todos os pixels com nivel
de cinza abaixo de um determinado valor (30, neste caso) fazem parte do conjunto
M. A este conjunto, precisamos acrescentar um marcador para o fundo da imagem
gradiente (por qué?). Observe a separagao dos graos que se tocam no resultado da
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. min(f,g)

(a) (b)

Figura 33: Imposicao de minimos (a), e reconstrucao dual (b).

segmentacao (Fig. 34(e)).
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