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Nesta aula foram abordados temas relacionados à árvores PQ, baseados na leitura do artigo:
Booth e Leuker 1976 - BOOTH, K. S.; LEUKER, G. S. Testing for the Consecutive Ones Property, Interval Graphs, and Graph Planarity Using PQ-Tree Algorithms. J. of Computer and Systems Sciences, 13, 335-379 (1976)

Qual o assunto discutido no artigo?

O artigo introduziu uma estrutura de dados que permite representar e obter todas as permutações possíveis em um conjunto U de forma que certos subconjuntos S ( U ocorram consecutivamente.
Exemplo onde há solução
Dado o conjunto universo U = {A, B, C} com restrições {A, B} e {B,C} há duas possíveis permutações que satisfazem o problema: ABC e CBA.

Exemplos onde não há solução
Considerando-se o mesmo conjunto universo do exemplo anterior e adicionando-se a restrição {A,C}, não haverá uma permutação que resolva o problema.
Foi observado ainda que, para um conjunto qualquer, se todos os subconjuntos forem definidos como restrições, então não haverá permutação que satisfaça o problema.
Relações entre configurações de subconjuntos e solução do problema
Após a investigação de vários exemplos de conjuntos e subconjuntos, foi observado que:

- Sempre que houver ciclos definindo as restrições, não haverá solução.

Ex: Num conjunto qualquer onde existam os elementos A,B e C e restrições formando um cíclo, não haverá solução
U = {..., A, B, C, ... } e restrições {A,B}, {B,C} e {C, A}:  Não há permutação possível!

- Sempre que houver estrelas (n>3) também não haverá solução:

Ex: U = {..., A, B, C, D, ... } e restrições {A,B}, {A,C}, {A,D}: Não há permutação possível!

O que é uma árvore PQ?
Uma árvore PQ é um tipo de estrutura de dados com raíz e cujos nós internos (que não são folhas) são nomeados P ou Q. Um nó P tem pelo menos dois filhos e um nó Q tem pelo menos três filhos. Uma árvore PQ representa uma permutação permissível de um determinado conjunto.

O que é uma árvore PQ própria?


Uma árvore PQ é própria quando tiver as seguintes características:


- Todo elemento de U aparece na árvore com uma folha exatamente uma vez.


- Os nós P tem pelo menos dois filhos

- Os nós Q tem pelo menos três filhos


Como seria uma árvore PQ para o exemplo inicial da aula?

Conjunto U = {A, B, C} com restrições {A, B} e {B, C}:
Q
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Qual a relação entre o problema e a árvore?


A estrutura da árvore pode representar as possíveis permutações de um certo conjunto de acordo que as restrições estabelecidas. A partir da árvore e de transformações equivalentes, pode-se obter todas as permutações que satisfazem o problema representado.

Quantas possíveis permutações satisfazem o problema representado abaixo?
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As transformações equivalentes geram 768 árvores diferentes representando as possíveis permutações.

Se o universo tem n elementos, qual o máximo de nós PQ que a árvore vai ter?


Como o menor número de folhas possível é igual a 2, o maior número de nós será o de uma árvore binária. Portanto o máximo de nós PQ possíveis seria (n-1).

Considerando ainda os nós P e Q e as folhas, o espaço ocupado por uma árvore será linear e limitado em (2n-1) nós.

Em linhas gerais, como funciona o algoritmo de redução?

O algoritmo recebe o conjunto de elementos U e uma família de subconjuntos que representam os elementos que devem ocorrer consecutivamente.

O algoritmo processa um conjunto de cada vez.  A partir de uma classe de permutações, representada por uma arvore PQ, o algoritmo reduz a classe de permutações àquelas que satisfazem também a nova condição imposta pelo conjunto que está sendo processado.

Qual a complexidade do algoritmo descrito acima?


A complexidade obtida para o problema dos uns consecutivos, e que pode ser estendida para os demais casos, é 
O(m + n + f),

onde m é o número de elementos, n é o número de subconjuntos e f o número de 1s na representação matricial.


Por que a complexidade não é dada apenas em função de m (número de elementos)?

Se a complexidade fosse calculada apenas segundo o número de elementos, teríamos: O(2m) pois no pior caso poderia haver 2m subconjuntos distintos.

Se a complexidade ponderasse o número de elementos e o número de subconjuntos, teríamos: O(mn), onde n é o número de subconjuntos.

Assim, uma representação mais detalhada, utilizando também o número de 1s permite obter uma estimativa mais precisa da complexidade: O(m + n + f), que é linear ao contrário das estimativas anteriores.

Problema dos uns consecutivos


Dado o conjunto U = {A, B, C} com restrições {A, B} e {B, C} é possível representar o problema usando uma matriz. As soluções do problema passam a ser as permutações de linhas que permitam que os 1s fiquem arranjados consecutivamente em cada coluna.
       S1  S2
A     1   0

B     1   1

C     0   1


Exemplo em que não há solução: Dado o conjunto U = {A, B, C} com restrições {A, B}, {A,C} e {B, C}
       S1  S2  S3
A     1   1   0

B     1   0   1

C     0   1   1
