MC458 - Projeto e Analise de Algoritmos I
Prova Individual - 01/10/2018 (solugoes ao final)

1. Comece pelas questoes que vocé tem mais certeza de saber fazer.

2. Nao perca tempo com detalhes menores. Foque no que é relevante para
resolver a questao e passe logo para a préxima.

3. Se sobrar tempo, vocé pode acrescentar mais detalhes.

Questao 1 (valor 2,5) Suponha que vocé receba como entrada a lista L de
arestas de uma arvore com n nés, numerados de 1 a n. Cada aresta é um par
de inteiros (i,7) onde i é o pai de j na arvore. As arestas podem aparecer
em qualquer ordem, mas todas as arestas aparecerao, e nao havera arestas
na lista que nao sao da arvore. Seu objetivo é determinar todos os nés da
arvore que nao sao raiz nem folha da arvore.

Faca um algoritmo eficiente para resolver este problema, e analise sua
complexidade.

Questao 2 (Valor 2,5) Seja G um grafo com n vértices onde todos os
vértices tém grau maior ou igual a n/2. Considere a seguinte prova por
indugao de que exite um caminho simples (isto é, sem repetir vértices) em G
que usa k vértices, para k=1,2,3,...,n.

Prova: Se k = 1, caminhos com apenas um vértice obviamente existem.
Se 1 < k < n, sabemos por hipdtese de indugao que existe um caminho
V1, V2, ..., Vp_1. Se vy tiver algum vizinho fora deste caminho, ou v,_; tiver
algum vizinho fora deste caminho, podemos acrescentar este vizinho antes de
v1 ou apés v,_1 e aumentar o caminho. Se todos os vizinhos de v; e de v,_;
estiverem no caminho, entao temos k — 1 > n/2 e, pelo principio da casa do
pombo, existe um ¢ tal que v; é vizinho de v;11 e vi_; é vizinho de v;. Dai
podemos transformar o caminho em ciclo:

V1, Vit1,Vi425 -« 5 UVk—1,V5,Vj—1,...,U2, V1.

Como k—1 > n/2, pegue um vértice v qualquer fora deste ciclo. Ele terd
um vizinho v; no ciclo. Entao podemos abrir o ciclo antes ou depois de v; e
colocar a aresta (v, v;), criando um caminho de tamanho k. O

Faca um algoritmo eficiente que ache um caminho simples em G que usa
n vértices, e analise seu algoritmo. Pode usar a prova acima neste algoritmo.



Questao 3 (Valor 2,5) Um grupo de adolescentes e seu professor arrojado
acabaram ficando presos numa caverna em um distante pais asiatico. Uma
forga-tarefa de resgate foi organizada. Juntaram-se n experts em salvamento
e a cada um deles foi feita a seguinte pergunta: Quem € a pessoa dentro
deste grupo de n em quem vocé mais confia? Foram obtidas n respostas, que
serao a entrada do seu problema na forma de um vetor confial[1l..n], onde
confial[i] é o nimero da pessoa em quem 7 mais confia.

Os organizadores querem estabelecer a maior forca-tarefa possivel, mas
com as duas condigoes seguintes:

e se i estiver na forca-tarefa, entao a pessoa em quem i mais confia
também deve estar.

e para cada pessoa j da forca-tarefa, deve haver ¢ na forca-tarefa tal que
j € a pessoa em que ¢ mais confia.

Faca um algoritmo eficiente para resolver este problema, e analise sua
complexidade.

Questao 4 (Valor 2,5) Como preparagao para imprimir uma arvore bindria
de n nés, é preciso calcular as coordenadas x e y de cada n6é. Um possivel
esquema para isto estd ilustrado na figura a seguir
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Neste esquema, as coordenadas x e y dos nds sao inteiros positivos,
comecando de 1. A coordenada x de cada né é igual a posicao deste nd
num percurso in-order da arvore. A coordenada y de um né é a sua profun-
didade mais 1, isto é, sua distancia até a raiz mais 1.

Faca um algoritmo eficiente para calcular estas coordenadas para todos
os nos de uma arvore dada, e analise sua complexidade.

Boa sorte!



Solucoes

Questao 1 (valor 2,5)

Algorithm 1 Retorna os nés que nao sao raiz nem folha.
1: function INTERNOS(L)
2 for i <+ 1ton do
3 folhali] < true
4 raizli] < true
5: for (i,7) in L do
6
7
8
9

folhali] < false
raiz|j] « false

resp < lista vazia
for i <+ 1 ton do

10: if not folhali] and not raiz[i] then
11: taca 7 em resp
12: return resp

No comego todo mundo é raiz e folha (vai que a arvore nao tenha arestas).
Pai nao ¢é folha, e filho nao é raiz: esta é a explicacao para o loop das linhas
5 a 7. Depois, é sé colher os nos certos.

Anélise: O primeiro loop tem n iteragdes. O segundo loop tem |L|
(tamanho de L) iteragoes. O terceiro loop tem n iteragdes. Dentro de cada
loop s6 ha comandos simples, e fora dos loops também. Complexidade total:
O(n+ |L|). Mas |L| = O(n) por ser arvore. Entao da O(n).

Questao 2 (valor 2,5)

Veja um possivel pseudocddigo no Algoritmo 2.

Para obter o caminho desejado, basta chamar Caminho(G, n(G)). O cam-
inho é representado pela varidvel p. A complexidade é (n?) se observarmos
os seguintes detalhes:

e O grafo terd uma matrix de adjacéncias com a qual se pode perguntar
se dois vértices sao ligados em O(1). Se esta matrix nao for dada, pode
ser facilmente contruida no inicio gastando O(n?).

e Haverd um vetor para marcar quais vértices pertencem ao caminho,
permitindo responder questoes do tipo v estd em p em O(1).
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Algorithm 2 Retorna caminho Hamiltoniano (passa por todos os vértices).

1: function CAMINHO(G, k)

2: if £ > n(G) then

3: return “nao ha caminho tao longo”

4: if £ =1 then

5: return caminho de 1 vértice

6: else

7 p < CAMINHO(G, k — 1)

8: if existe vértice ¢ fora de p ligado a extremo de p then
9: adicione v a p na extremidade certa
10: else
11: encontre ¢ com p[i] ligado a p[k — 1] e p[i + 1] ligado a pl[1]
12: transforme p em ciclo p[1] + p[i + 1.k — 1] + p[i..2]
13: tome vértice v fora de p
14: encontre p[j| ligado a v
15: rompa o ciclo em p[j] e acrescente v a p
16: return p

e O caminho sera representado por uma cole¢ao de arestas e mais duas
variaveis para indicar os extremos, permitindo adicionar vértices uma
extremidade em O(1), bem como transformar em ciclo e cortar o ciclo

em O(n).

Com isto, podemos ver que a complexidade total serd O(n?), pois a cada
chamada recursiva gasta-se O(n).

Questao 3 (valor 2,5)

Esta questao é uma aplicagao direta do algoritmo para achar subconjunto
méaximo onde uma fungao ¢ 1-1 (ou bijetora). Pode ser feito em O(n). A
solucao é idéntica a que estd no artigo do Manber.

Houve gente que usou um método diferente, de achar ciclos no grafo, que
também da certo e com a mesma complexidade.

Questao 4 (valor 2,5)

A chamada principal é COORDS(raiz, 1,1), onde COORDS é a rotina mos-
trada a seguir. A ideia é usar recursao. Para a coordenada x, a rotina recebe
a primeira posicao livre a usar, e retorna a proxima posicao livre a usar. Para
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a coordenada y, basta chamar para os filhos com 1 a mais do que o pai tem.
Nao é preciso retornar nada relativo a y.

Este algoritmo roda em O(n), onde n é o nimero de nds na arvore, pois
cada né é visitado apenas uma vez.

Algorithm 3 Popula uma arvore bindria com coordenadas x e y para a
impressao de seus vértices.
1: function COORDS(v, x,¥)

2: if v.left # NULL then

3: nx <— COORDS(v.left,x,y + 1)

4: else

o nr <

6: V.T 4 NT

7: VY Yy

8: if v.right # NULL then

9: return COORDS(v.right,nx + 1,y + 1)
10: else
11: return nz + 1




