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Abstract

A study of integer 
o ws in graphs is developed, speci�cally on Tutte's Con-
jectures on the existenceof k-
o ws (k = 3; 4; 5) that generalizetheorems about
planar graph colourings.

This work consistsof �v e chapters. The �rst chapter presents Tutte's Con-
jectures and a brief historical review of graph colouring. Chapter 2 presents
relations among planar graph colouring, integer 
o ws and modular 
o ws. Chap-
ter 3 presents reducible con�gurations, that is, subgraphs that do not occur
in minimal counter-examples for Tutte's Conjectures. Chapters 4 presents well
known results on the 5-
o w Conjecture: Jaeger's8-
o w theorem, Seymour's 6-

o w theorem and the 5-
o w theorem for graphs embedded on surfacesof low
genus (Younger; M•oller-Carstens-Brinkmann). Chapter 5 presents well known
results on the 3-
o w Conjecture: Jaeger's4-
o w theorem and the 3-
o w theorem
for planar graphs (Gr•otzsch; Gr•unbaum-Aksionov; Steinberg-Younger).
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Resumo

Neste trabalho �e desenvolvido o estudo de 
uxos inteiros em grafos, especi�-
camente as Conjeturas de Tutte sobre a exist̂encia de k-
uxos (k = 3; 4; 5) que
generalizamteoremassobrecolora�c~ao de grafos planares.

A disserta�c~ao consistede cinco cap��tulos. O cap��tulo 1 apresenta as Conjetu-
ras de Tutte, al�em de um breve hist�orico sobre colora�c~ao de grafos. O cap��tulo
2 apresenta rela�c~oesentre colora�c~oesde grafos planares, 
uxos inteiros e 
uxos
modulares. O cap��tulo 3 apresenta con�gura�c~oes redut��veis, ou seja, subgrafos
que n~ao ocorrem em contra-exemplos m��nimos para as Conjeturas de Tutte. O
cap��tulo 4 apresenta os seguintes resultadosconhecidossobrea Conjetura dos 5-

uxos: teorema dos 8-
uxos (Jaeger), teorema dos 6-
uxos (Seymour) e teorema
dos5-
uxos para grafosem superf��ciesde ĝenus baixo (Younger;M•oller-Carstens-
Brinkmann). O cap��tulo 5 apresenta os seguintes resultados conhecidossobre a
Conjetura dos3-
uxos: teoremados4-
uxos (Jaeger)e teoremados3-
uxos para
grafos planares(Gr•otzsch; Gr•unbaum-Aksionov; Steinberg-Younger).
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viii



5 Resultados sobre a Conjetura dos 3-
uxos 53
5.1 Teoremados 4-
uxos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
5.2 Teoremados 3-
uxos para grafos planares . . . . . . . . . . . . . . 54

Bibliogra�a 70

�Indice 73

ix



Lista de Figuras

1.1 Dodecaedro4-colorido. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Exemplo de um grafo com aresta de corte. . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3 Exemplo da necessidadede quatro cores.. . . . . . . . . . . . . . . 3
1.4 Dodecaedroe seudual, icosaedro.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.5 O Grafo de Petersen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.6 Um dodecaedrocom 4-
uxo e 4-colora�c~ao das faces. . . . . . . . . 8

2.1 Um grafo planar G e um desenhonatural de G. . . . . . . . . . . . 16
2.2 Um 3-
uxo p-balanceadopara o grafo G. . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.3 Disposi�c~ao da aresta � , comum �as facesde coresi e j . . . . . . . . 21
2.4 Ilustra�c~ao do casoem que G tem pelo menosum la�co. . . . . . . . 21
2.5 Ilustra�c~ao do caso em que G tem uma aresta de liga�c~ao. Grafo

antes e depois da contra�c~ao de � 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.6 Ilustra�c~ao do v�ertice w no casoem que G s�o cont�em la�cos. . . . . . 25
2.7 Ilustra�c~ao do caso em que G tem uma aresta de liga�c~ao. Grafo

antes e depois da contra�c~ao de � 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.1 Circuito C antes e depois da remo�c~ao de � 0 e � 2. . . . . . . . . . . 33
3.2 Grafo antes e depois da jun�c~ao de � e � . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.3 Disposi�c~ao das arestas� , � e � nos corte � X e � Y . . . . . . . . . . 36
3.4 Disposi�c~ao das arestas�; � e � nos cortes � (Yx ) e � (Y�� ). . . . . . 38

4.1 Um exemplo de um grafo G e uma decomposi�c~ao de Seymour,
G0, para G. As linhas cheias em G0 representam os subgrafos
Eulerianos e as linhas com tra�cosmenores,as arestasespeciais. . . 43

4.2 A contra�c~ao de Seymourpara o grafo da �gura anterior. As linhas
com tra�cosmenoresrepresentam as arestasespeciais. . . . . . . . . 44

4.3 Um exemplodas disposi�c~oesde X ; Y e Z . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.4 Um exemploda disposi�c~ao de Y 0; Y 00e X : . . . . . . . . . . . . . . 47
4.5 K 5 imerso no toro. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

x



4.6 Um 4-
uxo para o grafo de McGhee. . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5.1 Exemplos de grafos que n~ao admitem 3-orienta�c~ao: (a) quatro 3-
cortes; (b) orienta�c~ao imposta a um v�ertice especi�cado, com dois
3-cortes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5.2 Os grafos G e GX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.3 Um 6-corte separadorcom ziguezague. . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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Cap��tulo 1

As Conjeturas de Tutte

Nestecap��tulo apresentaremosum hist�orico sobreo estudode colora�c~ao de grafos
planares,cuja generaliza�c~ao resultou no surgimento do estudodos 
uxos inteiros.

Al �em disso,discorreremosbrevemente sobreas Conjeturas de Tutte, motiva-
doras estasdo nossotrabalho.

1.1 Colora�c~ao de Grafos Planares - Brev e hist�orico

Colora�c~aodegrafosplanares�euma dasmaispopulares�areasemTeoriadosGrafos
e est�a intrinsecamente associada ao Problema das Quatro Cores, de extrema
import ância no desenvolvimento daqueleramo da cîencia.

A primeira refer̂encia escrita sobre o problema remonta ao s�eculo passado
e consiste numa carta escrita por De Morgan a Hamilton, na qual pedia sua
colabora�c~ao para a solu�c~ao de um problema proposto por um de seusalunos,
Frederick Guthrie.

O problema, que pode ser enunciado como

Todo grafo planar e sem arestasde corte �e 4-color�avel

n~ao despertou interesseem Hamilton, mas desa�ou, por mais de um s�eculo,
in�umerosestudiososna tentativ a de sua resolu�c~ao.

Seja G um grafo e V G conjunto dos v�ertices de G. Para todo X � V G, um
corte � GX , ou simplesmente � X , �e o conjunto de arestasem G que possuemum
dos extremos em X e outro em VG n X . Um k-corte �e um corte de tamanho k.
Para k = 1, chamamosa �unica aresta do corte de aresta de corte.
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Figura 1.1: Dodecaedro4-colorido.

Figura 1.2: Exemplo de um grafo com aresta de corte.

Dizemosque um grafo planar �e k-color�avel sesuasfacespodem ser coloridas
com k coresde tal forma que as facesadjacentes tenham coresdistintas. A �gura
1.1 apresenta um dodecaedro4-colorido. Observe, pois, que �e necess�ario que o
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grafo n~ao tenha arestasde corte, pois sen~ao, como ilustrado na �gura 1.2, estas
teriam facesde coresiguais em ambos os lados.

Em 1860,De Morgan publicou o enunciado original do Problema das Quatro
Cores [Mor 1860]:

When a person colours a map, say the counties in a kingdom, it is clear he
must haveso many di�er ent colours that every pair of counties which havesome
common boundary line - not a mere meeting of two corners - must havedi�er ent
colours. Now, it must havebeen alwaysknownto map-colourers that four di�er ent
colours are enough.

Em 1880,atrav�esde uma carta de Guthrie, tornou-sep�ublico que o problema
de fato devia-sea seu irm~ao, Francis Guthrie. A necessidadede quatro coresfoi
apresentada por De Morgan em suacarta a Hamilton, exibindo a �gura 1.3, onde
A, B, C e D s~ao nomesde cores.

Figura 1.3: Exemplo da necessidadede quatro cores.

Embora De Morgan tenha sugerido o problema em 1852, somente em 1876
ele voltou a ser investigado, destacando-seent~ao o famoso artigo de Cayley
[Cay 1879], no qual o matem�atico apresenta algumasdasdi�culdades encontradas
na tentativ a de solucionar o problema.

In �umerasprovassurgiram nesteper��odo e em 1879,conheceu-setalvez a mais
falaciosadelas, devida a Kempe [Kem 1879]. Entretanto, apesar da sua invera-
cidade, ela apresentou a id�eia de caminhosde coresalternadas, usadaposterior-
mente em in�umerosoutros estudosdo problema.
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A prova apresentada por Kempe foi aceita com grandeentusiasmono meio ci-
ent���co da �epoca. Mas, em 1890,uma publica�c~ao de Heawood [Hea 1890] revelou
um enganono argumento das cadeiasde coresalternadas. Modi�cando o argu-
mento original, neste mesmoartigo Heawood demonstrou que cinco coreseram
su�cientes, provando assimo Teoremadas Cinco Cores,cujo enunciado segue:

Todo grafo planar e sem arestasde corte �e 5-color�avel.

Figura 1.4: Dodecaedroe seudual, icosaedro.

A descoberta de Heawood, embora n~ao divulgada com entusiasmo no meio
cient���co, levantou novamente o problema original. Nesta �epoca He�ter estudou
vizinhan�casde regi~oes,problema inicialmente levantado por De M•obius, motivo
da confus~ao em torno da paternidade de De M•obius em rela�c~ao ao Problema das
Quatro Cores. Numa segundaincurs~ao sobre o problema, He�ter usou a no�c~ao
de dualidade de v�ertices e facesem um mapa, cuja origem remonta aosestudos
de Euclides sobreo octaedro e dodecaedro.
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O conceito de dualidade mostrou-se muito importante em estudos que se
seguirame uma de�ni�c~ao mais precisada id�eia �e dada abaixo.

Dado um mapa planar G, podemosde�nir G� como dual de G, fazendocor-
responder cada facef de G com um v�ertice f � em G� , ondedois v�ertices f � e g�

s~ao ligados em G� se e somente se as facesf e g correspondentes tiv erem uma
aresta em comum (�gura 1.4). Conv�em ressaltar que cortes em G correspondem
a circuitos em G� e vice-versa.

A dualidade de grafos foi tamb�em explorada por Whitney, apresentando a
id�eia de dual geom�etrico, a qual relacionouposteriormente a propriedadescombi-
natoriais. Foi tamb�em Whitney respons�avel, mais tarde, pela descoberta de que
na formula�c~ao dual do Problema das Quatro Coresbastaria consideraros grafos
Hamiltonianos planares [Whi 1931].

Figura 1.5: O Grafo de Petersen.

Outras tentativ as de reformula�c~ao do problema foram feitas. Ainda em 1880,
Tait [Tai 1880] reduziu a conjetura para o problema de colorabilidade de arestas
em mapas c�ubicos: mais precisamente, Tait mostrou que bastava considerar o
problema para mapas cujos v�ertices têm grau tr ês e provar que, nessecaso, �e
poss��vel colorir asarestasdo mapa de forma que arestasadjacentes tenham cores
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distintas. Tait acreditou, erroneamente, ter encontrado uma prova para o Pro-
blema das Quatro Cores,agora sob novo enfoque. Conv�em observar, entretanto,
que n~ao �e poss��vel obter uma 3-colora�c~ao de arestaspara todo mapa c�ubico n~ao
planar, pois o grafo de Petersen(�gura 1.5) �e um contra-exemplo conhecido.

Em 1943, Hadwiger [Had 1943] lan�ca sua famosa conjetura, que pode ser
enunciada como:

Todo grafo conexoe k-crom�atico �e contra��vel a um grafo completodek v�ertices.

Dizemos que um grafo �e k-crom�atico se ele �e v�ertice k-color�avel, mas n~ao
v�ertice (k � 1)-color�avel, ou seja,seseusv�erticespodem sercoloridoscom k, mas
n~ao com k � 1 cores,tal que v�ertices adjacentes possuamcoresdistintas.

Uma aresta � de um grafo G �e dita contra��da seela for eliminada do grafo G
e seusextremos forem uni�cados; o grafo resultante ser�a denotado por Gj� .

Um grafo H �e dito contra��vel a um grafo G, seo grafo resultante de algumas
contra�c~oesde arestasde H for isomorfo a G. Na realidade, por raz~oest�ecnicas,
iremos acrescentar �a de�ni�c~ao anterior, a remo�c~ao de v�ertices isolados.

O Problema dasQuatro Corespode servisto, ent~ao, comoum casoparticular
(k = 5) da Conjetura de Hadwiger.

Em 1958,surgeoutro resultado interessante na �area,agoradevido a Gr•otzsch
[Gro 1958] com a demonstra�c~ao do Teoremadas TrêsCores,assimenunciado:

Todo grafo planar, sem arestasde corte e sem 3-cortes, �e 3-color�avel.

Uma generaliza�c~ao deste teorema foi apresentada em 1963 por Gr•unbaum
[Gru 1963] e tamb�em em 1974por Aksionov [Aks 1974], com o seguinte enunci-
ado:

Todo grafo planar, sem arestasde corte e com n~ao mais que tr ês 3-cortes, �e
3-color�avel.

Somente em 1977,Appel e Haken [AH 1977], trabalhando em redutibilidade
de grafos e procedimentos de descarga, conseguiramuma prova computacional
para o teoremae a primeira nesteestilo em Teoria dos Grafos; foi feito largo em-
pregodecomputador, ferramenta estaanteriormente usadapor Heesch, Bernhart,
Allaire e Swart.

Finalmente, dos mais de 100anosde estudo de colora�c~ao em grafos, ressalta-
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mos duas vers~oes(primal e dual) dos tr ês mais importantes resultados, estrita-
mente relacionadosao estudo desenvolvido nestetrabalho, que s~ao:

Teoremadas TrêsCores

Todo grafo planar, sem arestasde corte e sem 3-cortes, �e 3-color�avel.
Todo grafo planar, sem la�cos e sem tri ângulos, �e v�ertice 3-color�avel.

Teoremadas Quatro Cores

Todo grafo planar sem arestasde corte �e 4-color�avel.
Todo grafo planar sem la�cos �e v�ertice 4-color�avel.

Teoremadas Cinco Cores

Todo grafo planar sem arestasde corte �e 5-color�avel.
Todo grafo planar sem la�cos �e v�ertice 5-color�avel.

O breve hist�orico aqui apresentado foi baseadonos livros de Biggs, Lloyd
e Wilson [BLW 1976], Ore [Ore 1967], Harary [Har 1969] e Bollob�as [Bol 1978],
al�em do artigo de Saaty [Saa1972].

1.2 Generaliza�c~oes para grafos n~ao planares

O estudo de colora�c~ao n~ao se restringe apenas a grafos planares e a primeira
tentativ a degeneraliza�c~ao desseconceitoconsistiuno estudodeoutras superf��cies.

Um outro enfoque surgiu tendo por basea dualidade entre v�ertices e faces
num grafo planar. Assim, tentou-se estendero estudo de colora�c~ao a um grafo
qualquer, analisando-sea colora�c~ao dos v�ertices de um grafo. Surgiu, ent~ao, o
conceitode n�umero crom�atico, � (G), de�nido comoo menor n�umero de coresne-
cess�ario para colorir os v�ertices de um grafo, tal que v�ertices adjacentes possuam
coresdistintas.

Foram realizados, tamb�em, estudos envolvendo cliques de um grafo G, ou
seja, um subconjunto X de v�ertices de G tal que o grafo gerado por ele seja
completo, considerando-seG simples. De�nimos o subgrafo de G gerado por X ,
G[X ], como sendo o subgrafo cujo conjunto de v�ertices �e X e cujo conjunto
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de arestas�e composto das arestasde G com ambos os extremos em X . Parece
trivial, portanto, que � (G) � � (G), onde� (G) denota o tamanho do maior clique
de G. Entretanto, �e menos trivial perceber que um grafo com clique pequeno,
digamossemtri ângulos,possater um n�umero crom�atico muito grande, resultado
apresentado por Mycielski [Myc 1955] pela constru�c~ao de tal grafo.

Al �em disso, em 1972, Karp demonstrou que determinar se um grafo G �e k-
color�avel, dados G e k, �e NP-completo [Kar 1972]. Mais tarde, Garey, Johnson
e Stockmeyer, provaram que mesmoque se �xe o k (k � 3), descobrir se existe
uma k-colora�c~ao �e NP-completo. �E deles tamb�em o resultado de que mesmo
sendo k = 3, grafos planares, com grau dos v�ertices n~ao excedendoquatro, o
problema ainda permaneceNP-completo [GJS 1979].

Este fato desencorajou o estudo de colora�c~ao de v�ertices, ao mesmotempo
em que despertou o interessedos pesquisadorespara uma outra abordagem, j�a
existente, e que passaremosa descrever.

Figura 1.6: Um dodecaedrocom 4-
uxo e 4-colora�c~ao das faces.

Vamos introduzir o conceito de 
uxos inteiros atrav�es da �gura 1.6. Ela
representa um dodecaedrocujas facesest~ao coloridas com as cores0, 1, 2 e 3.
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Analisando a �gura, �e poss��vel observar que cada aresta tem um pesoa ela
associado e uma orienta�c~ao; o pesode cadaaresta �e dado pela diferen�ca de cores
das facesnela incidentes e sua orienta�c~ao �e de tal forma que a facede cor maior
seencontra do seulado direito.

Note tamb�em que todas as arestas possuempesosno intervalo de 1 a 3 e
que os v�ertices têm a propriedade de 
uxo conservativo: a soma dos pesosdas
arestasque entram neles�e igual a somados pesosdas que saemdeles. Dizemos,
pois, que um k-
uxo �e uma orienta�c~ao ponderada das arestasde um grafo, tal
que os pesossejam inteiros no intervalo de 1 a k � 1 e valha a propriedade do

uxo conservativo em cada v�ertice. Em particular, o nossoexemplo mostra um
4-
uxo.

Al �em disso, �e poss��vel a�rmar que dada uma k-colora�c~ao das facesde um
grafo planar pode-seconstruir um k-
uxo e vice-versa. Entretanto, a de�ni�c~ao
de 
uxo n~ao est�a correlacionada�a planaridade do grafo, advindo assim, a id�eia
de estendero estudo para grafosquaisquer. Isto de fato ocorreu e �e nesteestudo
queestar�a calcadoo nossotrabalho, cujos resultadosmais importantes em aberto
s~ao tr êsconjeturas devidasa Tutte.

1.3 Conjeturas de Tutte

Ao iniciarmos o estudo de 
uxos parecenatural levantarmos algumasquest~oes:
Ser�a que �e poss��vel de�nir classesde grafos que admitam um k-
uxo, dado

um k �xo? Ser�a que existe um limite de k, tal que todos os grafos possuamum
k-
uxo? Para k muito pequeno,sabemosboascaracteriza�c~oesdessasclasses;em
particular, para k = 1 temos o conjunto dos grafos sem arestase para k = 2 o
conjunto dos grafos Eulerianos.

Em 1954, Tutte lan�cou a Conjetura dos 5-
uxos [Tut 1954]; em 1966, Tute
lan�cou as Conjeturas dos 3- e 4-
uxos [Tut 1966b]. As Conjeturas dos 3-, 4- e
5-
uxos, abaixo enumeradas,implicam, respectivamente, nosTeoremasdasTrês,
Quatro e Cinco Corespara grafos planares. S~ao elas:

(i) Todo grafo sem arestasde corte e sem 3-cortes tem um 3-
uxo.

(ii) Todo grafo sem arestasde corte e que n~ao possui nenhum subgrafo
contra��vel ao grafo de Petersen tem um 4-
uxo.

(iii) Todo grafo sem arestasde corte tem um 5-
uxo.
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Somente em 1979, Jaeger [Jae 1979] provou que todo grafo 2-aresta conexo
possui um 8-
uxo, estabelecendoassim o primeiro limite de k que respondesse
�a segundaquest~ao. Dois anos depois, Seymour [Sey 1981] melhorou este resul-
tado para 6-
uxo, sendo,ainda hoje, aqueleque mais seaproxima da Conjetura
dos 5-
uxos. Younger [You 1983], apresenta uma prova dos 5-
uxos para grafos
planares, sem o uso da f�ormula de Euler. Steinberg [Ste 1984] apresenta uma
prova dos 5-
uxos para grafos no plano projetivo. M•oller, Carstens e Brink-
mann [MCB 1988] apresentam uma demonstra�c~ao dos 5-
uxos para grafos em
superf��ciesde ĝenus baixo.

Para a Conjetura dos 3-
uxos, o resultado geral que mais se aproxima da
Conjetura �e o Teoremados 4-
uxos de Jaeger. Existem ainda o teorema dos 3-

uxos para grafosplanarescom at�e tr ês3-cortese para grafosno plano projetivo
com at�e um 3-corte de Steinberg e Younger [SY 1989], depois generalizadopor
Dahab e Younger [DY 1988] para grafoscom at�e tr ês3-cortesno plano projetivo.
Para a Conjetura dos 4-
uxos, quasenada sesabe.

Entretanto, �e interessante observar que, determinar se um grafo tem um
3-
uxo �e NP-completo, por analogia ao problema de colora�c~ao de v�ertices j�a
mencionado.

Nospr�oximoscap��tulos, ao referirmo-nosa essasconjeturas,usaremosasabre-
via�c~oesCJ3, CJ4 e CJ5 para as conjeturas (i ), (ii ) e (iii ), respectivamente.

1.4 Con te �udo dos cap��tulos posteriores e nossas con-
tribui� c~oes

No segundocap��tulo apresentaremos alguns conceitoselementares de 
uxos in-
teiros, bem como demonstraremosrela�c~oes entre 
uxos inteiros e modulares e
entre 
uxos modulares e colora�c~ao de faces num grafo planar. Nossascontri-
bui�c~oes nessecap��tulo s~ao a introdu�c~ao do conceito de k-
uxo p-balanceadoe
a demonstra�c~ao da rela�c~ao, para grafos planares, entre k-
uxo p-balanceadoe
k-
uxo modular.

No terceiro cap��tulo vamosestudar algumasredu�c~oesnecess�arias para aspro-
vas dos teoremasdos cap��tulos posteriores. Nossacontribui�c~ao nessecap��tulo �e
a apresenta�c~ao de uma demonstra�c~ao original da implica�c~ao da Conjetura dos
3-
uxos no Teoremados 6-
uxos.

No quarto cap��tulo demonstraremosresultadosimportantessobrea Conjetura
dos 5-
uxos, a saber, os j�a citados Teoremados 8-
uxos de Jaeger,Teoremados
6-
uxos de Seymour, Teoremados 5-
uxos para grafos planares (demonstra�c~ao
semo usoda f�ormula de Euler) de Youngere Teoremados5-
uxos para grafosem
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superf��ciesde ĝenus baixo de M•oller, Carstense Brinkmann. Nossacontribui�c~ao
nessecap��tulo �ea apresenta�c~ao deuma demonstra�c~aopara o Teoremados5-
uxos
para grafosplanaresbaseadosna demonstra�c~ao de Younger,masagorasemo uso
de argumentos de colora�c~ao, ainda por ele usados.

No quinto cap��tulo demonstraremosdois resultados sobre a Conjetura dos
3-
uxos, que s~ao os j�a citados Teoremados 4-
uxos de Jaegere o Teoremados
3-
uxos para grafos planares, um casoparticular do Teoremados 3-
uxos para
grafosem superf��ciesde ĝenus baixo de Steinberg e Younger. Nossacontribui�c~ao
nessecap��tulo �e a simpli�ca�c~ao da prova do Teorema dos 3-
uxos para grafos
planares,em rela�c~ao �a apresentada por Steinberg e Younger,bem comoa genera-
liza�c~ao desteteorema, pela permiss~ao de mais que tr ês3-cortes,mediante certas
condi�c~oes.
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Cap��tulo 2

Fluxos In teiros

Neste cap��tulo vamos introduzir alguns conceitosb�asicosde 
uxos inteiros, bem
como estabelecer rela�c~oes entre 
uxos inteiros e modulares e entre 
uxos mo-
dulares e colora�c~oes de faces num grafo planar. Ainda para grafos planares,
correlacionaremos
uxos modulares e 
uxos inteiros bem particulares, os quais
denominaremosde 
uxos p-balanceados.

No desenvolvimento deste trabalho considereG como sendo um grafo n~ao
orientado com conjunto de arestasaGe conjunto de v�ertices VG.

2.1 Conceitos Elemen tares

Uma orienta�c~ao k-ponderada parcial em G �e um par (D ; ' ), onde D �e uma ori-
enta�c~ao e ' �e uma fun�c~ao peso, que associa cada aresta de G a um inteiro no
intervalo de 0 a k � 1.

Dada uma orienta�c~ao k-ponderada parcial (D ; ' ), chamamos de suporte de
(D ; ' ), S(D ; ' ), o conjunto de arestas � 2 aG tal que ' (� ) 6= 0. Assim, uma
orienta�c~ao k-ponderada (total) �e aquelaem que S(D ; ' ) = aG.

Dadas uma orienta�c~ao k
0
-ponderada parcial (D

0
; '

0
) e outra orienta�c~ao

k
00
-ponderada parcial (D

00
; '

00
) em G, de�nimos a soma de (D

0
; '

0
) e (D

00
; '

00
)

como o par (D ; ' ), onde D �e uma orienta�c~ao das arestasde G e ' uma fun�c~ao
peso,tais que para 8� 2 aG, vale:

� ' (� ) := '
0
(� ) + '

00
(� ), com orienta�c~ao em D coincidente com D

0
ou D

00
,

seas orienta�c~oesde � em D
0

e D
00

coincidem;
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� ' (� ) := '
0
(� ) � '

00
(� ), com orienta�c~ao em D coincidente com D

0
, se as

orienta�c~oesde � em D
0

e D
00

s~ao opostase '
0
(� ) > '

00
(� );

� ' (� ) := '
00
(� ) � '

0
(� ), com orienta�c~ao em D coincidente com D

00
, se as

orienta�c~oesde � em D
0

e D
00

s~ao opostase '
00
(� ) > '

0
(� );

� ' (� ) := 0, com orienta�c~ao em D arbitr�aria, seas orienta�c~oesde � em D
0

e
D

00
s~ao opostase '

0
(� ) = '

00
(� ).

Prop osi�c~ao 2.1 A soma de uma orienta�c~ao k0-ponderada parcial com outra
orienta�c~ao k00-ponderada parcial �e uma orienta�c~ao k-ponderada parcial, onde
k := (k

0
+ k

00
) � 1.

Dadas uma orienta�c~ao k
0
-ponderadaparcial (D

0
; '

0
) e uma constante inteira

l , de�nimos a multiplica�c~ao de uma constante l por (D
0
; '

0
) como o par (D ; ' ),

onde (D ; ' ) := l � (D 0; ' 0) := (D 0; l � ' 0).

Prop osi�c~ao 2.2 A multiplica�c~ao de uma constante l por uma orienta�c~ao k0-
ponderada parcial �e uma orienta�c~ao k-ponderada parcial, ondek := l � (k0� 1)+ 1.

A restri�c~ao de uma orienta�c~ao k-ponderada parcial (D ; ' ) a um conjunto
x � aG, �e um par (D 0; ' 0) em que D 0 �e uma orienta�c~ao das arestas de x, que
coincide com D nestasarestas,e ' 0 �e a restri�c~ao de ' a x.

Dado um subconjunto x de aG, o subgrafo de G gerado por x, G[x], �e o
subgrafocujo conjunto de arestas�e x e cujo conjunto de v�ertices �e composto dos
extremosdas arestasem x.

Seja G um grafo, x � aG e (D ; ' ) uma orienta�c~ao k-ponderada parcial em
G[x]. Uma extens~ao de (D ; ' ) a aG �e um par (D 0; ' 0), ondeD 0 �e uma orienta�c~ao
das arestasde aG, que coincide com D em x, e ' 0 �e uma extens~ao de ' a aG.

Para 8X � VG, de�nimos � + X como sendoo conjunto de arestasque saem
de X e � � X como o conjunto de arestasque entram em X . Ent~ao, para uma
orienta�c~ao k-ponderada parcial (D ; ' ) em G, o 
uxo l��quido de X por (D ; ' ) �e
dado por

' (X ) :=
X

� 2 � + X

' (� ) �
X

� 2 � � X

' (� ):

Dizemosque o conjunto X �e equilibrado ou equilibrado m�odulo k se' (X ) = 0
ou ' (X ) � 0 (mod k), respectivamente. Estendemosestas de�ni�c~oes a um
v�ertice v, quando o conjunto unit�ario f vg for equilibrado ou equilibrado m�odulo
k, respectivamente.
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Um k-
uxo inteir o parcial em G �e uma orienta�c~ao k-ponderadaparcial, onde
todo v em V G est�a equilibrado. Analogamente, um k-
uxo modular parcial em
G �e uma orienta�c~ao k-ponderada parcial, onde todo v em V G est�a equilibrado
m�odulo k.

Similarmente �as de�ni�c~oesanteriores, um k-
uxo inteir o (total) em G �e uma
orienta�c~ao k-ponderada(total), onde todo v em VG est�a equilibrado. De�ne-se,
da mesmaforma, um k-
uxo modular (total) , agora considerando-seo equil��brio
m�odulo k dos v�ertices em VG.

Nota: Todo k-
uxo inteiro parcial �e um k-
uxo modular parcial de mesmo
suporte. Analogamente, todo k-
uxo inteiro (total) �e um k-
uxo modular (total).

No desenvolvimento destetrabalho quando nos referirmos a k-
uxo e k-
uxo
modular, subentenda-sek-
uxo inteir o total e k-
uxo modular total, respectiva-
mente.

Prop osi�c~ao 2.3 Para toda orienta�c~ao k-ponderada parcial (D ; ' ), vale a se-
guinte igualdade:

' (X ) =
X

v2 X

' (v); 8X � VG:

Prova: Por de�ni�c~ao,
X

v2 X

' (v) =
X

v2 X

X

� 2 � + v

' (� ) �
X

v2 X

X

� 2 � � v

' (� ):

Como as arestascom ambos os extremos em X s~ao anuladas nesta soma, temos
que X

v2 X

' (v) =
X

� 2 � + X

' (� ) �
X

� 2 � � X

' (� ) = ' (X ): �

Corol �ario 2.4 Se (D ; ' ) �e um k-
uxo parcial, ent~ao ' (X ) = 0; 8X � VG.

Corol �ario 2.5 Se (D ; ' ) �e um k-
uxo modular parcial, ent~ao ' (X ) � 0
(mod k); 8X � V G.

Corol �ario 2.6 SejaG com orienta�c~ao k-ponderada parcial (D ; ' ) e sejax 2 VG.
Setodosos v�erticesem VG� x encontram-seequilibradosou equilibradosm�odulo
k, ent~ao x tamb�em o est�a, respectivamente.
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Prova: SejaY := VG � x. Pela Proposi�c~ao 2.3, temos que
X

v2 Y

' (v) + ' (x) = ' (V G) = 0:

Mas,
P

v2 Y ' (v) �e igual (côngruo) a zero, por hip�otese. Da�� o resultado. �

Corol �ario 2.7 Sejam � uma aresta com extremos u e v e (D ; ' ) um k-
uxo
modular parcial em G. Seja tamb�em G0 := Gj� , o grafo obtido a partir de G
pela contra�c~ao de � . A restri�c~ao (D 0; ' 0) de (D ; ' ) a aG0 �e um k-
uxo modular
parcial em G0 de suporte S(D ; ' ) � � .

Prova: Seja w o v�ertice em G0 resultante da coaliz~ao dos extremos u e v de � .
Claramente todos os v�ertices em V G0 � w encontram-se equilibrados m�odulo k.
Entretanto, pelo Corol�ario 2.6, w tamb�em o est�a, da�� o resultado. �

Corol �ario 2.8 Sejam � uma aresta com extremos u e v e (D 0; ' 0) um k-
uxo
modular em G0 := Gj� . Existe uma extens~ao de (D 0; ' 0) a aG que �e um k-
uxo
modular parcial, cujo suporte inclui S(D 0; ' 0) e em que � �e orientada de u para
v.

Prova: Seja a extens~ao (D ; ' ) de (D 0; ' 0) a aG que orienta a aresta � de u para
v, atribuindo a ela um pesoentre 0 e k � 1, que equilibra m�odulo k o v�ertice
u. Assim, todos os v�ertices de VG � v est~ao equilibrados m�odulo k. Mas, pelo
Corol�ario 2.6, v tamb�em o est�a, da�� o resultado. �

Nota: Sedesejarmoscontrair n~ao s�o uma aresta � , mas sim um conjunto de
arestas em aG, os dois resultados anteriores podem ser facilmente estendidos,
usando-set�ecnicade indu�c~ao no n�umero de arestas.

2.2 Rela�c~ao entre colora�c~ao de faces e 
uxos in teiros

Para um inteiro k, uma k-colora�c~ao das facesde um grafo planar G �e uma fun�c~ao
que associa ao conjunto de facesde G, F G, o conjunto f 0 :: k � 1g de cores,de
tal forma que facesadjacentes possuamcoresdistintas.

Um desenhode um grafo G �e uma fun�c~ao p que associa a cada v�ertice v de
G uma seq•uência pv := (� 0; � 1; : : : ; � d(v)� 1) das arestasque nele incidem, onde
d(v) �e o grau do v�ertice v. Observe que cada la�co incidente em v ocorre duas
vezesem pv: numa das ocorrências,o la�co entra em v, na outra sai de v.
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Dada uma seq•uência pv = (� 0; � 1; : : : ; � d(v)� 1), dizemos que (� l ; � l+1 ; : : : ;
� d(v)� 1; � 0; � 1; : : : ; � l � 1) �e uma rota�c~ao de pv (0 � l � d(v) � 1).

Figura 2.1: Um grafo planar G e um desenhonatural de G.

Conv�em ressaltarque um grafo planar (ou melhor dizendo,um mapa planar)
tem um desenho,que chamaremosde natural, onde a cada v�ertice do grafo �e
associada uma seq•uênciaquecorresponde�a \ordem" de incidênciadasarestasno
v�ertice, digamos,no sentido hor�ario (�gura 2.1).

Dizemosque um k-
uxo (D ; ' ) �e p-balanceado se,para cada v�ertice v, existe
uma rota�c~ao (� 0; � 1; : : : ; � d(v)� 1) de pv , tal que para todo j , 0 � j < d(v), vale
que:

0 �
jX

i =0

sD (� i )' (� i ) < k; (2.1)

onde
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sD (� i ) =
�

1 se � i sai de v
� 1 se � i entra em v

:

Nota: Referir-nos-emos,no decorrer deste trabalho, a sD (� i ) como simples-
mente s(� i ), quando �car clara a orienta�c~ao que est�a sendoconsideradano con-
texto.

Figura 2.2: Um 3-
uxo p-balanceadopara o grafo G.

A �gura 2.2 ilustra um 3-
uxo p-balanceado(D ; ' ) para um grafo G. Consi-
dere o v�ertice v e observe que a rota�c~ao (� 2; � 3; � 4; � 0; � 1) de pv satisfaz (2.1).
O leitor facilmente encontrar�a rota�c~oes com essacaracter��stica para os demais
v�ertices.

Conv�em notar tamb�em que o grafo ilustrado �e planar e portanto, �e poss��vel
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encontrar uma 3-colora�c~ao para as suas faces que corresponda ao 3-
uxo p-
balanceadoapresentado, como comentado na sec�c~ao 1.2.

Al �em disso, observe que tal 3-
uxo p-balanceadotem a propriedade de que,
se tomarmos uma outra rota�c~ao de pv , ou seja, se adotarmos nova origem para
o cômputo da somat�oria de (2.1), esta n~ao exceder�a tr ês em m�odulo, para todo
intervalo considerado. Por exemplo, para a rota�c~ao (� 0; � 1; � 2; � 3; � 4) de pv ,
� 1 �

P j
i =0 s(� i )' (� i ) � 1, para todo 0 � j � 4.

De fato, demonstraremosa seguir que a propriedade acima caracteriza um
k-
uxo p-balanceado.

Prop osi�c~ao 2.9 Um k-
uxo (D ; ' ) �e p-balanceado se e somentese, para todo
v�ertice v, para toda rota�c~ao q := (� 0; � 1; : : : ; � d(v)� 1) de pv e para todo j , 0 �
j < d(v), vale a desigualdade:

�
�
�
�
�

jX

i =0

s(� i )' (� i )

�
�
�
�
�

< k: (2.2)

Prova: Sejav um v�ertice deVG. Suponhainicialmente que(D ; ' ) �ep-balanceado,
vamosprovar a validade de (2.2). SejapR

v := (� 0; � 1; : : : ; � d(v)� 1) a rota�c~ao de pv

que satisfaz (2.1). Seja l tal que 0 � l < d(v) e

q = (� 0; � 1; : : : ; � d(v)� 1) = (� l ; � l+1 ; : : : ; � d(v)� 1; � 0; � 1; : : : ; � l � 1):

Note que caso l = 0 ent~ao q = pR
v e (2.2) vale trivialmen te. Suponhamos,

portanto, que l > 0. Seja j no intervalo 0 � j < d(v). Denotaremospor S(h),
� 1 � h < d(v), a soma

P h
i=0 s(� i )' (� i ).

Claramente,

jX

i =0

s(� i )' (� i ) =
j + lX

i = l

s(� i mod d(v) )' (� i mod d(v) ): (2.3)

O lado direito de (2.3) �e igual a
�

j + l
d(v)

�
S[d(v) � 1] + S[(j + l) mod d(v)] � S(l � 1):

Al �em disso, (D ; ' ) �e um k-
uxo e portanto S[d(v) � 1] = 0.
Logo,
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jX

i =0

s(� i )' (� i ) = S[(j + l) mod d(v)] � S(l � 1): (2.4)

Por hip�otese,ambos os termos do lado direito de (2.4) s~ao n~ao negativos e
menoresdo que k. Portanto, (2.2) vale.

Para provar a rec��proca, suponhamosque(2.2) valee vamosprovar que(D ; ' )
�e p-balanceado.Seja pv = (� 0; � 1; : : : ; � d(v)� 1) e seja l no intervalo 0 < l � d(v),
tal que

l � 1X

i =0

s(� i )' (� i ) = min

( j � 1X

i =0

s(� i )' (� i ) j 0 < j � d(v)

)

: (2.5)

Seja tamb�em

r := (� 0; � 1; : : : ; � d(v)� 1) = (� l ; � l+1 ; : : : ; � d(v)� 1; � 0; � 1; : : : ; � l � 1): (2.6)

Vamos provar que (2.1) vale para r . Para tanto, seja j no intervalo 0 � j <
d(v).

Por hip�otese,

� k <
jX

i =0

s(� i )' (� i ) < k:

Resta portanto mostrar que

jX

i =0

s(� i )' (� i ) � 0: (2.7)

Claramente, de (2.6)

jX

i =0

s(� i )' (� i ) =
j + lX

i = l

s(� i mod d(v) )' (� i mod d(v) ): (2.8)

Analogamente ao casoanterior, o lado direito de (2.8) �e igual a

(j + l ) mod d(v)X

i =0

s(� i )' (� i ) �
l � 1X

i =0

s(� i )' (� i ):
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Pela escolhade l, esta express~ao �e n~ao negativa. Assim, (2.7) vale e, con-
seq•uentemente, (2.1) para r: �

Como mencionamosna sec�c~ao 1.2 �e poss��vel, dada uma k-colora�c~ao das faces
de um grafo estabelecerum k-
uxo a ela correspondente e vice-versa. Demons-
traremos a seguir um resultado equivalente.

Teorema 2.10 Seja G planar e seja p um desenhonatural de G. Ent~ao, as
seguintes a�rma�c~oess~ao equivalentes:

(i) G tem uma k-colora�c~ao
(ii) G tem um k-
uxo p-balanceado

(iii) G tem um k-
uxo modular

Prova:
(i ) ) (ii ): Seja � uma k-colora�c~ao em G. Atribua a cada aresta � 2 aG um

peso' (� ) igual �a diferen�ca absoluta dos n�umerosdas coresde cada \lado" de � .
Para obter D , oriente � de tal forma que a face incidente em � com maior cor
�que do lado direito. Seja v 2 VG, seja q := (� 0; � 1; : : : ; � d(v)� 1) uma rota�c~ao
qualquer de pv e sejam i e j tais que 0 � i � j < d(v). Sejam tamb�em f i e
f (i +1) mod d(v) as facesque têm a aresta � i em comum. Pela de�ni�c~ao de (D ; ' ),
temos que

s(� i )' (� i ) = � (f (i +1) mod d(v) ) � � (f i ):

onde

s(� i ) =
�

1 se � i sai de v
� 1 se � i entra em v

Assim, segueque

jX

i =0

s(� i )' (� i ) = � (f (j +1) mod d(v) ) � � (f 0): (2.9)

Portanto, a somat�oria do lado esquerdode(2.9) �esempremenorquek emm�odulo,
satisfazendo,assim, (2.2) da caracteriza�c~ao de k-
uxo p-balanceado.

Mas, ' (v) �e o valor da somat�oria da equa�c~ao (2.9) quando j := d(v) � 1.
Portanto, v �e equilibrado. Logo, pela Proposi�c~ao 2.9, decorreo resultado.

(ii ) ) (iii ): Imediata.
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Figura 2.3: Disposi�c~ao da aresta � , comum �as facesde coresi e j .

Figura 2.4: Ilustra�c~ao do casoem que G tem pelo menosum la�co.

(iii ) ) (i ): Seja(D ; ' ) um k-
uxo modular emG. Na realidadedemonstrare-
mosqueexisteuma k-colora�c~ao dasfacesde G queatende�a seguinte propriedade:
dadasduas facesde coresi e j com aresta comum � , orientada de tal forma que
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a facede cor i �que �a sua direita (�gura 2.3), vale que

i � j + ' (� ) (mod k): (2.10)

O casoem que G n~ao tem arestas�e trivial.
Vamosconsideraragora, o casoem que G tem pelo menosum la�co, digamos

� (�gura 2.4). Removendo-se� , obtemoso grafo G0. Seja (D 0; ' 0) a restri�c~ao de
(D ; ' ) a aG0. Claramente (D 0; ' 0) �e um k-
uxo modular em G0. Por hip�otesede
indu�c~ao, G0 admite uma k-colora�c~ao satisfazendoa propriedade (2.10). Trans-
porte a k-colora�c~ao obtida para G e apenaspara a(s) face(s)no \in terior" de � ,
some,m�odulo k, s(� )' (� ), �a colora�c~ao herdada por G0, onde

s(� ) =
�

1; seo sentido de � for hor�ario
� 1; seo sentido de � for anti-hor�ario

:

Assim, temos em G uma k-colora�c~ao atendendo(2.10).
Considere, agora o casoem que G s�o tem arestasde liga�c~ao. Seja � 0 uma

aresta de liga�c~ao em G, que digamos, sai de u e entra em v. Sejam � 0; � 1; : : : ;
� d(v)� 1 asarestasincidentes em v nestaordem c��clica. Sejamtamb�em asfacesf 0;
f 1; : : : ; f d(v)� 1, delimitadas emv pelosparesde arestas� 0� 1; � 1� 2; : : : ; � d(v)� 1� 0.
Contraia � 0 obtendo G

0
(�gura 2.5).

Pelo Corol�ario 2.7 em G
0
, a restri�c~ao (D 0; ' 0) de (D ; ' ) a aG0 �e um k-
uxo

modular em G0. Por hip�otesede indu�c~ao, G
0

tem uma k-colora�c~ao � satisfazendo
a propriedade (2.10). Entretanto, em G

0

� (f d(v)� 1) � � (f 0) +
d(v)� 1X

i =1

s(� i )' 0(� i ) (mod k); (2.11)

onde

s(� i ) =
�

1 se � i sai de v
� 1 se � i entra em v

Como em G temos que ' (v) � 0 (mod k), ent~ao

' (� 0) �
d(v)� 1X

i =1

s(� i )' (� i ) (mod k): (2.12)

Mas, assomat�orias em(2.11) e (2.12) têm o mesmovalor, logoem G, � (f d(v)� 1) �
� (f 0) + ' (� 0) (mod k). Assim a propriedade (2.10) tamb�em �e satisfeita para
� 0, al�em dasdemaisarestasde G. Portanto, a k-colora�c~ao encontrada �e tamb�em
uma k-colora�c~ao em G que tamb�em satisfaz (2.10). �
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Figura 2.5: Ilustra�c~ao do casoem que G tem uma aresta de liga�c~ao. Grafo antes
e depois da contra�c~ao de � 0.

2.3 Rela�c~ao entre 
uxos mo dulares e in teiros

Fluxos modulares e inteiros est~ao estritamente relacionados, como poder�a ser
observado no teorema a seguir.

Teorema 2.11 A todo k-
uxo modular parcial corresponde um k-
uxo inteir o
parcial de mesmosuporte.

Corol �ario 2.12 A todo k-
uxo modular corresponde um k-
uxo inteir o.

Antes de provarmos o teorema, apresentaremos alguns conceitose resultados
a seremusadosna sua demonstra�c~ao.

Dada uma orienta�c~ao k-ponderadaparcial (D ; ' ), dizemosque um v�ertice v
de G �e positivo se ' (v) > 0 e negativo se ' (v) < 0; chamamos de desvio do
equil��brio de (D ; ' ) a soma dos 
uxos l��quidos sobre todos os v�ertices positivos
de G.
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Prop osi�c~ao 2.13 Um k-
uxo modular parcial (D ; ' ) �e um k-
uxo inteir o par-
cial, de mesmosuporte, se e somentese seu desviodo equil��brio �e zero.

Prova: Obviamente basta demonstrar a condi�c~ao de su�ci ência. Se o desvio do
equil��brio de (D ; ' ) �e zero, ent~ao n~ao existem v�ertices positivos. Mas, ' (V G) =
0. Logo, pela Proposi�c~ao 2.3, tamb�em n~ao existem v�ertices negativos, da�� o
resultado. �

Dada uma orienta�c~ao k-ponderadaparcial (D ; ' ) e uma aresta � 2 S(D ; ' ),
k-reverter � signi�ca obter uma nova orienta�c~ao k-ponderada(D

0
; '

0
), ondepara

8� 2 S(D ; ' ) � �; '
0
(� ) := ' (� ), com orienta�c~oes coincidentes em D e D

0
e

'
0
(� ) := k � ' (� ), com orienta�c~ao em D

0
oposta �a orienta�c~ao em D.

A demonstra�c~ao do resultado a seguir �e imediata.

Prop osi�c~ao 2.14 Seja (D ; ' ) uma orienta�c~ao k-ponderada e � uma aresta de
seu suporte, orientada digamos, de u para v. Seja (D

0
; '

0
) a orienta�c~ao

k-ponderada obtida pela k-revers~ao de � . Ent~ao,

'
0
(u) = ' (u) � k e '

0
(v) = ' (v) + k:

Agora estamosem condi�c~oesde provar o Teorema2.11.

Prova do Teorema: Seja (D ; ' ) um k-
uxo modular parcial em G. A prova ser�a
por indu�c~ao no desvio do equil��brio de (D ; ' ).

Seo desviodo equil��brio de (D ; ' ) �e zero, ent~ao, pela Proposi�c~ao 2.13, (D ; ' )
�e tamb�em um k-
uxo parcial.

Suponha, ent~ao, que o desvio do equil��brio de (D ; ' ) �e positivo. Neste caso,
existe em G um v�ertice positivo u. Seja X o conjunto de todos os v�ertices
ating��veis a partir de u, por caminhos orientados P, tais que aP � S(D ; ' ).
Por constru�c~ao, � + X \ S(D ; ' ) = ; e portanto ' (X ) � 0. Como u 2 X , pela
Proposi�c~ao 2.3 temos que existe um v�ertice negativo v em X . Revertendo as
arestasdo caminho P entre u e v, claramente temos, pela Proposi�c~ao 2.14,que o

uxo l��quido dos v�ertices internos de P permaneceminalterados. Al �em disso,os

uxos l��quidos de u e v permanecemequilibrados m�odulo k. Entretanto, o 
uxo
l��quido de u baixou de k com a k-revers~ao das arestas de P. Portanto, agora
temos um k-
uxo modular parcial (D

0
; '

0
), com mesmosuporte de (D ; ' ) e cujo
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desvio do equil��brio �e menor. Logo, por hip�otesede indu�c~ao, temos um k-
uxo
parcial em G, com mesmosuporte que o k-
uxo modular parcial original. �

Na se�c~ao 2.2 vimos que existe equival̂encia, num grafo planar, entre k-
uxos
modulares e k-
uxos p-balanceados. Apresentaremos, agora, um resultado que
expressadiretamente essaequival̂encia, sem a utiliza�c~ao de colora�c~ao de faces
como passagemintermedi�aria.

Teorema 2.15 SejaG planar. Ent~ao, a todo k-
uxo modular em G, corresponde
um k-
uxo p-balanceado, obtido pela k-revers~ao de algumasdas arestasde G.

Prova: Por indu�c~ao no n�umero de arestasde G.
Seja (D ; ' ) um k-
uxo modular em G.
O casoem que G n~ao tem arestas�e trivial.

Figura 2.6: Ilustra�c~ao do v�ertice w no casoem que G s�o cont�em la�cos.

Considere,inicialmente o casoem que G s�o cont�em la�cos. Seja w um v�ertice
emG e� um la�co incidente emw cujo \in terior" n~aocontenha outros la�cos(�gura
2.6). Sejam p um desenhoem G e

q := (� 0; � 1; : : : ; � d(w)� 3; � d(w)� 2 = � ; � d(w)� 1 = � )
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uma rota�c~ao de pw . Remova � de G obtendo G0. Claramente a restri�c~ao (D 0; ' 0)
de (D ; ' ) a aG0 �e um k-
uxo modular. Seja p0 o desenhoque coincide com p
em todos os v�ertices, excetow, onde p0

w = (� 0; � 1; : : : ; � d(w)� 3). Por hip�otesede
indu�c~ao, existe uma k-revers~ao (E 0; � 0) de (D 0; ' 0) que�e p0-balanceadae portanto
existeuma rota�c~ao q0 = (� l ; � l+1 ; : : : ; � d(w)� 3; � 0; � 1; : : : ; � l � 1) de p0

w quesatisfaz
(2.1). De�nimos, ent~ao, a extens~ao (E; � ) de (E 0; � 0) a aG, mantendo, para o la�co
� , a orienta�c~ao dada por D e o pesodado por ' (� ). �E claro que (E; � ) �e um
k-
uxo em G e tamb�em uma k-revers~ao de (D ; ' ). Seja

q00 := (� 0; � 1; : : : ; � d(w)� 1)

= (� l ; � l+1 ; : : : ; � d(w)� 3; � d(w)� 2 = � ; � d(w)� 1 = � ; � 0; � 1; : : : ; � l � 1)

a rota�c~ao de pw que coincide, �a exce�c~ao do la�co � , com q0. Se (E ; � ) n~ao �e
p-balanceado,ent~ao,

d(w)� 2� lX

i =0

s(� i )� (� i ) =
d(w)� 2X

i = l

s(� i )� (� i ) (2.13)

�e menor que 0 ou maior que k � 1. Mas, neste caso,k-revertendo � temos um
k-
uxo p-balanceadoem G. �E f�acil notar que d(w) � 2 � l �e o �unico ponto que
necessitaser analisadono lado esquerdoda equa�c~ao (2.13).

Considere, agora, o casoem que G tem pelo menosuma aresta de liga�c~ao,
digamos � 0, orientada de u para v (�gura 2.7). Sejam p um desenhoem G,
pu := (� 0 = � 0; � 1; : : : ; � d(u)� 1) epv := (� 0; � 1; : : : ; � d(v)� 1). Contraia � 0 obtendo
G0. Sejap0o desenhoquecoincidecomp emtodososv�ertices, �a exce�c~ao do v�ertice
uv, resultante da coaliz~ao de u e v, onde

p0
uv := (� 1; � 2; : : : ; � d(u)� 1; � 1; � 2; : : : ; � d(v)� 1):

Pelo Corol�ario 2.7, a restri�c~ao (D 0; ' 0) de (D ; ' ) a aG0 �e um k-
uxo modular em
G0. Por hip�otesede indu�c~ao, existe em G0 uma k-revers~ao (E 0; � 0) de (D 0; ' 0) que
�e p0-balanceada.Mas,

d(v)� 1X

i =1

sE 0(� i )� 0(� i ) �
d(v)� 1X

i =1

sD (� i )' (� i ) � ' (� 0) (mod k):

Entretanto, a somat�oria mais �a esquerda�e, em m�odulo, menor que k. Assim,
seuvalor �e ' (� 0) ou ' (� 0) � k. De�nimos, ent~ao, a extens~ao (E; � ) de (E 0; � 0) a
aG, mantendo-se,no primeiro caso,o pesoe a orienta�c~ao de � 0 dadospor (D ; ' )
e, no segundocaso,k-revertendo-se� 0.
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Obviamente, (E ; � ) �e uma k-revers~ao de (D ; ' ) e certamente �e p-balanceada
para todo v�ertice em V G � f u; vg. Sejaent~ao,

r := (� 0; � 1; : : : ; � d(v)� 1) = (� l ; � l+1 ; : : : ; � d(v)� 1; � 0; � 1; : : : ; � l � 1)

uma rota�c~ao de pv e seja j no intervalo 0 � j < d(v). Como (E; � ) �e um k-
uxo,

�
�
�
�
�

jX

i =0

sE (� i )� (� i )

�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

d(v)� 1X

j +1

sE (� i )� (� i )

�
�
�
�
�
�
: (2.14)

Entretanto, pela Proposi�c~ao 2.9, sabemos que se 0 � j < d(v) � l , como
(E 0; � 0) �e p0-balanceado,o lado esquerdode (2.14) �e menor que k. Por outro
lado, sed(v) � l � j < d(v), o lado direito de (2.14) �e tamb�em menor que k, por
racioc��nio similar. Assim, segueque (2.2) vale para toda rota�c~ao r e para todo
j no intervalo 0 � j < d(v). Analogamente, fazemoso mesmoracioc��nio para u,
decorrendoo resultado. �

Figura 2.7: Ilustra�c~ao do casoem que G tem uma aresta de liga�c~ao. Grafo antes
e depois da contra�c~ao de � 0.
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Cap��tulo 3

Redu�c~oes

Nestecap��tulo vamosdesenvolver algumasredu�c~oesque simpli�car~ao os grafosa
seremconsideradosnas demonstra�c~oesdos cap��tulos subseq•uentes.

As redu�c~oesque apresentaremos têm duas caracter��sticas importantes:

� sua aplica�c~ao diminui o tamanho do grafo, permitindo a utiliza�c~ao de
hip�otese de indu�c~ao e a conseq•uente obten�c~ao de k-
uxo (k = 3; 4 ou 5,
conformeo caso);

� o k-
uxo assimobtido pode ser facilmente estendidoao grafo original.

Assim, seum grafo G possuiuma propriedade que permita sua redu�c~ao com
rela�c~ao a uma das tr êsConjeturas de Tutte, e G �e um contra-exemplo para esta
mesmaconjetura, ent~ao certamente G n~ao �e um contra-exemplo m��nimo.

Por exemplo, considereG com la�cos. Suponha que, se removermos os la�cos
de G, o grafo G

0
assimobtido possuium k-
uxo. Ent~ao, um k-
uxo (D ; ' ) em G

pode ser facilmente obtido fazendo' (� ) = 1 para os la�cosremovidos, adotando-
se orienta�c~ao arbitr�aria. Portanto, grafos com la�cos n~ao s~ao contra-exemplos
m��nimos para nenhuma das conjeturas. Logo, podemoslimitar nossaan�alise aos
grafos semla�cos.

Al �em disso,conv�em observar que a contra�c~ao de arestasn~ao cria novos sub-
grafos contra��veis a Petersene nem cria cortes novos, preservando, portanto, as
hip�otesesdas Conjeturas de Tutte. A remo�c~ao de arestas, por outro lado, n~ao
cria subgrafosnovos contra��veis a Petersen, mas pode criar cortes indesej�aveis.
Por isso,quando removermosarestas,far-se-�a necess�aria a an�alise do surgimento
de cortes que venham a invalidar a hip�oteseda conjetura em enfoque.
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3.1 Redu�c~oes triviais

3.1.1 Redu�c~ao a grafo 2-conexo

Redu�c~ao 3.1 Todo contra-exemplo m��nimo para as Conjeturas de Tutte �e 2-
conexo.

Prova: Suponha por absurdo que G �e um contra-exemplo m��nimo, n~ao 2-conexo,
dasConjeturas de Tutte. Assim, podemosconsiderarqueG pode serdividido em
blocos. Sabemosquecadacorte num bloco �e um corte do grafo. Logo, cadabloco
�e livre de cortes proibidos pelas conjeturas. Al �em disso, toda contra�c~ao de um
bloco �e uma contra�c~ao do grafo original; assim,seo grafo original n~ao�e contra��vel
ao grafo de Petersen,tampoucoo s~ao seusblocos. Portanto, cada bloco tamb�em
satisfaz a hip�oteseda conjetura em quest~ao. Como cada bloco de G n~ao �e um
contra-exemplo, cada um delespossuium k-
uxo (k = 3; 4 ou 5). Entretanto, a
uni~ao dos k-
uxos de cadabloco �e um k-
uxo em G. Logo, G tamb�em n~ao �e um
contra-exemplo m��nimo. �

3.1.2 Redu�c~ao a grafo 3-aresta-conexo

Redu�c~ao 3.2 Todo contra-exemplo m��nimo para as Conjeturas de Tutte �e 3-
aresta-conexo.

Prova: Suponha por absurdo que G �e um contra-exemplo m��nimo para as Con-
jeturas de Tutte e G �e n~ao 3-aresta-conexo. Seja � X um 2-corte em G com
arestas� e � . Contraia � obtendo G

0
. Conv�em lembrar que contra�c~ao de arestas

preserva as hip�otesesdas conjeturas. Como G
0

n~ao �e um contra-exemplo, ent~ao
possui um k-
uxo, (k = 3; 4 ou 5). Expanda � e atribua a ela mesmopesode
� e orienta�c~ao oposta a � em rela�c~ao a X , fazendoassim ' (X ) = 0. Todos os
v�erticesde G est~ao equilibrados, �a exce�c~ao talvezdosextremosde � . Entretanto,
pela Proposi�c~ao 2.3, aplicada a X e a VG nX , temosque estesextremostamb�em
est~ao equilibrados e portanto G tem um k-
uxo, contradi�c~ao. �
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3.2 Outras Redu�c~oes

Apresentaremos agora algumas de�ni�c~oes e resultados a serem utilizados nas
demonstra�c~oesde futuras redu�c~oes.

Dados dois conjuntos de v�ertices X e Y , de�nimos � (X ; Y ) como o conjunto
de arestascom um extremo em X e outro em Y.

Para X � V G, denotamospor X o complemento de X em rela�c~ao a VG.
Chamamosas quatro interse�c~oesde cada um dos conjuntos X e X com cada

um dos conjuntos Y e Y de quadrantes de X e Y.
Dizemosque X e Y secruzam setodos os seusquadrantes forem n~ao nulos.

Prop osi�c~ao 3.3 Sejam X e Y dois conjuntos de v�ertices. Ent~ao, a seguinte
equa�c~ao �e v�alida:

j � (X \ Y ) j + j � (X \ Y ) j + 2 j � (X \ Y ; X \ Y ) j = j � X j + j � Y j :

Corol �ario 3.4 Se j � X j � j � Y j (mod 2), ent~ao j � (X \ Y ) j � j � (X \ Y )j
(mod 2).

Corol �ario 3.5 Se j � Z j � 1 (mod 2), ent~ao para toda parti�c~ao f X ; Y g de Z ,
j � X j e j � Y j têm paridades opostas.

Lema 3.6 Sejam X e Y dois conjuntos de v�ertices que se cruzam num grafo
conexoG. Se � X e � Y s~ao ambos 3-cortes, ent~ao para um dos quadrantes W de
X e Y, � W �e um 2-corte.

Prova: Pelo Corol�ario 3.5, com Y no papel de Z , j � (X \ Y ) j6�j � (X \ Y ) j.
Ajuste a nota�c~ao, trocando X por X senecess�ario, de tal forma que j � (X \ Y ) j
seja par. Pelo Corol�ario 3.4 temos que j � (X \ Y ) j tamb�em �e par. Mas, pela
Proposi�c~ao 3.3, concluimosque

min fj � (X \ Y ) j; j � (X \ Y ) jg � maxfj � X j; j � Y jg = 3:

Logo, o menor deles�e um 2-corte, j�a que os conjuntos X e Y se cruzam e G �e
conexo. �
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3.2.1 Redu�c~ao a grafo com cin tura grande

A cintura de um grafo �e o comprimento de um circuito de comprimento m��nimo.

Redu�c~ao 3.7 Todo contra-exemplo m��nimo para as Conjeturas dos k-
uxos
(k = 3; 4 ou 5) tem cintura 
 � k.

Prova: Seja G um contra-exemplo m��nimo para as Conjeturas dos k-
uxos e
suponha, por absurdo, que existe em G um circuito C de tamanho menor que k.
Contraia todas as arestasde C, obtendo um novo grafo G

0
. Como G

0
n~ao �e um

contra-exemplo, ent~aopossuium k-
uxo eportanto um k-
uxo modular tamb�em.
Pelo Corol�ario 2.8, temos em G um k-
uxo modular parcial (D ; ' ), com C um
circuito orientado e tal que S(D ; ' ) � aG n aC. Como o n�umero de arestasno
circuito �e menor que k, claramente existe um pesoi no intervalo de 0 a k � 1 que
n~ao comparecenas arestasde C. Subtraia, m�odulo k, o valor i do pesode cada
aresta em C. Com esta opera�c~ao, os v�ertices continuam equilibrados m�odulo k
e todas as arestastêm pesosno intervalo de 1 a k � 1. Logo, G tem um k-
uxo
modular e portanto, pelo Corol�ario 2.12, tem um k-
uxo, contradi�c~ao. �

Redu�c~ao 3.8 Todo contra-exemplo m��nimo para as Conjeturas dos k-
uxos
(k = 4 ou 5), tem cintura 
 dada por:

(i) 
 � 5; se k = 4;
(ii) 
 � 7; se k = 5.

Para provarmos esta redu�c~ao, necessitamosinicialmente do Lema 3.9, de-
monstrado a seguir.

Dado um circuito C = (v0; � 0; v1; � 1; : : : ; vn� 1; � n� 1; vn = v0) dizemosque as
arestas� i e � (i +2) mod n , 0 � i � n � 1, s~ao quaseadjacentes.

Lema 3.9 Se G n~ao tem 1-cortes e possui um circuito C com l arestas, l � 4,
ent~ao ou �e poss��vel remover duas arestas quaseadjacentes sem gerar 1-cortes
ou C inclui um 2-corte.

Prova: Seja C = (v0; � 0; v1; � 1; : : : ; vn� 1; � n� 1; vn = v0); n � 4. Tomemosduas
arestas quaseadjacentes em C, digamos � 0 e � 2. Suponha que n~ao possamos
removê-las,poiso novo grafo assimobtido teria um 1-corte � X . Em G, f � 0; � 2g\
� X 6= ; , pois G n~ao tem 1-cortes. Assim, j� X j � 3, com igualdade somente se
f � 0; � 2g � � X . Por outro lado, a interse�c~ao de cortescom circuitos �e semprepar
e portanto j� C \ � X j = 2. Seprecisamente uma dentre � 0 e � 2 pertencea � X ,
ent~ao � X � C e nestecasoj� X j = 2: C inclui um 2-corte.
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Podemos portanto supor que ambas as arestas � 0 e � 2 pertencem a � X ,
j � X j = 3 e � 0 e � 2 s~ao as �unicas arestasde � X em C. Tomemosagora duas
outras arestasquaseadjacentes, � 1 e � 3, para a remo�c~ao. Se tamb�em n~ao for
poss��vel removê-las, por racioc��nio an�alogo, temos um outro 3-corte � Y , tal que
� 1 e � 3 s~ao as �unicas arestasde � Y em C. Semperda de generalidade,podemos
supor que v0 e v3 pertencem a X , v1 e v2 n~ao pertencem a X ; analogamente,
podemossupor que v0 e v1 pertencema Y e v2 e v3 n~ao pertencema Y. Logo,
X e Y secruzam. Pelo Lema 3.6, G tem um 2-corte que �e composto de duas das
arestasde f � 0; � 1; � 2; � 3g. Portanto, C inclui um 2-corte. �

Agora estamosem condi�c~oesde provar a Redu�c~ao 3.8, anteriormente citada.

Prova: Vamosinicialmente mostrar que G cintura 
 � k + 1.
Suponha por absurdo que 
 < k + 1. Pela Redu�c~ao 3.7, existe em G um

circuito C = (v0; � 0; v1; � 1; : : : ; vk� 1; � k� 1; vk = v0). Pela Redu�c~ao 3.2, G �e 3-
aresta-conexoeportanto livre de2-cortes. Logo, peloLema 3.9,podemosremover
duas arestasquaseadjacentes, digamos� 0 e � 2, semgerar 1-cortes,obtendo as-
sim o grafo G0. Como G0 n~ao �e um contra-exemplo para CJk , ent~ao G0 possui
um k-
uxo modular (D 0; ' 0). Seja (D 00; ' 00) a extens~ao de (D 0; ' 0) a aG fazendo
' 00(� 0) = ' 00(� 2) = 0 e orientando � 0 e � 2 arbitrariamente. Claramente (D 00; ' 00)
�e um k-
uxo modular parcial em G. Mas, pela Proposi�c~ao 2.14, existe uma k-
revers~ao (D ; ' ) de (D 00; ' 00) que torna C um circuito orientado. Assim, como
duas das arestastêm pesozero, existe um pesoi no intervalo de 0 a k � 1 que
n~ao comparecenasdemaisarestasde C. Subtraindo, m�odulo k, o valor i do peso
das arestasde C, chegamosa um k-
uxo modular em G, contradi�c~ao. De fato,

 � k + 1.

Com este resultado provamos o limite de cintura estabelecido para CJ4 e
obtemos
 � 6 para CJ5. Estenderemoseste �ultimo limite a 7, por absurdo.

Seja C = (v0; � 0; v1; � 1; : : : ; v5; � 5; v6 = v0) um circuito em G. Como G �e
3-aresta-conexo,portanto, pelo Lema 3.9, podemosremover duas arestasquase
adjacentes, digamos � 0 e � 2, obtendo assim o grafo G1. Adicione a G1 uma
aresta � ligando v0 a v3, formando um circuito K de tamanho quatro e obtendo
um novo grafo G2 (�gura 3.1). O grafo G2 �e livre de 1-cortes,pois a aresta � faz
parte de um circuito.
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Figura 3.1: Circuito C antes e depois da remo�c~ao de � 0 e � 2.

Prop osi�c~ao 3.10 Existe um 5-
uxo modular parcial em G2 cujo suporte inclui
aG2 n aK , onde K �e um circuito orientado e duas de suasarestastêm o mesmo
peso.

Prova: Pelo Lema 3.9, podemosconsiderardois casospara G2:

Caso 1: Podemosremover duas arestasde K semgerar 1-cortes.
Neste caso, seja G3 o grafo obtido a partir de G2 pela remo�c~ao de duas

arestas de K . Assim, G3 n~ao possui 1-cortes e tamb�em n~ao �e contra-exemplo
para CJ5. Portanto, G3 tem um 5-
uxo modular e conseq•uentemente, G2 tem
um 5-
uxo modular parcial (D ; ' ), com duasdasarestasde K de pesozeroe com
aG2 naK � S(D ; ' ). Al �em disso,pela Proposi�c~ao 2.14,existe uma k-revers~ao de
(D ; ' ), que torna K orientado.
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Caso 2: K inclui um 2-corte.
Neste caso,contraia uma das arestasdo 2-corte obtendo G4. O grafo G4 �e

obviamente livre de 1-cortes. Como G4 n~ao �e contra-exemplo para CJ5, possui
um 5-
uxo modular, o qual pode ser facilmente estendido a G2, por racioc��nio
an�alogo �a Redu�c~ao 3.2. Assim, as arestasdo 2-corte, em G2, t êm mesmopeso
e orienta�c~oesopostas. Al �em disso, podemosk-reverter, se necess�ario, as demais
arestasde K de forma que K �que orientado. �

Com basena Proposi�c~ao 3.10 obtemos,ent~ao, um novo 5-
uxo modular par-
cial (D 00; ' 00) em G2, adicionando uma constante, m�odulo k, ao pesodas arestas
de K de forma que o pesode � torne-se zero. Al �em disso, k-reverta � 1, se ne-
cess�ario, de forma que o sentido de sua orienta�c~ao coincida com o das arestasde
K .

Ent~ao, a restri�c~ao (D 0; ' 0) de (D 00; ' 00) a aG1 �e um 5-
uxo modular parcial em
G1, cujo suporte inclui aG1nf � 1; � 3; � 4; � 5g. Seja,portanto, (D ; ' ) a extens~ao de
(D 0; ' 0) a aG, fazendo' (� 0) = ' (� 2) = 0 e orientando � 0 e � 2 no mesmosentido
das demaisarestasde C. Claramente (D ; ' ) �e um 5-
uxo modular parcial, cujo
suporte inclui aG n aC, com C um circuito orientado. Al �em disso, se uma das
arestasde pesosiguais em G2 era � , C tem agora tr êsarestasde pesozero. Caso
contr�ario, duas de suasarestastêm pesozero e outras duas pesosiguais.

Assim, existe um pesoi no intervalo de 0 a 4 que n~ao comparecenas arestas
de C. Subtraindo, m�odulo k, o valor i do pesode cada aresta de C, temos um
5-
uxo modular em G, contradi�c~ao. �

3.2.2 Redu�c~ao a grafo regular

Nesta sec�c~ao vamosapenasconsiderarasconjeturas CJ3 e CJ5 e iremosdemons-
trar que basta considerargrafos 5-regularespara a primeira e 3-regularespara a
segunda.

Sejam � e � duas arestasde G, f u; vg e f u; wg, respectivamente, seusextre-
mos. Seja H := G � f �; � g + f �� g, onde �� �e uma nova aresta, cujos extremos
s~ao v e w: H �e o grafo obtido a partir de G pela jun�c~ao de � e � (�gura 3.2).

Prop osi�c~ao 3.11 A todo k-
uxo modular parcial em H corresponde um k-
uxo
modular parcial em G.

34



Figura 3.2: Grafo antes e depois da jun�c~ao de � e � .

Prop osi�c~ao 3.12 Sejam � e � duas arestasincidentes em um v�ertice v de G e
seja X � VG. Seja tamb�em H o grafo obtido a partir de G, fazendo-sea jun�c~ao
de � e � . Se G �e livre de l-cortes, ent~ao para todo l-corte � X de H , o conjunto
� X [ f �; � g �e um (l + 2)-corte em G.

Prova: Sejamf v; ag e f v; bg osextremosde � e � , respectivamente. Sejatamb�em
� H X um l-corte em H . Ent~ao, podemossupor que no m�aximo um dos v�ertices
dentre a, b e v pertence ao conjunto X , complementando X se for o caso. En-
tretanto, senenhum dessesv�ertices pertencea X , ent~ao � GX �e um l-corte, con-
tradi�c~ao. Portanto, j X \ f a;b;vg j = 1. Se ou a ou b pertence a X , ent~ao
j � H X j = j � GX j, contradi�c~ao. Logo, de fato, v 2 X e � GX = f �; � g [ � H X : �

O objetivo das duas demonstra�c~oesa seguir �e mostrar que para grafos n~ao
m-regulares(m = 3 para a CJ5 ou m = 5 para a CJ3), �e sempreposs��vel realizar
a opera�c~ao de jun�c~ao em duas arestasincidentes num de seusv�ertices, cujo grau
seja distinto de m, sem contudo contrariar a hip�oteseda conjetura em quest~ao.
Dessaforma obtemosum grafo com menor n�umero de arestas,que admite um k-

uxo; pelaProposi�c~ao3.11,existeum k-
uxo para o grafo original. Portanto, este
�ultimo n~aoseconstitui num contra-exemplom��nimo para a conjetura considerada.
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Redu�c~ao 3.13 Todo contra-exemplom��nimo para CJ5 �e 3-regular.

Prova: SejaG um contra-exemplo m��nimo e suponha por absurdo que exista um
v 2 V G tal que d(v) 6= 3. Pelas Redu�c~oes 3.1 e 3.2, podemos considerar que
G �e 2-conexoe 3-aresta-conexo. Assim, d(v) � 4. Sejam � e � duas arestas
de � v, f v; ag e f v; bg, respectivamente, seusextremos. Seja H o grafo obtido a
partir de G pela jun�c~ao de � e � . Se H for livre de 1-cortes, ent~ao H admite
um 5-
uxo; nestecaso,pela Proposi�c~ao 3.11, G tamb�em, contradi�c~ao. Podemos
ent~ao supor que H tem um 1-corte. Pela Proposi�c~ao 3.12, existe um 3-corte � X
em G, contendo � e � . Seja � uma outra aresta de � v, f v; r g seusextremos.
Seja R o grafo obtido a partir de G pela jun�c~ao de � e � . Novamente, podemos
supor que R tem um 1-corte e portanto G tem um 3-corte, � Y , contendo � e
� . Se � 2 � Y , ent~ao � Y � � v, pois d(v) � 4; nessecaso v �e um v�ertice de
corte, contrariando a suposi�c~ao de 2-conexidade.Logo, � 62� Y . Analogamente,
� 62� X . Complementando X e(ou) Y senecess�ario, adote quev 2 X \ Y . Assim,
temos que a 2 X \ Y; b 2 X \ Y e r 2 X \ Y (�gura 3.3).

Figura 3.3: Disposi�c~ao das arestas� , � e � nos corte � X e � Y .

Logo, X e Y secruzam e peloLema 3.6, existeum 2-corte em G, contrariando
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a 3-aresta-conexidade.Portanto, ou H ou R �e livre de 1-cortes. Logo, G admite
um 5-
uxo, contradi�c~ao. �

Observa�c~ao: Em princ��pio, poder-se-ia pensar numa redu�c~ao para a CJ4

an�aloga �a Redu�c~ao 3.13. Entretanto, n~ao sabemosse�e poss��vel fazer uma jun�c~ao
de arestas evitando que o novo grafo tenha subgrafos contra��veis ao grafo de
Petersen.

Redu�c~ao 3.14 Todo contra-exemplom��nimo para CJ3 �e 5-regular.

Prova: A demonstra�c~ao�eemparte an�aloga�a anterior. SejaG um contra-exemplo
m��nimo e seja v 2 V G tal que d(v) 6= 5. Suponha, por absurdo, que n~ao seja
poss��vel fazer a opera�c~ao de jun�c~ao em arestasincidentes em v, pois contrariaria
as hip�otesesda CJ3. Pela Redu�c~ao 3.2, podemosconsiderar que G �e 3-aresta-
conexo. Mas, por hip�otese, n~ao existem 3-cortes em G. Logo, podemossupor
que G �e 4-aresta-conexo.Portanto, d(v) = 4 ou d(v) � 6.

SejaX a cole�c~ao dossubconjuntos x de � v tal queexista um 5-corte � (Yx ) com
x � � (Yx ). Tome x maximal em X . Sex = � v, ent~ao � v � � (Yx ) pois j � v j 6= 5.
Assim, necessariamente d(v) = 4. Entretanto, nestecaso,� (Yx ) n� v �e um 1-corte,
contradi�c~ao. Logo, podemossupor x � � v.

Seja, ent~ao, � 2 � v n x; seja � 2 x, se x 6= ; ou � 2 � v � � , casocontr�ario.
Pela hip�otesede absurdo, n~ao podemosfazer a jun�c~ao de � e � ; pela Proposi�c~ao
3.12, existe um 5-corte, � (Y�� ), contendo � e � . Assim, f �; � g 2 X . Pela
maximalidade de x; x 6= ; . Portanto, de fato � 2 x. Entretanto, novamente pela
maximalidade de x, temosqueexisteuma aresta� tal que � 2 � (Yx ) e � 62� (Y�� ),
(�gura 3.4).

Por racioc��nio an�alogo �a demonstra�c~ao anterior, osconjuntos de v�ertices Yx e
Y�� secruzam, com a aresta � ligando Yx \ Y�� a Y x \ Y �� . Ent~ao, pelo Lema
3.15, enunciado a seguir, j � (Yx \ Y�� ) j = 5. Al �em disso, � (Yx \ Y�� ) inclui os
conjuntos � (Yx ) \ � v e � (Y�� ) \ � v. Portanto, x [ f � g 2 X , contrariando assima
maximalidade de x.

Lema 3.15 Seja G 4-aresta-conexo e sejam X e Y dois conjuntos de v�ertices
que se cruzam. Se � X e � Y s~ao ambos 5-cortes com uma aresta ligando X \ Y
a X \ Y , ent~ao � (X \ Y ) e � (X \ Y ) s~ao tamb�em 5-cortes em G.

Prova: Pela Proposi�c~ao 3.3, tomando X no lugar de X , temos

j � (X \ Y ) j + j � (X \ Y ) j� 8:
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Mas, G �e 4-aresta-conexo,portanto j � (X \ Y ) j= 4 = j � (X \ Y ) j. Pelos
Corol�arios 3.5 e 3.4, j � (X \ Y ) j e j � (X \ Y ) j s~ao ambos��mpares. De novo pela
4-aresta-conexidadede G, temos que

j � (X \ Y ) j � 5 e j � (X \ Y ) j � 5: (3.1)

Entretanto, pela Proposi�c~ao 3.3 decorreque

j � (X \ Y ) j + j � (X \ Y ) j � 10:

Deste seguemas igualdadesem (3.1). � �

Figura 3.4: Disposi�c~ao das arestas�; � e � nos cortes � (Yx ) e � (Y�� ).

3.3 Implica� c~ao da Conjetura dos 3-
uxos no Teorema
dos 6-
uxos

Nesta sec�c~ao demonstraremoso Teorema dos 6-
uxos, levando-se em conta a
validade da CJ3.

Valendo-nosdo racioc��nio da Redu�c~ao 3.2, podemos considerar que G �e 3-
aresta-conexoe por racioc��nio an�alogo �a Redu�c~ao 3.13,podemossupor, tamb�em,
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que G �e 3-regular.

Redu�c~ao 3.16 Na hip�otese da validade de CJ3, todo grafo c�ubico e 3-aresta-
conexo admite um 6-
uxo.

Prova: Seja� uma arestaem aG. Pelo Corol�ario 3.19,enunciado a seguir, temos
que G possuium emparelhamento perfeito t que cont�em � e n~ao inclui nenhum
3-corte de G.

Contraia inicialmente t, complemento de t emrela�c~ao �asarestasdeG, obtendo
um novo grafo G

0
sem1-cortesnem 3-cortes. Supondo a validade de CJ3, temos

um 3-
uxo modular para G0. Pelo Corol�ario 2.8, G tem um 3-
uxo modular
parcial cujo suporte inclui t e pelo Teorema 2.11, G tem um 3-
uxo parcial
(D

0
; '

0
) com estemesmosuporte.

Por outro lado, G[t] �e Euleriano e portanto G admite um 2-
uxo parcial
(D 00; ' 00), cujo suporte �e t.

Assim, pelasProposi�c~oes2.2 e 2.1; (D 0; ' 0) + 3 � (D 00; ' 00) �e um 6-
uxo em G,
j�a que toda aresta de G est�a na uni~ao dos suportes de (D 0; ' 0) e (D 00; ' 00).

Para 8X � V G chamamosde I (G � X ) o conjunto de componentes��mpares
de G � X . Uma componente �e dita ��mpar se ela possui um n�umero ��mpar de
v�ertices.

Teorema 3.17 (T utte) O grafo G tem um emparelhamento perfeito se e so-
mente se 8X � VG; j I (G � X ) j � j X j ([Tut 1947], veja tamb�em [BM 1976,
pg. 76]).

Corol �ario 3.18 Seja G c�ubico, 2-aresta-conexo e seja � 2 aG. Ent~ao, existe
um emparelhamentoperfeito t em G, contendo � .

Prova: Seja � 2 aG com extremos u e v. Seja H := G � f u; vg. Vamos mos-
trar que H cont�em um emparelhamento perfeito t H e portanto tH + � �e um
emparelhamento perfeito em G que cont�em � .

Sejam X � VH; Y := X [ f u; vg e K 2 I (G � Y ). Seja tamb�em n, o
n�umero de arestas em G entre I (G � Y ) e Y . Como G �e c�ubico, � (V K ) �e
��mpar e portanto j � (V K ) j � 3. Claramente, n � 3 � j I (G � Y ) j. Por
outro lado, � tem dois extremos em Y e portanto, n � 3 � j Y j � 2, donde
concluimosque j I (G � Y ) j < j Y j. Al �em disso, como j VG j �e par, temos que
j I (G � Y ) j e j Y j t êm a mesmaparidade e portanto, j I (G � Y) j � j Y j � 2.
Mas, j I (H � X ) j= j I (G � Y ) j � j Y j � 2 = j X j. Portanto, pelo Teorema
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3.17, existe um emparelhamento perfeito tH :�

Para X � VG, dizemosqueum corte � X , n~aonulo, �eseparador sejaG[X ]j � 1
e jaG[X ]j � 1.

Corol �ario 3.19 Seja G 3-aresta-conexo, c�ubico e seja � 2 aG. Ent~ao, existe
em G um emparelhamento perfeito t que cont�em � e n~ao inclui nenhum 3-corte
de G.

Prova: Por indu�c~ao no n�umero de arestas de G. Suponha inicialmente que G
inclui somente 3-cortes n~ao separadores. Pelo Corol�ario 3.18, j�a sabemos que
G possui um emparelhamento perfeito t contendo � . Como t s�o cobre uma das
arestasde cada v�ertice, ent~ao t n~ao inclui nenhum 3-corte de G.

Suponha, agora, que G inclui um 3-corte separador, � X e sem perda de ge-
neralidade, suponha que � 2 � X [ aG[X ]. Contraia todas as arestasde aG[X ]
obtendo o grafo G0. Por hip�otesede indu�c~ao, G0 tem um emparelhamento per-
feito t

0
que cont�em � e n~ao inclui nenhum 3-corte de G

0
. Logo, uma das arestas,

digamos�
0
, incidente no v�ertice resultante da contra�c~ao de aG[X ], est�a coberta

por t
0
. Coloque �

0
no papel de � e agora aplique o mesmoracioc��nio para G00, o

grafo obtido a partir de G contraindo aG[X ] ao inv�es de aG[X ]. Encontramos,
assim,um emparelhamento perfeito t

00
em G

00
quecont�em � 0 e n~ao inclui nenhum

3-corte de G00. Conv�em lembrar aqui que G �e 3-aresta-conexoe pelo Lema 3.6,
sabemosque n~ao h�a cruzamentos entre conjuntos de v�ertices de dois 3-cortesde
G. Logo, unindo t

0
e t

00
, temos um emparelhamento perfeito t em G que cont�em

� e que n~ao inclui nenhum 3-corte. � �
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Cap��tulo 4

Resultados sobre a Conjetura
dos 5-
uxos

Na sec�c~ao 1.2 vimos que existe uma correla�c~ao entre k-colora�c~oesde facesnum
grafo planar e k-
uxos. Assim, o Teoremadas Cinco Coresnos d�a uma demons-
tra�c~ao da CJ5 para o casoplanar:

Teorema 4.1 (das cinco cores) Todo grafo planar sem arestas de corte �e 5-
color�avel.

Nestecap��tulo iremos demonstrar o Teoremados 8-
uxos [Jae 1979] e o Teo-
rema dos 6-
uxos [Sey 1981], ambos para grafos sem arestasde corte. Daremos
tamb�em uma demonstra�c~ao do Teoremados 5-
uxos para grafos planarese sem
arestasde corte, semusar a f�ormula de Euler [You 1983]. Al �em disso,demonstra-
remoso Teoremados 5-
uxos para grafos de ĝenus baixo e semarestasde corte
[MCB 1988], valendo-nosfortemente do uso da f�ormula de Euler.

4.1 Teorema dos 8-
uxos

Nesta sec�c~ao demonstraremosque todo grafo sem aresta de corte admite um
8-
uxo [Jae 1979].

Uma parti�c~ao P de G �e um conjunto de n subgrafosB 1; B2; : : : ; Bn , dois a
dois disjuntos, tal que V G = V B1 [ VB2 [ : : : [ VBn .

Para qualquer parti�c~ao P de G, denotamospor ahPi o conjunto de arestas
com os extremosem elementos distintos de P.
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Teorema 4.2 (Nash-Williams) Para todo grafo G conexocom pelo menosdois
v�ertices e toda cole�c~ao disjunta m�axima T � de �arvores geradoras, tem-se

jT � j = min
�

jahPi
jjP j � 1

�
; (4.1)

onde o m��nimo �e tomado sobre todas as parti�c~oes P de V G com dois ou mais
blocos [NW 1961]; veja tamb�em [FL 1988, pg. 77].

Uma cole�c~ao A de �arvoresgeradorasem um grafo G �e dita m-disjunta, m � 1,
setoda arestaemaG pertencea no m�aximo m �arvoresdeA. Para m = 1, dizemos
simplesmente que a cole�c~ao �e disjunta.

Lema 4.3 Seja G um grafo k-aresta-conexo e l um inteir o positivo. O grafo G
admite uma cole�c~ao l-disjunta de bkl=2c �arvores geradoras.

Prova: SejaG0 o grafo obtido a partir de G pela substitui�c~ao de cada aresta por
l c�opias. Claramente G0 �e kl-aresta-conexo. Seja P uma parti�c~ao de G com n
blocos, n � 2. Em G0, jahPij � kln=2. Assim pelo Teorema4.2, decorreque G0

tem pelo menos bkl=2c �arvores geradoras,duas a duas disjuntas. Portanto, G
tem uma cole�c~ao l-disjunta com pelo menosbkl=2c �arvores. �

Lema 4.4 Seja T uma �arvore geradora de um grafo G. Ent~ao existe um 2-
uxo
parcial (D ; ' ), cujo suporte inclui aG n aT.

Prova: Para cada aresta � de aG n aT, existe em T um (�unico) caminho ligando
os extremos de � . Assim, existe em G um circuito C� com apenasa aresta �
em aG n aT. Orientando o circuito C� , obtemos um 2-
uxo parcial, (D � ; ' � ),
cujo suporte cont�em � . Somando,m�odulo 2, todos os 
uxos (D � ; ' � ), para cada
aresta � 2 aG n aT, obtemos um 2-
uxo modular parcial cujo suporte inclui
aG n aT. Pelo Teorema2.11, G admite um 2-
uxo parcial, (D ; ' ), cujo suporte
inclui aG n aT. �

Teorema 4.5 (Jaeger) Todo grafo sem arestasde corte admite um 8-
uxo.

Prova: Seja G um grafo semarestasde corte. Por racioc��nio an�alogo �a Redu�c~ao
3.2 podemosconsiderar que G �e 3-aresta-conexo.Pelo Lema 4.3 temos, em G,
uma cole�c~ao 2-disjunta de tr ês �arvores geradorasT1, T2 e T3. Pelo Lema 4.4,
existem em G tr ês2-
uxos parciais (D i ; ' i ) cujos suportes incluem aGnaTi ; (i =
1; 2; 3).

Considere(D ; ' ) := (D1; ' 1) + 2 � (D2; ' 2) + 4 � (D3; ' 3). Pela Proposi�c~oes
2.1 e 2.2, (D ; ' ) �e um 8-
uxo parcial em G. Mas, como a cole�c~ao de �arvores
geradoras�e 2-disjunta, toda aresta de G pertence �a uni~ao dos suportes dos tr ês
2-
uxos parciais. Logo, de fato, (D ; ' ) �e um 8-
uxo em G. �
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4.2 Teorema dos 6-
uxos

Teorema 4.6 (Seymour) Todo grafo sem arestas de corte admite um 6-
uxo
[Sey 1981].

Prova: Antes de provarmos o teorema introduziremosalgumasde�ni�c~oes.

Figura 4.1: Um exemplo de um grafo G e uma decomposi�c~ao de Seymour, G0,
para G. As linhas cheiasem G0 representam os subgrafosEulerianos e as linhas
com tra�cosmenores,as arestasespeciais.

Uma decomposi�c~ao parcial de Seymourde um grafo G �e uma seq•uência E :=
(E1; E2; : : : ; E r ) de subgrafosde G, com as seguintes propriedades:

(i) para todo i , 2 � i � r , existem pelo menosduas arestas,cujos extremos
pertencem um a V E i e o outro a

S
j <i V E j . Dentre estasarestas, escolhem-se

duas, que chamaremosde especiais.
(ii) os subgrafosem E s~ao conexos,Eulerianos e dois a dois disjuntos. Um

grafo �e Euleriano setodos os seusv�ertices têm grau par.
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Uma decomposi�c~ao total de Seymour, ou simplesmente decomposi�c~ao de Sey-
mour, de um grafo G, �e uma decomposi�c~ao parcial de Seymourem que

S
VE i =

V G (�gura 4.1).
Observe que a ordem dos subgrafosEulerianos na seq•uência E �e importante.

Se permutarmos E2 com E3 na �gura 4.1, n~ao teremos uma decomposi�c~ao de
Seymour,pois a propriedade (i) estar�a contrariada.

Dada uma decomposi�c~ao de Seymourde um grafo G, de�ne-se a contra�c~ao de
Seymourcomoo grafo obtido pelacontra�c~ao dasarestasdossubgrafosEulerianos
presentes na decomposi�c~ao de Seymour (�gura 4.2).

Figura 4.2: A contra�c~ao de Seymour para o grafo da �gura anterior. As linhas
com tra�cosmenoresrepresentam as arestasespeciais.

Um grafo �e de Seymourseadmite uma decomposi�c~ao de Seymourem que os
elementos da seq•uências~aografos-v�ertice. �E claro quetoda contra�c~ao deSeymour
�e um grafo de Seymour.
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Seja G um grafo sem arestas de corte. A demonstra�c~ao do Teorema inicia
eliminando o caso em que G n~ao �e 3-aresta-conexo,por racioc��nio an�alogo �a
Redu�c~ao 3.2.

A seguir, dado que G �e 3-aresta-conexo,demonstra-se,no Lema 4.8, que G
tem uma decomposi�c~ao de Seymour D . Seja S a contra�c~ao de Seymour corres-
pondente. No lema 4.7, demonstra-seque S admite um 3-
uxo modular.

Pelo Corol�ario 2.8, o grafo G admite um 3-
uxo modular parcial cujo suporte
inclui aG n

S
aEi . Entretanto, pelo Teorema 2.11, temos um 3-
uxo parcial

(D 0; ' 0) em G, de mesmosuporte.
Por outro lado, sabemosquetamb�em existeemG um 2-
uxo parcial (D 00; ' 00),

cujo suporte �e
S

aEi . Ent~ao, pelas Proposi�c~oes2.1 e 2.2 temos que (D ; ' ) :=
(D 0; ' 0) + 3 � (D 00; ' 00) �e um 6-
uxo parcial em G. Mas, toda aresta de G est�a
na uni~ao dos suportes dos dois 
uxos parciais. Portanto, de fato, (D ; ' ) �e um
6-
uxo em G.

A demonstra�c~ao do Teoremaest�a assimreduzida �asdemonstra�c~oesdosLemas
4.7 e 4.8.

Lema 4.7 Todo grafo de Seymouradmite um 3-
uxo modular.

Prova: Seja S um grafo de Seymour. Seja tamb�em E := (E1; E2; : : : ; E r ) uma
decomposi�c~ao de Seymourde S tal que para todo i , E i �e um grafo-v�ertice; sejavi

o seuv�ertice, sejam� 0
i e � 00

i asarestasespeciaisque ligam vi a v�erticesanteriores.
Obteremosum 3-
uxo modular (D ; ' ) para S tal que ' = 1.

Inicialmente, oriente arbitrariamente todas as arestasn~ao especiaisde S. A
orienta�c~ao de � 0

i e � 00
i ser�a dada pela aplica�c~ao do algoritmo a seguir,ondeo 
uxo

l��quido de cada vi �e calculado no grafo S � f � 0
i ; � 00

i g.

para i := r descendo at �e 2 fa�ca:

1. Se' (vi ) � 0 (mod 3), ent~ao oriente � 0
i entrando em vi e � 00

i saindo de vi ;

2. Se' (vi ) � 1 (mod 3), ent~ao oriente ambas, � 0
i e � 00

i , saindo de vi ;

3. Se' (vi ) � 2 (mod 3), ent~ao oriente ambas, � 0
i e � 00

i , entrando em vi .

Assim, ap�os a orienta�c~ao de � 0
i e de � 00

i vale que o conjunto f vr ; vr � 1; : : : ; vi g
est�a equilibrado m�odulo 3. Portanto, ao �nal do algoritmo todos os v�ertices, �a
exce�c~ao talvez de v1, est~ao equilibrados m�odulo 3. Mas, pelo Corol�ario 2.6, v1

tamb�em o est�a, da�� o resultado. �
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Lema 4.8 Todo grafo 3-aresta-conexo admite uma decomposi�c~ao de Seymour.

Prova: SejaG um grafo 3-aresta-conexoe sejaE := (E1; E2; : : : ; Es), s � 0, uma
decomposi�c~ao parcial de Seymour de G, maximal. Mostraremos, por absurdo,
que E �e total. Suponha, pelo contr�ario, que X := VG n

S
VE i �e n~ao vazio. Pela

maximalidade de E, podemos supor que s > 0, pois caso contr�ario, podemos
tomar um grafo-v�ertice como E1.

Seja H := G[X ] e seja Y o conjunto dos Y tais que ; 6= Y � X e j� H Y j � 1.
�E �obvio que Y 6= ; , pois X 2 Y. Seja pois Y um elemento minimal de Y. Seja
z := � GY \ � GX e sejaZ o conjunto dos extremosdas arestasde z em Y (�gura
4.3). Ent~ao,

j� H Y j + jzj = j� GY j;

como G �e 3-aresta-conexo,segueque jzj � 2.

Figura 4.3: Um exemplodas disposi�c~oesde X ; Y e Z .

Assim, temos dois casosa considerar:

Caso 1: Z �e unit�ario
Neste caso, seja v o �unico v�ertice de Z . Claramente todas as arestas de z

incidem em v; portanto, podemosfazer Es+1 := G[v], contradizendo a maxima-
lidade de E.
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Caso 2: jZ j > 1
Neste caso, sejam u e v dois v�ertices de Z . Se existirem dois caminhos P1

e P2 de u a v em G[Y ], disjuntos nas arestas, ent~ao podemos fazer E s+1 :=
G[V P1 [ VP2], contradizendo a maximalidade de E.

Se tais caminhos n~ao existirem, ent~ao, pelo Teoremade Menger [Men 1927]
( veja tamb�em [BM 1976, pg. 204]), Y tem uma parti�c~ao f Y 0; Y 00g tal que v 2
Y 0; u 2 Y 00e j� G[Y ]Y 0j = j� G[Y ]Y 00j � 1 (�gura 4.4).

Figura 4.4: Um exemploda disposi�c~ao de Y 0; Y 00e X :

Al �em disso, j� H Y j � 1. Assim, ou � G[Y ]Y 0 = � H Y 0 ou � G[Y ]Y 00 = � H Y 00.
Portanto, um dentre Y 0 e Y 00 pertence a Y, contrariando a minimalidade de
Y . � �

4.3 Teorema dos 5-
uxos para grafos planares

Como mencionamosna sec�c~ao 1.2, existe uma correla�c~ao estrita entre k-
uxos
e k-colora�c~ao de facesnum grafo planar. Portanto, desdeque o Teorema das
Cinco Cores foi demonstrado por Heawood em 1890 [Hea 1890], o Teoremados
5-
uxos tamb�em tem uma demonstra�c~ao naturalmente imediata, a qual depende
fortemente do uso da f�ormula de Euler.
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Nosso intuito ao apresentar a demonstra�c~ao a seguir, �e dar uma prova do
Teoremados 5-
uxos que useapenasconceitosde 
uxos e independa do uso da
f�ormula de Euler, visando, assim, uma possibilidade de extens~ao do racioc��nio
exposto para casosmais gerais.

Conv�em ressaltarqueuma primeira tentativ a nessesentido deve-sea Younger
[You 1983], o qual, entretanto, ainda valeu-separcialmente de argumentos de
colora�c~ao de facesem grafos planares.

Teorema 4.9 (Y ounger) Todo grafo planar e sem arestasde corte admite um
5-
uxo.

Prova: SejaG planar e semarestasde corte. Por racioc��nio an�alogo �as Redu�c~oes
3.2e3.13podemosconsiderarqueG �e3-aresta-conexoe3-regular. Assim, fazendo
um racioc��nio an�alogo ao Lema 4.8, podemosencontrar uma decomposi�c~ao S de
Seymour de G. Seja E := (E1; E2; : : : ; E r ) a seq•uência de subgrafosEulerianos
de S. Observe que comoG �e planar e 3-regular, cadaelemento de E �e um v�ertice
ou um circuito. Entretanto, para provar este teorema, necessitamosainda que
a decomposi�c~ao de Seymour encontrada tenha a caracter��stica de que cada E i

n~ao contenha v�ertices em seuinterior. (Cada E i divide o plano em duas regi~oes,
uma interior e outra exterior. A regi~ao exterior �e aquela em que se encontra
E i � 1. Para E1, a escolhaentre interior e exterior �e arbitr�aria.) Essapropriedade
�e garantida pela Proposi�c~ao a seguir:

Prop osi�c~ao 4.10 Seja C um circuito em G contendo dois v�ertices especi�c ados
u e v. Ent~ao, existeum circuito C0 em G quen~ao cont�em nenhum v�ertice no seu
interior, quepassapor u e v e quen~ao cont�em nenhum v�ertice no exterior de C.

Prova: Por indu�c~ao no n�umero de v�ertices no interior de C. Se C n~ao cont�em
nenhum v�ertice no seu interior ent~ao a prova est�a completa. Caso contr�ario,
expresseC como a uni~ao de dois arcos A e B , com exatamente u e v como
v�ertices comuns. Seja w um v�ertice no interior de C. Dado que G �e 3-aresta-
conexo,ent~ao existem tr ês caminhosde w a v�ertices de C, dois a dois disjuntos
nas arestas. Pela planaridade de G, podemostomar os tr ês caminhos de forma
que nenhum delespassapor v�ertices no exterior de C. Como G �e 3-regular, os
tr êscaminhoss~ao dois a dois disjuntos nos v�ertices, excetona origem w. Ent~ao,
podemosconsiderar que pelo menosdois deles,P1 e P2, t êm seust�erminos, r e
s, no mesmoarco, digamosA. Substitua em C o segmento do arco A entre r e s
peloscaminhosP1 e P2, obtendo assimum novo circuito, com menosv�ertices no
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seuinterior do que C, que passapor u e v e n~ao tem nenhum v�ertice no exterior
de C. O resultado seguepor indu�c~ao. �

Assim, para cada E i ; 1 � i � r , seja X i o subgrafo formado pelos v�ertices
e arestasde E i e pelas cordas possivelmente existentes no interior de E i . Seja
G0 o grafo obtido a partir de G pela contra�c~ao dos aX i . Claramente G0 �e um
grafo planar de Seymour. Pelo Lema 4.7, G0 tem um 3-
uxo modular e pelo
Teorema2.15, um 3-
uxo p-balanceado.Entretanto, pelo Lema 4.11, G tem um
3-
uxo parcial (D ; ' ) cujo suporte inclui aG n

S
aX i e onde as arestasde cada

E i encontram-se todas orientadas no sentido anti-hor�ario.
Secontrairmos agoraasarestasde E i e asarestasno seuexterior, teremosum

grafo planar Gi , com um v�ertice e n la�cos. Seja(D 0
i ; ' 0

i ) um 2-
uxo pi -balanceado
em Gi . Pelo Lema 4.11, existe, em X i , um 2-
uxo parcial (D 00

i ; ' 00
i ), cujo suporte

inclui as cordas do interior de E i e onde as arestas de E i encontram-se todas
orientadas no sentido anti-hor�ario.

Finalmente, seja (Fi ; � i ) o 2-
uxo parcial cujo suporte s~ao as arestasde E i ,
todas orientadas no sentido anti-hor�ario.

Assim, (D ; ' ) +
P r

i =1 (D 00
i ; ' 00

i ) +
P r

i =1 (Fi ; � i ) �e um 5-
uxo em G.

Lema 4.11 Seja G um grafo planar e com grau dos v�ertices n~ao excedendo 3.
SejamC uma face (cir cuito) de G, G0 o grafo obtido a partir de G pela contra�c~ao
das arestas de C e (D 0; ' 0) um k-
uxo p-balanceado em G0. Ent~ao, existe um
k-
uxo parcial (D ; ' ) cujo suporte inclui o de (D 0; ' 0) e tal que C �e um circuito
orientado por D no sentido anti-hor�ario.

Prova: Seja v o v�ertice de G resultante da contra�c~ao das arestas de C. Por
de�ni�c~ao de 
uxo balanceado,as arestasde G0 incidentes em v podem ser enu-
meradas,no sentido hor�ario, (� 0; � 1; : : : ; � d(v)� 1) de tal forma que

0 �
jX

i =0

s(� i )' 0(� i ) < k:

SejaCj a sec�c~ao de C entre os extremosde � j e � (j +1) mod d(v) , 0 � j < d(v),
orientada no sentido anti-hor�ario. Obtenha a extens~ao ' de ' 0 atribuindo a cada
aresta de Cj o valor

P j
i =0 s(� i )' 0(� i ). � �

49



4.4 Teorema dos 5-
uxos para grafos em superf��cies
de gênus baixo

Nesta sec�c~ao vamosconsiderarsuperf��cies fechadas,orientadas e n~ao-orientadas.
Dizemosqueuma superf��cie �e fechadaseela n~ao possuifronteiras nem bordos.

Como exemplosde superf��cies fechadas e n~ao fechadas podemoscitar a esferae
a �ta de M•obius, respectivamente.

Uma superf��cie �e dita orientada seela n~ao cont�em uma �ta de M•obius e n~ao-
orientada caso contr�ario. Como exemplosde superf��cies fechadas orientadas e
n~ao-orientadas podemoscitar o toro e o plano projetivo, respectivamente [Zee].

Uma superf��cie �e dita de ĝenus g se �e topologicamente homeomorfa �a esfera
com g al�case/ou cross-caps. Assim o toro �e uma superf��cie de ĝenus um.

Um grafo �e dito de ĝenus orientado ou de ĝenus n~ao-orientado g, se pode
ser imerso, sem cruzamento de suasarestas,numa superf��cie orientada ou n~ao-
orientada de ĝenus g, respectivamente, mas n~ao em uma de ĝenus g � 1. O K 5,
conhecidamente n~ao planar, �e um exemplo de grafo orientado de ĝenus 1, pois
pode ser desenhadono toro, semque hajam cruzamentos de suasarestas(�gura
4.5).

Figura 4.5: K 5 imerso no toro.

Suporemos,nesta sec�c~ao, grafos 3-aresta-conexos,3-regularese com cintura
maior ou igual a setee provaremosque um contra-exemplo para CJ5, �xando-se
o ĝenus do grafo, tem n�umero de v�ertices limitado por 28(g � 1) para superf��cies
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orientadas e 14(g � 2) para superf��ciesn~ao-orientadas. Al �em disso,demonstrare-
mos a validade de CJ5 para grafos em superf��ciesorientadas de ĝenus menor ou
igual a dois e n~ao-orientadas de ĝenus menor ou igual a quatro.

Lema 4.12 Seja G um grafo conexo, 3-regular, de cintura 
 � 7 e imerso em
uma superf��cie S de ĝenus g. Ent~ao, vale que:

(a) j V G j � 28(g � 1), se S �e orientada;
(b) j VG j � 14(g � 2), se S �e n~ao-orientada.

Prova: SejaF G o conjunto de todas as facesf de G. Como 
 � 7,

2 � jaGj =
1X

i =7

if i � 7 � jF Gj (4.2)

onde f i �e o n�umero de todas as facescom i arestas. Por outro lado, como G �e
3-regular, temos que

3 � jV Gj = 2 � jaGj: (4.3)

As f�ormulas de Euler para grafos em superf��cies orientadas e n~ao-orientadas
s~ao, respectivamente,

jVGj + jF Gj � jaGj = 2(1 � g) (4.4)

e

jV Gj + jF Gj � jaGj = 2 � g: (4.5)

Assim, aplicando (4.2) e (4.3) nas f�ormulas (4.4) e (4.5), concluimos a pro-
va. �

Teorema 4.13 Todo grafo sem arestas de corte e com ĝenus orientado menor
do que ou igual a 1 ou n~ao-orientado menor do que ou igual a dois admite um
5-
uxo.

Prova: Imediata por aplica�c~ao do Lema 4.12. �

Teorema 4.14 (M•oller, Carstens e Brinkmann) Todo grafo semarestasde
corte e com ĝenusorientado menor do queou igual a dois e n~ao-orientado menor
do que ou igual a quatro admite um 5-
uxo.
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Prova: Para demonstraro teorema,vamosconsiderargrafos3-regulares,3-aresta-
conexose com cintura � 7. Pelo Lema 4.12,sabemosque basta veri�car todosos
grafoscom no m�aximo 28 v�ertices. Tutte demonstrou [Tut 1966a, pg. 74-75]que
jV Gj > 22,necessariamente, para grafoscomcintura � 7. Al �emdisso,jVGj �epar.
Ent~ao, na realidade,basta considerargrafoscom 24 � j VG j � 28. No casode 24
v�ertices, �a parte de isomor�smos, existe somente um grafo com as propriedades
citadas, o grafo de McGhee. Este resultado tamb�em foi apresentado por Tutte
[Tut 1966a, pg. 77-81]. Entretanto, o grafo de McGheeadmite um 4-
uxo, como
pode ser observado na �gura 4.6. Para grafos com 26 e 28 v�ertices, o problema
foi solucionadocom o aux��lio de computador, cujos detalhes de implementa�c~ao
e algoritmos pode ser encontrados em [Bri 1986], refer̂encia esta cujo acesson~ao
nos foi poss��vel.�

Figura 4.6: Um 4-
uxo para o grafo de McGhee.
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Cap��tulo 5

Resultados sobre a Conjetura
dos 3-
uxos

Na sec�c~ao 1.2 vimos que existe uma correla�c~ao entre k-colora�c~oesde facesnum
grafo planar e k-
uxos. Assim, o Teoremade Gr•otzsch [Gro 1958] nos d�a uma
demonstra�c~ao da CJ3 para o casoplanar:

Teorema 5.1 (Gr•otzsch) Todo grafo planar, sem arestas de corte e sem 3-
cortes, �e 3-color�avel.

Na verdade,a extens~aodeGr•unbaum-Aksionov [Gru 1963]-[Aks 1974] fornece
uma a�rma�c~ao mais forte que a CJ3 para o casoplanar:

Teorema 5.2 (Gr •unbaum-Aksiono v) Todo grafo planar, semarestasde cor-
te e com n~ao mais que tr ês 3-cortes, �e 3-color�avel.

Usando uma abordagemde 
uxos, Steinberg e Younger [SY 1989] provaram
a CJ3 n~ao s�o para o plano, mas tamb�em para o plano projetivo real, admitindo
neste caso,at�e um 3-corte. Dahab e Younger [DY 1988] estenderameste resul-
tado, admitindo at�e tr ês3-cortes.

Nestecap��tulo iremosdemonstraro Teoremados4-
uxos deJaeger[Jae 1979],
para grafossem1-cortesnem3-cortes. Al �emdisso,demonstraremosuma extens~ao
do Teorema5.2, baseadana demonstra�c~ao de Steinberg e Younger [SY 1989].
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5.1 Teorema dos 4-
uxos

Teorema 5.3 (Jaeger) Todo grafo sem arestasde corte e sem 3-cortes admite
um 4-
uxo.

Prova: A demonstra�c~ao �e an�aloga �a do Teorema4.5. Seja G um grafo sem 1-
cortes nem 3-cortes. Por racioc��nio an�alogo �a Redu�c~ao 3.2, podemosconsiderar
que G �e 3-aresta-conexo.Mas, por hip�oteseG �e livre de 3-cortes. Logo, podemos
supor que G �e 4-aresta-conexo.Pelo Lema 4.3, temos que G possuiduas �arvores
geradorasT1 e T2, disjuntas nasarestas. Pelo Lema 4.4 existe em G dois 2-
uxos
parciais (D1; ' 1) e (D2; ' 2), cujos suportes incluem aGnaT1 e aGnaT2, respecti-
vamente. Considereent~ao (D ; ' ) := (D 1; ' 1) + 2� (D2; ' 2). PelasProposi�c~oes2.1
e 2.2, (D ; ' ) �e um 4-
uxo parcial em G. Mas, toda aresta de G pertence�a uni~ao
dossuportes dosdois 2-
uxos parciais. Portanto, de fato, (D ; ' ) �e um 4-
uxo em
G. �

5.2 Teorema dos 3-
uxos para grafos planares

Chamamosde uma 3-orienta�c~ao D em um grafo G, um 3-
uxo modular (D ; ' ),
tal que ' = 1.

Para X ; Y � VG, dizemosque um corte � X fragmentao conjunto Y , seX e
X ambos interceptam Y.

Dizemosque um v�ertice v em VG �e especi�c ado se � v for um corte minimal
e se as orienta�c~oesdas arestasde � v forem �xadas, tal que v esteja equilibrado
m�odulo 3.

Teorema 5.4 Seja G um grafo planar, semarestasde corte e S � VG. Se todo
3-corte em G fragmentaS e se vale uma das hip�otesesabaixo, ent~ao G tem uma
3-orienta�c~ao (que estendea orienta�c~ao do v�ertice especi�c ado, se existir):

ou (i) jSj � 3;
ou (ii) jSj � 2 e existe um v�ertice especi�c ado de grau 4 em S;
ou (iii) jSj = 1 e o �unico elementode S �e um v�ertice especi�c ado de grau 5.

Conv�em observar que a permiss~ao de 3-cortesem G, v�alida para as hip�oteses
(i ) e (ii ) do teorema, fortalece o resultado da CJ3 para grafos planares que
atendam �as referidas hip�oteses. A limita�c~ao da cardinalidade do conjunto S
nessaship�otesessegueda necessidadede evitarmos os grafos exibidos na �gura
5.1 (a) e (b), para os quais n~ao �e poss��vel obter uma 3-orienta�c~ao. Observe que
o grafo (a) requer jSj = 4 e o grafo (b) requer jSj = 3 com o v�ertice especi�cado
de grau 4 em S.
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A limita�c~ao da cardinalidade de S a 1 na hip�otese(iii ) implica na inexistência
de 3-cortes em grafos que atendam �a esta hip�otese. Na realidade, com uma
demonstra�c~ao um pouco mais elaborada para o teorema, poder��amospermitir a
exist̂encia de um 3-corte nesta hip�otese,dentro de certas condi�c~oes.

Figura 5.1: Exemplos de grafos que n~ao admitem 3-orienta�c~ao: (a) quatro 3-
cortes; (b) orienta�c~ao imposta a um v�ertice especi�cado, com dois 3-cortes.

Prova do Teorema: Por indu�c~ao no n�umero de arestas de G. A a�rma�c~ao �e
trivialmen te verdadeira seG for livre de arestas.

Seja ent~ao um grafo G satisfazendouma das hip�otesesdo teorema e com
pelo menosuma aresta. A prova est�a baseadaem sucessivas redu�c~oesaplicadas
a G, at�e a obten�c~ao da Con�gura�c~ao de Gr•otzsch (�gura 5.5 (a), pg. 64). Em
algumasdessasredu�c~oes,valer-nos-emosde redu�c~oesapresentadas anteriormente
�a redu�c~ao em quest~ao. Denotaremospor l o v�ertice especi�cado de G, seocorre
uma das hip�oteses(ii ) ou (iii ).

R1. Redu�c~ao a grafo conexo.

A aplica�c~ao da hip�otesede indu�c~ao, em cada componente conexa K de G,
com S \ VK no lugar de S, �e trivial nestecaso. �

Lembre que, dada uma aresta � de G, Gj� denota o grafo obtido a partir de
G pela contra�c~ao da aresta � . Estendemos,da maneira natural, essascontra�c~oes
para um conjunto x de arestas ao inv�es de apenasuma aresta. �E conveniente
exigir que G[x] seja conexo. Nessecaso,o conjunto X dos extremos das arestas
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de x �e uni�cado num �unico v�ertice, digamos w. De�nimos Sjx, a contra�c~ao do
conjunto S por x, como segue:

Sjx :=
�

S seS \ X = ;
(S n X ) [ f wg casocontr�ario.

Observe que todo 3-corte em Gjx fragmenta Sjx.

R2. Redu�c~ao a grafo 3-aresta-conexo.

Esta redu�c~ao �e an�aloga �a Redu�c~ao 3.2. Basta apenasobservar que se ocorre
a hip�otese(ii ) ou (iii ), para todo 2-corte em G existe uma aresta � do 2-corte
tal que � 62l, pois � l �e minimal. Assim, a hip�otesede indu�c~ao �e aplicada a Gj�
e Sj� no papel de G e S. �

R3. Redu�c~ao a grafo simples.

O casoem que G cont�em la�cos�e trivialmen te resol�uvel.
Suponha ent~ao que G cont�em duas arestasparalelas � e � , ligando dois de

seusv�ertices, u e v.
Considereinicialmente o casoem que n~ao h�a v�ertice especi�cado, ou, sehou-

ver, que nem u nem v sejam o v�ertice especi�cado. Sejam G0 := Gjf �; � g e
S0 := Sjf �; � g. Como a contra�c~ao de arestasn~ao cria cortes novos, claramente
G0 com S0 atendem �a mesmahip�oteseque G com S e a minimalidade de � l , se
ocorre a hip�otese (ii ) ou (iii ), �e preservada. Por hip�otesede indu�c~ao, G0 tem
uma 3-orienta�c~ao D 0. SejaD a extens~ao de D 0 a aG, onde as orienta�c~oesde � e
� s~ao determinadas de acordo com o 
uxo l��quido ' do v�ertice u, calculado no
grafo G � f �; � g. Assim, se ' � 0 (mod 3); � e � s~ao orientadas em sentidos
opostos; se ' � 1 (mod 3); � e � s~ao orientadas saindo do v�ertice u e se ' � 2
(mod 3); � e � s~aoorientadas entrando no v�ertice u. Logo, D �e uma 3-orienta�c~ao
para G.

Considere,agora,o casoem queou u ou v, digamosu, �e o v�ertice especi�cado.
Suponha inicialmente que � e � t êm orienta�c~oesopostas. Sejam ent~ao G0 :=

G � f �; � g e S0 := S [ f vg. O v�ertice u em G0 tem grau 2 ou 3, portanto estamos
agora na hip�otese(i ). Todo 3-corte em G0 e n~ao em G separau e v e portanto
fragmenta S0. Para podermosaplicar a hip�otesede indu�c~ao a G0, resta mostrar
que este�e livre de 1-cortes,ou, de forma equivalente, que nenhum 3-corte � X em
G cont�em � e � . Suponha o contr�ario. No casoda hip�otese(iii ), G �e livre de
3-cortes. No casoda hip�otese(ii ), ajuste a nota�c~ao, permutando X com X se
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necess�ario, de forma que u 2 X . O corte � X fragmenta S e portanto u �e o �unico
v�ertice de S emX . Entretanto, o corte � (X nf ug) emG �e��mpar, menordo queou
igual a 3 e n~ao fragmenta S, contradi�c~ao. De fato, G0 �e livre de 1-cortes. Assim,
G0 com S0 atende�a hip�otese(i ) e por indu�c~ao, tem uma 3-orienta�c~ao D 0. Reverta
todas as orienta�c~oesde D 0, senecess�ario, de forma a coincidir com a orienta�c~ao
especi�cada para u em G, nasarestas� u nf �; � g. SejaD a extens~ao de D 0 a aG,
dando, para as arestas� e � , as orienta�c~oespreviamente especi�cadas.

Restaagoraconsideraro casoemque� e � s~aoorientadasnum mesmosentido.
Neste caso, sejam G0 := G � � e S0 := S [ f vg. Se ocorre a hip�otese (ii ) em
G, ocorre a hip�otese(i ) em G0. Se ocorre a hip�otese(iii ) em G, revertemos a
orienta�c~ao de � , transformando u num v�ertice especi�cado de grau 4 em G0 e
portanto estamosna hip�otese(ii ): nestecaso,a remo�c~ao de uma aresta paralela
de � l preserva sua minimalidade. Em ambos os casos,G0 �e livre de 1-cortespois
os 2-cortes em G j�a foram reduzidos. Todo 3-corte em G0 e n~ao em G separau
e v e portanto fragmenta S0. Assim, G0 com S0 atende a uma das hip�oteses(i )
ou (ii ) e por indu�c~ao, tem uma 3-orienta�c~ao D 0. Reverta todas as orienta�c~oesde
D 0, se necess�ario, de forma a coincidir com as orienta�c~oes especi�cadas para u
em G, nas arestas� u n f �; � g. Reverta ainda a orienta�c~ao de � em D 0 e estenda
D 0 a aG, dando a orienta�c~ao especi�cada para � em G. �

Figura 5.2: Os grafos G e GX .

Dado um conjunto X de v�ertices tal que G[X ] �e conexo, a contra�c~ao GX

de G por aG[X ] �e o grafo GjaG[X ]. Denotaremospor SX o conjunto SjaG[X ].
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Denotaremostamb�em por uX o v�ertice resultante da contra�c~ao das arestasem
aG[X ] (�gura 5.2).

R4. Redu�c~ao a grafo livre de: (a) 3- e 4-cortes separadores; (b) 5-cortes separa-
dores que n~ao fragmentamS.

Em G, seja � X um corte separadornos casos(a) ou (b). Permute X com X
tal que jX \ Sj � 1 na hip�otese(i ) e l 2 X nas hip�oteses(ii ) ou (iii ). Em todas
as tr êship�oteses,jX \ Sj � 1. Mais ainda, no caso(b), jX \ Sj = 0.

Dado que G �e 3-aresta-conexo,todo k-corte, 3 � k � 5, �e minimal. Em
particular, � X �e minimal e portanto G[X ] e G[X ] s~ao ambos conexos.

O grafo GX �e tamb�em 3-aresta-conexo.Portanto, no casodas hip�oteses(ii )
e (iii ), a minimalidade de � l �e preservada. Assim, GX com SX atende �a mesma
hip�oteseque G com S e por indu�c~ao tem uma 3-orienta�c~ao D X .

Resta agora obter uma 3-orienta�c~ao DX para GX que coincida com DX nas
arestasde � X = � uX . No casoj� X j = 3, a hip�otesede indu�c~ao pode ser imedi-
atamente aplicada a GX e SX , revertendo ent~ao, senecess�ario, a orienta�c~ao DX
obtida.

Podemos ent~ao supor que j� X j = 4 ou j� X j = 5. Neste caso, uX torna-se
o v�ertice especi�cado de grau 4 ou 5, com sua arestasorientadas como em D X .
Novamente, � uX �e minimal em GX pois GX �e 3-aresta-conexo.Logo, GX com
SX [ f uX g atende �a hip�otese(ii ) ou (iii ) e por indu�c~ao tem uma 3-orienta�c~ao
DX . A uni~ao de DX e DX �e uma 3-orienta�c~ao em G. �

Um ziguezagueZ �e um caminho (u0; � 1; u1; � 2; u2; � 3; u3) tal que:

� no mapa planar de G, � 1 e � 2 s~ao consecutivas em u1 e � 2 e � 3 s~ao conse-
cutivas em u2;

� u1 e u2 s~ao ambos v�ertices de grau distinto de quatro.

Um 6-corte separador com ziguezague�e um 6-corte separador onde tr ês de
suasarestasformam um ziguezague(�gura 5.3).

58



Figura 5.3: Um 6-corte separadorcom ziguezague.

R5. Redu�c~ao a grafo livre de 6-cortes separadores com ziguezagueque n~ao frag-
mentam S.

Seja � X um 6-corte separadorcom ziguezagueque n~ao fragmenta S. Vamos
inicialmente provar que G[X ] e G[X ] s~ao ambos conexos. Suponha que, pelo
contr�ario, G[X ] n~ao �e conexo; sejam K 1 e K 2 duas componentes conexasde
G[X ]. Como G �e 3-aresta-conexo,

j� (V K 1)j; j� (V K 2)j � 3: (5.1)

Mas � (V K 1) e � (V K 2) s~aodisjuntos esubconjuntos de� X . Portanto, valea igual-
dade em (5.1) e K 1 e K 2 s~ao as duas �unicas componentes conexasde G[X ]. Por
outro lado, � X �e separadore portanto aG[X ] 6= ; . Logo, aK 1 ou aK 2, digamos,
aK 1, �en~aovazia. Ademais,astr êsarestasde � (V K 2) pertencema aG[V GnV K 1].
Assim, � (V K 1) �e um 3-corte separador,j�a reduzido anteriormente. Assim, G[X ]
�e conexo. Analogamente, G[X ] tamb�em �e conexo. Portanto, podemoscontrair G
a GX e a GX .

Permute X com X , se necess�ario, tal que X \ S = ; . Claramente, se ocorre
uma das hip�oteses(ii ) ou (iii ), l 2 X . O grafo GX �e 3-aresta-conexoe portanto
� l , se ocorre a hip�otese (ii ) ou (iii ), �e minimal. Assim, GX com SX atende �a
mesmahip�oteseque G com S e por indu�c~ao tem uma 3-orienta�c~ao D X .

Seja (u0; � 1; u1; � 2; u2; � 3; u3) o ziguezaguede � X . Reverta o ziguezague,se
necess�ario, de forma que f u0; u2g � X (�gura 5.3). Observe que em GX as ares-
tas � 1 e � 2 s~ao paralelas. SejamG0

X
:= GX � � 1 e G00

X
:= GX � f � 1; � 2g. Como
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G �e 3-aresta-conexoe X \ S = ; , GX �e 4-aresta-conexo.O grafo GX n~ao cont�em
4-cortesseparadores,poisestesj�a foram reduzidosem G. Ademais,pelade�ni�c~ao
de ziguezague,o grau deu1 �edistinto de 4. Logo, emGX n~aoexistem4-cortesque
contenham � 1. Portanto, G0

X
�e 4-aresta-conexoe G00

X
�e 3-aresta-conexo.Temos

dois casosa considerar:

Caso 1: As arestas� 1 e � 2 t êm a mesmaorienta�c~ao em D X .
Neste caso,reverta a orienta�c~ao de � 2, fazendouX o v�ertice especi�cado de

grau 5 em G0
X

. Como G0
X

�e 4-aresta-conexo,o corte em G0
X

de uX �e minimal e
G0

X
, com f uX g no lugar de S, satisfaz �a hip�otese(iii ). Por indu�c~ao, temos uma

3-orienta�c~ao D 0
X

para G0
X

. Reverta a orienta�c~ao de � 2 em D 0
X

e estendaD 0
X

a
aGX , obtendo DX , dando a � 1 a mesmaorienta�c~ao que em D X .

Caso 2: As arestas� 1 e � 2 t êm orienta�c~oesopostasem D X .
Neste caso,fazemosuX o v�ertice especi�cado de grau 4 em G00

X
. Como G00

X
�e 3-aresta-conexo,o corte em G00

X
de uX �e minimal e G00

X
�e livre de 1-cortes.

Ademais, como GX �e 4-aresta-conexo,todo 3-corte em G00
X

separa u1 de uX .
Ent~ao G00

X
, com f u1; uX g no lugar de S, satisfaz�a hip�otese(ii ). Por indu�c~ao, G00

X
tem uma 3-orienta�c~ao D 00

X
. Estenda D 00

X
a aGX , obtendo DX , dando a � 1 e a � 2

a mesmaorienta�c~ao que em D X .

Em ambos os casosobtivemosuma 3-orienta�c~ao DX para GX que concorda
com DX nas arestasde � X . A uni~ao de D X e DX �e uma 3-orienta�c~ao em G. �

O grafo G �e 5-regular exceto em S se,para todo v�ertice v em VG n f lg,

d(v) =
�

5 sev 2 VG n S
3 sev 2 S n f lg.

R6. Redu�c~ao a grafo 5-regular exceto em S.

Seja v um v�ertice de G, distinto de l e tal que d(v) 6= 5 sev 62S e d(v) 6= 3
se v 2 S n f lg. Sejam � e � duas arestas consecutivas no mapa planar de G,
incidentes em v. Sejama e b os extremosde � e � , respectivamente, distintos de
v. Seja G0 o grafo obtido a partir de G pela jun�c~ao de � e � . SejaS0 := S [ f ag
se jSj = 1 e v 2 S; casocontr�ario seja S0 := S.

O grafo G0 �e livre de 1-cortes. Suponhaque,pelocontr�ario, � G0X �e um 1-corte
em G0. Como G �e livre de 1-cortes, pela Proposi�c~ao 3.12, � X �e um 3-corte em
G que cont�em � e � . Por redu�c~oesanteriores, G �e simples e livre de 3-cortes
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separadores.Logo, � X = � v e portanto d(v) = 3. Necessariamente, v 2 S n f lg,
em contradi�c~ao �a hip�otesedesta redu�c~ao.

O grafo G0 �e livre de 3-cortes que n~ao fragmentam S0. Suponha que, pelo
contr�ario, � G0X �e um 3-corte em G0 que n~ao fragmenta S0. Como S0 �e um
superconjunto de S, � G0X n~ao fragmenta S. Al �em disso,G �e livre de 3-cortesque
n~ao fragmentam S; portanto, segueque � GX �e um 5-corte quen~ao fragmenta S e
cont�em � e � . Por redu�c~oesanteriores, G �e simplese livre de 5-cortesseparadores
que n~ao fragmentam S. Logo, � X = � v e portanto d(v) = 5. Pela hip�otesedesta
redu�c~ao, v 2 S. Como � X n~ao fragmenta S, ent~ao jSj = 1. Neste caso,a 2 S0 e
portanto � X fragmenta S0, contradi�c~ao.

No casode ocorrer a hip�otese(ii ) ou (iii ), � l �e minimal em G0. Suponha que,
pelo contr�ario, � G0X �e um corte n~ao vazio em G0 que�e subconjunto pr�oprio de � l .
Ent~ao, podemossupor que j� G0X j � 2. Mas G0 �e livre de 1-cortes. Logo, � G0X �e
um 2-corte. Por redu�c~ao anterior, G �e 3-aresta-conexo.Logo, � GX �e um 4-corte
que cont�em � e � . Novamente por redu�c~oesanteriores, G �e simples e livre de
4-cortes separadores.Logo, � X = � v. Assim, v e l, v�ertices distintos, t êm duas
arestasincidentes em comum, uma contradi�c~ao �a simplicidade de G.

Podemosent~ao aplicar hip�otesede indu�c~ao com G0 e S0 no papel de G e de
S, obtendo uma 3-orienta�c~ao D 0 para G0. Pela Proposi�c~ao 3.11, G tamb�em tem
uma 3-orienta�c~ao. �

R7. Redu�c~ao a grafo livre de faces triangulares contendo v�ertices de grau 3.

Seja T := (u0; � 1; u1; � 2; u2; � 3; u0) uma face triangular em G contendo v�er-
tices de grau 3. Neste caso,estamosem uma das hip�oteses(i ) ou (ii ). A face
triangular T tem no m�aximo um v�ertice de grau 3. Suponha que, pelo contr�ario,
T tem pelo menosdois v�ertices de grau 3, digamosu0 e u1. Nestecaso,como G
�e simples, � f u0; u1g �e um 4-corte separadore portanto j�a reduzido, contradi�c~ao.

Seja ent~ao u0 o v�ertice de grau 3 de T. No casode ocorrer a hip�otese(ii ), o
v�ertice especi�cado de grau 4, l , n~ao pertencea VT; casocontr�ario, considerando
u1 = l, temos que � f u0; u1g �e um 5-corte que n~ao fragmenta S, e separador,pois
G �e simples,portanto j�a reduzido.

Logo, podemossupor que os v�ertices u1 e u2 de T s~ao ambos de grau 5. Seja
ainda � a aresta incidente em u0 e n~ao pertencente a aT (�gura 5.4).

SejaG0 o grafo obtido a partir de G, contraindo-se � 3 e removendo-se� 1 e � 2

(�gura 5.4). SejamS0 := (S n f u0g) [ f u1g e w o v�ertice resultante da contra�c~ao
de � 3. Como a contra�c~ao de arestasn~ao cria cortes novos, todo k-corte em G0,
e n~ao em G, corresponde a um (k + 2)-corte em G, contendo as arestas� 1 e � 2.
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Por outro lado, G �e 3-aresta-conexo,livre de m-cortes separadores,m � 4, e u1

�e um v�ertice de grau 5 em G. Portanto, G0 �e livre de 1- e 2-cortes. Dessaforma,
a minimalidade de � l , seocorre a hip�otese(ii ), �e preservada em G0.

Figura 5.4: Um tri ângulo em G com apenasum v�ertice de grau 3 e sua imagem
em G0.

O grafo G0 �e tamb�em livre de 3-cortes separadoresque n~ao fragmentam S0.
Suponha que, pelo contr�ario, existe em G0 um 3-corte � G0X que n~ao fragmenta
S0. Se o corte � G0X n~ao separa u1 de w, ent~ao � GX �e um 3-corte em G que
tamb�em n~ao fragmenta S, contradi�c~ao. De fato, o corte � G0X necessariamente
separa u1 de w. Sem perda de generalidade,considereque u1 2 X e w 2 X .
Entretanto, em G, � G(X [ f u0g) �e um 6-corte separadorcom ziguezagueque n~ao
fragmenta S ou um 4-corte separador,ambos j�a reduzidos.

Assim, G0 com S0 atende �a mesmahip�oteseque G com S e por hip�otesede
indu�c~ao tem uma 3-orienta�c~ao D 0. Estenda D 0 a aG, orientando � 1 e � 3 com a
mesmaorienta�c~ao de � em rela�c~ao a u0 e orientando � 2 com orienta�c~ao oposta �a
de � 1 em rela�c~ao a u1. �

62



Uma Con�gur a�c~ao de Gr•otzsch1 �e um subgrafoR de G, consistindode quatro
faces triangulares que compartilham um v�ertice em comum de grau 5. Cada
v�ertice de R �e de grau cincoe seocorre a hip�otese(iii ), estesv�erticess~ao distintos
de l, (�gura 5.5 (a)). Chamaremosas arestasde G nR com um dos extremosem
R de arestasincidentes em R.

R8. Redu�c~ao a grafo livre da con�gur a�c~ao de Gr•otzsch.

Seja R uma con�gura�c~ao de Gr•otzsch em G. Seja f p;q; r; s; t; vg o conjunto
de v�ertices de R, disposto conforme a �gura 5.5 (a). Seja G0 o grafo obtido a
partir de G da seguinte forma: fracione q em dois v�ertices, q0 e q00, tal que � 1

e � 2 incidam, ambas, em q0; remova as arestas (r; s); (s; v) e (v; t) - arestasdo
ziguezagueZ ; contraia G[f p;q00; r; vg] a um �unico v�ertice y; contraia (s; t) a um
�unico v�ertice z (�gura 5.5 (b)). Claramente G0 �e planar.

Os cortes em G0 que n~ao correspondem a cortes de mesmo tamanho em G
s~ao exatamente aquelesque fragmentam o conjunto f q0; y; zg. Chamaremosde
cortes esquerdos aquelesque separamq0 de y e z; de cortes direitos aquelesque
separamz de y e q0 e de cortes centrais aquelesque separamy de z e q0.

Prop osi�c~ao 5.5 O grafo G0 �e livre de: (a) 1-cortes; (b) 2-cortes que n~ao frag-
mentam S e (c) 3-cortes que n~ao fragmentamS.

Prova: Em G0, todo 1-corte esquerdo�e a imagemde um 3-corte separadorem G,
contendo as arestas � 1 e � 2, e portanto j�a reduzido. Todo 2-corte esquerdo�e a
imagem de um 4-corte separadorem G, j�a reduzido. Todo 3-corte esquerdoque
n~ao fragmenta S �e a imagem de um 5-corte separador em G que tamb�em n~ao
fragmenta S e portanto j�a reduzido.

Todo 1-corte direito �e a imagem de um 4-corte separadorem G, j�a reduzido.
Todo 2-corte direito que n~ao fragmenta S �e a imagem de um 5-corte separador
em G que tamb�em n~ao fragmenta S e portanto j�a reduzido. Todo 3-corte direito
que n~ao fragmenta S �e a imagemde um 6-corte separadorcom ziguezagueZ , em
G, que tamb�em n~ao fragmenta S e portanto j�a reduzido.

Finalmente, considereem G0 um k-corte central, � X 0, k � 3, tal que y 2 X 0.
Em G, sejamX := (X 0� f yg) [ f p; r g e W := X [ f vg. Observemosque j� X j � 8
e j� W j � 9. Note tamb�em que tanto � X n � G0X 0 e � W n � G0X 0 consistem de
arestasem aR.

1Gr•otzsch expressousua con�gura�c~ao e teorema em termos duais.
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Figura 5.5: (a) A Con�gura�c~ao de Gr•otzsch no grafo G e (b) sua imagemem G0.
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Prop osi�c~ao 5.6 Seja � Y um corte separador em G tal que j� Y j � 9. Sejam
tamb�em u e v dois v�ertices de grau 5 em Y, onde incidem, em cada um deles,
pelo menos uma aresta de � Y . Ent~ao, existe em G[Y ] um caminho ligando u a
v.

Prova: Por contradi�c~ao. Suponhamosque,pelocontr�ario, n~ao existeum caminho
em G[Y ] ligando u a v. Portanto, Y pode ser dividido em duas partes, Y1 e Y2,
tais que u 2 Y1 e v 2 Y2 e f � Y1; � Y2g �e uma parti�c~ao de � Y . Como G �e 3-aresta-
conexoe j� Y j � 9, ent~ao, 3 � min fj � Y1j; j� Y2jg � 4. Mas, u e v s~ao v�ertices de
grau 5, ent~ao, � Y1 ou � Y2 �e um 3- ou 4-corte separadorem G, j�a reduzido. �

Assim, pela Proposi�c~ao 5.6, existe em G[X ] um caminho com extremosp e r ;
a uni~ao destecaminho com o caminho (p;v; r ) �e um ciclo K em G. Por racioc��nio
an�alogo,existe tamb�em em G[W ] um caminho com extremosq e s; a uni~ao deste
caminho com o caminho (q; v; s) �e um ciclo L em G. Claramente os ciclos K e L
s�o têm o v�ertice v em comum. Al �em disso,os v�ertices q e s em L s~ao separados
por K . Logo, temos em G um cruzamento de arestas,contrariando a condi�c~ao
de planaridade. De fato, n~ao existem k-cortes centrais em G0, k � 3. �

Assim, pela Proposi�c~ao 5.5 temos que G0 �e livre de 1-cortes e tamb�em de
3-cortesque n~ao fragmentam S.

Observe tamb�emque,seocorreuma daship�oteses(ii ) ou (iii ), a minimalidade
de � l em G0 �e preservada. Casocontr�ario, podemossupor por absurdo que existe
em G0 um corte n~ao vazio � X que�e subconjunto pr�oprio de � l e tal que j� X j � 2.
Como G0 �e livre de 1-cortes,� X �e necessariamente um 2-corte. No casode ocorrer
a hip�otese(iii ), claramente � X n~ao fragmenta S. No casode ocorrer a hip�otese
(ii ), considere,semperda de generalidade,que l 2 X . Ent~ao, ou � X ou � (X nf lg)
�e um 2-corte que n~ao fragmenta S. Em ambososcasossabemos,pela Proposi�c~ao
5.5, que tais cortes n~ao existem em G0.

Portanto, G0 com S atende �a mesmahip�oteseque G com S. Por hip�otesede
indu�c~ao tem uma 3-orienta�c~ao D 0. Seja D a extens~ao de D 0 a aG, orientando
inicialmente as arestasem aR conformea �gura 5.6. Para cada v�ertice x em G,
denote por ' (x) o seu
uxo l��quido.

Observe que a orienta�c~ao das arestas em aR contribui com 0 (mod 3) no
balanceamento de cada v�ertice de R. Entretanto, n~ao podemosainda assegurar
que D �e uma 3-orienta�c~ao em G. Assim, o 
uxo ' dos v�ertices p; r; s e t podem
assumir valores 0; 1 ou 2 (mod 3), tal que ' (p) + ' (r ) � 0 (mod 3) e ' (s) +
' (t) � 0 (mod 3).
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Reverta as orienta�c~oes das arestas em aG n aR, se necess�ario, de tal forma
que ' (t) 6� 1 (mod 3). Se ' (t) � 0 (mod 3), ent~ao os v�ertices s e t est~ao
equilibrados. Se ' (t) � 2 (mod 3), reverta a orienta�c~ao da aresta (s; t). Desta
forma, os v�ertices s e t �cam equilibrados. Note que as arestasdo ziguezagueZ
n~ao sofreramnenhuma altera�c~ao.

Figura 5.6: Uma orienta�c~ao para as arestasem aR.

Analisemos agora os v�ertices p e r . Se ' (p) � 0 (mod 3), ent~ao n~ao mo-
di�que nenhuma orienta�c~ao. Se ' (p) � 1 (mod 3), reverta as orienta�c~oes das
arestas (p;v) e (r; v). Se ' (p) � 2 (mod 3), reverta as orienta�c~oes das arestas
(p;q); (q; v); (q; r ) e (r; v). Assim, em todos os casosp e r �cam equilibrados.

Observe que quaisquerque sejamas modi�ca�c~oesnas orienta�c~oesexibidas na
�gura 5.6, os v�ertices q e v permanecemequilibrados.

Lembramosaqui que, talveztenhamosrevertido todasasorienta�c~oesdasares-
tas em aG n aR. Conseq•uentemente, as orienta�c~oes das arestas incidentes no
v�ertice especi�cado, se est�avamos na hip�otese (ii ) ou (iii ), foram tamb�em re-
vertidas. Neste caso, agora podemosreverter de volta todas as orienta�c~oes em
D. �

66



No desenrolarde nossademonstra�c~ao, apresentamos oito redu�c~oesde con�-
gura�c~oesposs��veis de existirem em G. Em cada uma delas, aplicamos hip�otese
de indu�c~ao. Para completar nossaprova, resta mostrar que existe uma dessas
con�gura�c~oesapresentadas, para todo grafo G com pelo menosuma aresta, e tal
que G, S e l satisfa�cam a uma das hip�otesesdo teorema.

Lema 5.7 (Exist ência da Con�gura� c~ao de Gr•otzsch) Seja G um grafo
n~ao vazio satisfazendoa uma das hip�otesesdo Teorema. Ent~ao, G tem uma
das con�gur a�c~oes reduzidasanteriormente.

Prova: Suporemosque G n~ao tem nenhuma das sete primeiras con�gura�c~oese
mostraremosque, nestecaso,G tem a con�gura�c~ao de Gr•otzsch.

Precisamosinicialmente estabelecera exist̂encia de um v�ertice de grau 5 com
quatro facestriangulares nele incidentes. A f�ormula de Euler para G planar e
conexo�e dada por:

jV Gj + jF Gj � jaGj = 2: (5.2)

Seja Vi o conjunto dos v�ertices de grau i em G.
Para evitar con�gura�c~oesanteriores, podemosconsiderarque cada v�ertice de

G tem grau 3, 4 ou 5. Assim, para i = 3; 4; 5, temos que

jV Gj =
X

i

jVi j (5.3)

e

2 � jaGj =
X

i

i � jVi j: (5.4)

SegundoLesbegue[Les 1940], dê a cada v�ertice v o pesopv, dado por:

pv =
X

f 2 Fv

1
d(f )

onde Fv �e o conjunto de facesincidentes em v e d(f ) �e o grau da face f , ou seja,
o n�umero de arestasque comp~oem sua fronteira.

Assim, segueque

jF Gj =
X

i

X

v2 Vi

pv: (5.5)

Substituindo (5.3), (5.4) e (5.5) em (5.2), chegamosa
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X

i

X

v2 Vi

(pv �
i � 2

2
) = 2:

Entretanto, podemosconsiderarque o grafo �e simplese isento de facestrian-
gulares contendo v�ertices de grau 3. Portanto, toda face incidente num v�ertice
de grau 3 tem pelo menosgrau 4, ou seja, pv � 3

4 para todo v 2 V3. Toda face
incidente no v�ertice l de grau 4, tem pelomenosgrau tr ês,ou seja,pl � 4

3 . Assim,

X

v2 V5

(pv �
3
2

) � 2 �
jV3j
4

�
jV4j
3

: (5.6)

Pela hip�otese do teorema, temos que se ocorre a hip�otese (i ), jV3j � 3 e
jV4j = 0; se ocorre a (ii ), jV3j � 1 e jV4j = 1 e se ocorre a (iii ), jV3j = 0 = jV4j.
De (5.6) segueque

X

v2 V5

(pv �
3
2

) �

8
<

:

5
4 na hip�otese(i )
17
12 na hip�otese(ii )
2 na hip�otese(iii )

(5.7)

Portanto, o lado esquerdode (5.7) �e positivo. Por outro lado, para todo
v 2 V5, seo n�umero de facestriangulares nele incidentes �e menor do que ou igual
a 3, mesmoque as outras duas facessejam quadrangulares,temos que pv � 3

2 .
Logo, para que (5.7) severi�que, existem v�ertices em V5 com pelo menosquatro
facestriangulares. Seja M o conjunto de tais v�ertices. Observamosinicialmente
que, para v 2 M , Adj (v) � V5 [ V4 e consistede precisamente cinco v�ertices, pois
sup~oe-seque G �e simplese isento de facestriangulares com v�ertices de grau tr ês.
Mencionamosaqui que Adj (v) expressao conjunto dos v�ertices adjacentes a v.
Al �em disso, a m�axima contribui�c~ao de um v�ertice v de grau 5 no lado esquerdo
de (5.7) �e 1

6 : neste casotodas as facesincidentes em v s~ao triangulares. Assim,
segueque

M �

8
<

:

71
2 na hip�otese(i )

81
2 na hip�otese(ii )

12 na hip�otese(iii )

Assim, no casoda hip�otese(i ), est�a asseguradaa exist̂encia da con�gura�c~ao
de Gr•otzsch. No casoda hip�otese(ii ), excluindo os adjacentes de l, ainda temos
pelo menos cinco v�ertices em M cujos vizinhos s~ao todos de grau 5. No caso
da hip�otese(iii ), podemostomar v 2 M , tal que v n~ao perten�ca a f lg [ Adj (l ),
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pois este conjunto cont�em no m�aximo seis v�ertices. De fato, G cont�em uma
con�gura�c~ao de Gr•otzsch. �

Em resumo,apresentamos oito poss��veis con�gura�c~oesem G e em todas elas
pudemosaplicar a hip�otesede indu�c~ao. Al �em disso mostramos que se G tiv er
pelo menosuma aresta,uma delasocorre. Dessaforma, completamosa prova do
teorema. �
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de ĝenus orientado, 50
de Seymour,44
Euleriano, 43
n~ao orientado, 12

grau
de face,67
de v�ertice, 15

jun�c~ao, 34

k-colora�c~ao, 15
k-color�avel, 2
k-corte, 1
k-crom�atico, 6
k-
uxo, 9, 14

modular, 14
modular parcial, 14
parcial, 14
p-balanceado,16

k-reverter, 24

� (X ; Y ), 30

multiplica�c~ao
de orienta�c~ao ponderada

por constante, 13

n�umero
crom�atico, 7

orienta�c~ao
k-ponderadaparcial, 12
k-ponderadatotal, 12
3-orienta�c~ao, 54

parti�c~ao
de um grafo, 41

peso
de um v�ertice, 67
de uma aresta, 12

quadrantes, 30

regular
5-regular excetoem S, 60

restri�c~ao
de orienta�c~ao ponderada,13

rota�c~ao, 16

Sjx veja contra�c~ao
de um conjunto de v�ertices

por um conjunto de arestas56
SX veja contra�c~ao

de um conjunto de arestas57
soma

de orienta�c~oesponderadas,12
subgrafogerado

por um conjunto de arestas,13
por um conjunto de v�ertices, 7

superf��cie
fechada, 50
n~ao-orientada, 50
orientada, 50

74



suporte
de orienta�c~ao ponderada,12

uX veja contra�c~ao
de um grafo

por um conjunto de arestas58

V G veja v�ertices
de um grafo 12

v�ertice
equilibrado, 13
equilibrado m�odulo k, 13
especi�cado, 54
negativo, 23
positivo, 23

v�ertices
de um grafo, 12

X , o complemento de X , 30

ziguezague,58

75



Esta disserta� c~ao foi reeditada em 11.11.2003, foi man tido na ��n tegra o texto original, exceto o ��ndice, que foi revisado.


