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\ E da naturezada mente humana
deleitar-se na espcosaliberdade das genealidades,
e nao nas limita cees das particularidades."

Francis Bacon

\T odos os homens, por natureza,
desejamsaler.”

Aristoteles



Abstract

A study of integer ows in graphsis dewveloped, speci cally on Tutte's Con-
jectures on the existenceof k- ows (k = 3;4;5) that generalizetheorems about
planar graph colourings.

This work consistsof v e chapters. The rst chapter presers Tutte's Con-
jectures and a brief historical review of graph colouring. Chapter 2 presers
relations among planar graph colouring, integer ows and modular o ws. Chap-
ter 3 presers reducible con gurations, that is, subgraphsthat do not occur
in minimal cournter-examplesfor Tutte's Conjectures. Chapters 4 preseris well
known results on the 5- ow Conjecture: Jaeger's8- ow theorem, Seymour's 6-
ow theorem and the 5- ow theorem for graphs embedded on surfacesof low
gerus (Younger; Moller-Carstens-Brinkmann). Chapter 5 preseris well known
results on the 3- ow Conjecture: Jaeger's4- ow theorem and the 3- ow theorem
for planar graphs (Grotzsd; Grenbaum-Aksionov; Steinberg-Younger).
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Resumo

Neste trabalho e deserwolvido o estudo de uxos inteiros em grafos, especi -
camerte as Conjeturas de Tutte sobre a existéncia de k- uxos (k = 3;4;5) que
generalizamteoremassobre coloracao de grafos planares.

A dissertacao consistede cinco captulos. O captulo 1 apresena as Conjetu-
ras de Tutte, alem de um breve historico sobre coloracao de grafos. O captulo
2 apresetta relaceesentre coloraceesde grafos planares, uxos inteiros e uxos
modulares. O captulo 3 apreserta con guraceesredut veis, ou seja, subgrafos
gue nao ocorrem em cortra-exemplos m nimos para as Conjeturas de Tutte. O
captulo 4 apreserta os seguirtes resultados conhecidossobrea Conjetura dos 5-
uxos: teoremados 8- uxos (Jaeger), teoremados 6- uxos (Seymour) e teorema
dos5- uxos para grafosem superf ciesde génus baixo (Younger; Moller-Carstens-
Brinkmann). O captulo 5 apresera os seguirntes resultados conhecidossobre a
Conjetura dos3- uxos: teoremados4- uxos (Jaeger)eteoremados 3- uxos para
grafos planares (Grotzsd; Granbaum-Aksionov; Steinberg-Younger).
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Cap tulo 1

As Conjeturas de Tutte

Nestecaptulo apresetiaremosum historico sobreo estudode coloracao de grafos
planares, cuja generalizaao resultou no surgimerto do estudodos uxos inteiros.

Alem disso, discorreremosbrevemerte sobreas Conjeturas de Tutte, motiva-
doras estasdo nossotrabalho.

1.1 Colora cao de Grafos Planares - Brev e hist orico

Coloracao de grafosplanarese uma dasmais popularesareasem Teoriados Grafos
e esfta intrinsecamene assa@iada ao Problema das Quatro Cores, de extrema
importancia no desewolvimento daqueleramo da ciéncia.

A primeira referéncia escrita sobre o problema remorta ao seculo passado
e consiste numa carta escrita por De Morgan a Hamilton, na qual pedia sua
colaboracao para a solucao de um problema proposto por um de seusalunos,
Frederidk Guthrie.

O problema, que pode ser enunciado como

Todo grafo planar e sem arestasde corte e 4-coloravel

nao despertou interesseem Hamilton, mas desa ou, por mais de um seculo,
inumeros estudiososna tentativa de sua resolucao.

SejaG um grafo e VG conjunto dosverticesde G. Paratodo X VG, um
corte X, ou simplesmerne X, e o conjunto de arestasem G que possuemum
dos extremosem X e outro emVGnX. Um k-corte e um corte de tamanho k.
Para k = 1, chamamosa unica aresta do corte de aresta de corte.



Figura 1.1: Dodecaedro4-colorido.

Figura 1.2: Exemplo de um grafo com aresta de corte.

Dizemosque um grafo planar e k-coloravel se suasfacespodem ser coloridas
comk coresde tal forma que asfacesadjaceries tenham coresdistintas. A gura
1.1 apresetta um dodecaedro4-colorido. Obserwe, pois, que e necesario que o
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grafo nao tenha arestasde corte, pois sereo, como ilustrado na gura 1.2, estas
teriam facesde coresiguais em ambos os lados.

Em 1860, De Morgan publicou o enunciado original do Problema das Quatro
Cores[Mor 1860Q:

When a person colours a map, say the counties in a kingdom, it is clear he
must have so many di er ent colours that every pair of counties which have some
common boundary line - not a mere meeting of two corners - must havedi er ent
colours. Now, it must havebeen alwaysknownto map-olourers that four di er ent
colours are enough.

Em 1880, atravesde uma carta de Guthrie, tornou-se publico que o problema
de fato devia-sea seuirmao, Francis Guthrie. A necessidadale quatro coresfoi
apresentada por De Morgan em suacarta a Hamilton, exibindo a gura 1.3, onde
A, B, C e D sao nomesde cores.

AN

A B

Figura 1.3: Exemplo da necessidadale quatro cores.

Embora De Morgan tenha sugerido o problema em 1852, somerie em 1876
ele voltou a ser investigado, destacando-seentao o famoso artigo de Cayley
[Cay 1879, no qual o matematico apresena algumasdasdi culdades enconradas
na tentativ a de solucionar o problema.

Inumerasprovas surgiram nesteper odo e em 1879, conheceu-sdalvez a mais
falaciosadelas, devida a Kempe [Kem 1879. Entretanto, apesarda suainvera-
cidade, ela apresenou a ideia de caminhosde coresalternadas, usada posterior-
mente em inumerosoutros estudosdo problema.
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A prova apresertada por Kempe foi aceita com grande ertusiasmo no meio ci-
ent co daepoca. Mas, em 1890,uma publicacao de Heavood [Hea 189Q revelou
um enganono argumerto das cadeiasde coresalternadas. Modi cando o argu-
merto original, neste mesmoartigo Heavood demonstrou que cinco coreseram
su cientes, provando assimo Teoremadas Cinco Cores, cujo enunciado segue:

Todo grafo planar e sem arestasde corte e 5-coloravel

Figura 1.4: Dodecaedroe seudual, icosaedro.

A descolerta de Heavood, enmbora nao divulgada com entusiasmo no meio
ciert co, levantou novamerte o problema original. Nesta epoca He ter estudou
vizinhancas de regiees, problema inicialmente levantado por De Mebius, motivo
da confusao em torno da paternidade de De Mobius em relacao ao Problema das
Quatro Cores. Numa segundaincursao sobre o problema, He ter usou a nocao
de dualidade de vertices e facesem um mapa, cuja origem remonta aos estudos
de Euclides sobre o octaedro e dodecaedro.



O conceito de dualidade mostrou-se muito importante em estudos que se
seguirame uma de ni cao mais precisada ideia e dada abaixo.

Dado um mapa planar G, podemosde nir G como dual de G, fazendocor-
responder cadafacef de G comum verticef emG , ondedois verticesf eg
sao ligadosem G se e somerie se as facesf e g correspondertes tiverem uma
arestaem comum (gura 1.4). Convem ressaltar que cortesem G correspondem
a circuitos em G e vice-versa.

A dualidade de grafos foi tambem explorada por Whitney, apreserando a
ideia de dual geometrico, a qual relacionou posteriormerte a propriedadesconbi-
natoriais. Foi tambem Whitney responsavel, mais tarde, pela descolerta de que
na formulacao dual do Problema das Quatro Coresbastaria consideraros grafos
Hamiltonianos planares[Whi 193]].

N

Figura 1.5: O Grafo de Petersen.

Outras tentativ as de reformulacao do problema foram feitas. Ainda em 1880,
Tait [Tai 1880 reduziu a conjetura para o problema de colorabilidade de arestas
em mapas cubicos: mais precisamerte, Tait mostrou que bastava considerar o
problema para mapas cujos vertices tém grau trés e provar que, nessecaso, e
possvel colorir as arestasdo mapa de forma que arestasadjacertes tenham cores
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distintas. Tait acreditou, erroneamerte, ter encorirado uma prova para o Pro-
blema das Quatro Cores,agorasob novo enfoque. Convem obsenar, ertretanto,
gue nao e possvel obter uma 3-colorecao de arestaspara todo mapa cubico nao
planar, pois o grafo de Petersen( gura 1.5) e um contra-exemplo conhecido.

Em 1943, Hadwiger [Had 1943 lanca sua famosa conjetura, que pode ser
enunciada como:

Todo grafo conexoe k-cromatico e contra vel a um grafo completodek vertices.

Dizemos que um grafo e k-cromatico se ele e vertice k-coloravel, mas nao
vertice (k 1)-coloravel, ou seja, seseusvertices podem ser coloridoscom k, mas
nao comk 1 cores,tal que vertices adjacertes possuamcoresdistintas.

Uma aresta de um grafo G e dita contra da seelafor eliminada do grafo G
e seusextremos forem uni cados; o grafo resultante sera denotado por Gj

Um grafo H e dito contravel a um grafo G, seo grafo resultante de algumas
contraceesde arestasde H for isomorfo a G. Na realidade, por razeestecnicas,
iremos acrescerar a de ni cao anterior, a remocao de vertices isolados.

O Problema dasQuatro Corespode servisto, entao, comoum casoparticular
(k = 5) da Conjetura de Hadwiger.

Em 1958, surgeoutro resultado interessaite na area, agoradevido a Grotzsth
[Gro 1958 com a demonstracao do Teoremadas Trés Cores, assim enunciado:

Todo grafo planar, sem arestasde corte e sem 3-cortes, e 3-coloravel

Uma generalizaao deste teorema foi apresertada em 1963 por Granbaum
[Gru 1963 e tambem em 1974 por Aksionov [Aks 1974, com o seguirte enunci-
ado:

Todo grafo planar, sem arestasde corte e com nao mais que trés 3-cortes, e
3-coloravel

Somere em 1977, Appel e Haken [AH 1977, trabalhando em redutibilidade
de grafos e procedimentos de des@rga, conseguiramuma prova computacional
para o teoremae a primeira nesteestilo em Teoria dos Grafos; foi feito largo em-
pregode computador, ferramena estaanteriormente usadapor Heesé, Bernhart,
Allaire e Swart.

Finalmente, dos mais de 100 anosde estudo de coloracao em grafos, ressalta-
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mos duas versees (primal e dual) dos tr&s mais importantes resultados, estrita-
merte relacionadosao estudo desewolvido nestetrabalho, que sao:

Teoremadas Trés Cores

Todo grafo planar, sem arestasde corte e sem 3-cortes, e 3-coloravel
Todo grafo planar, semlacos e semtri‘angulos, e vertice 3-coloravel

Teoremadas Quatro Cores

Todo grafo planar sem arestasde corte e 4-coloravel
Todo grafo planar sem lacos e vertice 4-coloravel

Teoremadas Cinco Cores

Todo grafo planar sem arestasde corte e 5-coloravel
Todo grafo planar semlacos e vertice 5-coloravel

O breve historico aqui apresetado foi baseadonos livros de Biggs, Lloyd
e Wilson [BLW 1974, Ore [Ore 1967, Harary [Har 1969 e Bollobas [Bol 1979,
alem do artigo de Saaty [Saa1973.

1.2 Generaliza coees para grafos nao planares

O estudo de coloracao nao se restringe apenas a grafos planares e a primeira
tentativ a de generalizaao desseconceitoconsistiu no estudode outras superf cies.

Um outro enfoque surgiu tendo por basea dualidade ertre vertices e faces
num grafo planar. Assim, tentou-se estendero estudo de coloracao a um grafo
gualquer, analisando-sea coloracao dos vertices de um grafo. Surgiu, entao, o
conceitode numero cromatico, (G), de nido comoo menor numero de coresne-
cesairio para colorir osvertices de um grafo, tal que vertices adjacertes possuam
coresdistintas.

Foram realizados, tambem, estudos envolvendo cliques de um grafo G, ou
seja, um subconjunto X de vertices de G tal que o grafo gerado por ele seja
completo, considerando-seG simples. De nimos o sulgrafo de G gerado por X,
G[X], como sendo o subgrafo cujo conjunto de vertices e X e cujo conjunto



de arestase composto das arestasde G com ambos 0s extremosem X . Parece
trivial, portanto, que (G) (G), onde (G) denota o tamanho do maior clique
de G. Entretanto, e menostrivial perceker que um grafo com clique pequeno,
digamossemtri‘angulos, possater um numero cromatico muito grande, resultado
apresetiado por Mycielski [Myc 1955 pela construcao de tal grafo.

Alem disso, em 1972, Karp demonstrou que determinar seum grafo G e k-
coloravel, dados G e k, e NP-completo [Kar 197]. Mais tarde, Garey, Johnson
e Stockmeyer, provaram que mesmoque se xe o k (k  3), descobrir se existe
uma k-coloracao e NP-completo. E delestambem o resultado de que mesmo
sendok = 3, grafos planares, com grau dos vertices nao excedendoquatro, o
problema ainda permaneceNP-completo [GJS 1979.

Este fato desencorgu o estudo de coloracao de vertices, a0 mesmotempo
em que despertou o interessedos pesquisadoregpara uma outra abordagem, ja
existerte, e que passaremos descreer.

Figura 1.6: Um dodecaedrocom 4- uxo e 4-colorecao das faces.

Vamos introduzir o conceito de uxos inteiros atraves da gura 1.6. Ela
represera um dodecaedrocujas facesestao coloridas com as coresO, 1, 2 e 3.
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Analisando a gura, e possvel obsenar que cada arestatem um pesoa ela
assa@iado e uma orientacao; o pesode cadaaresta e dado pela diferenca de cores
das facesnela incidentes e sua orientacao e de tal forma que a face de cor maior
seencortra do seulado direito.

Note tambem que todas as arestas possuempesosno intervalo de 1 a 3 e
gue os vertices tém a propriedade de uxo conservativa a somados pesosdas
arestasque ertram nelese igual a somados pesosdas que saemdeles. Dizemos,
pois, que um k- uxo e uma orientacao ponderadadas arestasde um grafo, tal
gue os pesossejam inteiros no intervalo de 1 a k 1 e valha a propriedade do
uUxo consenativo em cadavertice. Em particular, o nossoexemplo mostra um
4- uxo.

Alem disso, e possvel armar que dada uma k-coloracao das facesde um
grafo planar pode-seconstruir um k- uxo e vice-versa. Entretanto, a de ni cao
de uxo nao esta correlacionadaa planaridade do grafo, advindo assim, a ideia
de estendero estudo para grafos quaisquer. Isto de fato ocorreu e e nesteestudo
gue estara calcadoo nossotrabalho, cujosresultadosmaisimportantes em aberto
sao trés conjeturas devidasa Tutte.

1.3 Conjeturas de Tutte

Ao iniciarmos o estudo de uxos parecenatural levantarmos algumas questes:

Ser gue e possvel de nir classesde grafos que admitam um k- uxo, dado
um k xo0? Sera que existe um limite de k, tal que todos os grafos possuamum
k- uxo? Para k muito pequeno,sabemosboascaracterizaceesdessaslassesem
particular, para k = 1 temos o conjunto dos grafos semarestase parak = 20
conjunto dos grafos Eulerianos.

Em 1954, Tutte lancou a Conjetura dos 5- uxos [Tut 1954; em 1966, Tute
lancou as Conjeturas dos 3- e 4- uxos [Tut 1966H. As Conjeturas dos 3-, 4- e
5- uxos, abaixo enumeradas,implicam, respectivamerte, nos Teoremasdas Trés,
Quatro e Cinco Corespara grafos planares. Sao elas:

() Todo grafo semarestasde corte e sem 3-cortes tem um 3- uxo.

(i) Todo grafo semarestasde corte e que nao possui nenhum sulgrafo
contravel ao grafo de Petersentem um 4- uxo.

(i) Todo grafo semarestasde corte tem um 5- uxo.



Somerte em 1979, Jaeger[Jae 1979 provou que todo grafo 2-aresta conexo
possuium 8- uxo, estabelecendoassim o primeiro limite de k que respondesse
a segundaquestao. Dois anos depois, Seymour [Sey 1981 melhorou este resul-
tado para 6- uxo, sendo,ainda hoje, aquelegue mais seaproxima da Conjetura
dos 5- uxos. Younger[You 1983, apresena uma prova dos 5- uxos para grafos
planares, sem o0 uso da formula de Euler. Steinberg [Ste 1984 apresena uma
prova dos 5- uxos para grafos no plano projetivo. Meller, Carstens e Brink-
mann [MCB 198§ apresetam uma demonstracao dos 5- uxos para grafos em
superf cies de génus baixo.

Para a Conjetura dos 3- uxos, 0 resultado geral que mais se aproxima da
Conjetura e o Teoremados 4- uxos de Jaeger. Existem ainda o teorema dos 3-
uxos para grafosplanarescom ate tr&s3-cortese para grafosno plano projetivo
com ate um 3-corte de Steinberg e Younger [SY 1989, depois generalizadopor
Dahab e Younger[DY 1989 para grafoscom ate tr&s3-cortesno plano projetivo.
Para a Conjetura dos 4- uxos, quasenada se sabe.

Entretanto, e interessate obsenar que, determinar se um grafo tem um
3-uxo e NP-completo, por analogia ao problema de coloracao de vertices ja
mencionado.

Nos proximoscaptulos, aoreferirmo-nosa essasonjeturas, usaremosasabre-
viaceesCJz, CJ4 e CJs para as conjeturas (i), (ii) e (iii ), respectivamerte.

1.4 Conteudo dos cap tulos posteriores e nossas con-
tribui cees

No segundocaptulo apreseriaremos alguns conceitos elemeriares de uxos in-
teiros, bem como demonstraremosrelacees enire uxos inteiros e modulares e
erntre uxos modulares e coloracao de facesnum grafo planar. Nossascontri-
buicees nessecaptulo sao a introducao do conceito de k- uxo p-balanceadoe
a demonstracao da relacao, para grafos planares, entre k- uxo p-balanceadoe
k- uxo modular.

No terceiro captulo vamosestudar algumasreduceesnecesarias para as pro-
vas dos teoremasdos captulos posteriores. Nossacortribui cao nessecaptulo e
a apresenacao de uma demonstracao original da implicacao da Conjetura dos
3- uxos no Teoremados 6- uxos.

No quarto captulo demonstraremosresultadosimportantes sobrea Conjetura
dos 5- uxos, a saber, osja citados Teoremados 8- uxos de Jaeger, Teoremados
6- uxos de Seymour, Teoremados 5- uxos para grafos planares (demonstracao
semo usoda formula de Euler) de Youngere Teoremados5- uxos para grafosem
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superf ciesde génus baixo de Moller, Carstense Brinkmann. Nossacontribui cao
nessecaptulo e a apreseniacao de uma demonstracao para o Teoremados5- uxos
para grafosplanaresbaseadosa demonstracao de Younger, masagorasemo uso
de argumertos de coloracao, ainda por ele usados.

No quinto captulo demonstraremosdois resultados sobre a Conjetura dos
3- uxos, que sao os ja citados Teoremados 4- uxos de Jaegere o Teoremados
3- uxos para grafos planares, um casoparticular do Teoremados 3- uxos para
grafosem superf ciesde génus baixo de Steinberg e Younger. Nossacortribui cao
nessecaptulo e a simpli ca cao da prova do Teoremados 3- uxos para grafos
planares,em relacao a apresenada por Steinberg e Younger,bem comoa genera-
lizacao desteteorema, pela permissao de mais que tr&s 3-cortes, mediane certas
condicees.
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Cap tulo 2

Fluxos Inteiros

Neste captulo vamosintroduzir alguns conceitosbasicosde uxos inteiros, bem
como estabelecerrelacees erntre uxos inteiros e modulares e entre uxos mo-
dulares e coloracees de faces num grafo planar. Ainda para grafos planares,
correlacionaremos uxos modulares e uxos inteiros bem particulares, os quais
denominaremosde uxos p-balanceados.

No desewolvimento deste trabalho considereG como sendoum grafo nao
orientado com conjunto de arestasaGe conjunto de verticesV G.

2.1 Conceitos Elementares

Uma orientacao k-ponderada parcial em G e um par (D;' ), onde D e uma ori-
enacao e ' e uma funcao pesq que asscia cada arestade G a um inteiro no
intervalodeOak 1.

Dada uma orientacao k-ponderada parcial (D;' ), chamamosde suporte de
(D;"), S(D;"), oconjunto de arestas 2 aG tal que' ( ) 6 0. Assim, uma
orientacao k-ponderada (total) e aquelaemque S(D;' ) = aG.

Dadas uma orientacao ko-ponderada parcial (DO;' 0) e outra orientacao
koo—ponderada parcial (D°°;' OU) em G, de nimos a somade (DO;‘ O) e (D°°;‘ OO)
comoo par (D;'), onde D e uma orientacao das arestasde G e' uma funcao
peso,tais quepara8 2 aG, vale:

1 , 0 v 00 . . . 0 00
()y:=""()+""(), comorientacao em D coinciderte comD ou D
. 0 00 . .
seasorientaceesde emD eD  coincidem;
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() = 0( ) 00( ), com orientacao em D coinciderte com D’ seas
orientaceesde emD" eDoosaoopostase' 0( ) > 00( );

() =" 00( ) 0( ), com orientacao em D coinciderte com D” seas
orientaceesde emD" eDoosaoopostase' 00( ) > 0( );

" () := 0, comorientacao em D arbitr aria, seas orientaceesde em D’e
00 , 0 , 00
D "saoopostase' ( )=" ().

Prop osicao 2.1 A soma de uma orientacao k%ponderada parcial com outra
orientacao k%ponderada parcial e uma orientacao k-ponderada parcial, onde
k= (K'+ K" 1.

Dadas uma orientacao ko—ponderadaparcial (DO;‘ 0) € uma constarte inteira
I, de nimos a multiplicacao de uma constante | por (D°' °) comoo par (D;'),
onde(D;'):=1 (D% 9 := (D% ' 0.

Prop osicao 2.2 A multiplicacao de uma constante | por uma orientacao k%
ponderada parcial e uma orientacao k-ponderada parcial, ondek := | (k® 1)+ 1.

A restricao de uma orientacao k-ponderada parcial (D;' ) a um conjunto
x aG, eum par (D%' 9 em que D° e uma orientacao das arestasde x, que
coincide com D nestasarestas,e' ®e a restricao de' a x.

Dado um subconjunto x de aG, o sulgrafo de G gerado por x, G[x], e 0
subgrafo cujo conjunto de arestase x e cujo conjunto de vertices e composto dos
extremos das arestasem X.

SejaG um grafo, x aG e (D;') uma orientacao k-ponderada parcial em
G[x]. Uma extenso de (D;' ) aaG eum par (D%' 9, onde D°e uma orientacao
das arestasde aG, que coincidecomD emx, e' Oe uma extensao de' a aG.

Para 8X VG, denimos *X comosendoo conjunto de arestasque saem
de X e X comoo conjunto de arestasque ertram em X. Entao, para uma
orientacao k-ponderadaparcial (D;' ) em G, o uxo |quido de X por (D;') e
dado por

X X
F(X) = () ()
2 *X 2 X

Dizemosque o conjunto X e equilibrado ou equilibrado modulok se' (X) = 0

ou ' (X) 0 (mod k), respectivamerte. Estendemosestas de ni ceesa um

vertice v, quando o conjunto unitario fvg for equilibrado ou equilibrado modulo
k, respectivamerte.
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Um k- uxo inteiro parcial em G e uma orientacao k-ponderadaparcial, onde
todo v em VG esta equilibrado. Analogamerte, um k- uxo modular parcial em
G e uma orientacao k-ponderada parcial, onde todo v em VG esta equilibrado
modulo k.

Similarmente as de ni ceesanteriores, um k- uxo inteiro (total) em G e uma
orientacao k-ponderada(total), ondetodo v em VG esta equilibrado. De ne-se,
da mesmaforma, um k- uxo modular (total), agora considerando-seo equil brio
modulo k dosverticesem VG.

Nota: Todo k- uxo inteiro parcial e um k- uxo modular parcial de mesmo
suporte. Analogamerte, todo k- uxo inteiro (total) e um k- uxo modular (total).

No desewolvimento destetrabalho quando nos referirmos a k- uxo e k- uxo
modular, subentenda-sek- uxo inteiro total e k- uxo modular total, respectiva-
merte.

Prop osicao 2.3 Para toda orientacao k-pondemada parcial (D;' ), vale a se-
guinte igualdade:

X
"(X) = "(v); 8X VG
v2X
Prova: Por de ni cao,
X X X X X
t(v) = () )
v2X V2X 2 *tvy v2X 2 v

Como as arestascom ambos 0s extremosem X sao anuladas nesta soma, temos

que X X X
t(v) = () () =" (X):

v2X 2 *X 2 X

Corol ario 2.4 Se(D;') eum k-uxo parcial, entao' (X) = 0;8X VG.

Corol ario 2.5 Se (D;') e um k-uxo modular parcial, entao ' (X) 0
(mod k);8X  VG.

Corol ario 2.6 SejaG com arientacao k-ponderadaparcial (D;' ) esejax 2 VG.
SetodososverticesemVG  x enmontram-se equilibradosou equilibrados modulo
k, entao X tambem o esfa, resfectivamente.
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Prova: SejaY := VG x. Pela Proposicao 2.3, temos que

X
v+ XxX)="(VG) =0
v2Y

P
Mas, v ' (v) eigual (congruo) a zero, por hipotese. Da o resultado.

Corol ario 2.7 Sejam uma aresta com extremosu e v e (D;"') um k- uxo
modular parcial em G. Sejatambem G°:= Gj , o grafo obtido a partir de G
pela contracao de . A restricao (D%' 9 de (D' ) a aG®e um k- uxo modular
parcial em G° de suporte S(D;" )

Prova: Sejaw o vertice em G° resultante da coalizao dos extremosu e v de
Claramerte todos os verticesem VG® w encortram-se equilibrados modulo k.
Entretanto, pelo Corolario 2.6, w tambem o esta, da o resultado.

Corol ario 2.8 Sejam uma aresta com extremosu ev e (D%' & um k- uxo
modular em G°:= Gj . Existe uma extenszo de (D%' 9 a aG que e um k- uxo
modular parcial, cujo suporte inclui S(D%' 9 e em que e orientada de u para
V.

Prova: Sejaa extensao (D;' ) de (D%' 9 a aG que orienta a aresta de u para
v, atribuindo a ela um pesoentre 0 e k 1, que equilibra modulo k o vertice
u. Assim, todos os verticesde VG v estao equilibrados modulo k. Mas, pelo
Corolario 2.6, v tambem o esfa, da o resultado.

Nota: Sedesejarmoscortrair nao so uma aresta , mas sim um conjunto de
arestas em aG, os dois resultados anteriores podem ser facilmente estendidos,
usando-setecnicade inducao no numero de arestas.

2.2 Relacao entre coloracao de faces e uxos inteiros

Para um inteiro k, uma k-coloracao dasfacesde um grafo planar G e uma funcao
gue assia ao conjunto de facesde G, FG, o conjunto fO:: k 1g de cores,de
tal forma que facesadjacertes possuamcoresdistintas.

Um desenhode um grafo G e uma funcao p que ass@ia a cada vertice v de
G uma seqenciapy := ( o; 1;:::; 4 1) dasarestasque nele incidem, onde
d(v) e o grau do vertice v. Obsere que cada laco incidente em v ocorre duas
vezesem py: huma das ocorréncias,o laco entra em v, na outra sai de v.
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Figura 2.1: Um grafo planar G e um desenhonatural de G.

Convem ressaltar que um grafo planar (ou melhor dizendo, um mapa planar)
tem um desenho,que chamaremosde natural, onde a cada vertice do grafo e
asseiada uma seqénciaque correspondea \ordem" de incidénciadas arestasno
vertice, digamos, no sertido horario (gura 2.1).

Dizemosque um k- uxo (D;') e p-balanceado se,para cada vertice v, existe

umarotacao ( o; 1;::%; 4dv) 1) depy, tal queparatodoj, 0 j < d(v), vale
que:
X
0 so( i) (i) <Kk (2.1)
i=0
onde
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1 se  saidev

sp( i) =
o( i) 1 se i entra emv

Nota: Referir-nos-emos,no decorrer deste trabalho, a sp( ;) como simples-
mente s( i), quando car clara a orientacao que esta sendoconsideradano con-
texto.

G

Figura 2.2: Um 3- uxo p-balanceadopara o grafo G.

A gura 2.2ilustra um 3- uxo p-balanceado(D;' ) para um grafo G. Consi-
dere o vertice v e obsene que a rotacao ( 2; 3; 4, o; 1) depy satisfaz (2.1).
O leitor facilmente encortrara rotacees com essacaracterstica para os demais
vertices.

Convem notar tambem que o grafo ilustrado e planar e portanto, e possvel
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encortrar uma 3-colorecao para as suas faces que correspnda ao 3- uxo p-
balanceadoapresetiado, como comertado na secao 1.2.

Alem disso, obsene que tal 3- uxo p-balanceadotem a propriedade de que,
setomarmos uma outra rotacao de py, Ou seja, se adotarmos nova origem para
0 cOmputo da somatoria de (2.1), esta nao exceden tr&sem modulo, para todo
interv@o_ considerado. Por exemplo, para a rotacao ( o; 1; 2; 3; 4) de py,

1 los( i) (i) 1,paratodo0 j 4.

De fato, demonstraremosa seguir que a propriedade acima caracteriza um

k- uxo p-balanceado.

Prop osicao 2.9 Um k-uxo (D;') e p-balanceado se e somente se, para todo

J < d(v), vale a desigualdade:

X
s i) (i) <k (2.2)
i=0

Prova: Sejav um vertice deV G. Suponhainicialmente que(D;' ) ep-balanceado,

que satisfaz(2.1). Sejal tal que0 | < d(v) e
a= (o 15555 gy 1) = (s +135000 dvy) 10 00 1iii 1 1)

Note que casol = 0 entao g = pi e (2.2) vale trivialmente. Suponhamos,
portanto, quel > 0. ngaj no intervalo 0 j < d(v). Denotaremospor S(h),
1 h<dv),asoma fys( i) (i)
Claramente,
X X!
sC i) ()= S(imoddw) ( imoddw)): (2.3)
i=0 i=
O lado direito de (2.3) eigual a
j+1 ,
—— S[d(v) 1]+ S[(j + 1) mod d(v)] S( 1):
d(v)
Alem disso,(D;' ) eum k- uxo e portanto S[d(v) 1]= 0.
Logo,
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s( )" (i) =S[( +1)modd(v)] S(I 1) (2.4)
i=0
Por hipotese,ambos os termos do lado direito de (2.4) sao nao negativos e
menoresdo que k. Portanto, (2.2) vale.
Para provar a rec proca, suponhamosque (2.2) vale e vamosprovar que (D ;' )

e p-balanceado. Sejapy = ( 0; 1;:::; 4 1) €sejal nointervaloO< | d(v),
tal que
K 1 e )
s( i)' (i) = min s(i) (i)i0<j d(v) : (2.5)
i=0 i=0
Sejatambem
re=(o 1770 dv) )= (15 #1550 gy 10 o0s 13iii 1 1) (2.6)

Vamos provar que (2.1) vale para r. Para tanto, sejaj nointervalo0 | <
d(v).
Por hipotese,

i=0
Resta portanto mostrar que
s(i) (i) O (2.7)
i=0
Claramerte, de (2.6)
v
s( i) ()= S( i mod d(v))" (i mod d(v)): (2.8)

i=0 i=1
Analogamerte ao casoanterior, o lado direito de (2.8) e igual a
(1+1) good d(v) X1
s(C i) (i) s( i) (i)

i=0 i=0
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Pela escolhade I, esta expresse e nao negativa. Assim, (2.7) vale e, con-
seqentemerte, (2.1) parar:

Como mencionamosna secao 1.2 e possvel, dada uma k-coloracao das faces
de um grafo estabelecerum k- uxo a ela corresponderte e vice-versa. Demons-
traremos a seguir um resultado equivalente.

Teorema 2.10 Seja G planar e seja p um desenhonatural de G. Entao, as
sguintes a rma cees sao equivalentes:
() G tem uma k-coloracao
(i) G tem um k- uxo p-balanceado
(i) G tem um k- uxo modular

Prova:

(1)) (ii): Seja uma k-coloracao em G. Atribua a cadaaresta 2 aG um
peso' ( ) igual a diferenca absoluta dos numerosdas coresde cada\lado" de
Para obter D, oriente  de tal forma que a face incidente em com maior cor

gualquer de py e sejami ej taisqueO0 i | < d(v). Sejamtambem f; e
f(i+1) mod d(v) @sfacesquetém a aresta ; em comum. Pela de nicaode (D;"),
temos que

sC i)' ()= (fi+n) modaey)  (Fi):

onde _
1 se  saidev

1 se j enraemv

s( i) =

Assim, segueque

sC i) ()= (fG+n) modaey)  (fo): (2.9)
i=0
Portanto, a somatoria do lado esquerdode (2.9) e sempremenorquek emmodulo,
satisfazendo,assim, (2.2) da caracterizecao de k- uxo p-balanceado.
Mas, ' (v) e o valor da somatoria da equacao (2.9) quandoj = d(v) 1.
Portanto, v e equilibrado. Logo, pela Proposicao 2.9, decorre o resultado.

(i) (i ): Imediata.
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Figura 2.3: Disposicao da aresta , comum as facesde coresi ej.

Figura 2.4: llustracao do casoem que G tem pelo menosum laco.

(i) ) (i): Seja(D;" ) um k- uxo modular emG. Narealidadedemonstrare-
mosque existe uma k-coloracao dasfacesde G que atendea seguirte propriedade:
dadasduasfacesde coresi ej comarestacomum , orientada de tal forma que
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afacedecori que asuadireita (gura 2.3), vale que

i j+'() (modKk): (2.10)

O casoem que G nao tem arestase trivial.
Vamos consideraragora, o casoem que G tem pelo menosum laco, digamos
(gura 2.4). Removendo-se , obtemoso grafo G% Seja(D%"' 9 a restricao de
(D:;') aaG® Claramerte (D%' 9 e um k- uxo modular em G°. Por hipotesede
inducao, G° admite uma k-coloracao satisfazendoa propriedade (2.10). Trans-
porte a k-coloracao obtida para G e apenaspara a(s) face(s) no \in terior" de
some,modulo k, s( )" (), a coloracao herdadapor G° onde

s( )= 1; seo sertido de for horario
- 1; seo sertido de for anti-horario

Assim, temos em G uma k-coloracao atendendo (2.10).
Considere, agora o casoem que G so tem arestasde ligacao. Seja ¢ uma

f1;:00fgw) 1, delimitadas emv pelosparesdearestas o 1; 1 2;:: dwv) 1 o
Contraia o obtendo G’ (gura 2.5).

Pelo Corolario 2.7 em G’, a restricao (D%' 9 de (D;' ) a aG® e um k- uxo
modular em G2 Por hipotesede induceao, G’ tem uma k-coloracao  satisfazendo
a propriedade (2.10). Entretanto, em G’

dy) 1

(fawy 1) (fo) + s( i)' A i) (modk); (2.11)
i=1
onde

1 se ; saidev
1 se jentraemv

s( i) =
ComoemG temosque' (v) 0 (mod k), ertao

dg) 1

"( o) s( i)' (i) (mod k): (2.12)
i=1

Mas, assomatoriasem(2.11) e (2.12) tém o mesmovalor, logoemG, (f 4y 1)
(fo) + ' ( o) (mod k). Assim a propriedade (2.10) tambem e satisfeita para
o0, alem dasdemaisarestasde G. Portanto, a k-coloracao encortrada e tambem

uma k-coloracao em G que tambem satisfaz (2.10).
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G G

Figura 2.5: llustracao do casoem que G tem uma arestade ligacao. Grafo antes
e depois da cortracao de .

2.3 Relacao entre uxos modulares e inteiros

Fluxos modulares e inteiros estao estritamente relacionados, como podera ser
obsenado no teoremaa seguir.

Teorema 2.11 A todo k- uxo modular parcial corresppnde um k- uxo inteiro
parcial de mesmosugorte.

Corol ario 2.12 A todo k- uxo modular correspnde um K- uxo inteiro.

Antes de provarmos o teorema, apresenaremos alguns conceitose resultados
a seremusadosna sua demonstracao.

Dada uma orientacao k-ponderadaparcial (D;" ), dizemosque um vertice v
de G e positivo se' (v) > 0 e negativo se' (v) < 0; chamamos de desvio do
equil brio de (D;" ) a somados uxos | quidos sobre todos os vertices positivos
de G.
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Prop osicao 2.13 Um k-uxo madular parcial (D;' ) e um k- uxo inteiro par-
cial, de mesmosuporte, se e somentese seudesviodo equil brio e zem.

Prova: Obviamente basta demonstrar a condicao de su ci€ncia. Seo desviodo
equil brio de (D;' ) e zero, entao nao existem vertices positivos. Mas, ' (VG) =
0. Logo, pela Proposicao 2.3, tambem nao existem vertices negativos, da o
resultado.

Dada uma orientacao k-ponderadaparcial (D;' ) eumaaresta 2 S(D;'),
k-reverter signi ca obter uma nova orientacao k-ponderada(Do;‘ 0), ondepara
8 2S(D;') ;° 0( ) .= " (), com orientacees coincidertes em D e D’ e
' 0( )=k '( ), comorientacao em D’ oposta a orientacao em D .

A demonstracao do resultado a seguir e imediata.

Prop osicao 2.14 Seja (D;' ) uma orientacao k-pondeada e uma aresta de
seu suporte, orientada digamos, de u para v. Seja (DO;‘ O) a orientacao
k-ponderada obtida pela k-reversao de . Entao,

uy = (u) ke''(v) =" (v)+ k:

Agora estamosem condiceesde provar o Teorema?2.11.

Prova do Teorema: Seja(D;' ) um k- uxo modular parcial em G. A prova sera
por inducao no desviodo equil brio de (D;" ).

Seo desviodo equil brio de (D;' ) e zero, enao, pela Proposicao 2.13,(D;" )
e tambem um k- uxo parcial.

Suponha, entao, que o desvio do equil brio de (D;' ) e positivo. Neste caso,
existe em G um vertice positivo u. Seja X o0 conjunto de todos os vertices
ating veis a partir de u, por caminhos orientados P, tais que aP S(D;").
Por construcao, *X \ S(D;') = ; eportanto ' (X) 0. Comou 2 X, pela
Proposicao 2.3 temos que existe um vertice negativo v em X . Rewvertendo as
arestasdo caminho P entre u ev, claramerte temos, pela Proposicao 2.14, que 0
uxo | quido dos verticesinternos de P permaneceminalterados. Alem disso, 0s
uxos | quidos de u e v permanecemequilibrados modulo k. Entretanto, o uxo
| quido de u baixou de k com a k-reversao das arestasde P. Portanto, agora
temos um k- uxo modular parcial (D°;‘ O), com mesmosuporte de (D;' ) e cujo
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desvio do equil brio e menor. Logo, por hipotesede inducao, temos um k- uxo
parcial em G, com mesmosuporte que o k- uxo modular parcial original.

Na secao 2.2 vimos que existe equivaléncia, num grafo planar, entre k- uxos
modulares e k- uxos p-balanceados. Apresertaremos, agora, um resultado que
expressadiretamente essaequivaléncia, sem a utilizacao de coloracao de faces
como passagenintermediaria.

Teorema 2.15 SejaG planar. Entao, atodo k- uxo maodular em G, correspnde
um k- uxo p-balanceado, obtido pela k-reversao de algumasdas arestasde G.

Prova: Por inducao no numero de arestasde G.
Seja(D;"' ) um k- uxo modular em G.
O casoem que G nao tem arestase trivial.

ﬁzoéi(w)—.i;
="d(w)-2

Figura 2.6: llustracao do vertice w no casoem que G so cortem lacos.

Considere,inicialmente o casoem que G so corntem lacos. Sejaw um vertice
emGe umlacoincidente emw cujo\in terior" nao contenha outros lacos( gura
2.6). Sejamp um desenhoem G e

g:=1>( 05 1::775 dw) 3 dw) 2= 5 dw) 1= )
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uma rotacao de p,. Remova de G obtendo G° Claramente a restricao (D% 9
de (D;') a aG® e um k-uxo modular. Sejap® o desenhoque coincide com p

em todos os vertices, excetow, ondepQ, = ( o; 1;:::; dw) 3)- Por hipotesede
inducao, existeumak-reversao (E¢ 9 de (D%' 9 que e p%balanceadae portanto
existeumarotacao Q°= ( |; j+1;:11; dw) 3 05 Liiiii | 1) dep\?v guesatisfaz

(2.1). De nimos, entao, aextensao (E; ) de(E% 9 aaG, mantendo, para o laco
, a orientacao dada por D e o pesodado por ' ( ). E claro que (E; ) e um
k- uxo em G etambem uma k-reversao de (D;' ). Seja

= (15 150 dw) 3% dw) 2= 5 dw) 1= 5 0 LN o11)

a rotacao de p,, que coincide, a exceao do laco , com q® Se(E; ) nao e
p-balanceado,en#ao,

dwy 2 | dy) 2
sCi) (i)= sC i) (1) (2.13)
i=0 i=
e menor que 0 ou maior que k 1. Mas, neste caso,k-revertendo temos um
k- uxo p-balanceadoem G. E facil notar qued(w) 2 | e 0 unico ponto que
necessitaser analisado no lado esquerdoda equecao (2.13).

Considere, agora, o casoem que G tem pelo menosuma aresta de ligacao,
digamos ¢, orientada de u para v (gura 2.7). Sejam p um desenhoem G,
Pu=( 0= 0 1:°7%5 duy 1)ePv:=( o0 1,::; 4 1)- Contraia o obtendo
G% Sejap®o desenhoque coincidecom p emtodososvertices, a excecao do vertice
uv, resultante da coalizao de u e v, onde

Pelo Corolario 2.7, a restricao (D%' 9 de (D;' ) aaG%e um k- uxo modular em
G2 Por hipotesede inducao, existe em GPuma k-reversao (E¢ 9 de (D%' 9 que
e ptbalanceada.Mas,

dy) 1 dy) 1
seo( i) Y 0) so( i) (i) "(o) (modk):

i=1 i=1

Entretanto, a somatoria mais a esquerdae, em modulo, menor que k. Assim,
seuvalore' ( o) ou' ( o) k. Denimos, entao, aextensao (E; ) de(E% 9 a
aG, mantendo-se,no primeiro caso,0 pesoe a orientacao de o dadospor (D;" )
€, ho segundocaso,k-revertendo-se g.
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Obviamente, (E; ) euma k-reversao de (D ;' ) e certamerte e p-balanceada
para todo vertice emVG fu;vg. Sejaentao,

dwy D)= (st dwy 1005 111 1)
uma rotacao de p, esejaj nointervalo0 | < d(v). Como (E; ) eum k- uxo,

dy) 1

se(i) (i) = se( i) (i) (2.14)

i=0 j+1

Entretanto, pela Proposicao 2.9, sabemosque se0 j < d(v) I, como
(E% 9 e pYbalanceado, o lado esquerdode (2.14) e menor que k. Por outro
lado, sed(v) | j < d(v), olado direito de (2.14) e tambem menor que k, por
racioc nio similar. Assim, segueque (2.2) vale para toda rotacao r e para todo
j nointervalo 0 j < d(v). Analogamerte, fazemoso mesmoracioc nio para u,
decorrendoo resultado.

%
o2
o /%(u)—:
i
%=fo =

Figura 2.7: llustracao do casoem que G tem uma arestade ligacao. Grafo antes
e depois da cortracao de .
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Cap tulo 3

Redu cees

Neste captulo vamosdeservolver algumasreduceesque simpli car-ao os grafosa
seremconsideradosnas demonstraceesdos cap tulos subsementes.
As reduceesque apreseriaremos tém duas caracter sticas imp ortantes:

sua aplicacao diminui o tamanho do grafo, permitindo a utilizacao de
hipotese de inducao e a consegente obtencao de k-uxo (k = 3;4 ou 5,
conforme o caso);

0 k- uxo assimobtido pode serfacilmente estendidoao grafo original.

Assim, seum grafo G possuiuma propriedade que permita suareducao com
relacao a uma das tr&s Conjeturas de Tutte, e G e um contra-exemplo para esta
mesmaconjetura, entao certamerte G nao e um cortra-exemplo m nimo.

Por exemplo, considereG com lacos. Suponha que, se removermos os lacos
de G, o grafo G assimobtido possuium k- uxo. Entao,umk-uxo (D;')emG
pode ser facilmente obtido fazendo' ( ) = 1 para oslacosremovidos, adotando-
se orientacao arbitr aria. Portanto, grafos com lacos nao sao cortra-exemplos
m nimos para nenhuma das conjeturas. Logo, podemoslimitar nossaanalise aos
grafos semlacos.

Alem disso, corvem obsenar que a cortracao de arestasnao cria novos sub-
grafos cortra veis a Petersene nem cria cortes novos, presenando, portanto, as
hipotesesdas Conjeturas de Tutte. A remocao de arestas, por outro lado, nao
cria subgrafosnovos contra veis a Petersen, mas pode criar cortes indesepveis.
Por isso,quando removermos arestas,far-sea necesaria a analise do surgimerto
de cortes que venham a invalidar a hipoteseda conjetura em enfoque.
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3.1 Reducees triviais

3.1.1 Reducao a grafo 2-conexo

Redu cao 3.1 Todo contra-exemplom nimo para as Conjeturas de Tutte e 2-
conexo.

Prova: Suponha por absurdo que G e um contra-exemplo m nimo, nao 2-conexo,
das Conjeturas de Tutte. Assim, podemosconsiderarque G pode serdividido em
blocos. Sabemosque cadacorte num bloco e um corte do grafo. Logo, cadabloco
e livre de cortes proibidos pelas conjeturas. Alem disso, toda contracao de um
bloco e uma contracao do grafo original; assim,seo grafo original nao e cortra vel
ao grafo de Petersen,tampouco 0 sao seusblocos. Portanto, cadabloco tambem
satisfaz a hipoteseda conjetura em questo. Como cada bloco de G nao e um
contra-exemplo, cada um delespossuium k- uxo (k = 3;4 ou 5). Entretanto, a
uniao dos k- uxos de cadabloco e um k- uxo em G. Logo, G tambem nao e um
contra-exemplo m nimo.

3.1.2 Reducao a grafo 3-aresta-conexo

Redu cao 3.2 Todo contra-exemplom nimo para as Conjeturas de Tutte e 3-
aresta-onexo.

Prova: Suponha por absurdo que G e um cortra-exemplo m nimo para as Con-
jeturas de Tutte e G e nao 3-aresta-conexo. Seja X um 2-corte em G com
arestas e . Contraia obtendoG’. Convem lembrar gue contracao de arestas
presena as hipotesesdas conjeturas. Como G’ nao e um contra-exemplo, entao
possuium k-uxo, (k = 3;40ub5). Expanda e atribua a ela mesmopesode

e orientacao opostaa em relacao a X, fazendoassim' (X) = 0. Todos 0s
verticesde G estao equilibrados, a exceao talvez dosextremosde . Entretanto,
pelaProposicao 2.3, aplicadaa X eaVGnX, temos que estesextremostambem
estao equilibrados e portanto G tem um k- uxo, cortradi cao.
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3.2 Outras Redu cees

Apresertaremos agora algumas de ni cees e resultados a serem utilizados nas
demonstreceesde futuras reducees.

Dados dois conjuntos de vertices X e Y, de nimos (X;Y) como o conjunto
de arestascom um extremo em X eoutro emY.

ParaX VG, denotamospor X o complemerio de X em relacao a VG.

Chamamosas quatro interseceesde cadaum dos conjuntos X e X com cada
um dos conjuntos Y e Y de quadiantesde X e Y.

Dizemosque X e Y secruzam setodos os seusquadrantes forem nao nulos.

Prop osicao 3.3 Sejam X e Y dois conjuntos de vertices. Entao, a seguinte
equecao e valida:

XA Y)j+] XVY)j+2)] XVY;X\Y)j=j Xj+j Yij:

Corolario 3.4 Sej Xj j Yj (mod2),entaoj (X\Y)j j (X\Y)j
(mod 2).

Corol ario 3.5 Sej Zj 1 (mod 2), entao para toda particao f X;Y g de Z,
j Xj ej Y jtém paridadesopostas.

Lema 3.6 Sejam X e Y dois conjuntos de vertices que se cruzam num grafo
conexoG. Se X e Y sao amios 3-cortes, entao para um dos quadrantes W de
X eY, W eum 2-corte.

Prova: Pelo Corolario 3.5, comY no papelde Z,j (X \ Y)j6j (X\ Y)]j.
Ajuste a notacao, trocando X por X senecesario, de tal forma quej (X \ Y)j
sejapar. Pelo Corolario 3.4temosquej (X \ Y) jtambem e par. Mas, pela
Proposicao 3.3, concluimosque

minfi (X\ Y)j;j X\ Y)jg maxfi X j;j Yijg= 3

Logo, o menor delese um 2-corte, ja que os conjuntos X e Y secruzame G e
conexo.
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3.2.1 Reducao a grafo com cintura grande

A cintura de um grafo e o comprimento de um circuito de comprimento m nimo.

Redu cao 3.7 Todo contra-exemplo mnimo para as Conjeturas dos k- uxos
(k = 3; 4 ou 5) tem cintura K.

Prova: Seja G um contra-exemplo m nimo para as Conjeturas dos k- uxos e
suponha, por absurdo, que existe em G um circuito C de tamanho menor que k.
Contraia todas as arestasde C, obtendo um novo grafo G°. Como G’ nao e um
contra-exemplo, entao possuium k- uxo eportanto um k- uxo modular tambem.
Pelo Corolario 2.8, temos em G um k- uxo modular parcial (D;' ), com C um
circuito orientado etal que S(D;') aGnaC. Como o numero de arestasno
circuito e menor que k, claramerte existe um pesoi no intervalodeOak 1que
nao comparecenas arestasde C. Subtraia, modulo k, o valor i do pesode cada
arestaem C. Com esta operacao, 0s vertices continuam equilibrados modulo k
e todas as arestaste&m pesosno intervalode 1 ak 1. Logo, G tem um k- uxo

modular e portanto, pelo Corolario 2.12,tem um k- uxo, corntradicao.

Redu cao 3.8 Todo contra-exemplo mnimo para as Conjeturas dos k- uxos
(k= 4 oub5), tem cintura dadapor:

® 5; sek = 4;

(i) 7; sek = 5.

Para provarmos esta reducao, necessitamosinicialmente do Lema 3.9, de-
monstrado a seguir.

Dado um circuito C = (vg; o;V1; 1;:::;Vn 1, n 1,Vn = Vo) dizemosque as
arestas i € (i+2) modn, 0 1 N 1, sao quaseadjacentes

Lema 3.9 Se G nao tem l-cortes e possui um circuito C com | arestas,| 4,
entao ou e possvel remover duas arestas quase adjacentes sem gerar 1-cortes
ou C inclui um 2-corte.

Prova: SejaC = (Vo; 0;V1, 1;:::;Vn 1, n 1,Vn = Vg);n 4. Tomemosduas
arestas quaseadjacertes em C, digamos o e ». Suponha que nao possamos
remove-las, pois o novo grafo assimobtido teria um 1-corte X. Em G, f ¢; 20\
X 6 ;, pois G nao tem 1l-cortes. Assim, j Xj 3, comigualdade somene se
f o; 20 X. Poroutro lado, a intersecao de cortes com circuitos e semprepar
e portanto j C\ Xj = 2. Seprecisamene uma dentre ¢ e , pertencea X,
enao X C enestecasoj Xj= 2: Cinclui um 2-corte.
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Podemos portanto supor que ambas as arestas o € o pertencema X,
j X j=3e e ,sao0asunicasarestasde X em C. Tomemosagoraduas
outras arestasquaseadjacertes, 1 e 3, para a remocao. Setambem nao for
possvel remove-las, por racioc nio analogo, temos um outro 3-corte Y, tal que
1 € 3saoasunicasarestasde Y em C. Semperdade generalidade,podemos
supor que Vo e vz pertencema X, vi e vo nao pertencema X ; analogamerte,
podemossupor que Vg € V1 pertencema Y e v, e v nao pertencema Y. Logo,
X eY secruzam. Pelo Lema 3.6, G tem um 2-corte que e composto de duas das
arestasdef go; 1; 2; 30. Portanto, C inclui um 2-corte.

Agora estamosem condiceesde provar a Reducao 3.8, anteriormente citada.

Prova: Vamosinicialmente mostrar que G cintura k+ 1.
Suponha por absurdo que < k+ 1. Pela Reducao 3.7, existe em G um
circuito C = (Vo; o;V1, 1;:::;Vk 1, k 1,Vk = Vo). Pela Reducao 3.2, G e 3-

aresta-conexae portanto livre de 2-cortes. Logo, peloLema 3.9, podemosremover
duas arestasquaseadjacertes, digamos ¢ e 2, semgerar 1-cortes, obtendo as-
sim o grafo G% Como G° nao e um cortra-exemplo para CJy, entao G° possui
um k- uxo modular (D%' 9. Seja(D%" % a extensao de (D%' 9 a aG fazendo
"0 ) ="9 ,)= Oeorientando (e -, arbitrariamente. Claramerte (D %" 9§
e um k- uxo modular parcial em G. Mas, pela Proposicao 2.14, existe uma k-
reversao (D;' ) de (D% % que torna C um circuito orientado. Assim, como
duas das arestastem pesozero, existe um pesoi no intervalo de0ak 1 que
nao comparecenas demaisarestasde C. Subtraindo, modulo k, o valor i do peso
das arestasde C, chegamosa um k- uxo modular em G, cortradi cao. De fato,
k+ 1.

Com este resultado provamos o limite de cintura estabelecido para CJ, e
obtemos 6 para CJs. Estenderemosesteultimo limite a 7, por absurdo.

SejaC = (Vo; o0;V1; 1,:::;Vs, s5;Vg = Vp) um circuito em G. Como G e
3-aresta-conexo,portanto, pelo Lema 3.9, podemosremover duas arestasquase
adjacertes, digamos o € ,, obtendo assim o grafo G;. Adicione a G; uma
aresta ligando vg a v3, formando um circuito K de tamanho quatro e obtendo
um novo grafo G, (gura 3.1). O grafo G, e livre de 1-cortes,poisa aresta faz
parte de um circuito.
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Figura 3.1: Circuito C antes e depois daremocaode ¢ e ».

Prop osicao 3.10 Existe um 5- uxo maodular parcial em G, cujo suporte inclui
aG,; naK, onde K e um circuito orientado e duas de suasarestast®m o mesmo

peso.

Prova: Pelo Lema 3.9, podemosconsiderar dois casospara G:

Caso 1. Podemosremover duas arestasde K semagerar 1-cortes.

Neste caso, seja Gz 0 grafo obtido a partir de G, pela remocao de duas
arestasde K. Assim, G3 nao possui 1-cortes e tambem nao e cortra-exemplo
para CJs. Portanto, Gz tem um 5- uxo modular e consegientemente, G, tem
um 5- uxo modular parcial (D;' ), comduasdasarestasde K de pesozeroe com
aGy,naK S(D;'). Alemdisso, pelaProposicao 2.14, existe uma k-reversao de
(D;"), quetorna K orientado.
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Caso2: K inclui um 2-corte.

Neste caso, contraia uma das arestasdo 2-corte obtendo G4. O grafo G4 e
obviamente livre de 1-cortes. Como G4 nao e cortra-exemplo para CJs, possui
um 5- uxo modular, o qual pode ser facilmente estendidoa G, por racioc nio
analogo a Reducao 3.2. Assim, as arestasdo 2-corte, em Gy, tém mesmopeso
e orientaceesopostas. Alem disso, podemosk-reverter, se necesario, as demais
arestasde K de forma que K que orientado.

Com basena Proposicao 3.10 obtemos, entao, um novo 5- uxo modular par-
cial (D% %9 em G,, adicionando uma constarte, modulo k, ao pesodas arestas
de K de forma que o pesode torne-sezero. Alem disso, k-reverta 1, sene-
cessario, de forma que o senido de sua orientacao coincida com o das arestasde
K.

Entao, arestricao (D%' 9 de (D% % a aG; eum 5- uxo modular parcial em
G1, cujo suporte inclui aGynf 1; 3; 4; sg. Seja,portanto, (D;' ) aextensaode
(D% 9 aaG, fazendo' ( o) = ' ( 2) = Oeorientando e » nomesmosertido
das demaisarestasde C. Claramene (D;' ) eum 5- uxo modular parcial, cujo
suporte inclui aG naC, com C um circuito orientado. Alem disso, se uma das
arestasde pesosiguaisem G, era , C tem agoratr@ésarestasde pesozero. Caso
contr ario, duas de suasarestast®m pesozero e outras duas pesosiguais.

Assim, existe um pesoi no intervalo de 0 a 4 que nao comparecenas arestas
de C. Subtraindo, modulo k, o valor i do pesode cada arestade C, temos um
5- uxo modular em G, cortradi cao.

3.2.2 Reducao a grafo regular

Nesta sexao vamosapenasconsideraras conjeturas CJ3 e CJs eiremosdemons-
trar que basta considerargrafos 5-regularespara a primeira e 3-regularespara a
segunda.

Sejam e duasarestasde G, fu;vg e fu;wg, respectivamerte, seusextre-
mos. SejaH .= G f; g+ f g,onde eumanova aresta, cujos extremos
saov ew: H e o grafo obtido a partir de G pelajuncaode e (gura 3.2).

Prop osicao 3.11 A todo k- uxo modular parcial em H correspnde um k- uxo
modular parcial em G.

34



X y X y

Figura 3.2: Grafo antes e depois da juncaode e

Prop osicao 3.12 Sejam e duasarestasincidentes em um verticev deG e
sejaX VG. Sejatambem H o grafo obtido a partir de G, fazendo-sea juncao
de e . SeG e livre del-cortes, entao para todo I-corte X de H, o conjunto
X[ f; geum(l+ 2)-corte emG.

Prova: Sejamfv;ag efv;bg osextremosde e ,respectivamerte. Sejatambem
n X um I-corte em H. Entao, podemossupor que no maximo um dos vertices
dentre a, b e v pertenceao conjunto X, complemenando X sefor o caso. En-
tretanto, senenhum dessesvertices pertencea X, entao gX e um |l-corte, con-
tradicao. Portanto, ] X \ fa;b;vg j = 1. Seou a ou b pertencea X, enao
j HX j=] X j, contradicao. Logo,defato,v2 X e gX =f; g[ nX:

O objetivo das duas demonstraceesa seguir e mostrar que para grafos nao
m-regulares(m = 3 paraa CJs oum = 5 paraa CJ3), e semprepossvel realizar
a operacao de juncao em duas arestasincidentes num de seusvertices, cujo grau
sejadistinto de m, semcontudo corntrariar a hipoteseda conjetura em guesto.
Dessaforma obtemosum grafo com menor numero de arestas,que admite um k-
uxo; pelaProposicao3.11,existeum k- uxo para o grafooriginal. Portanto, este
ultimo nao seconstitui num contra-exemplo m nimo para a conjetura considerada.
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Redu cao 3.13 Todo contra-exemplom nimo para CJs e 3-regular.

Prova: SejaG um contra-exemplo m nimo e suponha por absurdo que exista um
v 2 VG tal que d(v) 6 3. Pelas Reducees 3.1 e 3.2, podemos considerar que
G e 2-conexoe 3-aresta-conexo. Assim, d(v) 4. Sejam e duas arestas
de v, fv;ag e fv;bg, respectivamerte, seusextremos. SejaH o grafo obtido a
partir de G pelajuncaode e . SeH for livre de 1-cortes, entao H admite
um 5- uxo; nestecaso,pela Proposicao 3.11, G tambem, contradi cao. Podemos
entao supor que H tem um 1-corte. Pela Proposicao 3.12, existe um 3-corte X
em G, contendo e . Seja uma outra arestade v, fv;rg seusextremos.
SejaR o grafo obtido a partir de G pelajuncaode e . Novamerte, podemos
supor que R tem um 1-corte e portanto G tem um 3-corte, Y, conendo e
Se 2 Y,enao Y v, pois d(v) 4: nessecasov e um vertice de
corte, cortrariando a suposicao de 2-conexidade.Logo, 62 Y. Analogamerte,
62 X . Complemertando X e(ou) Y senecesario, adotequev 2 X\ Y. Assim,
temosquea2 X \ Y;b2 X\ Yer2 X\ Y (gura 3.3).

Y
/ ' \
& /b
! B
‘\_
P .
v r
\
Figura 3.3: Disposicao dasarestas , e noscorte X e Y.

Logo, X eY secruzame peloLema 3.6, existeum 2-corte em G, cortrariando
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a 3-aresta-conexidade.Portanto, ou H ou R e livre de 1-cortes. Logo, G admite
um 5- uxo, corntradicao.

Observaao: Em princ pio, poder-se-ia pensar numa reducao para a CJg4
analogaa Reducao 3.13. Entretanto, nao sabemossee possvel fazeruma juncao
de arestas evitando que o novo grafo tenha subgrafos cortra veis ao grafo de
Petersen.

Redu cao 3.14 Todo contra-exemplom nimo para CJs e 5-regular.

Prova: A demonstracao e em parte analogaa anterior. SejaG um contra-exemplo
m nimo e sejav 2 VG tal que d(v) 6 5. Suponha, por absurdo, que nao seja
possvel fazer a operacao de juncao em arestasincidentes em v, pois cortrariaria
as hipotesesda CJ3. Pela Reducao 3.2, podemosconsiderar que G e 3-aresta-
conexo. Mas, por hipotese, nao existem 3-cortesem G. Logo, podemos supor
que G e 4-aresta-conexo.Portanto, d(v) = 4 oud(v) 6.

SejaX acolecao dossubconjuntos x de v tal queexistaum 5-corte (Yy) com
X (Yx). Tomex maximal em X. Sex = v, entao v (Yx) poisj vj6 5.
Assim, necessariamete d(v) = 4. Entretanto, nestecaso, (Yx)n v eum 1-corte,
contradi cao. Logo, podemaossupor X V.

Seja,entao, 2 vnx;seja 2Xx,sex6 ;ou 2 v , casocortrario.
Pela hipotesede absurdo, nao podemosfazera juncaode e ; pelaProposicao
3.12, existe um 5-corte, (Y ), conendo e . Assim,f; g2 X. Pela
maximalidade de x; x 6 ;. Portanto, de fato 2 x. Entretanto, novamerte pela
maximalidade de x, temosque existeuma aresta tal que 2 (Yx)e 62 (Y ),
(gura 3.4).

Por racioc nio analogo a demonstrecao anterior, 0sconjuntos de vertices Yy e
Y secruzam,comaaresta ligandoY,\'Y aY,\ Y . Entao,peloLema
3.15, enunciado a seqguir,j (Yx\ Y )j= 5. Alemdisso, (Yx\ Y ) inclui os
conjuntos (Yx)\ ve (Y )\ v. Portanto, x[ f g2 X, cortrariando assima
maximalidade de x.

Lema 3.15 Seja G 4-aresta-onexo e sejam X e Y dois conjuntos de vertices
guesecruzam. Se X e Y sa0o amlns 5-cortes com uma aresta ligando X \ 'Y
aX\Y,entao (X \ Y)e (X\ Y) sao tambem 5-cortes em G.

Prova: Pela Proposicao 3.3, tomando X no lugar de X , temos

j XVY)j+) X\ Y)j &
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Mas, G e 4-aresta-conexo,portanto j (X \ Y) j= 4 =j (X \ Y) j. Pelos
Corolarios3.5e3.4,j (X\ Y)jej (X\Y)jsaoambos mpares. De novo pela
4-aresta-conexidadede G, temos que

j X\Y)j 5ej X\Y)j & 3.2)
Entretanto, pela Proposicao 3.3 decorreque
i XA\ Y)j+j X\Y)j 1o

Deste seguemas igualdadesem (3.1).

Yoe
I’ b
P g
Y g o
v —-28
%

Figura 3.4: Disposicao dasarestas; e noscortes (Yy) e (Y ).

3.3 Implica cao da Conjetura dos 3-uxos no Teorema
dos 6- uxos

Nesta secao demonstraremoso Teorema dos 6- uxos, levando-seem corta a
validade da CJs.

Valendo-nosdo racioc nio da Reducao 3.2, podemos considerar que G e 3-
aresta-conexoe por racioc nio analogoa Reducao 3.13, podemossupor, tambem,
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que G e 3-regular.

Redu cao 3.16 Na hipotese da validade de CJj3, todo grafo cubico e 3-aresta-
conexo admite um 6- uxo.

Prova: Seja uma arestaemaG. Pelo Corolario 3.19, enunciado a seguir, temos
que G possuium emparelhameno perfeito t que contem e nao inclui nenhum
3-corte de G.

Contraia inicialmente t, complemerno det emrelacao asarestasde G, obtendo
um novo grafo G’ sem1-cortesnem 3-cortes. Supondo a validade de CJ3, temos
um 3-uxo modular para G% Pelo Corolario 2.8, G tem um 3-uxo modular
parcial cujo suporte inclui t e pelo Teorema2.11, G tem um 3-uxo parcial
(D" °) com este mesmosuporte.

Por outro lado, G[t] e Euleriano e portanto G admite um 2- uxo parcial
(D% 99 cujo suporte ef.

Assim, pelasProposicees2.2e2.1; (D% 9+ 3 (D% % e um 6- uxo em G,
ja que toda arestade G esta na uniao dos suportes de (D%' 9 e (D" 09,

Para8X VG chamamosdel (G X) o conjunto de componertes mpares
de G X. Uma componerte e dita mpar se ela possuium numero mpar de
vertices.

Teorema 3.17 (Tutte) O grafo G tem um emparelhamento perfeito se e so-
mentese8X VG;jI1 (G X)j jX j([Tut 1947, vejatambem [BM 1976

pg. 76]).

Corol ario 3.18 Seja G cubico, 2-aresta-@mnexo e seja 2 aG. Entao, existe
um emparelhamento perfeito t em G, contendo

Prova: Seja 2 aG com extremosu ev. SejaH = G fu;vg. Vamos mos-
trar que H cortem um emparelhameno perfeito ty e portanto ty + e um
emparelhameno perfeito em G que corntem

Sejam X VH; Y = X[ fuivgeK 2 I (G Y). Sejatambem n, o
numero de arestasem G enre | (G Y) eY. Como G e cubico, (VK) e
mpar e portanto | (VK) | 3. Claramente, n 3 jI(G Y)j. Por
outro lado, tem dois extremosem Y e portanto, n 3 jYj 2, donde
concluimosquej 1 (G Y)j<]jYj. Alemdisso,comoj VG ] e par, temosque
j1(G Y)j ejY jtétmamesmaparidade e portanto, j1 (G Y)j jY| 2.
Mas,jI(H X)j=j1(G Y)j jY|j 2=jX|j. Portanto, pelo Teorema
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3.17, existe um emparelhameno perfeito ty :

ParaX VG, dizemosqueum corte X, naonulo, ese@rador sejaG[X]] 1

ejaG[X]] 1.

Corol ario 3.19 Seja G 3-aresta-mnexo, cubico e seja 2 aG. Entao, existe
em G um emparelhamento perfeito t que contem e nao inclui nenhum 3-corte
de G.

Prova: Por inducao no numero de arestasde G. Suponha inicialmente que G
inclui somerte 3-cortes nao separadores. Pelo Corolario 3.18, ja sabemos que
G possuium emparelhamero perfeito t contendo . Comot so cobre uma das
arestasde cadavertice, ertao t nao inclui nenhum 3-corte de G.

Suponha, agora, que G inclui um 3-corte separador, X e semperda de ge-
neralidade, suponhaque 2 X [ aG[X]. Contraia todas as arestasde aG[X ]
obtendo o grafo G% Por hipotesede inducao, G° tem um emparelhameto per-
feito t que cortem e nao inclui nenhum 3-corte de G Logo, uma das arestas,
digamos ° incidente no vertice resultante da cortracao de aG[X], esta coberta
por t°. Coloque ’ o papel de e agoraaplique o0 mesmoracioc nio para G% o
grafo obtido a partir de G cortraindo aG[X ] ao inves de aG[X]. Encontramos,

. . 00 00 0 . .
assim,um emparelhametio perfeitot em G quecontem “enaoinclui nenhum
3-corte de G% Convem lembrar aqui que G e 3-aresta-conexoe pelo Lema 3.6,
sabemosque nao ha cruzamertos entre conjuntos de vertices de dois 3-cortesde
G. Logo, unindo t* et”, temosum emparelhameno perfeito t em G que corntem

e que nao inclui nenhum 3-corte.
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Cap tulo 4

Resultados sobre a Conjetura
dos 5- uxos

Na secao 1.2 vimos que existe uma correlacao entre k-coloraceesde facesnum
grafo planar e k- uxos. Assim, o Teoremadas Cinco Coresnos da uma demons-
tracao da CJs para o casoplanar:

Teorema 4.1 (das cinco cores) Todo grafo planar sem arestas de corte e 5-
coloravel.

Neste captulo iremos demonstrar o Teoremados 8- uxos [Jae 1979 e o Teo-
rema dos 6- uxos [Sey 1981, ambos para grafos sem arestasde corte. Daremos
tambem uma demonstracao do Teoremados 5- uxos para grafos planarese sem
arestasde corte, semusar a formula de Euler [You 1983. Alem disso,demonstra-
remos o Teoremados 5- uxos para grafos de génus baixo e semarestasde corte
[MCB 1989, valendo-nosfortemente do uso da formula de Euler.

4.1 Teorema dos 8- uxos

Nesta secao demonstraremosque todo grafo sem aresta de corte admite um
8- uxo [Jae 1979.

dois disjuntos, tal queVG = VB1[ VB[ :::[ VB,.

Para qualquer particao P de G, denotamospor ahPi 0 conjunto de arestas
com os extremos em elemerios distintos de P.
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Teorema 4.2 (Nash-Williams)  Paratodo grafo G conexocom pelo menosdois
vertices e toda colecao disjunta maxima T de arvores geradoras, tem-se

jahPi

iPj 17
onde o0 mnimo e tomado sobe todas as particees P de VG com dois ou mais
blocos [NW 1961]; veja tambem [FL 1988 pg. 77]

jiT j = min 4.1)

Uma colecao A de arvoresgeradorasemum grafo G e dita m-disjunta, m 1,
setoda arestaemaG pertencea no maximo m arvoresde A. Param = 1, dizemos
simplesmette que a colecao e disjunta.

Lema 4.3 Seja G um grafo k-aresta-onexoe | um inteiro positivo. O grafo G
admite uma colecao I-disjunta de bkl=2c arvores geradoras.

Prova: SejaG° o grafo obtido a partir de G pela substitui cao de cada aresta por
| copias. Claramerte GO e kl-aresta-conexo. Seja P uma particao de G com n
blocos,n 2. Em GC jahPij kIn=2. Assim pelo Teorema4.2, decorre que G°
tem pelo menosbkl=2c arvores geradoras,duas a duas disjuntas. Portanto, G
tem uma colecao I-disjunta com pelo menoshbkl=2c arvores.

Lema 4.4 SejaT uma arvore geradora de um grafo G. Entao existe um 2- uxo
parcial (D;' ), cujo suprte inclui aGnar.

Prova: Para cadaaresta deaGnaT, existeem T um (unico) caminho ligando
os extremos de . Assim, existe em G um circuito C com apenasa aresta
em aG naT. Orientando o circuito C , obtemosum 2-uxo parcial, (D ;' ),
cujo suporte contem . Somando,modulo 2, todosos uxos (D ;' ), paracada
aresta 2 aG naT, obtemosum 2-uxo modular parcial cujo suporte inclui
aGnaT. Pelo Teorema2.11, G admite um 2- uxo parcial, (D;' ), cujo suporte
inclui aGnaT.

Teorema 4.5 (Jaeger) Todo grafo semarestasde corte admite um 8- uxo.

Prova: SejaG um grafo semarestasde corte. Por racioc nio analogo a Reducao
3.2 podemosconsiderar que G e 3-aresta-conexo. Pelo Lema 4.3 temos, em G,
uma colecao 2-disjunta de trés arvores geradorasT;, T, e T3. Pelo Lema 4.4,
existemem G tr&s2- uxos parciais (Dj;' i) cujos suportesincluem aGnaT;; (i =
1,2;3).

Considere(D;' ) := (D1;' 1)+ 2 (Dy;' 2) + 4 (Dg3;' 3). Pela Proposicees
21e22,(D;') eum 8-uxo parcial em G. Mas, como a colecao de arvores
geradorase 2-disjunta, toda arestade G pertencea uniao dos suportes dos trés
2- uxos parciais. Logo, de fato, (D;' ) eum 8- uxo em G.
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4.2 Teorema dos 6- uxos

Teorema 4.6 (Seymour) Todo grafo sem arestasde corte admite um 6- uxo
[Sey1981].

Prova: Antes de provarmos o teoremaintro duziremosalgumasde ni cees.

Figura 4.1: Um exemplo de um grafo G e uma decomposicao de Seymour, G°,
para G. As linhas cheiasem G° represeiam os subgrafosEulerianos e as linhas
com tracos menores,as arestasespeciais.

Uma decomposicao parcial de Seymourde um grafo G e uma seqénciakE =

() paratodoi, 2 i r, exiséem pelo menosduas arestas, cujos extremos
pertencemum a VE; eooutro a ; VE;. Dentre estasarestas, escolnem-se
duas, que chamaremosde espciais.

(i) os subgrafosem E sao conexos,Eulerianos e dois a dois disjuntos. Um
grafo e Euleriano setodos os seusvertices t&ém grau par.
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Uma decomposicao total de Seymour, ou simplesmerte deoomposic&%de Sey-
mour, de um grafo G, e uma decomposicao parcial de Seymouremque VE; =
VG (gura 4.1).

Obsene que a ordem dos subgrafosEulerianos na seqéncia E e importante.
Se permutarmos E, com E3 na gura 4.1, nao teremos uma decomposicao de
Seymour, pois a propriedade (i) estara cortrariada.

Dada uma decomposicao de Seymourde um grafo G, de ne-se a contracao de
Seymourcomoo grafo obtido pela contracao dasarestasdos subgrafosEulerianos
preseries na decomposicao de Seymour ( gura 4.2).

Figura 4.2: A contracao de Seymour para o grafo da gura anterior. As linhas
com tracos menoresrepreseram as arestasespeciais.

Um grafo e de Seymour se admite uma decomposicao de Seymour em que oS
elemertos da seqénciasao grafos-\ertice. E claro quetoda contracao de Seymour
e um grafo de Seymour.
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Seja G um grafo sem arestasde corte. A demonstracao do Teoremainicia
eliminando o casoem que G nao e 3-aresta-conexo,por racioc nio analogo a
Reducao 3.2.

A seguir, dado que G e 3-aresta-conexo,demonstra-se,no Lema 4.8, que G
tem uma decomposicao de SeymourD. Seja S a cortracao de Seymour corres-
ponderte. No lema 4.7, demonstra-seque S admite um 3- uxo modular.

Pelo Corglario 2.8, o grafo G admite um 3- uxo modular parcial cujo suporte
inclui aG n aE;. Entretanto, pelo Teorema?2.11, temos um 3- uxo parcial
(D% 9 em G, de mesmosuporte.

Por outro lado, sabemosquetambem existeem G um 2- uxo parcial (D 00+ 0§
cujo suporte e aE;. Entao, pelasProposicees2.1 e 2.2 temos que (D;') =
(D% 9+ 3 (D% 9 e um 6-uxo parcial em G. Mas, toda arestade G esta
na uniao dos suportes dos dois uxos parciais. Portanto, de fato, (D;' ) e um
6- uxo emG.

A demonstracao do Teoremaesta assimreduzida asdemonstraceesdosLemas
4.7e4.8.

Lema 4.7 Todo grafo de Seymouradmite um 3- uxo modular.

decomposicao de Seymourde S tal que paratodo i, E; e um grafo-vertice; sejav;
0 seuvertice, sejam ioe iooas arestasespeciaisque ligam v; a vertices anteriores.
Obteremosum 3- uxo modular (D;' ) para S tal que' = 1.

Inicialmente, oriente arbitrariamente todas as arestasnao especiaisde S. A
orientacaode e %serm dada pelaaplicacao do algoritmo a seguir,ondeo uxo
| quido de cadav; e calculadono grafoS f % 0%

para i := r descendo ate 2 faca:

1. Se' (vi) 0 (mod 3), ertao oriente 2 ertrando emv; e ’saindode v;

2. Se' (vi) 1 (mod 3), ertao oriente ambas, e 99 saindode v;;

3. Se' (vi) 2 (mod 3), ertao oriente ambas, Ye % ertrando emyv;.

esta equilibrado modulo 3. Portanto, ao nal do algoritmo todos os vertices, a
excecao talvez de vy, estao equilibrados modulo 3. Mas, pelo Corolario 2.6, v;
tambem o esfa, da o resultado.
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Lema 4.8 Todo grafo 3-aresta-onexoadmite uma decomposicao de Seymour.

Prova: SejaG um grafo 3-aresta-conexae sejak := (E1;E»;:::;Es), s 0,uma
decomposicao parcial de Seymour de G, maximal. Mogtraremos, por absurdo,
gue E etotal. Suponha, pelo cortrario, que X := VGn VE; e naovazio. Pela
maximalidade de E, podemossupor que s > 0, pois caso cortrario, podemos
tomar um grafo-vertice comoE1.

SejaH = G[X] esejaY oconjunto dosY taisque; 6 Y X ejnuYj 1
E obvio queY 6 ;, poisX 2 Y. SejapoisY um elemerio minimal de Y. Seja
z:= gY\ X esejaZ oconjunto dosextremosdasarestasdez emY (gura
4.3). Entao,

JrYj+ijzi=jcYj;

como G e 3-aresta-conexosegueque jzj 2.

Figura 4.3: Um exemplodasdisposiceesde X; Y e Z.

Assim, temos dois casosa considerar:

Caso l: Z eunitario

Neste caso, sejav 0 unico vertice de Z. Claramente todas as arestasde z
incidem em v; portanto, podemosfazer Es+1 = G[v], contradizendo a maxima-
lidade de E.
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Caso2: jZj> 1

Neste caso, sejam u e v dois vertices de Z. Se existirem dois caminhos Py
e P, de u a v em G[Y], disjuntos nas arestas, entao podemos fazer Egy; =
G[VP1[ VPy], cortradizendo a maximalidade de E.

Setais caminhos hao existirem, entao, pelo Teoremade Menger [Men 1927
( veja tambem [BM 1976 pg. 204]), Y tem uma particao fY % Y% tal quev 2
Yo u2Y%j gy YI=joyYP 1(gura 4.4).

Figura 4.4: Um exemploda disposicao de Y & Y %e X :

Alem disso,j 1Yj 1. Assim, ou gy Y%= wYCou gy Y%= Y
Portanto, um derntre Y% e Y®pertence a Y, cortrariando a minimalidade de
Y.

4.3 Teorema dos 5- uxos para grafos planares

Como mencionamosha secao 1.2, existe uma correlacao estrita entre k- uxos
e k-coloracao de facesnum grafo planar. Portanto, desdeque o Teoremadas
Cinco Coresfoi demonstrado por Heavood em 1890 [Hea 1890, o Teoremados
5- uxos tambem tem uma demonstracao naturalmente imediata, a qual depende
fortemente do uso da formula de Euler.
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Nossointuito ao apresertar a demonstracao a seguir, e dar uma prova do
Teoremados 5- uxos que use apenasconceitosde uxos e independado uso da
formula de Euler, visando, assim, uma possibilidade de extensao do racioc nio
exposto para casosmais gerais.

Convem ressaltarque uma primeira tentativ a nessesertido deve-sea Younger
[You 1983, o qual, ertretanto, ainda valeu-se parcialmente de argumertos de
coloracao de facesem grafos planares.

Teorema 4.9 (Y ounger) Todo grafo planar e sem arestasde corte admite um
5- uxo.

Prova: SejaG planar e semarestasde corte. Por racioc nio analogo as Reducees
3.2e3.13podemosconsiderarque G e 3-aresta-conexae 3-regular. Assim, fazendo
um racioc nio analogo ao Lema 4.8, podemosencortrar uma decomposicao S de

de S. Obserne que comoG e planar e 3-regular, cadaelemerio de E e um vertice
ou um circuito. Entretanto, para provar este teorema, necessitamosainda que
a decomposicao de Seymour encortrada tenha a caracterstica de que cada E;
nao cortenha vertices em seuinterior. (Cada E; divide o plano em duas regiees,
uma interior e outra exterior. A regiao exterior e aquela em que se encorira
Ei .. Para E1, a escolhaertre interior e exterior e arbitr aria.) Essapropriedade
e gararntida pela Proposicao a seguir:

Prop osicao 4.10 SejaC um circuito em G contendo dois vertices espEci c ados
u ev. Entao, existeum circuito C°em G guenao contem nenhumvertice no seu
interior, quepassapor u e Vv e quenao contem nenhum vertice no exterior de C.

Prova: Por inducao no numero de vertices no interior de C. Se C nao cortem
nenhum vertice no seu interior entao a prova esta completa. Caso conr ario,
expresseC como a uniao de dois arcos A e B, com exatamerte u e v . como
vertices comuns. Sejaw um vertice no interior de C. Dado que G e 3-aresta-
conexo, entao existem tr&s caminhosde w a vertices de C, dois a dois disjuntos
nas arestas. Pela planaridade de G, podemostomar os tr&s caminhos de forma
gue nenhum delespassapor vertices no exterior de C. Como G e 3-regular, os
tr&s caminhos sao dois a dois disjuntos nos vertices, excetona origem w. Entao,
podemosconsiderar que pelo menosdois deles,P; e Py, tém seusterminos, r e
s, Nno mesmoarco, digamosA. Substitua em C 0 segmeno do arcoA ertre r e s
peloscaminhosP; e P,, obtendo assimum novo circuito, com menosvertices no

48



seuinterior do que C, que passapor u e v e nao tem nenhum vertice no exterior
de C. O resultado seguepor inducao.

Assim, para cadaEj; 1 i r, sejaX; o subgrafoformado pelos vertices
e arestasde E; e pelas cordas possiwelmerte existertes no interior de E;. Seja
GO o grafo obtido a partir de G pela cortracao dos aX;. Claramente G°e um
grafo planar de Seymour. Pelo Lema 4.7, G tem um 3-uxo modular e pelo
Teorema2.15,um 3- uxo p-balanceado. Entretanto, pelo Lema4.11, G tem um
3- uxo parcial (D;' ) cujo suporte inclui aGn aX; e onde as arestasde cada
Ei encortram-se todas orientadas no sertido anti-hor ario.

Secortrairmos agoraasarestasde E; e asarestasno seuexterior, teremosum
grafo planar G;, comum vertice e n lacos. Seja(D%' % um 2- uxo p;-balanceado
em G;j. Pelo Lema 4.11, existe,em X, um 2- uxo parcial (D% 99, cujo suporte
inclui as cordas do interior de E; e onde as arestasde E; encortram-se todas
orientadas no sertido anti-hor ario.

Finalmente, seja(Fi; ;) 0 2- uxo parcial cujo suporte sao as arestasde Ej,
todas orientadas no I§ertido ami—hora'igio.

Assim, (D;' )+ [, (D% %+ " [_ (Fi; i) eum 5-uxo emG.

Lema 4.11 Seja G um grafo planar e com grau dos vertices nao exadendo 3.
Sejam C uma face (cir cuito) de G, G°o grafo obtido a partir de G pela contracao
das arestasde C e (D%' 9 um k- uxo p-balanceado em G® Entao, existe um
k- uxo parcial (D;') cujo suporte inclui o de (D%' 9 e tal que C e um circuito
orientado por D no sentido anti-horario.

Prova: Sejav o vertice de G resultante da contracao das arestasde C. Por
de ni cao de uxo balanceado,as arestasde GC incidentes em v podem ser eru-

X
0 s( i) X )<k

i=0

SejaCj asecaode C ertre osextremosde | € (j+1) moddv): 0 ] < d(v),
orientada no sertido gnti-horario. Obtenha a extensao" de’ Oatribuindo a cada
arestade Cj ovalor  {_;s( i)' 4 i).
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4.4 Teorema dos 5-uxos para grafos em superf cies
de génus baixo

Nesta secao vamos considerar superf ciesfedhadas, orientadas e nao-oriertadas.

Dizemosque uma superf cie e fechadaseela nao possuifronteiras nem bordos.
Como exemplosde superf cies fechadas e nao fechadas podemoscitar a esferae
a ta de Mobius, respectivamerte.

Uma superf cie e dita orientada seela nao contem uma ta de Meobius e nao-
orientada caso cortrario. Como exemplosde superf cies fechadas orientadas e
nao-oriertadas podemoscitar o toro e o plano projetivo, respectivamerte [Zed.

Uma superf cie e dita de génus g se e topologicamerte homeomorfaa esfera
com g alcase/ou cross-@ps Assim o toro e uma superf cie de génus um.

Um grafo e dito de génus orientado ou de génus nao-orientado g, se pode
ser imerso, sem cruzamerto de suasarestas, numa superf cie orientada ou nao-
orientada de gérus g, respectivamerte, mashaoemumadegérnusg 1. O Ks,
conhecidamete nao planar, e um exemplo de grafo orientado de gerus 1, pois
pode ser desenhadono toro, semque hajam cruzamerios de suasarestas( gura
4.5).

Figura 4.5: K5 imerso no toro.

Suporemos, nesta secao, grafos 3-aresta-conexos3-regularese com cintura
maior ou igual a setee provaremosque um cortra-exemplo para CJs, xando-se
o gerus do grafo, tem numero de vertices limitado por 28(g 1) para superf cies
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orientadas e 14(g 2) para superf ciesnao-oriertadas. Alem disso,demonstrare-
mos a validade de CJs para grafos em superf cies orientadas de génus menor ou
igual a dois e nao-oriertadas de génus menor ou igual a quatro.

Lema 4.12 Seja G um grafo conexo, 3-regular, de cintura 7 e imerso em
uma superf cie S de génusg. Entao, vale que:

(@ jVvGj 28 1), seS e orientada;
(b) jVG] 14 2), seS e nao-orientada.

Prova: SejaF G o conjunto de todas asfacesf de G. Como 7,

b3
2 jaGj = ifi 7 jFG;j (4.2)
i=7
onde f; e o numero de todas as facescom i arestas. Por outro lado, como G e
3-regular, temos que

3 jVGj= 2 jaGj: (4.3)

As formulas de Euler para grafos em superf cies orientadas e nao-oriertadas
sa0, respectivamerte,

JVGj+ jFG] jaGj=2(1 g9 (4.4)

iVGj+ jFG] jaGj=2 g (4.5)

Assim, aplicando (4.2) e (4.3) nas formulas (4.4) e (4.5), concluimos a pro-
va.

Teorema 4.13 Todo grafo sem arestas de corte e com génus orientado menor
do que ou igual a 1 ou nao-orientado menor do que ou igual a dois admite um
5- uxo.

Prova: Imediata por aplicacao do Lema 4.12.

Teorema 4.14 (Meoller, Carstens e Brinkmann) Todo grafo semarestasde
corte e com génusorientado menor do queou igual a dois e nao-orientado menor
do queou igual a quatro admite um 5- uxo.
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Prova: Para demonstrar o teorema, vamosconsiderargrafos3-regulares,3-aresta-
conexose comcintura 7. PeloLema4.12,sabemosque basta veri car todosos
grafoscom no maximo 28 vertices. Tutte demonstrou[Tut 19663 pg. 74-75]que
jVGj > 22,necessariamete, para grafoscomcintura 7. Alemdisso,jV Gj epar.
Entao, na realidade, basta considerargrafoscom24 jVG|j 28. No casode 24
vertices, a parte de isomor smos, existe somerte um grafo com as propriedades
citadas, o grafo de McGhee. Este resultado tambem foi apreseriado por Tutte
[Tut 19663 pg. 77-81]. Entretanto, o grafo de McGhee admite um 4- uxo, como
pode serobsenado na gura 4.6. Para grafos com 26 e 28 vertices, o problema
foi solucionadocom o aux lio de computador, cujos detalhes de implemenacao
e algoritmos pode serencortrados em [Bri 1986, referéncia esta cujo acessonao
nos foi possvel.

Figura 4.6: Um 4- uxo para o grafo de McGhee.
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Cap tulo 5

Resultados sobre a Conjetura
dos 3- uxos

Na secao 1.2 vimos que existe uma correlacao entre k-coloraceesde facesnum
grafo planar e k- uxos. Assim, o Teoremade Grotzsch [Gro 1958 nos da uma
demonstrecao da CJ3 para o casoplanatr:

Teorema 5.1 (Greotzsch) Todo grafo planar, sem arestas de corte e sem 3-
cortes, e 3-coloravel.

Na verdade,a extensao de Granbaum-Aksionov [Gru 1963-[Aks 1974 fornece
uma a rma cao mais forte que a CJ3 para o casoplanar:

Teorema 5.2 (Gr anbaum-Aksiono v) Todo grafo planar, semarestasde cor-
te e com nao mais quetrés 3-cortes, e 3-coloravel.

Usando uma abordagemde uxos, Steinberg e Younger[SY 1989 provaram
a CJ3 nao so para o plano, mas tambem para o plano projetivo real, admitindo
neste caso, ate um 3-corte. Dahab e Younger [DY 198§ estenderameste resul-
tado, admitindo ate trés 3-cortes.

Nestecaptulo iremosdemonstraro Teoremados4- uxos de Jaeger[Jae 1979,
para grafossem1-cortesnem 3-cortes. Alemdisso,demonstraremosuma extensao
do Teoremab.2, baseadana demonstracao de Steinberg e Younger [SY 1989.
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5.1 Teorema dos 4- uxos

Teorema 5.3 (Jaeger) Todo grafo sem arestasde corte e sem 3-cortes admite
um 4- uxo.

Prova: A demonstracao e analoga a do Teorema4.5. SejaG um grafo sem 1-
cortes nem 3-cortes. Por racioc nio analogo a Reducao 3.2, podemosconsiderar
gue G e 3-aresta-conexo.Mas, por hipoteseG e livre de 3-cortes. Logo, podemos
supor que G e 4-aresta-conexo.Pelo Lema 4.3, temos que G possuiduas arvores
geradorasT; e T, disjuntas nas arestas. Pelo Lema 4.4 existe em G dois 2- uxos
parciais(D1;' 1) e(D>;' »), cujossuportesincluem aGnaT; e aGnaTy,, respecti-
vamerte. Considereentao (D;' ) := (Dy;" 1)+ 2 (D3;' 2). PelasProposicees2.1
e2.2,(D;") eum 4-uxo parcial em G. Mas, toda arestade G pertencea uniao
dos suportes dos dois 2- uxos parciais. Portanto, de fato, (D;' ) eum 4- uxo em
G.

5.2 Teorema dos 3-uxos para grafos planares

Chamamosde uma 3-orientacao D em um grafo G, um 3- uxo modular (D;" ),
tal que' = 1.

Para X;Y VG, dizemosqueum corte X fragmentao conjunto Y, seX e
X ambosinterceptam Y .

Dizemos que um vertice v em VG e especi ¢ ado se v for um corte minimal
e seas orientaceesdas arestasde v forem xadas, tal que v estejaequilibrado
modulo 3.

Teorema 5.4 SejaG um grafo planar, semarestasdecorte e S VG. Setodo
3-corte em G fragmentaS e se vale uma das hipotesesalaixo, entao G tem uma
3-orientacao (que estendea orientacao do vertice esfeci ¢ ado, se existir):

ou (i) jSj 3;

ou (i) jSj 2 e existeum vertice especi ¢ ado de grau 4 em S;

ou (iii) jSj = 1 e o unico elementode S e um vertice esgeci ¢ ado de grau 5.

Convem obsenar que a permissao de 3-cortesem G, valida para as hipoteses
(i) e (ii) do teorema, fortalece o resultado da CJ3 para grafos planares que
atendam as referidas hipoteses. A limita cao da cardinalidade do conjunto S
nessashipotesessegueda necessidadede evitarmos os grafos exibidos na gura
5.1 (a) e (b), para os quais nao e possvel obter uma 3-orientacao. Obsene que
o grafo (a) requerjSj = 4 e o grafo (b) requerjSj = 3 com o vertice especi cado
degrau4 emsS.
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A limita cao da cardinalidade de S a 1 na hipotese(iii ) implica na inexisténcia
de 3-cortes em grafos que atendam a esta hipotese. Na realidade, com uma
demonstracao um pouco mais elaborada para o teorema, poder amos permitir a
existéncia de um 3-corte nesta hipotese,dertro de certas condicees.

Figura 5.1. Exemplos de grafos que nao admitem 3-orientacao: (a) quatro 3-
cortes; (b) orientacao imposta a um vertice especi cado, com dois 3-cortes.

Prova do Teorema: Por inducao no numero de arestasde G. A armacao e
trivialmente verdadeirase G for livre de arestas.

Seja entao um grafo G satisfazendouma das hipotesesdo teorema e com
pelo menosuma aresta. A prova esta baseadaem sucessias reduceesaplicadas
a G, ate a obtencao da Con gura cao de Grotzsch (gura 5.5 (a), pg. 64). Em
algumasdessageducees,valer-nos-emodle reduceesapresettadas anteriormente
a reducao em questao. Denotaremospor | o vertice especi cado de G, seocorre
uma das hipoteses(ii ) ou (iii ).

R1. Reducao a grafo conexo.

A aplicacao da hipotesede inducao, em cada componerte conexaK de G,
com S\ VK no lugar de S, e trivial nestecaso.

Lembre que, dadauma aresta de G, Gj denota o grafo obtido a partir de
G pelacontracao da aresta . Estendemos,da maneira natural, essascortracees
para um conjunto x de arestasao inves de apenasuma aresta. E corvenierte
exigir que G[x] sejaconexo. Nessecaso,0 conjunto X dos extremos das arestas
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de x e uni cado num unico vertice, digamosw. De nimos Sjx, a contracao do
conjunto S por X, como segue:

Six = S seS\ X =;
X-= (SnX)[ fwg casocorirario.
Obsene que todo 3-corte em Gjx fragmena Sjx.

R2. Reducao a grafo 3-aresta-@mnexo.

Esta reducao e analoga a Reducao 3.2. Basta apenasobsenar que se ocorre
a hipotese(ii) ou (iii ), para todo 2-corte em G existe uma aresta do 2-corte
tal que 624, pois | e minimal. Assim, a hipotesede inducao e aplicada a Gj
eSj nopapeldeGeS.

R3. Reducao a grafo simples.

O casoem que G contem lacose trivialmente resoluvel.

Suponha entao que G corntem duas arestasparalelas e , ligando dois de
seusvertices, u e v.

Considereinicialmente o casoem que nao ha vertice especi cado, ou, sehou-
ver, que nem u nem v sejam o vertice especicado. Sejam G®:= Gjf ; ge
S%:= Sjf ; g. Como a cortracao de arestasn&o cria cortes novos, claramerte
G% com S° atendem a mesmahipoteseque G com S e a minimalidade de 1, se
ocorre a hipotese (ii) ou (iii ), e presenada. Por hipotesede inducao, G° tem
uma 3-oriertacao D° SejaD a extensao de D%a aG, onde as orientaceesde e

sa0 determinadas de acordocom o uxo | quido ' do vertice u, calculado no
grafoG f; g. Assim, se' 0 (mod 3); e sao orientadas em sertidos
opostos; se' 1 (mod 3); e saoorientadas saindodo vertice u e se' 2
(mod 3); e saoorientadasenrando no vertice u. Logo, D e uma 3-oriertacao
para G.

Considere,agora, 0 casoemqueou u ou v, digamosu, e o vertice especi cado.

Suponhainicialmente que e tém orientaceesopostas. Sejamentao G°:=
G f; geSY%= S[ fvg. O vertice u emG°tem grau 2 ou 3, portanto estamos
agora na hipotese(i). Todo 3-corte em G%e nao em G separau e v e portanto
fragmernta S° Para podermosaplicar a hipotesede inducao a G° resta mostrar
gue estee livre de 1-cortes,ou, de forma equivalerte, que nenhum 3-corte X em
G contem e . Suponha o cortrario. No casoda hipotese (iii ), G e livre de
3-cortes. No casoda hipotese (ii ), ajuste a notacao, permutando X com X se
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necesario, de forma queu 2 X. O corte X fragmerta S e portanto u e 0 unico
vertice deS em X . Entretanto, o corte (X nfug) emG e mpar, menordo queou
igual a 3 e nao fragmenta S, cortradicao. De fato, G%e livre de 1-cortes. Assim,
G%com S%atendea hipotese(i) e por inducao, tem uma 3-oriertacao D ° Reverta
todas as orientaceesde D° se necesario, de forma a coincidir com a orientacao
especi cada parau em G, nasarestas unf ; g. SejaD aextensaode D%a aG,
dando, para asarestas e , asorientaceespreviamerte especi cadas.

Restaagoraconsideraro casoemque e saoorientadasnum mesmosertido.
Neste caso, sejam G := G e S%:= S| fvg. Seocorre a hipotese (i) em
G, ocorre a hipotese (i) em G% Se ocorre a hipotese (ii ) em G, revertemos a
orientacao de , transformando u num vertice especi cado de grau 4 em G% e
portanto estamosna hipotese(ii ): nestecaso,a remocao de uma aresta paralela
de | presena suaminimalidade. Em ambos os casos,G°e livre de 1-cortespois
os 2-cortesem G ja foram reduzidos. Todo 3-corte em G° e nao em G separau
e v e portanto fragmerta S° Assim, G® com S° atende a uma das hipoteses(i)
ou (ii) e por inducao, tem uma 3-oriertacao D° Reverta todas as orientaceesde
DY se necesario, de forma a coincidir com as orientacees especi cadas para u
em G, nasarestas unf ; g Rewerta ainda a orientacacode emD 0e estenda
D%a aG, dando a orientacao especi cada para em G.

Figura 5.2: Os grafosG e Gy .

Dado um conjunto X de vertices tal que G[X] e conexo, a contracao Gy
de G por aG[X] e o grafo GjaG[X]. Denotaremospor Sx 0 conjunto SjaG[X].
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Denotaremostambem por uy- o vertice resultante da cortracao das arestasem
aG[X] (gura 5.2).

R4. Reducao a grafo livre de: (a) 3- e 4-cortes sef@radores; (b) 5-cortes separa-
dores que nao fragmentam S.

Em G, seja X um corte separadornos casos(a) ou (b). Permute X com X
tal quejX \ Sj 1 nahipotese(i) el 2 X nashipoteses(ii) ou (iii ). Em todas
astréshipoteses,jX \ Sj 1. Mais ainda, no caso(b), jX \ Sj = 0.

Dado que G e 3-aresta-conexo,todo k-corte, 3 k 5, e minimal. Em
particular, X e minimal e portanto G[X] e G[X ] sao ambos conexos.

O grafo Gx e tambem 3-aresta-conexo.Portanto, no casodas hipoteses(ii)
e (iii ), a minimalidade de | e presenada. Assim, Gx com Sx atende a mesma
hipoteseque G com S e por inducao tem uma 3-orientacao D x .

Resta agora obter uma 3-orientacao D¢ para Gy que coincida com Dx nas
arestasde X = uyx. Nocasoj Xj = 3, a hipotesede inducao pode serimedi-
atamerte aplicada a Gy~ e Sy, revertendo entao, se necesario, a orientacao Dy~
obtida.

Podemosentao supor quej Xj = 4o0uj Xj = 5. Neste caso,uy torna-se
0 vertice especi cado de grau 4 ou 5, com sua arestasorientadas comoem D y .
Novamerte, ux e minimal em Gy pois Gy e 3-aresta-conexo.Logo, Gy com
Sy [ fux g atende a hipotese(ii ) ou (iii ) e por inducao tem uma 3-orienacao
Dy A uniaode Dx e Dy e uma 3-oriertacao em G.

Um ziguezagueZ e um caminho (ug; 1;U1; 2;Up2; 3;uU3) tal que:

no mapaplanar de G, ;e » saoconsecuthasemu; e » e 3 Saoconse-
cutivas em uyp;

U; e u, sao ambos vertices de grau distinto de quatro.

Um 6-corte se@rador com ziguezaguee um 6-corte separador onde trés de
suasarestasformam um ziguezague( gura 5.3).
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Figura 5.3: Um 6-corte separadorcom ziguezague.

R5. Reducao a grafo livre de 6-cortes se@radores com ziguezaguegjue hao frag-
mentam S.

Seja X um 6-corte separadorcom ziguezagueque hao fragmerta S. Vamos
inicialmente provar que G[X] e G[X] sa0 ambos conexos. Suponha que, pelo
contrario, G[X] nao e conexo; sejam K1 e K, duas componertes conexasde
G[X]. Como G e 3-aresta-conexo,

J(VK)jiJ (VK2)j 3 (5.1)

Mas (VK1) e (VKy) saodisjuntos esubconjuntosde X . Portanto, vale aigual-
dadeem (5.1) e K1 e K5 sa0 as duas unicas componertes conexasde G[X]. Por
outro lado, X e separadore portanto aG[X] 6 ;. Logo, aK 1 ou aK », digamos,
aK 1, enaovazia. Ademais, astrésarestasde (VK ) pertencemaaG[VGnVK q].
Assim, (VK1) eum 3-corte separador,ja reduzido anteriormente. Assim, G[X]
e conexo. Analogamerte, G[X ] tambem e conexo. Portanto, podemoscortrair G
aGyx eaGy.
Permute X com X, senecesario, tal que X \ S = ;. Claramerte, seocorre
uma das hipoteses(ii) ou (iii ), | 2 X. O grafo Gx e 3-aresta-conexoce portanto
I, seocorre a hipotese (i) ou (iii ), e minimal. Assim, Gx com Sy atende a
mesmahipoteseque G com S e por inducao tem uma 3-orienacao Dy .
Seja(ug; 1;U1; 2;Up; 3;U3) O ziguezaguede X. Rewerta o ziguezague,se
necesario, de forma que fup;u,g X (gura 5.3). Obsere que em Gy as ares-
tas 1 e , saoparalelas. SejamGS(_ = Gg 1 eGg’(_0 = Gy f 1; 20. Como
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G e 3-aresta-conexae X \ S = ;, Gy e 4-aresta-conexo.0 grafo Gy nao cortem
4-cortesseparadorespois estesja foram reduzidosem G. Ademais, pelade ni cao
de ziguezaguep grau de u; edistinto de 4. Logo, em Gy nao existem4-cortesque
contenham ;. Portanto, G§’<_ e 4-aresta-conexoe G%’ e 3-aresta-conexo.Temos
dois casosa considerar:

Casol: As arestas 1 e », tém a mesmaorientacao em Dy .

Neste caso, reverta a orientacao de ,, fazendoux o vertice especi cado de
grau 5 em G2.. Como GY- e 4-aresta-conexoo corte em G2 de ux e minimal e
G0 comfuyx g no lugar de S, satisfaza hipotese(iii ). Por inducao, temosuma
3-oriertacao DY para GY. Reverta a orientacao de » em DY e estendaD2- a
aGy-, obtendo Dy, dando a 1 amesmaorientacao que em Dx

Caso2: As arestas 1 e » teém orientaceesopostasem Dy .

Neste caso,fazemosux o vertice especi cado de grau 4 em GX. Como G
e 3-aresta-conexo,0 corte em G00 de ux e minimal e Gg’(o e livre de 1- cortes
Ademais, como Gy~ e 4-aresta- conexo todo 3-corte em GS(O separau; de ux .
Entao G, comfus; ux g no lugar de S, satisfaza hipotese(ii). Por inducao, G¥
tem uma 3-oriertacao DX EstendaDX’a aGy, obtendo Dy, dandoa 1 ea %
a mesmaorientacao que em Dy .

Em ambos os casosobtivemosuma 3-orientacao Dy~ para Gy que concorda
comDyx nasarestasde X. A uniaodeDyx e Dy euma 3-orientacao em G.

O grafo G e 5-regular exeto em S se, para todo vertice vem VG nflg,

5 sev2VGnS

d(v) = 3 sev 2 Snflg.

R6. Reducao a grafo 5-regular exeto em S.

Sejav um vertice de G, distinto de | etal qued(v) 6 5sev 62S ed(v) 6 3
sev 2 Snflg. Sejam e duas arestasconsecutias no mapa planar de G,
incidentes emyv. Sejama e bosextremosde e , respectivamerte, distintos de
v. SejaGPo grafo obtido a partir de G pelajuncaode e . SejaS®%:= S[ fag
sejSj= 1ev 2 S; casocortrario sejaS%:= S.

O grafo GCelivre de 1-cortes. Suponhaque, pelocortrario, goX eum 1-corte
em G% Como G e livre de 1-cortes, pela Proposicao 3.12, X e um 3-corte em
G que contem e . Por reduceesanteriores, G e simples e livre de 3-cortes
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separadores.Logo, X = v e portanto d(v) = 3. Necessariamete, v 2 Snflg,
em contradi cao a hipotesedesta reducao.

O grafo GY e livre de 3-cortes que nao fragmertam S® Suponha que, pelo
cortrario, goX e um 3-corte em G° que nao fragmerta S Como S° e um
superconjunto de S, goX naofragmerta S. Alemdisso,G e livre de 3-cortesque
nao fragmerntam S; portanto, segueque gX eum 5-corte que nao fragmerta S e
contem e . Porreduceesanteriores, G e simplese livre de 5-cortesseparadores
que nao fragmentam S. Logo, X = v eportanto d(v) = 5. Pela hipotesedesta
reducao,v 2 S. Como X naofragmena S, entao jSj = 1. Nestecaso,a 2 SOe
portanto X fragmerta S° cortradicao.

No casode ocorrer a hipotese(ii ) ou (iii ), | e minimal em G% Suponhaque,
pelocontrario, goX eum corte nao vazio em G°que e subconjunto proprio de |.
Entao, podemossupor quej goXj 2. Mas G%elivre de 1-cortes. Logo, goX e
um 2-corte. Por reducao anterior, G e 3-aresta-conexo.Logo, X e um 4-corte
gue cortem e . Novamerte por reduceesanteriores, G e simplese livre de
4-cortes separadores.Logo, X = v. Assim, v e, vertices distintos, tém duas
arestasincidentes em comum, uma contradi cao a simplicidade de G.

Podemosentao aplicar hipotesede inducao com G° e S° no papel de G e de
S, obtendo uma 3-oriertacao D ° para G° Pela Proposicao 3.11, G tambem tem
uma 3-orientacao.

R7. Reducao a grafo livre de faces triangulares contendo vertices de grau 3.

SejaT := (ug; 1;U1; 2;U2; 3;Ug) uma facetriangular em G contendo ver-
tices de grau 3. Neste caso, estamosem uma das hipoteses(i) ou (ii). A face
triangular T tem no maximo um vertice de grau 3. Suponha que, pelo corir ario,
T tem pelo menosdois vertices de grau 3, digamosug e u;. Nestecaso,como G
e simples, fup;uig e um 4-corte separadore portanto ja reduzido, contradi cao.

Sejaentao ug o0 vertice de grau 3 de T. No casode ocorrer a hipotese(ii), o
vertice especi cado de grau 4, |, nao pertencea V T; casocontr ario, considerando
u; = |, temosque fug;uig e um 5-corte que nao fragmerta S, e separador,pois
G e simples, portanto ja reduzido.

Logo, podemossupor que os verticesu; e u, de T sao ambosde grau 5. Seja
ainda a arestaincidente em ug e nao pertencerte aaT (gura 5.4).

SejaGPlo grafo obtido a partir de G, contraindo-se 3 eremovendo-se ;e »
(gura 5.4). SejamS%:= (Snfupg) [ fuig ew o vertice resultante da cortracao
de 3. Como a cortracao de arestasnao cria cortes novos, todo k-corte em G©
e nao em G, corresponde a um (k + 2)-corte em G, cortendo asarestas 1 e .
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Por outro lado, G e 3-aresta-conexojivre de m-cortes separadoresm 4, e u;
e um vertice de grau 5 em G. Portanto, GPe livre de 1- e 2-cortes. Dessaforma,
a minimalidade de |, seocorre a hipotese(ii ), e presenada em G°.

Figura 5.4: Um trifangulo em G com apenasum vertice de grau 3 e suaimagem
em G°,

O grafo G° e tambem livre de 3-cortes separadoresque nao fragmertam S
Suponha que, pelo contr ario, existe em G%um 3-corte goX que nao fragmerta
SO Seo corte goX nao separau; de w, entao gX e um 3-corte em G que
tambem nao fragmena S, cortradi cao. De fato, o corte goX necessariamete
separau; de w. Sem perda de generalidade, considereque u; 2 X ew 2 X.
Entretanto, em G, (X [ fupg) e um 6-corte separadorcom ziguezagueque nao
fragmenta S ou um 4-corte separador,ambosja reduzidos.

Assim, G° com S° atende a mesmabhipoteseque G com S e por hipotesede
inducao tem uma 3-oriertacao D° EstendaD®a aG, orientando ; e 3 coma
mesmaorientacao de emrelacao a ug e orientando , com orientacao opostaa
de 1 emrelacao a u;.
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Uma Con gur acao de GrotzschH e um subgrafoR de G, consistindo de quatro
facestriangulares que compartilham um vertice em comum de grau 5. Cada
vertice de R e de grau cinco e seocorre a hipotese(iii ), estesvertices sao distintos
del, (gura 5.5(a)). Chamaremosasarestasde G nR com um dos extremosem
R de arestasincidentes em R.

R8. Reducao a grafo livre da con gur acao de Grotzsch.

SejaR uma con guracao de Grotzsch em G. Sejafp;q;r;s;t; vg o conjunto
de vertices de R, disposto conformea gura 5.5 (a). SejaG° o grafo obtido a
partir de G da seguirte forma: fracione g em dois vertices, q° e g°0 tal que 1
e o incidam, ambas, em qO, remova as arestas(r;s); (s;v) e (v;t) - arestasdo
ziguezagueZ ; cortraia G[f p;g°%r;vg] a um unico vertice y; cortraia (s;t) a um
unico vertice z (gura 5.5 (b)). Claramernte G°e planar.

Os cortes em G° que nao corresppndem a cortes de mesmotamanho em G
sa0 exatamerte aquelesque fragmertam o conjunto fq®y;zg. Chamaremosde
cortes esquedos aquelesque separamg’de y e z; de cortes direitos aquelesque
separamz dey e ° e de cortes centrais aquelesque separamy de z e q°.

Prop osicao 5.5 O grafo G°e livre de: (a) 1-cortes; (b) 2-cortes que nao frag-
mentam S e (c) 3-cortes que nao fragmentamSS.

Prova: Em GC todo 1-corte esquerdoe a imagemde um 3-corte separadorem G,
contendo as arestas ; e o, e portanto ja reduzido. Todo 2-corte esquerdoe a
imagem de um 4-corte separadorem G, ja reduzido. Todo 3-corte esquerdoque
nao fragmena S e a imagem de um 5-corte separadorem G que tambem nao
fragmena S e portanto ja reduzido.

Todo 1-corte direito e a imagem de um 4-corte separadorem G, ja reduzido.
Todo 2-corte direito que nao fragmerta S e a imagem de um 5-corte separador
em G que tambem nao fragmerta S e portanto ja reduzido. Todo 3-corte direito
gue nao fragmerta S e aimagemde um 6-corte separadorcom ziguezagueZ, em
G, que tambem nao fragmerta S e portanto ja reduzido.

Finalmente, considereem G%um k-corte certral, X% k 3, tal quey 2 X©
Em G, sejamX = (X° fyg)[ fp;rgeW := X [ fvg. Obsernemosquej Xj 8
ej Wj 9. Note tambem quetanto X n goX%e W n goX© consistemde
arestasem aR.

1 Gretzsch expressousua con gura cao e teorema em termos duais.
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Figura 5.5: (a) A Con gura cao de Gretzsd no grafo G e (b) suaimagemem G°.
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Prop osicao 5.6 Seja Y um corte se@rador em G tal quej Yj 9. Sejam
tambem u e v dois vertices de grau 5 em Y, onde incidem, em cada um deles,
pelo menosuma arestade Y. Entao, existe em G[Y] um caminho ligando u a
V.

Prova: Por contradi cao. Suponhamosque, pelo cortr ario, nao existe um caminho
em G[Y] ligando u a v. Portanto, Y pode ser dividido em duas partes, Y; e Yo,
taisqueu2 Yrev2 Yy ef Yy, Yogeumaparticeode Y. ComoG e 3-aresta-
conexoej Yj 9,enao,3 minfj Yqj;j Y2jg 4. Mas, u eV sao vertices de
grau 5, entao, Y; ou Y, e um 3- ou 4-corte separadorem G, ja reduzido.

Assim, pela Proposicao 5.6, existe em G[X ] um caminho com extremosp er;
a uniao destecaminho com o caminho (p;v;r) eum ciclo K em G. Por racioc nio
analogo, existe tambem em G[W] um caminho com extremosgq e s; a uniao deste
caminho com o caminho (q; v;s) e um ciclo L em G. Claramente osciclosK elL
so tém o vertice v em comum. Alem disso, os verticesq e s em L sao separados
por K. Logo, temosem G um cruzamerio de arestas, cortrariando a condicao
de planaridade. De fato, nao existem k-cortes certrais em Gk 3.

Assim, pela Proposicao 5.5 temos que G° e livre de 1-cortes e tambem de
3-cortesque nao fragmertam S.

Obsernetambem que, seocorre uma dashipoteseqii ) ou (iii ), aminimalidade
de | em GPe presenada. Casocortr ario, podemossupor por absurdo que existe
em G%um corte naovazio X quee subconjunto proprio de | etal quej Xj 2.
Como GPelivre de 1-cortes, X enecessariamete um 2-corte. No casode ocorrer
a hipotese(iii ), claramerte X nao fragmenta S. No casode ocorrer a hipotese
(ii), considere,semperdade generalidade,quel 2 X . Entao,ou X ou (X nflg)
e um 2-corte que nao fragmerta S. Em ambos os casossabemos,pela Proposicao
5.5, que tais cortes nao existem em G°

Portanto, G°com S atende a mesmahipoteseque G com S. Por hipotesede
inducao tem uma 3-oriertacao D® SejaD a extensao de D? a aG, orientando
inicialmente as arestasem aR conformea gura 5.6. Para cadavertice x em G,
denote por ' (x) o seu uxo | quido.

Obsene que a orientacao das arestasem aR cortribui com 0 (mod 3) no
balanceameto de cadavertice de R. Entretanto, nao podemosainda assegurar
gue D e uma 3-orientacao em G. Assim, 0 uxo ' dosverticesp;r;s et podem
assumir valores0;1 ou2 (mod 3), tal que' (p)+ "' (r) 0 (mod3) e’ (s)+
"(t) 0 (mod 3).

65



Reverta as orientacees das arestasem aG n aR, se necesario, de tal forma
que' (t) 6 1 (mod 3). Se' (t) 0 (mod 3), ertao os vertices s et estao
equilibrados. Se' (t) 2 (mod 3), reverta a orientacao da aresta (s;t). Desta
forma, osverticess et cam equilibrados. Note que as arestasdo ziguezagueZ
nao sofreramnenhuma alteracao.

Figura 5.6: Uma orientacao para as arestasem aR.

Analisemos agora os verticesper. Se' (p) 0 (mod 3), entao nao mo-
dique nenhuma orientacao. Se' (p) 1 (mod 3), reverta as orientacees das
arestas(p;v) e (r;v). Se' (p) 2 (mod 3), reverta as orientacees das arestas
(p;q); (q;v); (qg;r) e(r;v). Assim, emtodososcasosp er cam equilibrados.

Obsene que quaisquerque sejamas modi ca ceesnas orientaceesexibidas na
gura 5.6, osvertices gq e v permanecemequilibrados.

Lembramosaqui que, talveztenhamosrevertido todasasorientaceesdasares-
tas em aG naR. Consemenemerte, as orientacees das arestas incidentes no
vertice especi cado, se estavamos na hipotese (ii) ou (iii ), foram tambem re-
vertidas. Neste caso, agora podemosreverter de volta todas as orientaceesem
D.
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No desenrolarde nossademonstracao, apresemamos oito reduceesde con -
guracees possveis de existirem em G. Em cada uma delas, aplicamos hipotese
de inducao. Para completar nossaprova, resta mostrar que existe uma dessas
con guraceesapresernadas, para todo grafo G com pelo menosuma aresta, e tal
gue G, S el satisfacam a uma das hipotesesdo teorema.

Lema 5.7 (Exist éncia da Congura cao de Greotzsch) Seja G um grafo
nao vazio satisfazendoa uma das hipotesesdo Teorema. Entao, G tem uma
das con gur acees reduzidas anteriormente.

Prova: Suporemosque G nao tem nenhuma das sete primeiras con guraceese
mostraremosque, neste caso,G tem a con guracao de Gretzsd.

Precisamosinicialmente estabelecera existénciade um vertice de grau 5 com
guatro facestriangulares nele incidentes. A formula de Euler para G planar e
conexoe dada por:

iVGj+ jFGj jaGj= 2 (5.2)

SejaV; o conjunto dosverticesde graui em G.
Para evitar con guraceesanteriores, podemosconsiderarque cadavertice de
G tem grau 3, 4 ou 5. Assim, parai = 3;4;5, temos que

. - X . .
VG = M (5-3)

X
2 jaGj = i jVij: (5.4)
i
SegundoLeshegue[Les 194(, dé a cadavertice v 0 pesopv, dado por:
X 1
pv = J—

ondeF, e o conjunto de facesincidentesemv e d(f ) e o grau da face f , ou seja,
0 numero de arestasque compaem sua fronteira.
Assim, segueque

X X
jFGj = pv: (5.5)
i v2y,

Substituindo (5.3), (5.4) e (5.5) em (5.2), chegamosa

67



X X i 2
(pv ——)=2
i V2V,

Entretanto, podemosconsiderarque o grafo e simplese iserto de facestrian-
gulares contendo vertices de grau 3. Portanto, toda face incidente num vertice
de grau 3 tem pelo menosgrau 4, ou seja, pv % para todo v 2 V3. Toda face
incidente no vertice | de grau 4, tem pelo menosgrau tr&s,ou seja, pl ‘§‘. Assim,

X IVaj - [Val,

el (5.6)

3
(pv E) 2
v2\Vs

Pela hipotese do teorema, temos que se ocorre a hipotese (i), jV3j 3e
jVaj = 0; seocorrea (i), jVaj 1ejVs = 1eseocorre a (iii ), jVaj = 0= jV4j.
De (5.6) segueque

8
X 3 < % na hipotese(i)
(pv ) 15 nahipotese(ii) (5.7)
2 .
V2Vs 2 na hipotese(iii )

Portanto, o lado esquerdode (5.7) e positivo. Por outro lado, para todo
v 2 Vs, seo numero de facestriangulares nele incidentes e menor do que ou igual
a 3, mesmoque as outras duas facessejam quadrangulares,temos que pv %
Logo, para que (5.7) severi que, existem verticesem Vs com pelo menosquatro
facestriangulares. SejaM o conjunto de tais vertices. Obsernamosinicialmente
que,parav 2 M, Adj (v) Vs[ V4 econsistede precisamerte cinco vertices, pois
supee-seque G e simpleseiserto de facestriangulares com vertices de grau trés.
Mencionamosaqui que Adj (v) expressao conjunto dos vertices adjacertes a v.
Alem disso, a maxima cortribui cao de um vertice v de grau 5 no lado esquerdo
de (5.7) e %: neste casotodas as facesincidentes em v sao triangulares. Assim,

segueque

8 : .

< 7% nahipotese(i)
M 85 nahipotese(ii)

" 12 na hipotese(iii )

NN

Assim, no casoda hipotese(i), esta asseguradaa existéncia da con guracao
de Grotzsth. No casoda hipotese(ii ), excluindo os adjacertes de |, ainda temos
pelo menos cinco vertices em M cujos vizinhos sao todos de grau 5. No caso
da hipotese(iii ), podemostomar v 2 M, tal quev nao pertencaa flg[ Adj(l),
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pois este conjunto contem no maximo seis vertices. De fato, G contem uma
con guracao de Gretzsd.

Em resumo, apresertamos oito possveis con guraceesem G e em todas elas
pudemos aplicar a hipotesede inducao. Alem disso mostramos que se G tiver
pelo menosuma aresta, uma delasocorre. Dessaforma, completamosa prova do
teorema.
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