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Se usarmos vetores ordenados:
® Podemos buscar em O(Ign)
® Mas inserir e remover leva O(n)

Veremos arvores bindrias de busca
® primeiro uma versao simples, depois uma sofisticada
® vers3o sofisticada: trés operagdes levam O(lgn)
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TAD - Arvores de Busca Binéria
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typedef struct No {
int chave;
struct No *esq, *dir, #*pai; /*pai é opcional, usado em
sucessor e antecessorx/
} Noj;
typedef No * p_no;
p_no criar_arvore();
void destruir_arvore(p_no raiz);
p_no inserir(p_no raiz, int chave);
p_no remover (p_no raiz, int chave);
p_no buscar(p_no raiz, int chave);
p_no minimo(p_no raiz);
p_no maximo(p_no raiz);

p_no sucessor(p_no x);

p_no antecessor(p_no x);
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Busca

Versdo recursiva:

1 p_no buscar(p_no raiz, int chave) {

2 if (raiz == NULL || chave == raiz->chave)
3 return raiz;

4 if (chave < raiz->chave)

5 return buscar(raiz->esq, chave);

6 else

7 return buscar(raiz->dir, chave);

8 }

Vers3o iterativa:

1 p_no buscar_iterativo(p_no raiz, int chave) {
2 while (raiz != NULL && chave != raiz->chave)
3 if (chave < raiz->chave)

4 raiz = raiz->esq;

5 else

6 raiz = raiz->dir;

7 return raiz;

8 F
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Eficiéncia da busca

Qual é o tempo da busca?

® depende da forma da arvore...

Ex: 31 nds

o
Melhor arvore: O(lgn) Pior arvore: O(n)

Caso médio: em uma arvore com n elementos adicionados
aleatoriamente, a busca demora (em média) O(lgn)
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Insercdo - implementacao

O algoritmo insere na arvore recursivamente
® devolve um ponteiro para a raiz da “nova” arvore

® assim como fizemos com listas ligadas

1 p_no inserir(p_no raiz, int chave) {
2 pP_no novo;

3 if (raiz == NULL) {

4 novo = malloc(sizeof (No));

5 novo->esq = novo->dir = NULL;
6 novo->chave = chave;
7 return novo;
8
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Insercdo - implementacao

O algoritmo insere na arvore recursivamente
® devolve um ponteiro para a raiz da “nova” arvore

® assim como fizemos com listas ligadas

1 p_no inserir(p_no raiz, int chave) {

2 p_no novo;

3 if (raiz == NULL) {

4 novo = malloc(sizeof (No));

5 novo->esq = novo->dir = NULL;

6 novo->chave = chave;

7 return novo;

s }

9 if (chave < raiz->chave)

10 raiz->esq = inserir(raiz->esq, chave);
11 else

12 raiz->dir = inserir(raiz->dir, chave);
13 return raiz;

14 }
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Minimo da Arvore

Onde esta o n6 com a menor chave de uma arvore?
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Minimo da Arvore

Onde esta o n6 com a menor chave de uma arvore?

Quem é o minimo para essa arvore?

® | a prépria raiz
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Minimo da Arvore

Onde esta o n6 com a menor chave de uma arvore?

Quem é o minimo para essa arvore?
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Minimo da Arvore

Onde esta o n6 com a menor chave de uma arvore?

Quem é o minimo para essa arvore?

® E 0 minimo da subarvore esquerda
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Minimo - Implementacoes

Vers3o recursiva:

1 p_no minimo(p_no raiz) {

2 if (raiz == NULL || raiz->esq == NULL)
3 return raiz;

4 return minimo (raiz->esq);

5

}
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Minimo - Implementacoes

Vers3o recursiva:

1 p_no minimo(p_no raiz) {

2 if (raiz == NULL || raiz->esq == NULL)
3 return raiz;

4 return minimo (raiz->esq);

5

}

Vers3o iterativa:

1 p_no minimo_iterativo(p_no raiz) {

2 while (raiz != NULL && raiz->esq != NULL)
3 raiz = raiz->esq;

4 return raiz;

5 }

13



Minimo - Implementacoes

Vers3o recursiva:

p_no minimo(p_no raiz) {
if (raiz == NULL || raiz->esq == NULL)
return raiz;
return minimo (raiz->esq);

R W N R

}

Vers3o iterativa:

1 p_no minimo_iterativo(p_no raiz) {

2 while (raiz != NULL && raiz->esq != NULL)
3 raiz = raiz->esq;

4 return raiz;

5 }

Para encontrar o maximo, basta fazer a operacdo simétrica
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Minimo - Implementacoes

Vers3o recursiva:

p_no minimo(p_no raiz) {
if (raiz == NULL || raiz->esq == NULL)
return raiz;
return minimo (raiz->esq);

}
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Vers3o iterativa:

1 p_no minimo_iterativo(p_no raiz) {

2 while (raiz != NULL && raiz->esq != NULL)
3 raiz = raiz->esq;

4 return raiz;

5 }

Para encontrar o maximo, basta fazer a operacdo simétrica

® Se a subdarvore direita existir, ela contém o maximo

13



Minimo - Implementacoes

Vers3o recursiva:

p_no minimo(p_no raiz) {
if (raiz == NULL || raiz->esq == NULL)
return raiz;
return minimo (raiz->esq);

}

R W N R

Vers3o iterativa:

1 p_no minimo_iterativo(p_no raiz) {

2 while (raiz != NULL && raiz->esq != NULL)
3 raiz = raiz->esq;

4 return raiz;

5 }

Para encontrar o maximo, basta fazer a operacdo simétrica
® Se a subarvore direita existir, ela contém o maximo

® Sendo, é a propria raiz
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Sucessor

Dado um né da arvore, onde esta o seu sucessor?
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Sucessor

Dado um né da arvore, onde esta o seu sucessor?

® (O sucessor é o proximo né na ordenacdo

Quem é o sucessor de 37
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Sucessor

Dado um né da arvore, onde esta o seu sucessor?

® (O sucessor é o proximo né na ordenacdo

Quem é o sucessor de 37

® E 0 minimo da sua subarvore direita de 3
14



Sucessor

Dado um né da arvore, onde estd o seu sucessor?
® O sucessor é o préximo né na ordena¢do

15



Sucessor

Dado um né da arvore, onde estd o seu sucessor?
® O sucessor é o préximo né na ordena¢do

Quem é o sucessor de 77
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Sucessor

Dado um né da arvore, onde estd o seu sucessor?
® O sucessor é o préximo né na ordena¢do

Quem é o sucessor de 77
® E primeiro ancestral a direita
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Sucessor

Dado um né da arvore, onde esta o seu sucessor?

® O sucessor é o proximo né na ordenacdo
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Sucessor

Dado um né da arvore, onde esta o seu sucessor?

® O sucessor é o proximo né na ordenacdo

Quem é o sucessor de 147
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Sucessor

Dado um né da arvore, onde esta o seu sucessor?

® O sucessor é o proximo né na ordenacdo

Quem é o sucessor de 147

® n3o tem sucessor...

16



Sucessor - Implementacdo

1 p_no sucessor(p_no x) {

if (x->dir != NULL)
return minimo (x->dir);
else

return ancestral_a_direita(x);

o g~ W N
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Sucessor - Implementacdo

1 p_no sucessor(p_no x) {

2 if (x->dir != NULL)

3 return minimo (x->dir);

4 else

5 return ancestral_a_direita(x);
6

}

p_no ancestral_a_direita(p_no x) {
if (x == NULL)
return NULL;
if (x->pai == NULL || x->pai->esq == x)
return x->pai;
else
return ancestral_a_direita(x->pai);

Lo I e I N N

A implementacdo da funcdo antecessor é simétrica
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Remocao

Ex: removendo 10

18



Remocao

Ex: removendo 10

18



Remocao

Ex: removendo 10

18



Remocao

Ex: removendo 3
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Ex: removendo 3
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Remocao

Ex: removendo 3

Podemos colocar o sucessor de 3 em seu lugar

® [sso mantém a propriedade da arvore binaria de busca
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Podemos colocar o sucessor de 3 em seu lugar
® [sso mantém a propriedade da arvore binaria de busca
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Remocao

Ex: removendo 3

Podemos colocar o sucessor de 3 em seu lugar
® [sso mantém a propriedade da arvore binaria de busca
E agora removemos o sucessor

® O sucessor nunca tem filho esquerdo!
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Remocao

Ex: removendo 3

Podemos colocar o sucessor de 3 em seu lugar
® [sso mantém a propriedade da arvore binaria de busca
E agora removemos o sucessor

® O sucessor nunca tem filho esquerdo!
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Remocao - Implementacao

Vers3o sem ponteiro para pai e que n3o libera o nd

1 p_no remover_rec(p_no raiz, int chave) {
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Remocao - Implementacao

Vers3o sem ponteiro para pai e que n3o libera o nd

1 p_no remover_rec(p_no raiz, int chave) {
2 if (raiz == NULL)
3 return NULL;
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Remocao - Implementacao

Vers3o sem ponteiro para pai e que n3o libera o nd

1 p_no remover_rec(p_no raiz, int chave) {

2 if (raiz == NULL)

3 return NULL;

4 if (chave < raiz->chave)

5 raiz->esq = remover_rec(raiz->esq, chave);
6 else if (chave > raiz->chave)

7 raiz->dir = remover_rec(raiz->dir, chave);
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Remocao - Implementacao

Vers3o sem ponteiro para pai e que n3o libera o nd

1 p_no remover_rec(p_no raiz, int chave) {

2 if (raiz == NULL)

3 return NULL;

4 if (chave < raiz->chave)

5 raiz->esq = remover_rec(raiz->esq, chave);
6 else if (chave > raiz->chave)

7 raiz->dir = remover_rec(raiz->dir, chave);
8 else if (raiz->esq == NULL)

9 return raiz->dir;
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Remocao - Implementacao

Vers3o sem ponteiro para pai e que n3o libera o nd

1 p_no remover_rec(p_no raiz, int chave) {

2 if (raiz == NULL)

3 return NULL;

4 if (chave < raiz->chave)

5 raiz->esq = remover_rec(raiz->esq, chave);
6 else if (chave > raiz->chave)

7 raiz->dir = remover_rec(raiz->dir, chave);
8 else if (raiz->esq == NULL)

9 return raiz->dir;

10 else if (raiz->dir == NULL)

11 return raiz->esq;
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Remocao - Implementacao

Vers3o sem ponteiro para pai e que n3o libera o nd

1 p_no remover_rec(p_no raiz, int chave) {

2 if (raiz == NULL)

3 return NULL;

4 if (chave < raiz->chave)

5 raiz->esq = remover_rec(raiz->esq, chave);
6 else if (chave > raiz->chave)

7 raiz->dir = remover_rec(raiz->dir, chave);
8 else if (raiz->esq == NULL)

9 return raiz->dir;

10 else if (raiz->dir == NULL)

11 return raiz->esq;

12 else

13 remover_sucessor(raiz);

14 return raiz;

15 X
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Remocao - Implementacao

1 void remover_sucessor(p_no raiz) {
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Remocao - Implementacao

1 void remover_sucessor(p_no raiz) {
2 p_no min = raiz->dir; /*serd o minimo da sub&drvore direitax*/
3 p_no pai = raiz; /*sera o pai de minx/
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Remocao - Implementacao

1 void remover_sucessor(p_no raiz) {

2 p_no min = raiz->dir; /*serd o minimo da sub&drvore direitax*/
3 p_no pai = raiz; /*sera o pai de minx/

4 while (min->esq != NULL) {

5 pai = min;

6 min = min->esq;

7 }
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Remocao - Implementacao

1 void remover_sucessor(p_no raiz) {

2 p_no min = raiz->dir; /*serd o minimo da sub&drvore direitax*/
3 p_no pai = raiz; /*sera o pai de minx/

4 while (min->esq != NULL) {

5 pai = min;

6 min = min->esq;

7}

8 if (pai->esq == min)

9 pai->esq = min->dir;
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Remocao - Implementacao

1 void remover_sucessor(p_no raiz) {

2 p_no min = raiz->dir; /*serd o minimo da sub&drvore direitax*/
3 p_no pai = raiz; /*sera o pai de minx/
4 while (min->esq != NULL) {

5 pai = min;

6 min = min->esq;

7}

8 if (pai->esq == min)

9 pai->esq = min->dir;

10 else

11 pai->dir = min->dir;

12 raiz->chave = min->chave;

13 X
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Exercicio

Faca uma funcdo que imprime as chaves de uma ABB em ordem
crescente
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Exercicio

Faca uma implementacdo da funcdo sucessor que n3o usa o
ponteiro pai

® Dica: vocé precisarad da raiz da arvore pois ndo pode subir

23



