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Fundamentos

o Filtros s3o frequentemente utilizados para processar sinais discretos gerados pela
amostragem de sinais continuos.

@ Para compreender os fundamentos das técnicas de filtragem, alguns conceitos de
processamento de sinais devem ser estudados.
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Fundamentos

Contribui¢des do matemitico e fisico francés Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830):

@ estudo da difusdo de calor: resolu¢do de equagdes diferenciais que representavam o
fluxo de calor.

@ série de Fourier: qualquer fun¢3o periddica pode ser expressa como a soma de senos e
Cossenos.

o transformada de Fourier: fun¢des n3o periddicas (cuja drea sob a curva é finita)
podem ser expressas como uma integral de senos e cossenos multiplicada por uma
func3o de ponderacdo.
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Nimeros Complexos

Forma Retangular Forma Polar
z=x+yi z = pe'®
i=v-1 p=x2+y?
" =x—yi ¢ =tan"(y/x)
z+2z" =2x x = pcos(p)
z—2z"=2yi y = psen(o)

27 = |z|2 :x2—|—y2
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Férmula de Euler

Relagdo entre fungcdo exponencial e fungdes trigonométricas

e'” = cos(¢) + isen(¢)

Consequentemente,

i% —i¢

e e
cos(¢) = e te

2
et _ =it

sen(¢) = -

()=,
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Sinal

@ Sinal: representacdo de um fenémeno a partir da variacdo de caracteristicas fisicas
(estados) ao longo do tempo ou espago.
@ Tipos de sinais:

> continuos: seus estados sdo definidos ininterruptamente no tempo ou espago.

> discretos: seus estados sdo definidos em instantes especificos no tempo ou espago.

> analogicos: seus estados podem assumir qualquer valor real ou complexo.

> digitais: seus estados podem assumir valores discretos, enumeraveis ou inteiros,
normalmente pertencentes a um conjunto limitado de valores possiveis.
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Convers3o de Sinais

@ Sinais analégicos podem ser convertidos em sinais digitais e vice-versa.

@ A conversdo de um sinal analdgico para digital, chamada de digitalizagdo,
normalmente envolve trés etapas:

> amostragem: processo pelo qual um sinal continuo no tempo é amostrado em instantes
de tempo discretos.

> quantizacdo: aproximacdo dos valores de amplitude para um conjunto finito de possiveis
valores, chamados de niveis de quantizagdo.

> codificagdo: designagdo de cada nivel quantizado para um dado cédigo.

@ A conversdo de um sinal digital para analégico, chamada de reconstrugdo,
normalmente envolve a designagdo dos valores dos estados abstratos em uma
sequéncia de impulsos que sdo entdo processados por um filtro de reconstru¢do ou
processo de modulacdo para interpolar os valores entre os impulsos e gerar niveis
continuos do sinal.
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Sinais Continuos no Tempo

e Um sinal f(t) é dito ser continuo no tempo se for definido para todo t.

f(t)
0

0 5 10 15 20 25 30
t

o Exemplos: temperatura, pressdo, tensdo, velocidade, aceleracao.
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Sinais Discretos no Tempo

o Um sinal f[n] é dito ser discreto no tempo se for definido apenas em determinados
instantes de tempo.

30
20 -

bt

15}

gl Illllh ||

0 5 10 15

fln] 0P

-1

15

-20 -

-30

n

@ Exemplos: indicadores econémicos (inflagdo mensal, taxa mensal de desemprego,
indice da bolsa de valores), indicadores demograficos (taxa anual de natalidade de um
pais), consumo de combustivel de um veiculo.
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Sinais Discretos no Tempo

o Uma forma de gerar um sinal discreto no tempo, f[n], é tomar amostras de um sinal
analdgico, f(t), como

fln] = f(nT) |n| =0,1,2,...
em que T > 0 denota o intervalo de amostragem ou tempo entre amostras. O

intervalo de amostragem também pode ser especificado por meio de sua reciproca,
chamada de frequéncia de amostragem, f;, expressa como

fs:%Hz
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Sinais Continuos Periédicos

@ Um sinal continuo no tempo f(k) é periédico se, e apenas se, existe um inteiro T > 0

tal que

ft)=F(t+T) VteR,TeR"

em que T é o periodo fundamental do sinal, f =1/T é a frequéncia fundamental do
sinal (dada em Hertz) e w = 27/ T é frequéncia angular fundamental do sinal (dada

em radianos/s).

2
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05
ft) o

-05 -

-
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Sinais Discretos Periédicos

o Um sinal discreto no tempo f[n] é periddico se, e apenas se, existe um inteiro N > 0
tal que
fln] =fln+N] YneZ NeZ"

em que N é o periodo fundamental do sinal e Q = 27 /N é frequéncia angular
fundamental do sinal.
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Degrau Unitario

@ Um sinal continuo é chamado de degrau unitdrio, denotado u(t), se

Mﬂ={Q t<0

1, t>0

@ Um sinal discreto é chamado de degrau unitdrio, denotado u[n], se

Md={q n<0

1, n>0
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Degrau Unitario

1 1
0.8 0.8
f(t) 0.6 fIn] 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0-10 8 6 -4 2 0 2 4 6 8 10 0—10 8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
t n
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Impulso Unitério

@ Um sinal continuo é chamado de impulso unitdrio, denotado 4(t), se

wo-{%

KZMQ&:l

@ Um sinal discreto é chamado de impulso unitario, denotado &[n], se

R
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Impulso Unitério

0.8

f[n]

0.4

0.2
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Impulso Unitério

@ Quando o impulso unitario continuo &(t) é integrado, ele produz o degrau unitario
u(t).
o0
/ o(t)dt = u(t) =1
—o0

@ Quando o impulso unitario discreto §[n] é somado, ele produz o degrau unitario u[n].

> oln] = uln] =1

n=—o00
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Propriedade da Amostragem do Impulso Unitario

@ Uma propriedade importante do impulso unitdrio é que se f(t) é uma fungdo
continua, entdo

/OO f(t)o(t — to)dt = /OO f(to)o(t — to)dt

— 00 — o0

= f(to)/oo o(t — to)dt
— F(t) [ ~ 5a)da

= f(to)

@ Assim, quando uma fun¢do continua (ou discreta) é multiplicada por um impulso e
entdo integrada (somada), o efeito é amostrar o valor da fung3o onde o impulso
ocorre.
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Trem de Impulsos

@ Um trem de impulsos pode ser formado pela sobreposi¢do de infinitos impulsos
deslocados no tempo por valores miultiplos do periodo da onda.

ss(t)= Y 8(t—nT)

n=—o0

0.8

fn]

0.4

0.2
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Sinal Rampa

@ Um sinal continuo é chamado de rampa, denotado r(t), se

r(t):{?’ t<0

) t>0

@ Um sinal discreto é chamado de rampa, denotado r[n], se

f[n] = {:, n<O0

, n>0
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Sinal Rampa

10 10
9 9
8 8
7 7
6 6
flt) g ] 5
4 4
3 3
2 2
1 1
!
c’»10 -8 -6 -4 -2 0t 2 4 6 8 10 0-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
n
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Sinal Pulso Retangular

@ Um sinal continuo é chamado de pulso retangular, denotado q(t), se

1, [t| < 7/2

M =N0 1> r/2

0.8
alt) 0.6
0.4

0.2

Prof. Hélio Pedrini (IC/UNICAMP) MC920 / MO443 12 Semestre de 2024 23/121



Onda Quadrada

@ Uma onda quadrada pode ser formada pela sobreposicdo de infinitos pulsos
retangulares deslocados no tempo por valores miiltiplos do periodo da onda.

o0

sa(t) = > a(t = nT)

— 00

A M &
0.8
0.6
0.4
0.2
0
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

a(t)

0 0.010.020.030.04 0.050.06 0.07 0.08 0.09 0.1
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Sinal Senoidal

@ Um sinal senoidal continuo é definido como
f(t) = Asen(wt + ¢)

em que A é a amplitude do sinal, w é a frequéncia angular (radianos/s) e ¢ é o dngulo
da fase (em radianos).

@ Um sinal senoidal discreto é definido como
f[n] = Asen(Qn + ¢)

em que A é a amplitude do sinal, Q = 27/N e ¢ é o angulo da fase (em radianos).
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Sinal Senoidal

W L 1‘ ‘T L
1
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Translacdo no Tempo

@ A translagdo no tempo é o deslocamento lateral, para a direita ou para a esquerda, do
sinal continuo f(t) ou discreto f[n].
@ Deslocamento para a direita (retardo):
> f(t) = f(t— to), to > 0 (caso continuo)
> f[n] = f[n — ng], no > 0 (caso discreto)

5 6
4 4
1\ AN

0o . ft) o
NS \
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o
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Translacdo no Tempo

o Deslocamento para a esquerda (avan¢o):
> f(t) = f(t+ to), to > 0 (caso continuo)
> f[n] = f[n+ ng], no > 0 (caso discreto)

“ 4

IS

N
N

f(t)

o
o

l'ﬂ]““h' J” ©

,W.em.‘lllm[ll ,th_m,‘.nn.‘ i rI[ i
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N

\

Prof. Hélio Pedrini (IC/UNICAMP) MC920 / MO443 12 Semestre de 2024 28 /121



Transformadas de Imagens

@ As transformadas de imagens sdo operagdes que alteram o espacgo de representacdo de
uma imagem para outro dominio, de forma que
> a informag3do presente na imagem seja preservada no dominio da transformada.
> a transformada seja reversivel.

@ A informag¢3o da imagem no dominio transformado normalmente é representada de
forma mais compacta.
o Algumas transformadas de imagens:
» Cosseno
Seno
Fourier
Walsh
Hadamard
Haar
Hartley

vyvVvyYyVYYVYyYy
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Transformada de Fourier

@ A transformada de Fourier de um sinal continuo f(t) é definida como

F(k) = / T f(t)e 2™ g

em que k é também uma varidvel continua.

@ A transformada inversa de Fourier é definida como

f(t) = / - F(k)e®™ dk

— 00
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Transformada de Fourier

o Utilizando a férmula de Euler, a transformada de Fourier pode ser reescrita como

F(k) = /jo f(t) cos(2mkt) — isen(2mkt) dt

o Se f(t) é real, a transformada de Fourier normalmente é complexa.

o A transformada de Fourier é uma extens3o de f(t) multiplicada por termos senoidais
cujas frequéncias sdo definidas pelos valores de k.

@ Como a Unica varidvel restante apds a integracdo é a frequéncia, diz-se que o dominio
da transformada de Fourier é o dominio da frequéncia.
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Espectro de Fourier

@ O espectro de Fourier é formado pelas componentes de magnitude e fase da
transformada.

@ A transformada de Fourier F(k) de uma fun¢do f(t) normalmente contém termos
complexos, podendo ser representada como um vetor F(k) = a(k) + ib(k) no plano
complexo.

@ Um modo de interpretar F(k) é calcular a magnitude (ou amplitude) da transformada
(um valor real)

|F(k) = v a(k)? + b(k)?

@ O angulo de fase da transformada é dado por

Prof. Hélio Pedrini (IC/UNICAMP) MC920 / MO443 12 Semestre de 2024 32/121



Transformada de Fourier

Exemplo 1: fungdo pulso retangular

1 [t] < 71/2 sen(mkT) .
£(t) = aft) = ) F(k) = 1—— = 7sinc(mkTt
O=at)=1y 557 A== (wkr)
1 1
0.8
0.8
0.6
f(t) 0.6 F(k) 04
0.4 0.2
0.2 0
-0.2
0-2 -15 -1 -05 0 0.5 15 2 -15 -10 -5 0 5 10 15
t k
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Transformada de Fourier

Exemplo 2: fung¢do impulso

f(t)y=46(t) <= F(k)=1

1 1
0.8 0.8
f(t) 0.6 F(k) 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
00 2500 5000 7500 10000 0 0 2500 5000 7500 10000
t k
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Transformada de Fourier

Exemplo 3: func¢do impulso deslocado

F(t) = 6(t — to) <= F(k) = e ™" = cos(2rkty) — i sen(2rkty)

1 1
08 038
f(t) 06 F(k)06
0.4 0.4

02 02

0 0

t

magnitude

k

25000 fase

20000

15000
(k)

10000

5000

k

Um deslocamento do sinal no dominio do tempo n3o afeta a magnitude, entretanto,
adiciona uma componente linear a fase.
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Transformada de Fourier
Exemplo 4: trem de impulsos (periodo AT)

AT)2

1 _ 27
far(t Z cre FRa: ,em que ¢, = AT /—AT/ZXAT(t)e ’ZATtdt

n=—oo

— F(k) = AT Z (k——

Assim, a transformada de Fourier de um trem de impulsos com periodo AT é também um
trem de impulsos, cujo periodo é 1/AT.
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Transformada de Fourier

Exemplo 5: fun¢do constante

F(t) = 1 <= F(k) = 2m8(k)

1
1
08
08
0.6
flt) 06 fln]
04 04
02 02
0 0
715 1 ©5 0 05 1 15 2 &3 5 1 0
t n
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Transformada de Fourier

Exemplo 6: fun¢do cosseno

£(t) = cos(kot) <= F(k) = md(k + ko) + 18(k — ko)

gréficos da funcdo seno e da parte real de F(k)

1 160
0.8 140
06 120
0.4 100
0.2
ft) o F(k) 8
02 60
-0.4 40
0.6 20
-0.8 0 ~
s 0 0 5 10 15 205 50 100 150 200 250 300
t k
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Transformada de Fourier

Exemplo 7: fung¢3o seno

gréficos da funcgdo seno e da parte imaginaria de F(k)

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
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f(t) = sen(kot) <= F(k) = imd(k + ko) — imd(k — ko)
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-100

-150

50 100 150 200 250 300
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Transformada de Fourier

Exemplo 8: funcdo exponencial complexa

f(t) =

ft) o

-0.8
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€' = cos(kot) + isen(kot) <= F(k) = 2md(k — ko)
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50

0
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00 -2000 -1000
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Transformada de Fourier
Propriedades

Linearidade

afi(t) + bh(t) < aFi(k) + bF2(k)

Simetria

F(t) <> 2nf(—k)

@ Escalamento 1
El

f(at) <=

F(5)

Translagdo em Frequéncia )
f(t)e™" <= F(k — ko)

Translagdo no Tempo ‘
f(t — to) <= F(k)e @
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Amostragem

Representagcdo de um sinal continuo por um ndmero finito de valores.
Possibilidade de armazenamento e processamento digital.

Seja f(t) uma fung¢do continua a ser amostrada em intervalos uniformes AT.

Uma forma de modelar a amostragem é multiplicar f(t) por uma fun¢3o de
amostragem equivalente a um trem de impulsos espacados de AT, ou seja

F(t) = f(t)sa(t) = i f(t)8(t — nAT)

em que f(t) denota a funcio amostrada.

o Cada componente do somatério é um impulso ponderado pelo valor de f(t) na
posi¢cdo do impulso. O valor f, de cada amostra na sequéncia é dado por

fk:/ F()5(t — kAT)dt = F(kAT)  k=...—2,-1,0,1,2,...
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Amostragem

T
(a) fungdo continua f(t) a ser amostrada em intervalos uniformes AT

f(t)

(b) fungdo de amostragem equivalente a um trem de impulsos espacados de AT

i
I I

T
(c) fungdo formada pelo produto de (a) e (b), em que cada componente é um impulso ponderado pelo valor f(t) na posi¢do do
impulso

T
(d) amostras obtidas pela propriedade da amostragem
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Teorema da Amostragem

@ O teorema da amostragem foi formulado por Harry Nyquist (1928) e provado por
Claude Shannon (1949).

@ O teorema define condicdes nas quais uma fun¢do continua pode ser unicamente
recuperada a partir do conjunto de suas amostras.

@ Suponha um sinal continuo no tempo, f(t), limitado em uma banda de frequéncia no
intervalo finito [~ B, B]. Seja f(t) a versdo amostrada de f(t) usando a amostragem
de impulso com uma frequéncia de amostragem f;. Entdo, as amostras (k) contém
todas as informagdes necessarias para recuperar o sinal original f(t) se

fs >2B

o Este resultado, chamado de teorema da amostragem, estabelece que é possivel
reconstruir um sinal (de banda limitada) continuo no tempo a partir de suas amostras
se a frequéncia de amostragem exceder duas vezes a largura da banda.
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Aliasing

@ Fendmeno que ocorre quando a amostragem de um sinal de banda limitada é
realizada a uma taxa menor do que o dobro de sua frequéncia mais alta.

f(t)
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Transformada Discreta de Fourier

@ A transformada discreta de Fourier (DFT - Discrete Fourier Transform) converte um
conjunto finito de N amostras uniformemente espagadas de uma fun¢do em um
conjunto de coeficientes de uma combinagdo finita de sendides complexas.

o A DFT é dada pela equacao
N—1
FIk =Y flnle ™" k=0,1,...,N-1
n=0
@ O conjunto de amostras f[n] pode ser recuperado a partir de F[k] como
fln] = El gF[k]ef2”k"/N n=0,1,...,N—1
N= B

que é a DFT inversa (IDFT).
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Transformada Discreta de Fourier

@ Os fatores de normaliza¢do que multiplicam a DFT e a IDFT (1 e 1/N) e os sinais
dos coeficientes s3o meramente convencdes e diferem em alguns tratamentos.

@ Os Unicos requisitos dessas convengdes sdo que a DFT e a IDFT tenham expoentes
com sinais opostos e que o produto de seus fatores de normalizagdo seja 1/N.

@ Uma normalizacdo de \/W nas transformadas DFT e IDFT, por exemplo, torna as
transformadas unitdrias.
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Transformada Discreta de Fourier

o Interpretacio do grafico da DFT: primeiros N /2 coeficientes de frequéncia
correspondem a frequéncias abaixo de 7, para pontos que se movimentam no sentido

anti-horario no plano complexo.

|FIK]|

N/2

frequéncias <7 (anti—horario)

48 /121
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Transformada Discreta de Fourier

@ interpretacdo do grafico da DFT: coeficientes de frequéncias entre N/2 e N — 1
correspondem a frequéncias acima de 7, para pontos que se movimentam no sentido
horério no plano complexo.

|FIK]|

0 N/2 N-1

\ |
( \

frequéncias >T (anti—horario)
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Transformada Discreta de Fourier

o Interpretacdo do grafico da DFT: frequéncias préximas de zero ou de N — 1 sdo
baixas, enquanto frequéncias préximas de N /2 s3o altas.

|FIKI|
0 N/2 N-1
baixas frequéncias altas frequéncias baixas frequéncias
(lentas) (rapidas) (lentas)
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Teorema da Convolucio

@ A operacgdo de convolugdo esta relacionada com a transformada de Fourier, aqui
denotada como J:

3(f(2) @ h(t)) <= J(f(2))3(h(t))

ou seja, a transformada de Fourier de uma convoluggo entre f(t) e h(t) é uma
multiplicagdo complexa de suas respectivas transformadas de Fourier no dominio da
frequéncia.

@ ha uma relagdo de reciprocidade entre a convolugdo no dominio do tempo e sua
contrapartida no dominio da frequéncia:

S(F()h(1)) == 3(f(2)) ® 3(h(t))

ou seja, a operacao de convolugdo no dominio da frequéncia torna-se a multiplicacao
no dominio do tempo.
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Convolucio

o Sejam f(t) e h(t) sinais continuos no tempo. A convolu¢do g(t) de f(t) com h(t) é
denotada f(t) ® h(t) e definida como

oo

g(t) = F(t) @ h(t) :/ F(t — 7)h(r)dr

— 00

@ Sejam f[n] e h[n] sinais discretos no tempo. A convolugio g[n] de f[n] com h[n] é
denotada f[n] ® h[n] e definida como

o0

glnl = flnl®h[n] = fln— K]h[k]

k=—o00
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Convolucio

Exemplo 1: convolugdo entre dois pulsos retangulares

A —-To<t< T

Ft) = ht) = {0 It > To

Entdo, a convolugdo entre os sinais f(t) e h(t) é:

(F & h)(t) :/ F(u)h(t — u) du
t+To 5
/ AAdu, —2To<t<0 A%t +2To), —2To<t<O0
= _71(;0 = A2(2To—t), 0<t<2To
AAdu, 0<t<2Ty 0, [t] > 2to
t—Tp
f®h
f(t) h(t) 2A%T,
A A
t t t
—To To —To To —2Tq 2T
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Convolucio

Exemplo 2: convolugdo entre sinal e fun¢do impulso

A convolucdo de um sinal f com a fungdo impulso ¢ € ilustrada no caso continuo, tal que

f(t)® i o(t — kAt)

k=—o00

= i f(t)o(t — kAt)

k=—o00

i f(t — kAt)

k=—o00

g(t)

Assim, a convolu¢do com um impulso resulta em uma série infinita de réplicas do sinal
original com periodo At.

L D oo
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Propriedades da Convolugao

@ propriedade comutativa:
> f(t) ® h(t) = h(t) ® f(t) (caso continuo)
> f[n] ® h[n] = h[n] & f[n] (caso discreto)
@ propriedade associativa:
> (f(t) ® f(t)) ® h(t) = A(t) ® (f(t) ® h(t)) (caso continuo)
> (fi[n] ® f2[n]) ® h[n] = fi[n] ® (f2[n] ® h[n]) (caso discreto)
@ propriedade distributiva:
> (A(t) + ~(t)) ® h(t) = f(t) ® h(t) + f(t) ® h(t) (caso continuo)
> (fi[n] + f2[n]) ® h[n] = fi[n] ® h[n] + f2[n] ® h[n] (caso discreto)
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Transformada Bidimensional de Fourier

o A transformada de Fourier pode ser estendida para fun¢des de duas varidveis.

Flu,v) = / / f(m, n)e” 2™ ™) gm dn
f(m,n) = / / F(u, v)e™ ™) dqy dy

em que u e v s3o varidveis no dominio de frequéncia.
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Impulso 2D

e O impulso 2D continuo, denotado &(m, n), é definido como

5( ) 00, m=n=20
m,n) =
’ 0, caso contrdrio

/ / o(m,n)dmdn =1

@ O impulso 2D discreto, denotado d(x, y), é definido como

1 x=y=0
S(x,y)=1"
() {0, caso contrario

Prof. Hélio Pedrini (IC/UNICAMP) MC920 / MO443 12 Semestre de 2024 57 /121



Propriedade da Amostragem

@ Assim como no caso 1D, o impulso 2D continuo apresenta a propriedade da
amostragem em relacdo a integracdo

/ / (m — mo,n— no) dmdn = f(mo, no)

@ Assim como no caso 1D, o impulso 2D discreto apresenta a propriedade da
amostragem em relagdo a integracdo

oo (oo}

Z Z f(x,y)0(x — x0,y — y0) = f(x0, y0)

X=—00 y=—00
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Teorema da Amostragem 2D

@ A amostragem em duas dimensdes pode ser modelada por meio da funcdo de
amostragem (trem de impulsos 2D)

Saman(m, n) = Z Z 5(m— pAM,n — gAN)

p=—00 g=—00

em que AM e AN correspondem aos intervalos entre as amostras ao longo do eixo m
e n da fun¢io continua f(m, n).

@ a equagdo acima descreve um conjunto de impulsos periddicos que se estendem
infinitamente ao longo dos dois eixos.

@ como no caso 1D, multiplicar f(m, n) por saman(m, n) resulta na fungdo amostrada.
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Teorema da Amostragem 2D

o A fungdo f(m, n) é de banda limitada se sua transformada de Fourier tiver valor 0
fora de um retingulo definido pelos intervalos [—tmax, Umax] € [—Vmax, Vmax|, OU Seja

F(u,v) =0 para |u| > uUmax € |V| > Vimax

@ O teorema da amostragem bidimensional estabelece que uma func¢do continua e de
banda limitada f(t,z) pode ser recuperada sem erro a partir de um conjunto de suas
amostras se os intervalos de amostragem forem

AN < 1

Umax 2Vimax

AM <
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Transformada Discreta de Fourier 2D

@ A transformada discreta de Fourier em duas dimensdes (DFT-2D) é dada por

M—-1N-1

F(U V Z Z (X,y —i2mw(ux/M+vy/N)

x=0 y=0

em que f(x,y) é uma imagem digital de tamanho M x N, u=0,1,... M —1e
v=0,1,...,N—1.

@ A transformada discreta de Fourier inversa em duas dimensdes (IDFT-2D) é dada por

M—-1N-1

f(X,y) N Z Z F(U, 127\' (ux/M-+vy/N)

u=0 v=0

parax=0,1,....M—1ley=0,1,...,N -1
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Transformada Bidimensional de Fourier

@ O espectro de Fourier obtido a partir da DFT bidimensional, além de prover
informagdes sobre a orientagdo das estruturas presentes na imagem de entrada, efetua
um mapeamento das variagcdes nos tons de cinza dos pixels.

o Um ndmero pequeno de variagdes de intensidade de cinza em um determinado espaco
indica a presenca de regides de baixa frequéncia, enquanto um ndmero maior de
variacdes indica a presenca de regides de frequéncia alta na imagem.
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Transformada Bidimensional de Fourier

@ Pode-se resumir a interpretacio do espectro de Fourier para uma fungio
bidimensional por meio do plano mostrado a seguir.

y

Interpretagdo do espectro de Fourier resultante da aplicagdo da DFT bidimensional

@ A presenca de componentes em regides mais claras indica a existéncia de frequéncias
baixas na imagem de entrada, enquanto a presenca de componentes em regides mais
escuras indica a existéncia de frequéncias altas.
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Propriedades da DFT Bidimensional

Relacionamento entre intervalos no espacgo e na frequéncia

@ Suponha que uma fun¢do continua f(t,z) seja amostrada para formar uma imagem
digital f(x,y), consistindo em M x N amostras obtidas na direcdes t e z,
respectivamente. Sejam AT e AZ os intervalos entre as amostras.

e Entdo, o relacionamento entre intervalos no espaco e na frequéncia é dado por
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Propriedades da DFT Bidimensional

Linearidade

o A transformada de Fourier é linear, ou seja
afi(x,y) + bh(x,y) < aFi(u, v) + bF>(u,v)

em que fi(x,y) < Fi(u,v) e f(x,y) & F(u,v)
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Propriedades da DFT Bidimensional

Translagdo

@ O par de transformadas de Fourier satisfaz as seguintes propriedades de translagdo

f(Xa}/)eiM(uox/MJFW/N) < F(u—u, v —w)

f(x —xo0,y — y0) & F(u, v)e_iQ“(”XU/M+Vy°/N)

ou seja, multiplicar f(x,y) pelo exponencial mostrado desloca a origem da DFT para
(uo, vo) e, inversamente, multiplicar F(u, v) pelo negativo desse exponencial desloca a
origem de f(x, y) para (xo, o). A translacdo ndo tem efeito algum sobre a magnitude
de F(u,v).
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Propriedades da DFT Bidimensional

Translagdo

@ A visualizagdo da DFT-2D é simplificada se os dados forem deslocados de forma que
F(0,0) se posicione em (M/2,N/2). Isto é realizado com uy = M/2 e vy = N/2.

@ A equagdo da translag3o resulta
fOGY)(=1)YY < F(u— M/2,v — N/2)

ou seja, se a imagem f(x, y) for multiplicada por (—1)**¥, os dados sdo deslocados de
forma que F(0,0) fica no centro do intervalo [0, M — 1] e [0, N —1].
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Propriedades da DFT Bidimensional

Rotagdo

@ O uso das coordenadas polares x = rcosf, y = rsenf, u = wcosp e v=wsen ¢
resulta no par de transformadas

f(r,0—|—90) & F(w,¢+00)

ou seja, a rotagdo de f(x,y) por um angulo 6y causa uma rotagdo de F(u, v) no
mesmo angulo. Inversamente, uma rotacdo de F(u, v) causa uma rotagio de f(x,y)
no mesmo angulo.
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Propriedades da DFT Bidimensional
Periodicidade

@ Como no caso 1D, a transformada de Fourier 2D e sua inversa s3o infinitamente
periddicas nas dire¢les u e v, ou seja

F(u,v) = F(u+ kiM,v) = F(u,v + keN) = F(u+ kiM, v + ko)

f(x,y) =f(x+ kiM,y) = f(x,y + keN) = f(x + kiM, y + ko N)

em que ki e k» s3o nimeros inteiros.
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Propriedades da DFT Bidimensional

Simetria

@ A transformada de Fourier de uma fungdo real f(x, y) é conjugada simétrica, ou seja
F*(uv V) = F(—U, _V)
@ Se f(x,y) é imagindria, sua transformada de Fourier é conjugada antissimétrica, ou

seja
F*(—u,—v) = —F(u,v)
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Propriedades da DFT Bidimensional
Separabilidade

o A DFT-2D da imagem f(x,y) pode ser calculada pelas transformadas DFT-1D ao
longo das colunas (ou linhas) da imagem, seguidas das transformadas 1D ao longo
das linhas (ou colunas) do resultado.

@ Assim
M—1N—1 mM-1 N—1 _
_ f(X y 7!27TUX/M _ Z eleWux/M Z f(ny)eleTrvy/N _
x=0 y=0 x=0 y=0
M—1 '
_ F(X, v)ele‘rrux/M
x=0
sendo
N—1 '
F(x,y)e 2m/W (1)
y=0
o Para cada valor de x e parav =0,1,..., N —1, F(x,v) é simplesmente a DFT-1D de

uma linha de f(x,y). Variando x de 0 a M — 1 na equag&o 1, calcula-se um conjunto
de DFT-1D para todas as linhas de f(x, y).
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Propriedades da DFT Bidimensional

Espectro de Fourier

e Como a DFT-2D normalmente é complexa, ela pode ser representada na forma polar
como F(u,v) = |F(u,v)|e“") sendo que a magnitude é dada por

|F(u,v)| = +/a(u, v)? + b(u, v)?

em que a e b sdo as partes real e imagindria, respectivamente, de F(u, v).

o O angulo de fase da transformada é dado por

¢(u,v) =tan"* {M}

a(u,v)
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Propriedades da DFT Bidimensional

Espectro de Fourier

@ Segue-se da equagdo da transformada de Fourier que

§

—1N—
F(0 f(x

y=0

,_.

Il
<)

X

o que indica que o termo de frequéncia zero é proporcional ao valor médio de f(x,y),
denotado f(x,y), isto é

F(0,0)= M MLZZ x,y) = MNF(x,)

@ Como a constante de proporcionalidade MN costuma ser grande, normalmente
|F(u, v)| é o maior componente do espectro por um fator que pode ser vdrias ordens
de magnitude maior do que os outros termos.
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Exemplos de DFT Bidimensional

Magnitude da transformada de Fourier para objeto sem e com transformag3o.
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Exemplos de DFT Bidimensional

Reconstrugdo a partir da magnitude e da fase da transformada de Fourier.
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Teorema da Convolugdo 2D

@ A extens3do do teorema da convolugdo para duas varidveis resulta em
M—1N-1

f(x,y) ® h(x,y) = ZZf(mnh(x m,y — n)
m=0 n=0

parax=0,1,2,.. M—1ley=0,1,2,.... N —1.
@ O teorema da convolugdo 2D pode ser expresso como
f(x,y) ® h(x,y) < F(u,v)H(u,v)
e, inversamente, como
f(x,y)h(x,y) < F(u,v) ® H(u,v)

@ Assim, a DFT inversa do produto F(u, v)H(u,v) fornece f(x,y) ® h(x,y), a
convolugdo espacial 2D de f e h.

@ De forma similar, a DFT da convolugdo no dominio do espaco gera o produto das
transformadas no dominio da frequéncia.

@ A convolugio é a base para as técnicas de filtragem que ser3o discutidas a seguir.
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Filtragem

@ A convolugdo é uma operacdo matemadtica fundamental no dominio do tempo (ou
espacgo) e pode ser vista como uma filtragem.

@ Um filtro ideal passa-faixa, por exemplo, claramente visualizado no dominio de
frequéncia, n3o é facilmente visualizado no dominio do tempo, onde ele é uma
convolugdo.

@ Alguns filtros sio mostrados a seguir no dominio de frequéncia.
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Filtragem

—fi<f<
passa-baixa: H/(f) = {1’ para —f ,_.f <+ -f o
0, caso contrdrio
H)
1
1, para fy <|f|
assa-alta: Hy(f) = ’ = 0
P H(F) {0, —fy < F < +fy
H (D)
1

L para o IS o o
0, caso contrario

max N

passa-faixa: Hg(f) = {
H(®

N
1

0, para fmin < |f] < finax
1, caso contrédrio

rejeita-faixa: Hy(f) = { N i 0 Fin fa By
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Fendmeno de Gibbs

o O fenémeno de Gibbs ocorre quando a série de Fourier de uma funcdo periddica
apresenta comportamento fortemente oscilatério das somas parciais a medida que se
aproxima de um ponto de descontinuidade.

@ A n-ésima soma parcial da série de Fourier apresenta grandes oscilagdes préximo da
descontinuidade.

@ Essa oscilagdo ndo termina a medida que a frequéncia aumenta, mas se aproxima de
um limite finito.
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Fendmeno de Gibbs

o Exemplo: encontrar a série de Fourier da fungdo sinal(x) = |x|/x, cujo valor é 1 para
x > 0e-1 para x < 0. A sua representacdo em série de Fourier no intervalo (—m, ) é
dada por

. 4 K sen((2n + 1)x)
I(x) = — _— 7
sinal(x) - ; ol
@ as primeiras quatro somas parciais da série sdo:
4
o0 = — sen(x)
4 4
= — — 3
o= sen(x) + 3 sen(3x)

4 4 4
o2 = sen(x) + 3. sen(3x) + o sen(5x)

4 4 4 4
o3 = — sen(x) + 3. sen(3x) + = sen(5x) + 7 sen(7x)
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Fendmeno de Gibbs

quatro primeiras somas parciais

Prof. Hélio Pedrini (IC/UNICAMP)

vigésima soma parcial
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Fendmeno de Gibbs

@ o fendmeno de Gibbs impede que uma onda retangular, usada em filtros passa-baixa,

passa-alta, passa-faixa e rejeita-faixa, tenha uma resposta exata no dominio de
frequéncia.

A AP —filtro ideal
\AAAS .
vV MY onda aproximada

0.5

f(t) 0

o filtros ideais deveriam ter um espectro de amplitude que é zero fora da banda de
passagem e que é unitario dentro dela.

@ Como isto ndo é possivel devido ao fendmeno de Gibbs, outros tipos de filtros
(realizéveis) devem ser implementados, tais como filtro Gaussiano, Butterworth,
Chebyshev, entre outros.
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Filtragem no Dominio de Frequéncia

@ A filtragem no dominio da frequéncia consiste em modificar a transformada de Fourier
de uma imagem e depois calcular a transformada inversa para obter o resultado
processado.

@ Assim, dada uma imagem digital, f(x,y), de tamanho M x N, a equagio bdasica da
filtragem tem a forma

g(x,y) =3 '[F(u,v)H(u, v)]
em que § 1€ aIDFT, F(u,v) é a DFT da imagem de entrada f(x,y), H(u,v) é
uma fungio filtro e g(x,y) é a imagem filtrada de saida.
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Filtragem no Dominio de Frequéncia

o Baixas frequéncias na transformada s3o relacionadas a componentes de variacdo lenta
(suave) de uma imagem (exemplo: paredes de uma sala, céu sem nuvens).

@ Altas frequéncias s3o causadas por transicdes abruptas de intensidade, como bordas e
ruidos.
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Filtragem no Dominio de Frequéncia

@ llustragdo de imagem no dominio espacial e de frequéncia.

imagem espectro de frequéncia

@ Os circulos de diferentes raios no espectro de frequéncia ilustram concentra¢des de
energia da imagem.

o Tipos diferentes de filtros podem ser projetados conforme escolha das faixas de
frequéncia para atenuar ou reter componentes.
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Filtragem no Dominio de Frequéncia

@ Principais passos do processo de filtragem

imagem
——>| DFT
f(x,y)
F(u, v)H(u, v) imagem filtrada
x » DpDFT! —mm——————
' (x, )
filtro
H(u, v)

O A imagem de entrada f(x,y) é transformada para o dominio de frequéncia por meio
da transformada discreta de Fourier.

@ A imagem no dominio de frequéncia é representada por F(u,v) e é convoluida com o
filtro H(u, v).

@ A inversa da transformada de Fourier é aplicada ao produto F(u, v)H(u,v) para
retornar ao dominio espacial, onde se tem a imagem filtrada f'(x, y).
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Filtragem no Dominio de Frequéncia

@ Relacdo entre filtragem no dominio do espaco e de frequéncia é o teorema da
convolugdo.

@ Assim, o filtro espacial h(x,y) e o filtro no dominio de frequéncia H(u, v) formam um
par de transformadas de Fourier

h(x,y) & H(u,v)

@ Como esse filtro pode ser obtido a partir da resposta de um filtro no dominio de
frequéncia a um impulso, h(x,y), algumas vezes ele é chamado de resposta ao
impulso de H(u, v).

@ Além disso, como todos os valores de uma implementag3o discreta da equagdo acima
sdo finitos, esses filtros sdo chamados de filtros de resposta finita ao impulso (FIR -
finite impulse response).
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Filtros Passa-Baixas

Filtro passa-baixa

@ Bordas e outras transicdes abruptas de intensidade (como ruido) em uma imagem
contribuem significativamente para o contelido de alta frequéncia de sua transformada
de Fourier

@ A suavizag¢do (borramento) é obtida no dominio da frequéncia pela atenuagdo das
altas frequéncias.

o Alguns filtros de interesse: ideal, Butterworth e Gaussiano.
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Filtros Passa-Baixas

Filtro passa-baixa ideal

@ O objetivo de um filtro passa-baixa é manter os componentes de baixa frequéncia e
reduzir os componentes das bandas de alta frequéncia.

@ Um filtro passa-baixa ideal pode ser representado pela func3o de transferéncia

1, se D(u,v) < Do

H(u,v) =
(e, v) 0, se D(u,v) > Do

em que Dy é a frequéncia de corte medida a partir da origem e D(u, v) é a distancia
do ponto (u, v) até a origem do plano da frequéncia, ou seja

D(u,v) = v u?+ v?
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Filtros Passa-Baixas

Filtro passa-baixa ideal

o Um gréfico em perspectiva e a secdo transversal de um filtro passa-baixa ideal sdo
mostrados a seguir.

@ Os filtros passa-baixas considerados nesta secdo s3o radialmente simétricos com
respeito a origem.

@ A especificacdo de filtros radialmente centrados em um quadrado de frequéncia é
baseada na hipdtese de que a origem da transformada de Fourier estd centrada no
quadrado.

H(u,v)

749
i D(u,v)

fungdo de transferéncia se¢3o transversal do filtro
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Filtros Passa-Baixas

Filtro passa-baixa ideal

o Pode-se observar que, de acordo com a equagio para H(u, v), todas as frequéncias
contidas dentro do circulo de raio Dy ndo sofrem atenuagdes, enquanto todas as

frequéncias fora deste circulo sio completamente atenuadas, por isso, o termo filtro
ideal.

@ Assim como no dominio espacial, os filtros passa-baixas no dominio de frequéncia
causam uma suavizacdo da imagem, uma vez que as altas frequéncias,
correspondendo as transi¢des abruptas, sdo atenuadas.

@ Tais filtros tendem a minimizar o efeito de ruido, entretanto, diminuem a nitidez da
imagem.
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Filtros Passa-Baixas

Filtro passa-baixa ideal

original

frequéncia de corte = 40 frequéncia de corte = 70
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Filtros Passa-Baixas

Filtro passa-baixa de Butterworth
o O filtro passa-baixa de Butterworth de ordem n é dado pela fungdo de transferéncia

1
H(u,v) = = [D(u, v)/Do]?"

o Essa fun¢do define um filtro passa-baixa que n3o apresenta a transicdo abrupta na
frequéncia de corte, como apresentada pelo filtro passa-baixa ideal.

@ Um grafico em perspectiva e a secdo transversal de um filtro passa-baixa de
Butterworth s3o mostrados a seguir.

H(u,v)

H(u,v)
1
D(u,v)
Do
fungdo de transferéncia sec3o transversal do filtro para
n=1
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Filtros Passa-Baixas

Filtro passa-baixa de Butterworth

@ Normalmente, o valor de frequéncia de corte Dy corresponde a uma fragdo do valor
maximo de H(u, v).

o Pode-se verificar facilmente que, quando D(u, v) = Dy, entdo H(u,v) = 0.5, ou seja,
o valor de H(u, v) reduz-se para 50% de seu valor maximo.

o Outro valor tipicamente utilizado é 1/1/2 do valor maximo de H(u, v), resultando em
H(u,v) = L ~ L
’ 1+ [V2—1][D(u,v)/Do]2" 1+ 0.414[D(u,v)/Do]>"
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Filtros Passa-Baixas

Filtro passa-baixa de Butterworth

frequéncia de corte = 10

frequéncia de corte = 40 frequéncia de corte = 70
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Filtros Passa-Baixas

Filtro passa-baixa Gaussiano

o O filtro passa-baixa Gaussiano é dado pela func3o de transferéncia

H(u, v) = e—DZ(u7 v)/2D§

@ Um gréfico em perspectiva e a secdo transversal de um filtro passa-baixa Gaussiano
sdo mostrados a seguir.

H(u,v)
H(u,v)
A0\
I\ ,
0N
;ﬁ%’%ﬁ‘:“g&
RN
. Duyv)
D,
func3o de transferéncia se¢do transversal do filtro para n =1
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Filtros Passa-Baixas

Filtro passa-baixa Gaussiano

frequéncia de corte = 40 frequéncia de corte = 70
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Filtros Passa-Altas

Filtro passa-alta

@ Como mencionado anteriormente, as transi¢cdes bruscas de um sinal estdo associadas
aos componentes de alta frequéncia do espectro de Fourier.

@ Assim, um realce da imagem, com énfase nessas transi¢ces, pode ser obtido
deixando-se passar as altas frequéncias e atenuando-se as demais.

@ As transicGes entre diferentes regides da imagem tornam-se mais nitidas, entretanto,
possuem o efeito indesejado de enfatizar o ruido que possa existir na imagem.
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Filtros Passa-Altas

Filtro passa-alta ideal

o Um filtro passa-alta ideal, ilustrado a seguir, é dado pela fung¢do de transferéncia

H(u, v) 0, se D(u,v) < Dy
u,v) =
1, se D(u,v) > Do

em que Dy é a frequéncia de corte medida a partir da origem, no plano da frequéncia,
e D(u, v) é definida como anteriormente.

H(u,v)

i -
Dy D(u,v)

func3o de transferéncia se¢do transversal do filtro para n =1
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Filtros Passa-Altas

Filtro passa-alta ideal

original frequéncia de corte = 10

frequéncia de corte = 40 frequéncia de corte = 70
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Filtros Passa-Altas

Filtro passa-alta de Butterworth

o O filtro passa-alta de Butterworth de ordem n é definido pela funcio

1

H(u,v) =

14 [Do/D(u, v)Pr

. D(u.v)
Do

fungdo de transferéncia se¢do transversal do filtro
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Filtros Passa-Altas

Filtro passa-alta de Butterworth

@ Assim como no caso do filtro passa-baixa de Butterworth, quando D(u,v) = Dy, o
valor de H(u, v) reduz-se para 50% do seu valor médximo.

o Um valor tipicamente utilizado é 1/v/2 do valor méximo de H(u, v), resultando em

1 1
" 1+ [vV2-1][Do/D(u,v)2» 1+ 0.414[Do/D(u, v)]?"

H(u,v)
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Filtros Passa-Altas

Filtro passa-alta de Butterworth

original frequéncia de corte = 10

frequéncia de corte = 40 frequéncia de corte = 70
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Filtros Passa-Altas

Filtro passa-alta Gaussiano

o O filtro passa-alta Gaussiano é dado pela fun¢do de transferéncia

2 2
H(u,v)=1-— e D (u, v)/2D;

@ Um grafico em perspectiva e a secdo transversal de um filtro passa-alta Gaussiano sio
mostrados a seguir.

H(u,v)

. Dv)
Do

func3o de transferéncia se¢do transversal do filtro para n =1
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Filtros Passa-Altas

Filtro passa-alta Gaussiano

original frequéncia de corte = 10

frequéncia de corte = 40 frequéncia de corte = 70
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Filtros Passa-Faixa

Filtro passa-faixa ideal

o Um filtro passa-faixa permite a passagem das frequéncias localizadas em uma faixa ou
banda especifica, enquanto atenua ou completamente suprime todas as outras
frequéncias.

o Um filtro passa-faixa ideal é dado pela funcdo

w w

0, se D(u,v) < Do — — ou se D(u,v) > Do+ —

H(u,v) = W 2 W 2

1, se D077§D(u,v)§D0+?

em que W é a largura da banda, Do é o raio da regido para passagem das frequéncias
de corte em torno da origem e D(u, v) é definida como anteriormente.
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Filtros Passa-Faixa

Filtro passa-faixa ideal

@ Um grafico em perspectiva e a secdo transversal de um filtro passa-faixa ideal sdo
mostrados a seguir.

= D(u,v)

|
t
Do

fung3o de transferéncia secdo transversal do filtro
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Filtros Passa-Faixa

Filtro passa-faixa ideal

" S
imagem original espectro de frequéncia

i : ST

fungdo de filtragem imagem filtrada
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Filtros Passa-Faixa

Filtro passa-faixa de Butterworth

o O filtro passa-faixa de Butterworth de ordem n é definido pela funcdo

1
1+ [(W D(u,v))/(D?(u, v) — DF)>"

H(u,v)=1-

em que W, Dy e D(u, v) sdo definidos de maneira similar ao filtro passa-faixa ideal.

@ Um grafico em perspectiva e a secdo transversal de um filtro passa-faixa de
Butterworth sdo mostrados a seguir.

H(u,v)
A {q H(u,v)
"mm\““ |

\\\\\\

i "W‘

i

D%o = D(u,v)

fung3o de transferéncia secdo transversal do filtro
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Filtros Passa-Faixa

Filtro passa-faixa de Butterworth

@ Assim como no caso do filtro passa-baixa de Butterworth, quando D(u,v) = Dy, o
valor de H(u, v) reduz-se para 50% do seu valor médximo.

o Um valor tipicamente utilizado é 1/v/2 do valor méximo de H(u, v), resultando em

1 1
" 1+ [vV2-1][Do/D(u,v)2» 1+ 0.414[Do/D(u, v)]?"

H(u,v)
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Filtros Passa-Faixa

Filtro passa-faixa de Butterworth

fungdo de filtragem imagem filtrada
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Filtros Passa-Faixa

Filtro passa-faixa Gaussiano

@ O filtro passa-faixa Gaussiano é definido pela fun¢do

Hu, v) = e [(D(u,v) = DG)/(W D(u, )P

em que W, Dy e D(u, v) sdo definidos de maneira similar ao filtro passa-faixa ideal.

@ Um gréfico em perspectiva e a secdo transversal de um filtro passa-faixa Gaussiano

sdo mostrados a seguir.

H(u,v)
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D(u,v)

func3o de transferéncia secdo transversal do filtro
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Filtros Passa-Faixa

Filtro passa-faixa Gaussiano

" S
imagem original espectro de frequéncia

-

fungdo de filtragem imagem filtrada
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Filtros Rejeita-Faixa

Filtro rejeita-faixa ideal

o Um filtro rejeita-faixa atenua as frequéncias localizadas em uma faixa ou banda
especifica, enquanto permite a passagem de todas as outras frequéncias.

o Um filtro rejeita-faixa ideal é dado pela fungdo

0, se Do—ﬂgD(u,v)gDo—l—ﬂ
H(u,v) = 2 2

1, se D(u,v)<Do—%ouseD(u,v)>Do+¥

em que W é a largura da banda, Dy é o raio da regido para atenuagdo das frequéncias
de corte em torno da origem e D(u, v) é definida como anteriormente.
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Filtros Rejeita-Faixa

Filtro rejeita-faixa ideal

o Um grafico em perspectiva e a sec3o transversal de um filtro rejeita-faixa ideal sao
mostrados a seguir.

H(u,v)

= D(u,v)

+
+
Do

fungdo de transferéncia sec3o transversal do filtro
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Filtros Rejeita-Faixa

Filtro rejeita-faixa ideal

imagem original espectro de frequéncia

imagem filtrada

fungdo de filtragem
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Filtros Rejeita-Faixa

Filtro rejeita-faixa de Butterworth

o O filtro rejeita-faixa de Butterworth de ordem n é definido pela fung¢do

1
1+ [(W D(u,v))/(D*(u, v) — D)

H(u,v)=1

em que W, Do e D(u, v) sdo definidos de maneira similar ao filtro passa-faixa ideal.

@ Um grafico em perspectiva e a secdo transversal de um filtro rejeita-faixa de
Butterworth sdo mostrados a seguir.

H(u,v)

H(u,v
R @)
e Uiy

&‘\“‘\\“ Ui

SR ;
‘0""/;:‘3“‘?0"'1[1”” <

D%O > D(u,v)

fun¢do de transferéncia sec3o transversal do filtro
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Filtros Rejeita-Faixa

Filtro rejeita-faixa de Butterworth

@ Assim como no caso do filtro rejeita-faixa de Butterworth, quando D(u, v) = Dy, o
valor de H(u, v) reduz-se para 50% do seu valor médximo.

o Um valor tipicamente utilizado é 1/v/2 do valor méximo de H(u, v), resultando em

1 1
" 1+ [vV2-1][Do/D(u,v)2» 1+ 0.414[Do/D(u, v)]?"

H(u,v)
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Filtros Rejeita-Faixa

Filtro rejeita-faixa de Butterworth

imagem original

fungdo de filtragem imagem filtrada
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Filtros Rejeita-Faixa

Filtro rejeita-faixa Gaussiano

o O filtro rejeita-faixa Gaussiano é definido pela funcio
H(o.v) — e~ [(D*(w,v) = D3)/(W D(u, V)P
em que W, Dy e D(u, v) sdo definidos de maneira similar ao filtro rejeita-faixa ideal.

@ Um gréfico em perspectiva e a secdo transversal de um filtro rejeita-faixa Gaussiano
sdo mostrados a seguir.

H(u,v)

KL
KRS
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e tortoelire
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ljo D(u,v)

fungdo de transferéncia

se¢3o transversal do filtro
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Filtros Rejeita-Faixa

Filtro rejeita-faixa Gaussiano

imagem original espectro de frequéncia

fungdo de filtragem imagem filtrada
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