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Resumo

Mencionamos os principais resultados apresentados na tese de doutorado de Fl�avio
Keidi Miyazawa ����� desenvolvida sob a orienta�c�ao da Professora Dra� Yoshiko Wa	
kabayashi no Departamento de Ci
encia da Computa�c�ao do Instituto de Matem�atica
e Estat��stica da Universidade de S�ao Paulo� Consideramos os seguintes proble	
mas� o problema de empacotamento em faixa� o problema de empacotamento em

placas� o problema de empacotamento tridimensional e o problema de empacotamen�

to em cont�eineres� Esses problemas s�ao NP	dif��ceis� n�ao aproxim�aveis
em termos
absolutos
al�em de certas constantes� Desenvolvemos algoritmos de aproxima�c�ao
�polinomiais� para esses problemas e analisamos o seu desempenho assint�otico� V�arios
dos algoritmos que desenvolvemos t
em limites de desempenho assint�otico melhores
que o de outros algoritmos mencionados na literatura� Para algumas variantes desses
problemas nenhum algoritmo de aproxima�c�ao era conhecido�

Abstract

We mention the main results presented in the Doctorate thesis of Fl�avio Kei	
di Miyazawa ����� developed under the supervision of Professor Dr� Yoshiko Waka	
bayashi at the Computer Science Department of the Institute of Mathematics and
Statistics� University of S�ao Paulo� We consider the following problems� the strip pa�

cking problem� the two�dimensional bin packing problem� the three�dimensional pack�

ing problem and the container packing problem� These problems are NP	hard� not
approximable
in the absolute sense
within certain constants� We design �poly	
nomial� approximation algorithms for these problems� and analyse their asympotic
performance bound� The asymptotic performance bounds for a number of these algo	
rithms are better than the ones known for the algorithms mentioned in the literature�
For some variants of these problems no approximation algorithm were known�
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Introdu�c�ao

Problemas de empacotamento consistem em colocar� de uma forma econ�omica�
uma cole�c�ao de objetos dentro de recipientes� Esses problemas podem diferir em duas
linhas conforme o objetivo do problema de otimiza�c�ao em quest�ao� Em uma destas
linhas� o objetivo �e minimizar o n�umero de recipientes usados para empacotar os
objetos� Em outra linha� os objetos devem ser empacotados em apenas um recipiente�
sendo que este recipiente tem apenas uma dimens�ao ilimitada e todas as outras s�ao
limitadas� Neste caso� o objetivo �e minimizar o �tamanho� do empacotamento com
rela�c�ao �a dimens�ao ilimitada do recipiente�

N�ao de�niremos formalmente o conceito de empacotamento� j�a que o conhecimen	
to informal ser�a su�ciente para os nossos prop�ositos aqui� S�o lembramos que num
empacotamento �uma fun�c�ao que associa cada objeto a uma posi�c�ao dentro do reci	
piente� este �ultimo visto como uma regi�ao num certo espa�co� nenhum objeto pode se
sobrepor a outro �dois objetos n�ao podem ocupar o mesmo espa�co�� e nenhum objeto
pode ser colocado fora dos limites do recipiente�

Investigamos as vers�oes em que os objetos e os recipientes s�ao bi	 ou tridimensio	
nais� e de �formas ortogonais�� Assim� os objetos s�ao ret�angulos ou caixas retangulares
e os recipientes s�ao faixas� placas� caixas de altura ilimitada ou caixas de dimens�oes
�nitas �cont�eineres�� Mais ainda� todos os empacotamentos s�ao ortogonais� i�e�� as
arestas dos objetos a serem empacotados s�ao ortogonais ou paralelas �as do recipiente�

Abordamos os seguintes problemas� o problema de empacotamento em faixa� o
problema de empacotamento em placas� o problema de empacotamento tridimensional
e o problema de empacotamento em cont�eineres� Descrevemos algoritmos on�line e
o��line tanto para o caso orientado como para o caso em que rota�c�oes ortogonais s�ao
permitidas �isto �e� os objetos a serem empacotados s�ao dados com uma certa orien	
ta�c�ao� mas podem sofrer rota�c�ao de 
� graus no momento em que s�ao empacotados��

Os resultados apresentados na tese de doutorado de Miyazawa ���� s�ao todos relati	
vos ao desenvolvimento e an�alise de algoritmos de aproxima�c�ao para esses problemas�
Resumidamente� os principais resultados s�ao os seguintes�

Para o problema de empacotamento em faixa� apresentamos um algoritmo com
limite de desempenho assint�otico n�ao maior que ���� e outro� on�line� cujo limite de
desempenho assint�otico �e ����� Ambos para o caso onde rota�c�oes s�ao permitidas� Pa	
ra o problema de empacotamento em placas� apresentamos um algoritmo com limite
de desempenho assint�otico n�ao maior que ���� e outro� on�line� com limite de de	
sempenho assint�otico n�ao maior que ����� Ambos tamb�em para o caso onde rota�c�oes
ortogonais s�ao permitidas� Para o problema de empacotamento tridimensional� ca	
so orientado� apresentamos um algoritmo com limite de desempenho assint�otico n�ao
maior que ����� Para o caso onde rota�c�oes em torno do eixo da altura s�ao permitidas�
apresentamos um algoritmo com limite de desempenho assint�otico ���� e outro� on�
line� com limite de desempenho assint�otico ����� Para o problema de empacotamento
em cont�eineres onde rota�c�oes s�ao permitidas� apresentamos um algoritmo com limite



de desempenho assint�otico ���
 e para o caso on�line� um algoritmo com limite de
desempenho assint�otico n�ao maior que �����

Os limites acima ou s�ao novos ou s�ao melhores que os encontrados na literatura�
Al�em disso� apresentamos resultados que relacionam a complexidade dos problemas
da vers�ao orientada com a vers�ao em que rota�c�oes ortogonais s�ao permitidas� Tamb�em
apresentamos v�arios algoritmos de aproxima�c�ao para casos particulares destes pro	
blemas� empacotamento de quadrados� de cubos e de objetos �pequenos�� Para esses
casos� os algoritmos que obtivemos t�em limites de desempenho melhores que os acima
mencionados�

Os algoritmos que desenvolvemos fazem uso de uma t�ecnica que introduz uma
inova�c�ao em rela�c�ao �as t�ecnicas at�e ent�ao usadas� Trata	se de uma t�ecnica em que
de�nimos o conceito de conjuntos cr��ticos �de objetos� e fazemos uso de combina�c�oes
adequadas desses conjuntos� procurando garantir um melhor aproveitamento da ��area
de fundo� ocupada pelos objetos desses conjuntos�

N�ao descreveremos aqui os algoritmos que desenvolvemos� pois para isso preci	
sar��amos introduzir muitas nota�c�oes e de�ni�c�oes� al�em de v�arios outros algoritmos
que s�ao usados como subrotinas� impossibilitando mencionar �em poucas p�aginas� os
principais resultados que foram obtidos�

� Preliminares

Nesta se�c�ao de�nimos informalmente todos os problemas que s�ao tratados na tese�
Mencionamos a complexidade computacional desses problemas� bem como as medidas
padr�oes usadas para especi�car o desempenho dos algoritmos de aproxima�c�ao�

Al�em disso� apresentamos resultados referentes �as vers�oes desses problemas� nas
quais rota�c�oes ortogonais podem ser feitas� Mostramos que essas vers�oes� no caso
geral� s�ao t�ao dif��ceis quanto o caso com orienta�c�ao �xa�

Nosso espa�co de trabalho �e o espa�co euclidiano IR�� com o sistema de coordenadas
xyz� Um item �objeto� e a ser empacotado tem suas dimens�oes de�nidas por x�e��
y�e� e z�e�� onde cada uma dessas dimens�oes �e a medida no correspondente eixo do
sistema xyz� Para o caso bidimensional alguns destes valores n�ao est�ao de�nidos�

��� Problemas de Empacotamento

Descrevemos aqui apenas os problemas para os quais obtivemos resultados origi	
nais�

O Problema de Empacotamento em Faixa �strip packing problem� consiste
em� dados uma lista de ret�angulos L � �r�� � � � � rn�� onde ri � �xi� yi�� e um ret�angulo
R � �a���� empacotar os ret�angulos de L em R minimizando o tamanho do em	
pacotamento na dire�c�ao ilimitada do recipiente R� Consideramos uma vers�ao com
orienta�c�ao �xa e outra onde rota�c�oes ortogonais s�ao permitidas� Nesta �ultima vers�ao�



cada ret�angulo ri pode ser empacotado tratando	o como sendo da forma ri � �xi� yi�
ou da forma �yi� xi�� A vers�ao com orienta�c�ao �xa ser�a denotada como PEF e a
vers�ao que permite rota�c�ao ser�a denotada por PEFr�

O Problema de Empacotamento em Placas �two dimensional bin packing
problem� consiste em� dados uma lista de ret�angulos L � �r�� � � � � rn�� onde ri �
�xi� yi�� e placas da forma R � �a� b�� empacotar os ret�angulos de L em placas R
de forma a usar o menor n�umero destas placas� A vers�ao totalmente orientada ser�a
referenciada como PEP� e a vers�ao permitindo rota�c�ao� como PEPr�

O Problema de Empacotamento Tridimensional �three�dimensional packing
problem� consiste em� dados uma lista de caixas L � �b�� � � � � bn�� onde bi � �xi� yi� zi��
e uma caixa B � �a� b���� empacotar as caixas de L em B minimizando o tamanho
do empacotamento na dire�c�ao ilimitada do recipiente� Consideramos uma vers�ao
totalmente orientada �PET� e outra orientada no eixo z �PETr�� Na vers�ao totalmente
orientada� uma caixa s�o pode ser empacotada na orienta�c�ao dada inicialmente� Na
vers�ao orientada no eixo z� �e permitido fazer rota�c�oes em torno do eixo z� Isto �e� uma
caixa bi � �xi� yi� zi� pode ser empacotada tratando	a como sendo da forma �xi� yi� zi�
ou da forma �yi� xi� zi��

O Problema de Empacotamento em Cont�eineres �box packing problem� con	
siste em� dados uma lista de caixas L � �b�� � � � � bn�� onde bi � �xi� yi� zi�� e caixas
B � �a� b� c�� empacotar as caixas de L dentro de caixas B� usando o menor n�umero
destas caixas� Consideramos a vers�ao orientada �PEC�� e a vers�ao permitindo ro	
ta�c�oes �PECr�� em que cada caixa bi � �xi� yi� zi� pode ser empacotada tratando	a
como sendo de uma das formas seguintes� �xi� yi� zi�� �xi� zi� yi�� �yi� xi� zi�� �yi� zi� xi��
�zi� xi� yi� e �zi� yi� xi��

Dizemos que um item e tem dimens�ao pequena no eixo x se x�e� � a
m

� para m � �
inteiro� Esta mesma de�ni�c�ao �e usada para os demais eixos� Dizemos que um item �e
pequeno se este tem dimens�oes pequenas em rela�c�ao a todos os eixos� O valor de m
�car�a em aberto� sendo que os algoritmos desenvolvidos para este tipo de inst�ancia
ter�ao m como um dos par�ametros de especi�ca�c�ao do algoritmo�

Dados uma lista de itens L � �e�� e�� � � � � en� e um algoritmo A para empacotar
L� dizemos que A �e um algoritmo on�line se� ��� A empacota os itens na ordem dada
por L ��� A empacota cada item ei sem levar em conta qualquer item ej � j � i ���
A nunca move um item j�a empacotado�

Os algoritmos de empacotamento que n�ao s�ao on�line� s�ao chamados de algoritmos
o��line�

��� Medidas de Desempenho dos Algoritmos

Um algoritmo de aproxima�c�ao �e um algoritmo cujo tempo de execu�c�ao �e polinomial
�no tamanho da inst�ancia do problema�� e que fornece uma garantia de desempenho
em rela�c�ao �a solu�c�ao �otima do problema� S�ao duas as medidas padr�oes usadas para
especi�car o desempenho de um algoritmo de aproxima�c�ao� o limite de desempenho



absoluto e o limite de desempenho assint�otico� De�nimos a seguir esses conceitos�
No contexto de empacotamento� consideramos que as dimens�oes de todos os itens a
serem empacotados s�ao limitados por uma constante�

Dada uma lista L de itens a serem empacotados� e um algoritmo A� denotamos
por A�L� a solu�c�ao gerada pelo algoritmo A quando aplicada �a lista L� Tal solu�c�ao
tanto pode ser a altura do empacotamento ou o n�umero de recipientes usados pelo
empacotamento� conforme o problema em quest�ao� Denotamos por OPT�L� o valor
correspondente a um empacotamento �otimo de L� Apesar de OPT ser usado da
mesma forma para problemas distintos� esperamos que seu signi�cado e uso esteja
claro pelo contexto�

Dizemos que um algoritmo A tem limite de desempenho absoluto � se A�L� �
� �OPT�L� para toda lista de entrada L� Dizemos que um algoritmo A tem limite de
desempenho assint�otico � se existe uma constante � tal que A�L� � � �OPT�L� ! ��
para toda lista de entrada L�

De acordo com Garey e Johnson �veja p�agina ��� de ������ �The asymptotic ratios
seem to be the more important ones for bin packing� although for other problems the
absolute ratios may be more appropriate��

��� Complexidade dos Problemas de Empacotamento

�E bem conhecido o fato de que o Problema de Empacotamento Unidimensional
�bin packing problem� �e um problema NP	dif��cil ����� Como este problema �e um
caso particular dos problemas de empacotamento descritos neste artigo� segue que
todos esses problemas s�ao tamb�em NP	dif��ceis� Um caso bem mais restrito do pro	
blema de empacotamento unidimensional� que j�a �e NP	completo� �e decidir se �k itens
s�� s�� � � � � s�k onde cada item si tem comprimento �

� � x�si� �
�
� � podem ser empa	

cotados em barras de comprimento �� Este problema �e conhecido como Problema da
�	Parti�c�ao e foi provado ser NP	completo por Garey e Johnson ����� Um outro caso
que �e bem restrito e tamb�em �e NP	completo� �e decidir se uma lista L de itens com
x�L� � �C pode ser empacotada em duas barras de comprimento C� Este problema �e
conhecido como problema da parti�c�ao e foi um dos problemas NP	completos apresen	
tados por Karp em �
�� ����� Note que este �ultimo problema mostra que o limite de
desempenho absoluto do problema de empacotamento unidimensional deve ser pelo
menos �

� � a menos que P � NP � Caso exista um algoritmo polinomial com limite
de desempenho absoluto � � �

� � podemos us�a	lo para decidir se uma lista L� com
x�L� � �C pode ser empacotada em � barras de comprimento C� Desta forma temos
que nenhum dos problemas descritos aqui �e aproxim�avel �em termos absolutos�
dentro de

�
�
� � �

�
� Outros resultados de n�ao	aproximabilidade s�ao descritos na se�c�ao

correspondente a cada problema�



��� Rota�c�oes Ortogonais

V�arios dos problemas aqui tratados t�em vers�oes em que os itens podem sofrer
rota�c�oes quanto a alguns dos eixos� Consideramos apenas rota�c�oes ortogonais �i�e��
de 
���� Este tipo de considera�c�ao ocorre em muitas aplica�c�oes pr�aticas �veja Miya	
zawa ������ Na literatura encontramos poucos resultados a respeito dessas vers�oes�
no que concerne ao desenvolvimento de algoritmos de aproxima�c�ao� A maior parte
dos resultados relativos a algoritmos de aproxima�c�ao �e referente ao caso com orien	
ta�c�ao �xa� Em ����� apresentamos v�arios algoritmos para problemas onde rota�c�oes
s�ao permitidas�

Co"man� Garey e Johnson fazem em ��� a seguinte considera�c�ao a respeito de
rota�c�oes ortogonais� ao discutir o problema de empacotamento em placas e faixa�

�Having introduced the case where ninety degree rotations are allowed� we
should mention that some of the worst case results mentioned above also
apply to this case� in that the values of RA and R�

A are unchanged if such
rotations are allowed in the construction of optimal packings� This holds true
in particular for NFDH and BLDW� since the proofs of the bounds for these
algorithms are based on pure area arguments� So far no algorithm has been
found that attains improved guarantees by actually using such rotations itself
����

Na discuss�ao acima� RA e R�
A s�ao os limites de desempenho absoluto e assint�otico�

respectivamente� Em ���� Chung� Garey e Johnson tamb�em consideram a possibilidade
de se permitir rota�c�oes� como mostra o seguinte trecho� a respeito do problema de
empacotamento em placas�

�	� Directions for further research 
���� A second line of attack would be to
design and analyse algorithms which could make use of the fact that� in some
applications� 
�� rotations of rectangles might be allowable� Algorithms which
consider the possibility of rotations might well yield improvements� Can one
prove worst case bounds that re�ect these improvementes 
�

No contexto acima� �worst case bounds� s�ao relativos aos limites de desempenho
como de�nimos� Em ��� Co"man et al� tamb�em questionam sobre rota�c�oes ortogonais�

As considera�c�oes acima nos levam a inferir que os autores destes artigos achavam
que� ao permitir rota�c�ao dos itens� algoritmos com melhores limites de desempenho
poderiam ser obtidos� Apesar de esses artigos serem do in��cio da d�ecada de ��� desde
ent�ao pouco foi feito sobre essa variante onde rota�c�oes s�ao permitidas�

Uma primeira id�eia para resolver os problemas que permitem rota�c�ao �e adaptar
algoritmos do caso orientado para o caso com rota�c�ao� Considere PROB um dos
problemas descritos anteriormente� para o caso orientado� e PROBr para o caso com
rota�c�ao� Dizemos que um item e tem orienta�c�ao vi�avel se x�e� � a� y�e� � b e
z�e� � c� onde a� b e c s�ao as dimens�oes m�aximas que um item pode ter nas respectivas



dimens�oes� Uma abordagem natural� �e gerar para cada inst�ancia L � �e�� e�� � � � � en�
de PROBr� uma nova inst�ancia L� de PROB� tal que L� � ��L� � �d�� d�� � � � � dn��
onde

di �

��
�

ei� se ei tem orienta�c�ao vi�avel�
e�i caso contr�ario� onde e�i �e uma permuta�c�ao de ei

que tem orienta�c�ao vi�avel 

e ent�ao aplicar um algoritmo de PROB sobre L�� Desta maneira� obtemos tamb�em
um empacotamento para PROBr�

Para cada algoritmo A para o caso orientado� denote por bA um correspondente
algoritmo para PROBr� como descrito acima� Isto �e� para toda inst�ancia L do PROBr�
o algoritmo bA aplica o algoritmo A sobre uma lista de ��L�� �E f�acil ver que este

algoritmo bA pode n�ao preservar o limite de desempenho assint�otico original de A�
Em ����� exempli�camos este fato para o PEPr� O resultado acima mostra que

n�ao existe algoritmo bA para o PEPr� obtido de um algoritmo A para o PEP �como
descrito anteriormente�� que tem um limite de desempenho assint�otico menor que ��

Proposi�c�ao ��� Se bA �e um algoritmo para PEPr obtido de um algoritmo A para
o PEP� como descrito acima� ent�ao o limite de desempenho assint�otico de bA �e pelo
menos ��

Este resultado mostra que� se usarmos �de uma maneira ing�enua� �como des	
crevemos acima� um algoritmo A do problema orientado para resolver problemas
permitindo rota�c�oes� podemos ter um algoritmo com desempenho pobre para este
�ultimo problema� mesmo que o algoritmo tenha um bom limite de desempenho no
caso orientado�

Em ���� ��� mostramos que� pelo menos para os casos gerais� as vers�oes dos pro	
blemas considerados permitindo rota�c�oes ortogonais s�ao t�ao dif��ceis �com respeito
�a aproximabilidde� quanto o caso orientado� ao contr�ario do que sugere as cita�c�oes
acima� Por outro lado� se Ar �e um algoritmo para um dos problemas permitindo
rota�c�oes� ent�ao este algoritmo pode ser usado por um outro algoritmo A�� para o
problema equivalente totalmente orientado� de forma a manter o mesmo limite de
desempenho� Mais especi�camente� mostramos o seguinte resultado�

Teorema ��� Seja PROBr um dos problemas de�nidos anteriormente� � e � cons�
tantes� e Ar um algoritmo considerando rota�c�oes de 
�� em torno de algum dos eixos
x ou y ou z �podendo ser em v�arios eixos� tal que�

Ar�L� � � �OPT�L� ! � para toda inst�ancia L de PROBr�

Ent�ao� podemos adaptar este algoritmo para um algoritmo A para a variante de
PROBr� chamado de PROB� onde �xamos a orienta�c�ao dos itens sobre alguns dos
eixos� de tal modo que a seguinte rela�c�ao �e v�alida para esta variante�

A�L� � � �OPT�L� ! � para toda inst�ancia L de PROB�



Mais ainda� este resultado tamb�em �e v�alido para algoritmos on�line�

Ainda que as vers�oes dos problemas de empacotamento considerando rota�c�oes
ortogonais sejam t�ao dif��ceis quanto suas respectivas vers�oes orientadas� isto n�ao quer
dizer que esta di�culdade sempre v�a ocorrer� H�a casos especiais do problema� de�nido
para inst�ancias especiais� onde �e poss��vel tirar proveito das rota�c�oes ortogonais� Isto
foi veri�cado em algoritmos para casos especiais do problema de empacotamento em
placas e o problema de empacotamento tridimensional� onde rota�c�oes ortogonais nos
permitiram obter um melhor limite de desempenho assint�otico�

O que nos parece tamb�em �e que� ao permitir rota�c�oes ortogonais� a an�alise do
desempenho dos algoritmos �ca mais complicada� Vale notar que certos casos especiais
s�ao extremamente f�aceis se considerados na vers�ao totalmente orientada� mas �cam
complicadas na vers�ao onde rota�c�oes ortogonais s�ao permitidas� Um exemplo disso
�e o problema de carregamento de paletes �pallet loading� no caso em que a lista de
entrada s�o cont�em ret�angulos de mesmo tamanho �e o objetivo �e empacotar o maior
n�umero deles num �unico ret�angulo�� Algumas pesquisas t�em sido conduzidas sobre
este problema ���� ���� mas n�ao �e conhecida nenhuma prova de que este problema �e
realmente NP	dif��cil�

� Problema de Empacotamento em Faixa

O Problema de Empacotamento em Faixa �PEF� foi primeiramente proposto por
Baker� Co"man e Rivest ��� em �
��� Uma aplica�c�ao interessante deste problema
ocorre em projetos de escalonamento de processos em um computador� Neste tipo
de aplica�c�ao� o n�umero de itens a serem empacotados �e em geral grande� sendo que
existe uma necessidade de algoritmos r�apidos e com boa performance� muitas vezes
on�line�

Em �
��� Co"man� Garey� Johnson e Tarjan ���� desenvolveram os algoritmos

chamados NFDH�f� �Next Fit Decreasing Height� e FFDH�f� �First Fit Decreasing
Height�� e provaram que o primeiro tem limite de desempenho assint�otico � e o se	
gundo tem limite de desempenho assint�otico ���� Quando consideramos inst�ancias
com caracter��sticas especiais o Algoritmo FFDH�f� apresenta melhor desempenho
assint�otico� Se todos os itens a serem empacotados s�ao quadrados� esses autores mos	
traram que o Algoritmo FFDH�f� tem limite de desempenho assint�otico ���� J�a no
caso em que todos os ret�angulos de L n�ao t�em largura maior que �

m
da largura da fai	

xa� provaram que o Algoritmo FFDH�f� tem limite de desempenho assint�otico m��
m

�
Nesse mesmo artigo� esses autores apresentam um algoritmo com limite de desem	
penho assint�otico m��

m�� � sendo este o de melhor limite conhecido para o caso onde os
itens t�em largura pequena�

Para inst�ancias quaisquer� o algoritmo com melhor limite de desempenho as	
sint�otico conhecido �e devido a Baker� Brown e Katse" ���� Este algoritmo �e chamado



de UD �Up and Down� e tem limite de desempenho assint�otico �
� �

No caso de algoritmos on�line� Csirik e Woeginger ���� apresentam um algoritmo
que gera empacotamentos divididos em n��veis� com limite de desempenho assint�otico
que pode se tornar t�ao pr�oximo de ���
� quanto se queira� Eles mostram tamb�em
que o limite inferior para o limite de desempenho assint�otico de um algoritmo on�line
para o PEF� que gera o empacotamento dividido em n��veis� deve ser pelo menos ���
��
Em ���� Brown� Baker e Katse" mostraram que o limite de desempenho absoluto de
qualquer algoritmo on�line para o PEF n�ao pode ser menor do que �� Recentemen	
te� Schiermeyer ���� e Steinberg ��
� apresentaram algoritmos o��line com limite de
desempenho absoluto � para o PEF�

Desenvolvemos dois algoritmos para o PEFr �problema de empacotamento em
faixa� com rota�c�ao�� o algoritmo SPR e o algoritmo OSPR� este �ultimo on line� A
respeito desses algoritmos temos os seguintes resultados�

Teorema ��� Para toda lista de entrada L para o PEFr� onde os ret�angulos de L
t�em dimens�oes menores ou iguais a Z� temos que SPR�L� � ����� �OPT�L� ! �Z�

Teorema ��� Para toda lista de entrada L para o PEFr� onde os ret�angulos de L
t�em dimens�oes menores ou iguais a Z� temos que OSPRp�L� � �p � OPT�L� ! �Z

��p �
onde limp�� �p � �����

Apresentamos tamb�em um algoritmo on�line� IOSSPm�p para o PEF especializado
para o empacotamento de itens pequenos� e algoritmos o��line e on�line para o PEFr

especializado para o empacotamento de itens pequenos� denominados de SSPm e
OSSPm�p� respectivamente�

Na Tabela � apresentamos os algoritmos com os melhores limites de desempenho
conhecidos para o PEF e PEFr� Nesta tabela �bem como nas demais�� os algoritmos
que desenvolvemos em ���� est�ao indicados com � na coluna Ref �refer�encia��

Algoritmo Probl� Tipo � � Ref� Condi�c�ao

M�S PEF o��line � �# ���� �
� CG

UD PEF o��line ���� ��
� Z ��� CG

SF PEF o��line m��
m�� �Z ��� IP

IOSSPm�p PEF on�line � m��
m�� ! �

�m����
�Z
��p � IP

Shelf�HM � p� PEF on�line � ���
� M
��p ���� CG

SSPm PEFr o��line m��
m

�Z � IP

OSSPm�p PEFr on�line � m��
m

�Z
��p � IP

SPR PEFr o��line ����� �Z � CG

OSPR PEFr on�line � ���� �Z
��p � CG

Tabela �� As siglas usadas na �ultima coluna signi�cam� CG � Caso Geral� IP �
Itens Pequenos�



� Problema de Empacotamento em Placas

Em �
�� foi apresentado o primeiro algoritmo com estudo de limite de desempe	
nho assint�otico para o Problema de Empacotamento em Placas� PEP� com orienta�c�ao
�xa� Este algoritmo� devido a Chung� Garey e Johnson ���� tem limite de desempe	
nho assint�otico n�ao maior que ������ sendo este o de melhor limite conhecido at�e o
momento�

Para o caso on�line� o primeiro algoritmo de aproxima�c�ao que foi desenvolvido para
o mesmo problema �e devido a Coppersmith e Raghavan ���� com limite de desempenho
assint�otico n�ao maior que ����� Os algoritmos cujos limites de desempenho assint�otico
s�ao os melhores que se conhecem s�ao devidos a Li e Cheng ���� e Csirik e van Vliet
�
�� ambos com limite de desempenho assint�otico igual a �����

Por outro lado� Blitz� van Vliet e Woeginger ��� mostraram que qualquer algoritmo
on�line para o PEP deve ter um limite de desempenho assint�otico de pelo menos ��
���

Em ����� apresentamos uma demonstra�c�ao simples de que este problema n�ao pode
ter limite de desempenho absoluto menor que �� a menos que P � NP �

Teorema ��� O problema de empacotamento em placas �PEP� n�ao �e aproxim�avel
dentro de �� �� para qualquer � � �� a menos que P � NP� Este resultado �e v�alido
mesmo que todos os itens de entrada sejam quadrados�

Quando permitimos rota�c�oes ortogonais� ou seja� no caso do PEPr� descrevemos
um algoritmo chamado BI cujo limite de desempenho assint�otico pode chegar t�ao
pr�oximo de ����
� quanto se queira� Para o caso on�line� apresentamos um algoritmo
chamado OBI� com limite de desempenho assint�otico ����� Os resultados a respeito
desses algoritmos s�ao os seguintes�

Teorema ��� Para qualquer inst�ancia L do PEPr� temos que BIk���L� � �k�� �
OPT�L� !O �k ! �

�

�
� onde �k�� � ����
� �a medida que k �� e �� ��

Teorema ��� Para qualquer inst�ancia L do PEPr� temos que OBI�L� � ���� �
OPT�L� ! ���

Tamb�em descrevemos algoritmos on�line e o��line para o PEPr especializado para

o caso de itens de dimens�oes pequenas� com limite de desempenho pr�oximo de
�
m��
m

��
 

e apresentamos algoritmos para o caso em que a inst�ancia �e restrita a quadrados�
Al�em disso� desenvolvemos um algoritmo ���� ���� STPm� com melhor limite que o

do Algoritmo HNF �Hybrid Next Fit�� apresentado por Frenk e Galambos ����� para
o PEP especializado para itens pequenos�

Teorema ��� Para qualquer lista L de ret�angulos� com dimens�oes menores ou iguais
a �

m
� STPm�L� � �m � OPT�L� ! O�m�� onde �m � ��m� ! �m� ! �m ! � !p


m� ! ��m� ! ��m� ! ��m! ��	��m�m ! �����



Na seguinte tabela apresentamos os valores de �m � ��STPm� e ��HNF� para
valores de m entre � e ��

m ��STPm� ��HNF�
� ����
����� � � � ���������� � � �
� ���������� � � � ���������� � � �
� ���������� � � � ��
����

� � � �
� ���������� � � � �������
�� � � �
� ���������� � � � ���������� � � �
� ����
��
�� � � � ���
������ � � �
� ���
�����
 � � � �����
���� � � �

No caso especial em que as placas s�ao quadradas apresentamos um algoritmo on�
line� chamado RR� sobre o qual provamos o seguinte resultado�

Teorema ��� Seja L uma inst�ancia para o PEPr� com placas quadradas� Ent�ao
RRk�L� � �k �OPT�L� ! k ! ��� onde �k � ������ �a medida que k se torna grande�

Observamos que o resultado acima ilustra um caso em que� ao permitir rota�c�oes�
obtivemos um algoritmo com melhor limite de desempenho assint�otico �do que no
caso orientado�� O algoritmo RR �e de�nido para diferentes valores de k� denotamos
por RRk o correspondente algoritmo� O valor de k est�a associado a subdvis�oes de
certas listas de objetos� Notamos por�em que� mesmo para k relativamente pequeno�
por exemplo� igual a ��� temos que �k � �� ����� Ou seja� podemos a�rmar que
RR�� � ������ � OPT�L� ! ��� Essa mesma observa�c�ao vale para os algoritmos o��
line que dependem de um par�ametro k� que ser�ao mencionados a seguir� Em todos
eles� para valores pequenos de k� o valor de �k est�a bem pr�oximo do valor especi�cado
para o caso em que k ���

Na Tabela � indicamos os algoritmos para o PEP e PEPr que t�em os melhores
limites de desempenho conhecidos�

� Problema de Empacotamento Tridimensional

Li e Cheng ���� foram os primeiros a estudar o Problema de Empacotamento
Tridimensional �PET� sob a �otica de algoritmos de aproxima�c�ao� Em �

�� esses
autores apresentaram v�arios algoritmos para o PET� para o caso geral� um algoritmo
com limite de desempenho assint�otico ���� e para o caso especial onde todas as caixas
t�em fundo quadrado� um algoritmo com limite de desempenho assint�otico ������� Em
��
� eles melhoraram o limite do caso geral apresentando um algoritmo on�line com
limite de desempenho que pode se tornar t�ao pr�oximo de ���
 quanto se queira�

Em ���� ���� apresentamos um algoritmo� chamado TRI que melhora este limite
para menos que �����



Algorit� Prob� Tipo � � Ref� Condi�c�ao

HFF PEP o��line ����� � ��� CG
STPm PEP o��line ��STPm� O�m� � IP

IOFFm PEP on�line
�
m��
m��

��
! �

m�m��� O�m�� � IP

FF��� PEP on�line � ���� O
�

�
��r

�
��s

�
���� 
� CG

SSm PEP o��line ��SSm� �Z � QPQ

BIm PEPr o��line
�
m��
m

��
� � IP

OFF���
m PEPr on�line

�
m��
m

�� O�m�� � IP

BIk�� PEPr o��line � ����
� O �k ! �
�

�
� CG

RRk PEPr on�line � ������ O�k� � PQ
OBI PEPr on�line ���� �� � CG

Tabela �� As siglas usadas na �ultima coluna signi�cam� CG � Caso Geral� IP �
Itens Pequenos� QPQ � empacotamento de Quadrados Pequenos em Quadrados� e
PQ � empacotamento em Placas Quadradas�

Teorema ��� Para qualquer inst�ancia L do PET� temos TRIk�L� � �k �OPT�L� !�
�k ! �	


�

�
Z� onde �k � ������ �a medida que k ���

Este resultado responde a uma quest�ao levantada por Li e Cheng ��
�� sobre a
exist�encia de um algoritmo polinomial com limite de desempenho assint�otico menor
que ���
�

Desenvolvemos tamb�em algoritmos particulares para casos especiais deste pro	
blema� Para o caso em que as caixas de L t�em fundo quadrado apresentamos um
algoritmo chamado LS com limite de desempenho assint�otico n�ao maior que ������

Para o caso especial onde a caixa B e todas as caixas de L t�em fundo quadrado�
desenvolvemos um algoritmo chamado SS que melhora o limite anterior de �������
devido a Li e Cheng� para menos que ������

Teorema ��� Para qualquer lista L para o PET� onde todas as caixas t�em fundo

quadrado� SS
�t�
� �L� � ������ �OPT�L� ! �Z�

Os primeiros a desenvolver algoritmos de aproxima�c�ao para a vers�ao em que as
caixas de L podem sofrer rota�c�oes em torno do eixo z foram Li e Cheng ����� Esses
autores apresentaram um algoritmo com um limite de desempenho assint�otico ������
Em ���� ��� melhoramos este limite� apresentando um algoritmo chamado R� adaptan	
do o algoritmo que desenvolvemos para o caso orientado e mantendo o mesmo limite
de desempenho assint�otico�

Teorema ��� Para qualquer inst�ancia L do PETr� temos que Rk�L� � �k �OPT�L�!�
�k ! �	


�

�
Z� onde �k � ������ �a medida que k ���



Descrevemos tamb�em um algoritmo� chamado BS� para o caso especial em que a
caixa B tem fundo quadrado e mostramos que seu limite de desempenho assint�otico
�e menor que ������ Para o caso on�line apresentamos um algoritmo com um limite
de desempenho assint�otico que pode se tornar t�ao pr�oximo de ���� quanto se queira�
Tamb�em apresentamos um outro algoritmo �chamado RR� para o caso especial
onde a caixa B tem fundo quadrado� com um limite de desempenho assint�otico que
pode se tornar t�ao pr�oximo de ������ quanto se queira� O caso especial em que as
caixas t�em fundo de dimens�oes pequenas tamb�em foi investigado� Esses resultados
est�ao reunidos na Tabela �� onde indicamos os algoritmos com os melhores limites de
desempenho conhecidos at�e o momento�

Algorit� Prob� Tipo � � Ref� Condi�c�ao

TRIk PET o��line � ������
�
�k ! �	


�

�
Z � CG

LS PET o��line ������ ���
� Z � LQ

STP�t�
m PET o��line ��STP�t�

m � O�m � Z� � IP
FFLSr�s PET on�line � ���
 O� �

��r

�

��s

�
Z ��
� CG

ISRRm�p PET on�line �
�
m��
m��

��
! �

m�m��� O
�

m�

��p

�
Z � IP

SS
�t�
� PET o��line ������ �Z � QQ

SS
�t�
m PET o��line ��SS�t�m � �Z � QP

BI�t�m PETr o��line
�
m��
m

��
�Z ���� IP

SRR���
m�p PETr on�line

�
m��
m

�� O
�

m�

��p

�
Z � IP

Rk PETr o��line � ������
�
�k ! �	


�

�
Z � CG

BS PETr o��line ������ ��Z � BQ

RR
���
k�p PETr on�line � ������ O

�
k

��r

�
Z � BQ

OTRIp PETr on�line � ���� O
�

��
��p

�
Z � CG

Tabela �� As siglas usadas na �ultima coluna signi�cam� CG � Caso Geral� IP �
Itens Pequenos� LQ � caixas de L t�em fundo Quadrado� QQ � todas as caixas t�em
fundo Quadrado� QP � todas as caixas t�em fundo Quadrado e Pequeno� e BQ �
caixa B tem fundo Quadrado�

� Problema de Empacotamento em Cont�eineres

Os primeiros a apresentar um algoritmo de aproxima�c�ao para Problema de Em	
pacotamento em Cont�eineres �PEC� foram Coppersmith e Raghavan ���� que desen	
volveram um algoritmo com limite de desempenho assint�otico ����� Para esta mesma
vers�ao totalmente orientada� Li e Cheng ���� apresentaram um algoritmo com um



limite de desempenho assint�otico que pode se tornar t�ao pr�oximo de ���� quanto se
queira� Este mesmo limite �e tamb�em atingido por um outro algoritmo desenvolvido
por Csirik e van Vliet �
�� Esses dois �ultimos algoritmos s�ao on�line e o limite de
desempenho assint�otico �e o melhor conhecido para este problema�

Blitz� van Vliet e Woeginger ��� mostraram que algoritmos on�line para o PEC
�PECr� n�ao podem ter limite de desempenho assint�otico menor que ������

Em ����� apresentamos um algoritmo �chamado BOX� para o caso geral do
PECr com limite de desempenho assint�otico n�ao maior que ������

Teorema ��� Para toda inst�ancia L do PETr� temos BOX�L� � �k�� � OPT�L�
! �k��� onde �k�� � ������ � � � a medida que k � � e � � � e �k�� �e constante para
valores constantes de k e ��

Para o caso especial de empacotamentos de cubos em cubos apresentamos um algorit	
mo �chamado CUBO� com limite de desempenho n�ao maior que ������ Este caso
�e independente de rota�c�oes� j�a que todos as caixas s�ao cubos� Note que este limite �e
bem melhor que o melhor limite do caso geral do PEC� de �����

Teorema ��� Para toda lista de cubos L� vale a seguinte desigualdade para o empa�
cotamento de L em cubos� CUBO��L� � ����� �OPT�L� ! ��

Os resultados a respeito dos algoritmos que desenvolvemos e seus limites de de	
sempenho est�ao resumidos na Tabela �� Nesta tabela mencionamos os algoritmos com
os melhores limites de desempenho assint�otico conhecidos para este problema�

Algorit� Prob� Tipo � � Ref� Condi�c�ao

LC$CV PEC on�line � ���� O
�

�
��r

�
��s

�
���� 
� CG

SCPm PEC o��line ��SCPm� O�m�� � IP

IOFF���
m PEC on�line m���m����m��
m��

m��m���� O�m�� � LP

CUBO� PEC o��line ������ � � QQ
CUBOm PEC o��line ��CUBOm� O�m� � LQP

H�Dm PECr o��line
�
m��
m

��
�� � IP

OFF���
m PECr on�line

�
m��
m

�� O�m�� � IP

BOXk�� PECr o��line � ����� O �k
�

�
� CG

OBOX PECr on�line ���� O��� � CG

Tabela �� As siglas usadas na �ultima coluna signi�cam� CG � Caso Geral� IP �
Itens Pequenos� LP � caixas de L com dimens�oes Pequenas� QQ � todas as caixas
s�ao Cubos e LQP � caixas de L s�ao Cubos Pequenos� m � ��



� Coment	arios Finais

Em ���� apresentamos v�arios algoritmos de aproxima�c�ao para problemas de empa	
cotamento� muitos dos quais com limites de desempenho melhores que os conhecidos
anteriormente� Desenvolvemos tamb�em v�arios algoritmos para problemas n�ao trata	
dos na literatura sob essa abordagem�

A import�ancia dos resultados em ���� n�ao se restringem apenas aos algoritmos de
aproxima�c�ao desenvolvidos e sua an�alise de desempenho� Ressaltamos a import�ancia
de uma das t�ecnicas que introduzimos �a respeito de conjuntos cr��ticos� que permi	
tiu obter os resultados mencionados� e que pode eventualmente ser usada em outros
algoritmos de empacotamento�

Observamos tamb�em que os problemas de empacotamento envolvendo rota�c�oes
ortogonais� apesar de terem sido questionados desde o in��cio da d�ecada de ��� n�ao
foram amplamente pesquisados� A tese que desenvolvemos faz um tratamento mais
amplo desse problema� apresentando algoritmos de aproxima�c�ao e fazendo um estudo
comparativo dessa vers�ao com rela�c�ao ao caso orientado �em termos de complexidade
e aproximabilidade��

Quanto �a t�ecnica de combinar conjuntos cr��ticos� que introduzimos� esperamos que
seu uso seja re�nado e usado tanto para melhorar os resultados j�a obtidos� quanto
para obter resultados a respeito de outros problemas de empacotamento�
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