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Resumo

Mencionamos os principais resultados apresentados na tese de doutorado de Flavio
Keidi Miyazawa [21], desenvolvida sob a orientacdo da Professora Dra. Yoshiko Wa-
kabayashi no Departamento de Ciéncia da Computagao do Instituto de Matematica
e Estatistica da Universidade de Sao Paulo. Consideramos os seguintes proble-
mas: o problema de empacotamento em faiza, o problema de empacotamento em
placas, o problema de empacotamento tridimensional e o problema de empacotamen-
to em contéineres. Esses problemas sio N P-dificeis, ndo aproximdveis—em termos
absolutos—além de certas constantes. Desenvolvemos algoritmos de aproximacao
(polinomiais) para esses problemas e analisamos o seu desempenho assintético. Viarios
dos algoritmos que desenvolvemos tém limites de desempenho assintético melhores
que o de outros algoritmos mencionados na literatura. Para algumas variantes desses
problemas nenhum algoritmo de aproximacao era conhecido.

Abstract

We mention the main results presented in the Doctorate thesis of Flavio Kei-
di Miyazawa [21], developed under the supervision of Professor Dr. Yoshiko Waka-
bayashi at the Computer Science Department of the Institute of Mathematics and
Statistics, University of Sdo Paulo. We consider the following problems: the strip pa-
cking problem, the two-dimensional bin packing problem, the three-dimensional pack-
ing problem and the container packing problem. These problems are N P-hard, not
approximable—in the absolute sense—within certain constants. We design (poly-
nomial) approximation algorithms for these problems, and analyse their asympotic
performance bound. The asymptotic performance bounds for a number of these algo-
rithms are better than the ones known for the algorithms mentioned in the literature.
For some variants of these problems no approximation algorithm were known.
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Introducao

Problemas de empacotamento consistem em colocar, de uma forma econdmica,
uma colecao de objetos dentro de recipientes. Esses problemas podem diferir em duas
linhas conforme o objetivo do problema de otimizacao em questdo. Em uma destas
linhas, o objetivo é minimizar o numero de recipientes usados para empacotar os
objetos. Em outra linha, os objetos devem ser empacotados em apenas um recipiente,
sendo que este recipiente tem apenas uma dimensao ilimitada e todas as outras sao
limitadas. Neste caso, o objetivo é minimizar o ‘tamanho’ do empacotamento com
relacao a dimensao ilimitada do recipiente.

Nao definiremos formalmente o conceito de empacotamento, ja que o conhecimen-
to informal serd suficiente para os nossos propédsitos aqui. S6 lembramos que num
empacotamento (uma fun¢do que associa cada objeto a uma posi¢do dentro do reci-
piente, este dltimo visto como uma regido num certo espago) nenhum objeto pode se
sobrepor a outro (dois objetos ndo podem ocupar o mesmo espago), e nenhum objeto
pode ser colocado fora dos limites do recipiente.

Investigamos as versdes em que 0s objetos e os recipientes sdo bi- ou tridimensio-
nais, e de ‘formas ortogonais’. Assim, os objetos sdo retangulos ou caixas retangulares
e os recipientes sao faixas, placas, caixas de altura ilimitada ou caixas de dimensoes
finitas (contéineres). Mais ainda, todos os empacotamentos sdo ortogonais, i.e., as
arestas dos objetos a serem empacotados sao ortogonais ou paralelas as do recipiente.

Abordamos os seguintes problemas: o problema de empacotamento em faiza, o
problema de empacotamento em placas, o problema de empacotamento tridimensional
e o problema de empacotamento em contéineres. Descrevemos algoritmos on-line e
off-line tanto para o caso orientado como para o caso em que rotagoes ortogonais sao
permitidas (isto é, os objetos a serem empacotados sdo dados com uma certa orien-
tagdo, mas podem sofrer rotagido de 90 graus no momento em que sdo empacotados).

Os resultados apresentados na tese de doutorado de Miyazawa [21] sdo todos relati-
vos ao desenvolvimento e andlise de algoritmos de aproximagcao para esses problemas.
Resumidamente, os principais resultados sao os seguintes.

Para o problema de empacotamento em faiza, apresentamos um algoritmo com
limite de desempenho assintético ndo maior que 1,62 e outro, on-line, cujo limite de
desempenho assintético é 1,75. Ambos para o caso onde rotacoes sdo permitidas. Pa-
ra o problema de empacotamento em placas, apresentamos um algoritmo com limite
de desempenho assintético nao maior que 2,64 e outro, on-line, com limite de de-
sempenho assintético ndo maior que 3,25. Ambos também para o caso onde rotagdes
ortogonais sao permitidas. Para o problema de empacotamento tridimensional, ca-
so orientado, apresentamos um algoritmo com limite de desempenho assintético ndo
maior que 2,67. Para o caso onde rotagdes em torno do eixo da altura sdo permitidas,
apresentamos um algoritmo com limite de desempenho assintético 2,67 e outro, on-
line, com limite de desempenho assintético 3,25. Para o problema de empacotamento
em contéineres onde rotacoes sao permitidas, apresentamos um algoritmo com limite



de desempenho assintdtico 4,89 e para o caso on-line, um algoritmo com limite de
desempenho assintético nao maior que 6,25.

Os limites acima ou sdo novos ou sdo melhores que os encontrados na literatura.
Além disso, apresentamos resultados que relacionam a complexidade dos problemas
da versao orientada com a versdo em que rotacoes ortogonais sdo permitidas. Também
apresentamos varios algoritmos de aproximagdo para casos particulares destes pro-
blemas: empacotamento de quadrados, de cubos e de objetos ‘pequenos’. Para esses
casos, os algoritmos que obtivemos tém limites de desempenho melhores que os acima
mencionados.

Os algoritmos que desenvolvemos fazem uso de uma técnica que introduz uma
inovagdo em relacdo as técnicas até entdo usadas. Trata-se de uma técnica em que
definimos o conceito de conjuntos criticos (de objetos) e fazemos uso de combinacoes
adequadas desses conjuntos, procurando garantir um melhor aproveitamento da “area
de fundo” ocupada pelos objetos desses conjuntos.

Nao descreveremos aqui os algoritmos que desenvolvemos, pois para isso preci-
sarifamos introduzir muitas notacgdes e defini¢des, além de varios outros algoritmos
que séo usados como subrotinas, impossibilitando mencionar (em poucas paginas) os
principais resultados que foram obtidos.

1 Preliminares

Nesta se¢do definimos informalmente todos os problemas que sdo tratados na tese.
Mencionamos a complexidade computacional desses problemas, bem como as medidas
padrées usadas para especificar o desempenho dos algoritmos de aproximacao.

Além disso, apresentamos resultados referentes as versoes desses problemas, nas
quais rotacoes ortogonais podem ser feitas. Mostramos que essas versdes, no caso
geral, sdo tao dificeis quanto o caso com orientacao fixa.

Nosso espaco de trabalho é o espaco euclidiano IR®, com o sistema de coordenadas
zyz. Um item (objeto) e a ser empacotado tem suas dimensoes definidas por z(e),
y(e) e z(e), onde cada uma dessas dimensoes é a medida no correspondente eixo do
sistema zyz. Para o caso bidimensional alguns destes valores ndo estao definidos.

1.1 Problemas de Empacotamento

Descrevemos aqui apenas os problemas para os quais obtivemos resultados origi-
nais.

O Problema de Empacotamento em Faixa (strip packing problem) consiste
em: dados uma lista de retangulos L = (r1,...,7,), onde r; = (x;,y;), € um retdngulo
R = (a,0), empacotar os retangulos de L em R minimizando o tamanho do em-
pacotamento na direcdo ilimitada do recipiente R. Consideramos uma versdo com
orientagao fixa e outra onde rotacoes ortogonais sdo permitidas. Nesta dltima versao,



cada retangulo r; pode ser empacotado tratando-o como sendo da forma r; = (z;,y;)
ou da forma (y;,z;). A versdo com orientagao fixa serd denotada como PEF; e a
versao que permite rotacio serd denotada por PEF".

O Problema de Empacotamento em Placas (two dimensional bin packing
problem) consiste em: dados uma lista de retdngulos L = (ry,...,r,), onde r; =
(zi,vi), e placas da forma R = (a,b), empacotar os retdngulos de L em placas R
de forma a usar o menor nimero destas placas. A versao totalmente orientada serd
referenciada como PEP, e a versao permitindo rotacio, como PEP".

O Problema de Empacotamento Tridimensional (three-dimensional packing
problem) consiste em: dados uma lista de caixas L = (by, ..., by,), onde b; = (z;, yi, 2i),
e uma caixa B = (a, b, c0), empacotar as caixas de L em B minimizando o tamanho
do empacotamento na direcdo ilimitada do recipiente. Consideramos uma versao
totalmente orientada (PET) e outra orientada no eixo z (PET"). Na versdo totalmente
orientada, uma caixa s6 pode ser empacotada na orientacdo dada inicialmente. Na
versdo orientada no eixo z, é permitido fazer rotagdes em torno do eixo z. Isto é, uma
caixa b; = (;, yi, z;) pode ser empacotada tratando-a como sendo da forma (x;, y;, 2;)
ou da forma (y;, s, ;).

O Problema de Empacotamento em Contéineres (boz packing problem) con-
siste em: dados uma lista de caixas L = (by,...,b,), onde b; = (z;,y;, 2i), e caixas
B = (a, b, c), empacotar as caixas de L dentro de caixas B, usando 0 menor nimero
destas caixas. Consideramos a versdo orientada (PEC), e a versdo permitindo ro-
tagdes (PEC"), em que cada caixa b; = (x;,¥;,2;) pode ser empacotada tratando-a
como sendo de uma das formas seguintes: (z;,v;,2:), (Ti, zi, ¥i), Vi, Zi, 2i), (Yi, 2is i),
(zi,i,Yi) e (2i,Yi, i),

Dizemos que um item e tem dimensdo pequena no eixo x se x(e) < =, param > 2
inteiro. Esta mesma defini¢do é usada para os demais eixos. Dizemos que um item é
pequeno se este tem dimensdes pequenas em relacdo a todos os eixos. O valor de m
ficard em aberto, sendo que os algoritmos desenvolvidos para este tipo de instancia
terdo m como um dos pardmetros de especificacdo do algoritmo.

Dados uma lista de itens L = (ej,e2,...,e,) e um algoritmo A para empacotar
L, dizemos que A é um algoritmo on-line se: (1) A empacota os itens na ordem dada
por L; (2) A empacota cada item e; sem levar em conta qualquer item e;, j > i; (3)
A nunca move um item ja empacotado.

Os algoritmos de empacotamento que nao sdo on-line, sdo chamados de algoritmos
off-line.

1.2 Medidas de Desempenho dos Algoritmos

Um algoritmo de aprozimacdo é um algoritmo cujo tempo de execucdo é polinomial
(no tamanho da insténcia do problema), e que fornece uma garantia de desempenho
em relacdo a solugdo étima do problema. Sdo duas as medidas padroes usadas para
especificar o desempenho de um algoritmo de aproximacio: o limite de desempenho



absoluto e o limite de desempenho assintético. Definimos a seguir esses conceitos.
No contexto de empacotamento, consideramos que as dimensoes de todos os itens a
serem empacotados sao limitados por uma constante.

Dada uma lista L de itens a serem empacotados, e um algoritmo A, denotamos
por A(L) a solucdo gerada pelo algoritmo A quando aplicada a lista L. Tal solucao
tanto pode ser a altura do empacotamento ou o numero de recipientes usados pelo
empacotamento, conforme o problema em questdo. Denotamos por OPT(L) o valor
correspondente a um empacotamento 6timo de L. Apesar de OPT ser usado da
mesma, forma para problemas distintos, esperamos que seu significado e uso esteja
claro pelo contexto.

Dizemos que um algoritmo A tem limite de desempenho absoluto « se A(L) <
a-OPT(L) para toda lista de entrada L. Dizemos que um algoritmo A tem limite de
desempenho assintdtico o se existe uma constante 3 tal que A(L) < a- OPT(L) + 3,
para toda lista de entrada L.

De acordo com Garey e Johnson (veja pagina 128 de [14]): “The asymptotic ratios
seem to be the more important ones for bin packing, although for other problems the
absolute ratios may be more appropriate”.

1.3 Complexidade dos Problemas de Empacotamento

E bem conhecido o fato de que o Problema de Empacotamento Unidimensional
(bin packing problem) é um problema A P-dificil [14]. Como este problema é um
caso particular dos problemas de empacotamento descritos neste artigo, segue que
todos esses problemas sdo também N P-dificeis. Um caso bem mais restrito do pro-
blema de empacotamento unidimensional, que j& é N"P-completo, é decidir se 3k itens
S1,82,...,53, onde cada item s; tem comprimento i < z(s;) < %, podem ser empa-
cotados em barras de comprimento 1. Este problema é conhecido como Problema da
3-Particao e foi provado ser N'P-completo por Garey e Johnson [13]. Um outro caso
que é bem restrito e também é N'P-completo, é decidir se uma lista L de itens com
x(L) = 2C pode ser empacotada em duas barras de comprimento C. Este problema é
conhecido como problema da particdo e foi um dos problemas NP-completos apresen-
tados por Karp em 1972 [15]. Note que este ultimo problema mostra que o limite de
desempenho absoluto do problema de empacotamento unidimensional deve ser pelo
menos %, a menos que P = N'P. Caso exista um algoritmo polinomial com limite
de desempenho absoluto a < %, podemos usé-lo para decidir se uma lista L, com
z(L) = 2C pode ser empacotada em 2 barras de comprimento C. Desta forma temos
que nenhum dos problemas descritos aqui é aproximavel —em termos absolutos—
dentro de (% — e). Outros resultados de ndo-aproximabilidade sdo descritos na secio
correspondente a cada problema.



1.4 Rotagoes Ortogonais

Virios dos problemas aqui tratados tém versdes em que os itens podem sofrer
rotagoes quanto a alguns dos eixos. Consideramos apenas rotagoes ortogonais (i.e.,
de 90°). Este tipo de consideracio ocorre em muitas aplicag¢oes praticas (veja Miya-
zawa [21]). Na literatura encontramos poucos resultados a respeito dessas versoes,
no que concerne ao desenvolvimento de algoritmos de aproximacdo. A maior parte
dos resultados relativos a algoritmos de aproximacao é referente ao caso com orien-
tagdo fixa. Em [21], apresentamos vérios algoritmos para problemas onde rotagoes
sdo permitidas.

Coffman, Garey e Johnson fazem em [6] a seguinte consideragio a respeito de
rotagoes ortogonais, ao discutir o problema de empacotamento em placas e faixa:

“Having introduced the case where ninety degree rotations are allowed, we
should mention that some of the worst case results mentioned above also
apply to this case, in that the values of R4y and R are unchanged if such
rotations are allowed in the construction of optimal packings. This holds true
in particular for NFDH and BLDW, since the proofs of the bounds for these
algorithms are based on pure area arguments. So far no algorithm has been
found that attains improved guarantees by actually using such rotations itself

»

Na discussao acima, R4 e R sao os limites de desempenho absoluto e assintético,
respectivamente. Em [5], Chung, Garey e Johnson também consideram a possibilidade
de se permitir rotacées, como mostra o seguinte trecho, a respeito do problema de
empacotamento em placas.

“4. Directions for further research [...] A second line of attack would be to
design and analyse algorithms which could make use of the fact that, in some
applications, 90° rotations of rectangles might be allowable. Algorithms which
consider the possibility of rotations might well yield improvements. Can one
prove worst case bounds that reflect these improvementes 7’

No contexto acima, “worst case bounds’ sao relativos aos limites de desempenho
como definimos. Em [7] Coffman et al. também questionam sobre rotages ortogonais.

As consideragoes acima nos levam a inferir que os autores destes artigos achavam
que, ao permitir rotacdo dos itens, algoritmos com melhores limites de desempenho
poderiam ser obtidos. Apesar de esses artigos serem do inicio da década de 80, desde
entao pouco foi feito sobre essa variante onde rotacoes sdo permitidas.

Uma primeira idéia para resolver os problemas que permitem rotacao é adaptar
algoritmos do caso orientado para o caso com rotacdo. Considere PROB um dos
problemas descritos anteriormente, para o caso orientado, e PROB" para o caso com
rotagdo. Dizemos que um item e tem orientacdo vidvel se z(e) < a, y(e) < b e
z(e) < ¢, onde a, b e ¢ sdo as dimensées maximas que um item pode ter nas respectivas



dimensées. Uma abordagem natural, é gerar para cada instancia L = (e, es,...,e,)
de PROB", uma nova instancia L' de PROB, tal que L' € ¢(L) = (di,d>,...,d,),

onde
ei, see; tem orientacao viavel,
d; =< e} caso contrario, onde e} é uma permutacio de e;

(3
que tem orientacdo viadvel;

e entdo aplicar um algoritmo de PROB sobre L'. Desta maneira, obtemos também
um empacotamento para PROB". R

Para cada algoritmo A para o caso orientado, denote por 4 um correspondente
algoritmo para PROB", como descrito acima. Isto é, para toda instancia L do PROB",
o algoritmo A aplica o algoritmo A sobre uma lista de ¢(L). E facil ver que este
algoritmo A pode nao preservar o limite de desempenho assintético original de A.

Em [21], exemplificamos este fato para o PEP". O resultado acima mostra que
nao existe algoritmo A para o PEP", obtido de um algoritmo A para o PEP —como
descrito anteriormente—, que tem um limite de desempenho assintético menor que 3.

Proposicao 1.1 Se A ¢ um algoritmo para PEP" obtido de wm algoritmo A para
o PEP, como descrito acima, entdo o limite de desempenho assintdtico de A é pelo
menos 3.

Este resultado mostra que, se usarmos “de uma maneira ingénua” (como des-
crevemos acima) um algoritmo A do problema orientado para resolver problemas
permitindo rotacdes, podemos ter um algoritmo com desempenho pobre para este
ultimo problema, mesmo que o algoritmo tenha um bom limite de desempenho no
caso orientado.

Em [21, 25] mostramos que, pelo menos para os casos gerais, as versoes dos pro-
blemas considerados permitindo rotagbes ortogonais sao tdo dificeis (com respeito
a4 aproximabilidde) quanto o caso orientado, ao contrdrio do que sugere as citagoes
acima. Por outro lado, se A" é um algoritmo para um dos problemas permitindo
rotacoes, entdo este algoritmo pode ser usado por um outro algoritmo A’, para o
problema equivalente totalmente orientado, de forma a manter o mesmo limite de
desempenho. Mais especificamente, mostramos o seguinte resultado.

Teorema 1.2 Seja PROB” um dos problemas definidos anteriormente, o e 3 cons-
tantes, e A" um algoritmo considerando rotagoes de 90° em torno de algum dos eizos
x ouy ou z (podendo ser em vdrios eizos) tal que,

A"(L) < a-OPT(L)+ B  para toda instincia L de PROB".

Entao, podemos adaptar este algoritmo para um algoritmo A para a variante de
PROB", chamado de PROB, onde fizramos a orientacao dos itens sobre alguns dos
eizos, de tal modo que a sequinte relagdo € vdlida para esta variante:

A(L) <a-OPT(L)+ B  para toda instancia L de PROB.



Mais ainda, este resultado também é vdlido para algoritmos on-line.

Ainda que as versdes dos problemas de empacotamento considerando rotagoes
ortogonais sejam tao dificeis quanto suas respectivas versoes orientadas, isto ndo quer
dizer que esta dificuldade sempre va ocorrer. Ha casos especiais do problema, definido
para instancias especiais, onde é possivel tirar proveito das rotagoes ortogonais. Isto
foi verificado em algoritmos para casos especiais do problema de empacotamento em
placas e o problema de empacotamento tridimensional, onde rotacdes ortogonais nos
permitiram obter um melhor limite de desempenho assintético.

O que nos parece também é que, ao permitir rotagdes ortogonais, a andlise do
desempenho dos algoritmos fica mais complicada. Vale notar que certos casos especiais
sdo extremamente ficeis se considerados na versao totalmente orientada, mas ficam
complicadas na versdo onde rotagdes ortogonais sdo permitidas. Um exemplo disso
é o problema de carregamento de paletes (pallet loading) no caso em que a lista de
entrada s6 contém retdngulos de mesmo tamanho (e o objetivo é empacotar o maior
numero deles num tnico retangulo). Algumas pesquisas tém sido conduzidas sobre
este problema [11, 28], mas nao é conhecida nenhuma prova de que este problema é
realmente N'P-dificil.

2 Problema de Empacotamento em Faixa

O Problema de Empacotamento em Faixa (PEF) foi primeiramente proposto por
Baker, Coffman e Rivest [2] em 1980. Uma aplicagdo interessante deste problema
ocorre em projetos de escalonamento de processos em um computador. Neste tipo
de aplicacdo, o numero de itens a serem empacotados é em geral grande, sendo que
existe uma necessidade de algoritmos rapidos e com boa performance, muitas vezes
on-line.

Em 1980, Coffman, Garey, Johnson e Tarjan [7], desenvolveram os algoritmos
chamados NFDHY) (Next Fit Decreasing Height) e FFDHY) (First Fit Decreasing
Height), e provaram que o primeiro tem limite de desempenho assintético 2 e o se-
gundo tem limite de desempenho assintético 1,7. Quando consideramos instancias
com caracteristicas especiais o Algoritmo FFDH/) apresenta melhor desempenho
assintético. Se todos os itens a serem empacotados sdo quadrados, esses autores mos-
traram que o Algoritmo FFDHY) tem limite de desempenho assintético 1,5. J4 no
caso em que todos os retangulos de L nao tém largura maior que % da largura da fai-
xa, provaram que o Algoritmo FFDH") tem limite de desempenho assintético m+L.
Nesse mesmo artigo, esses autores apresentam um algoritmo com limite de desem-
penho assintdtico Z—ﬁ, sendo este o de melhor limite conhecido para o caso onde os
itens tém largura pequena.

Para instancias quaisquer, o algoritmo com melhor limite de desempenho as-
sintético conhecido é devido a Baker, Brown e Katseff [1]. Este algoritmo é chamado



de UD (Up and Down) e tem limite de desempenho assintético %.

No caso de algoritmos on-line, Csirik e Woeginger [10] apresentam um algoritmo
que gera empacotamentos divididos em niveis, com limite de desempenho assintético
que pode se tornar tao proximo de 1,691 quanto se queira. Eles mostram também
que o limite inferior para o limite de desempenho assintético de um algoritmo on-line
para o PEF, que gera o empacotamento dividido em niveis, deve ser pelo menos 1,691.
Em [4], Brown, Baker e Katseff mostraram que o limite de desempenho absoluto de
qualquer algoritmo on-line para o PEF nao pode ser menor do que 2. Recentemen-
te, Schiermeyer [27] e Steinberg [29] apresentaram algoritmos off-line com limite de
desempenho absoluto 2 para o PEF.

Desenvolvemos dois algoritmos para o PEF" (problema de empacotamento em
faixa, com rotacdo): o algoritmo SPR e o algoritmo OSPR, este dltimo on line. A
respeito desses algoritmos temos os seguintes resultados.

Teorema 2.1 Para toda lista de entrada L para o PEF", onde os retangulos de L
tém dimensdes menores ou iguais a Z, temos que SPR(L) < 1,613 - OPT(L) + 6Z.

Teorema 2.2 Para toda lista de entrada L para o PEF", onde os retdngulos de L
tém dimensdes menores ou iguais a Z, temos que OSPR,(L) < a, - OPT(L) + %,
onde lim,_,; o, < 1,75.

Apresentamos também um algoritmo on-line, IOSSP,, , para o PEF especializado
para o empacotamento de itens pequenos, e algoritmos off-line e on-line para o PEF"
especializado para o empacotamento de itens pequenos, denominados de SSP,, e
OSSPy, , respectivamente.

Na Tabela 1 apresentamos os algoritmos com os melhores limites de desempenho
conhecidos para o PEF e PEF". Nesta tabela (bem como nas demais), os algoritmos
que desenvolvemos em [21] estdo indicados com % na coluna Ref (referéncia).

|| Algoritmo | Probl. | Tipo | a | B | Ref. | Condicgao ||
M,S PEF | off-line | 2 — | [27, 29] CG
UD PEF | off-line | 1,25 2zZ1n CG
SF PEF | off-line zif 27 7 IP
I0SSP,, , PEF | on-line | < B3 + s | 15 | * IP
Shelf(Hps,p) | PEF | on-line | < 1,691 1TMp [10] CG
SSP., PEF" | off-line | ™t 27 | IP
OSSP, PEF" | on-line | < ™tl = | * IP
SPR. PEF" | off-line | 1,613 47 | % CG
OSPR PEF" | on-line | < 1,75 1271) * CG

Tabela 1. As siglas usadas na tltima coluna significam: CG = Caso Geral, IP =
Itens Pequenos.



3 Problema de Empacotamento em Placas

Em 1982 foi apresentado o primeiro algoritmo com estudo de limite de desempe-
nho assintético para o Problema de Empacotamento em Placas, PEP, com orientagao
fixa. Este algoritmo, devido a Chung, Garey e Johnson [5], tem limite de desempe-
nho assintético ndo maior que 2,125, sendo este o de melhor limite conhecido até o
momento.

Para o caso on-line, o primeiro algoritmo de aproximacao que foi desenvolvido para
o mesmo problema é devido a Coppersmith e Raghavan [8], com limite de desempenho
assintético ndo maior que 3,25. Os algoritmos cujos limites de desempenho assintético
sdo os melhores que se conhecem sdo devidos a Li e Cheng [16] e Csirik e van Vliet
[9], ambos com limite de desempenho assintético igual a 2,86.

Por outro lado, Blitz, van Vliet e Woeginger [3] mostraram que qualquer algoritmo
on-line para o PEP deve ter um limite de desempenho assintético de pelo menos 1,907.

Em [21], apresentamos uma demonstracdo simples de que este problema ndo pode
ter limite de desempenho absoluto menor que 2, a menos que P = N'P.

Teorema 3.1 O problema de empacotamento em placas (PEP) ndo é aprozimdvel
dentro de 2 — €, para qualquer € > 0, a menos que P = N'P. Este resultado é vdlido
mesmo que todos os itens de entrada sejam quadrados.

Quando permitimos rotagoes ortogonais, ou seja, no caso do PEP", descrevemos
um algoritmo chamado BI cujo limite de desempenho assintético pode chegar tao
préximo de 2,6397 quanto se queira. Para o caso on-line, apresentamos um algoritmo
chamado OBI, com limite de desempenho assintético 3,25. Os resultados a respeito
desses algoritmos sdo os seguintes.

Teorema 3.2 Para qualquer instincia L do PEP", temos que Bl (L) < agy -
OPT(L) + O (k + %), onde oy ¢ — 2,6397 ¢ medida que k — 0o e € = 0.

Teorema 3.3 Para qualquer instincia L do PEP", temos que OBI(L) < 3,25 -
OPT(L) + 10.

Também descrevemos algoritmos on-line e off-line para o PEP" especializado para
2

o caso de itens de dimensoes pequenas, com limite de desempenho préoximo de (mT“) ;

e apresentamos algoritmos para o caso em que a instancia é restrita a quadrados.

Além disso, desenvolvemos um algoritmo [21, 26], STP,,,, com melhor limite que o
do Algoritmo HNF (Hybrid Next Fit), apresentado por Frenk e Galambos [12], para
o PEP especializado para itens pequenos.

Teorema 3.4 Para qualquer lista L de retangulos, com dimensdes menores ou iguais
a L, STP,(L) < o - OPT(L) + O(m), onde an, = (2m* + 5m? + 5m + 2 +
VOm* + 34m? + 41m?2 + 20m + 4)/(2m(m + 1)?).




Na seguinte tabela apresentamos os valores de a,, = a(STP,,) e a(HNF) para
valores de m entre 1 e 7.

a(STP,,) | a(HNF)
3,04003810. .. | 3,38206041 ...
2,02722200... | 2,84623550...
1,68340642 ... | 1,95357991 ...
1,51124783 ... | 1,64587967 ...
1,40805542 ... | 1,48878775. ..
1,33937902 ... | 1,39323320...
1,29041589... | 1,32892571...

\I@Cﬂﬂkwwl—‘s

No caso especial em que as placas sdo quadradas apresentamos um algoritmo on-
line, chamado RR, sobre o qual provamos o seguinte resultado.

Teorema 3.5 Seja L uma instincia para o PEP", com placas quadradas. Entdo
RRy(L) < ay - OPT(L) + k + 14, onde ay — 2,6875 4 medida que k se torna grande.

Observamos que o resultado acima ilustra um caso em que, ao permitir rotacoes,
obtivemos um algoritmo com melhor limite de desempenho assintético (do que no
caso orientado). O algoritmo RR é definido para diferentes valores de k: denotamos
por RRy o correspondente algoritmo. O valor de k estd associado a subdvisoes de
certas listas de objetos. Notamos porém que, mesmo para k relativamente pequeno,
por exemplo, igual a 13, temos que ap < 2,6876. Ou seja, podemos afirmar que
RR;3 < 2.6876 - OPT(L) + 27. Essa mesma observacao vale para os algoritmos off-
line que dependem de um parametro k, que serdo mencionados a seguir. Em todos
eles, para valores pequenos de k, o valor de oy, estd bem préximo do valor especificado
para o caso em que k — 00.

Na Tabela 2 indicamos os algoritmos para o PEP e PEP" que tém os melhores
limites de desempenho conhecidos.

4 Problema de Empacotamento Tridimensional

Li e Cheng [17] foram os primeiros a estudar o Problema de Empacotamento
Tridimensional (PET) sob a 6tica de algoritmos de aproximagdo. Em 1990, esses
autores apresentaram varios algoritmos para o PET: para o caso geral, um algoritmo
com limite de desempenho assintético 3,25; e para o caso especial onde todas as caixas
tém fundo quadrado, um algoritmo com limite de desempenho assintético 2,6875. Em
[19] eles melhoraram o limite do caso geral apresentando um algoritmo on-line com
limite de desempenho que pode se tornar tdo préximo de 2,89 quanto se queira.

Em [21, 24], apresentamos um algoritmo, chamado TRI que melhora este limite
para menos que 2,67.



|| Algorit. | Prob. | Tipo | a | 8 | Ref. |Condi§50||
HFF PEP | off-line | 2,125 5 B CG
STP,, PEP off-line | a(STP,,) O(m) * P
I0FF,, | PEP | on-line (g—ﬁ) “y iz | 0m?) N P
FF® [ PEP | on-line | = 2,86 0 (L) e 9| ca
SS, PEP off-line | a(SSy,) 47 * QPQ
BL,, PEP" | off-line | (mt1)? 6 X IP
OFF? | PEP" | on-line | (mt1)’ O(m?) * IP
Bl . PEP" | off-line | < 2,6397 Ok+1 * CG
RR, PEP” | on-line | = 2,6875 O(k) * PQ
OBI PEP" | on-line | 3,25 10 * CG

Tabela 2. As siglas usadas na tdltima coluna significam: CG = Caso Geral, IP =
Itens Pequenos, QPQ = empacotamento de Quadrados Pequenos em Quadrados, e
PQ = empacotamento em Placas Quadradas.

Teorema 4.1 Para qualquer instincia L do PET, temos TRIx(L) < ay - OPT(L) +
(Qk + 52—7) Z, onde ap, — 2,6608 a medida que k — oo.

Este resultado responde a uma questio levantada por Li e Cheng [19], sobre a
existéncia de um algoritmo polinomial com limite de desempenho assintético menor
que 2,89.

Desenvolvemos também algoritmos particulares para casos especiais deste pro-
blema. Para o caso em que as caixas de L tém fundo quadrado apresentamos um
algoritmo chamado LS com limite de desempenho assintético nao maior que 2,543.

Para o caso especial onde a caixa B e todas as caixas de L tém fundo quadrado,
desenvolvemos um algoritmo chamado SS que melhora o limite anterior de 2,6875,
devido a Li e Cheng, para menos que 2,361.

Teorema 4.2 Para qualquer lista L para o PET, onde todas as caizas tém fundo
quadrado, SS\" (L) < 2,3605 - OPT(L) + 4Z.

Os primeiros a desenvolver algoritmos de aproximacdo para a versdo em que as
caixas de L podem sofrer rotagoes em torno do eixo z foram Li e Cheng [18]. Esses
autores apresentaram um algoritmo com um limite de desempenho assintético 4,572.
Em [21, 22] melhoramos este limite, apresentando um algoritmo chamado R, adaptan-
do o algoritmo que desenvolvemos para o caso orientado e mantendo o mesmo limite
de desempenho assintético.

Teorema 4.3 Para qualquer instincia L do PET", temos que R (L) < ay,-OPT(L)+
(Qk + 52—7) Z, onde ap, — 2,6608 a medida que k — oo.



Descrevemos também um algoritmo, chamado BS, para o caso especial em que a
caixa B tem fundo quadrado e mostramos que seu limite de desempenho assintético
é menor que 2,528. Para o caso on-line apresentamos um algoritmo com um limite
de desempenho assintético que pode se tornar tao préximo de 3,25 quanto se queira.
Também apresentamos um outro algoritmo —chamado RR— para o caso especial
onde a caixa B tem fundo quadrado, com um limite de desempenho assintético que
pode se tornar tao préximo de 2,6875 quanto se queira. O caso especial em que as
caixas tém fundo de dimensoes pequenas também foi investigado. Esses resultados
estdo reunidos na Tabela 3, onde indicamos os algoritmos com os melhores limites de
desempenho conhecidos até o momento.

|| Algorit. | Prob.| Tipo | a | 8 |Ref. |Condigiio||
TRI, PET | off-line | < 2,6608 k+20)Z [ « CG
LS PET | off-line | 2,5425 L7 X LQ
STP) | PET | off-line | a(STPWY) O(m - Z) * IP
FFLS,, | PET | on-line | = 2,89 O(L.1)Z |19 CG
ISRR,,, | PET | on-line x(g—ﬁ)im(%ﬂ) o)z | « P
ss(? PET | off-line | 2,3606 47 * QQ
sst) PET | off-line | a(SS®) 17 * QP
BI(! PET’ | off-line | (1) 627 [20] IP
SRR, | PET" | on-line | (mtL)® o)z | * P
Ry PET" | off-line | < 2,6608 k+20)Z | « CG
BS PET" | off-line | 2,5274 152 X BQ
RRY) | PET" | on-line | < 2,6875 1% (1%) 7 | « BQ
OTRI, | PET" | on-line | < 3,25 0 (117,) Z | « CG

Tabela 3. As siglas usadas na udltima coluna significam: CG = Caso Geral, IP =
Itens Pequenos, LQ = caixas de L tém fundo Quadrado, QQ = todas as caixas tém
fundo Quadrado, QP = todas as caixas tém fundo Quadrado e Pequeno, e BQ =
caixa B tem fundo Quadrado.

5 Problema de Empacotamento em Contéineres

Os primeiros a apresentar um algoritmo de aproximagcado para Problema de Em-
pacotamento em Contéineres (PEC) foram Coppersmith e Raghavan [8], que desen-
volveram um algoritmo com limite de desempenho assintético 6,25. Para esta mesma
versdo totalmente orientada, Li e Cheng [16] apresentaram um algoritmo com um



limite de desempenho assintético que pode se tornar tao préximo de 4,84 quanto se
queira. Este mesmo limite é também atingido por um outro algoritmo desenvolvido
por Csirik e van Vliet [9]. Esses dois tltimos algoritmos sdo on-line e o limite de
desempenho assintético é o melhor conhecido para este problema.

Blitz, van Vliet e Woeginger [3] mostraram que algoritmos on-line para o PEC
(PEC") néo podem ter limite de desempenho assintético menor que 2,111.

Em [21], apresentamos um algoritmo —chamado BOX— para o caso geral do
PEC" com limite de desempenho assintético ndo maior que 4,883.

Teorema 5.1 Para toda instancia L do PET", temos BOX(L) < ay,. - OPT(L)
+ Bk,c, onde oy, ¢ — 4,8821... a medida que k — 00 e e = 0 e By, é constante para
valores constantes de k e €.

Para o caso especial de empacotamentos de cubos em cubos apresentamos um algorit-
mo —chamado CUBO— com limite de desempenho ndo maior que 3,467. Este caso
é independente de rotacoes, ja que todos as caixas sao cubos. Note que este limite é
bem melhor que o melhor limite do caso geral do PEC, de 4,84.

Teorema 5.2 Para toda lista de cubos L, vale a sequinte desiqualdade para o empa-
cotamento de L em cubos, CUBO; (L) < 3,466 - OPT(L) + 4.

Os resultados a respeito dos algoritmos que desenvolvemos e seus limites de de-
sempenho estao resumidos na Tabela 4. Nesta tabela mencionamos os algoritmos com
os melhores limites de desempenho assintético conhecidos para este problema.

|| Algorit.| Prob.| Tipo | @ | I} | Ref. |C0ndigz~10||
LC/CV | PEC | on-line | < 4,84 O (L) e 9| ca
SCP,, PEC | off-line | a(SCP,,) O(m?) * P
I0FF() | PEC | on-line [t lomTme2 | (1) * LP
CUBO, | PEC | off-line | 3,4654 4 * Q0
CUBO,, | PEC | off-line | a(CUBO,,) O(m) * LQP
H3D,, | PEC" | off-line | (mt1)° 11 * 1P
OFF®) | PEC" | on-line (mT'H)J O(m*) * P
BOX,. | PEC” | off-line | < 4,883 0 (%) * CG
OBOX PEC” | on-line | 6,25 O(1) * CG

Tabela 4. As siglas usadas na udltima coluna significam: CG = Caso Geral, IP =
Itens Pequenos, LP = caixas de L com dimensoes Pequenas, QQ = todas as caixas
sdo Cubos e LQP = caixas de L sdo Cubos Pequenos, m > 2.



6 Comentarios Finais

Em [21] apresentamos varios algoritmos de aproximacao para problemas de empa-
cotamento, muitos dos quais com limites de desempenho melhores que os conhecidos
anteriormente. Desenvolvemos também vérios algoritmos para problemas nao trata-
dos na literatura sob essa abordagem.

A importancia dos resultados em [21] ndo se restringem apenas aos algoritmos de
aproximacao desenvolvidos e sua andlise de desempenho. Ressaltamos a importancia
de uma das técnicas que introduzimos —a respeito de conjuntos criticos— que permi-
tiu obter os resultados mencionados, e que pode eventualmente ser usada em outros
algoritmos de empacotamento.

Observamos também que os problemas de empacotamento envolvendo rotagoes
ortogonais, apesar de terem sido questionados desde o inicio da década de 80, ndo
foram amplamente pesquisados. A tese que desenvolvemos faz um tratamento mais
amplo desse problema, apresentando algoritmos de aproximacao e fazendo um estudo
comparativo dessa versdo com relagdo ao caso orientado (em termos de complexidade
e aproximabilidade).

Quanto a técnica de combinar conjuntos criticos, que introduzimos, esperamos que
seu uso seja refinado e usado tanto para melhorar os resultados ja obtidos, quanto
para obter resultados a respeito de outros problemas de empacotamento.
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