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Algoritmos de Aproximagao para Problemas de Empacotamento

FLAvio KEIDI MIYAZAWA

Resumo da tese apresentada ao IME-USP como parte dos
requisitos necessdrios para a obtencio do titulo de Doutor em Ciéncias.

Resumo

Problemas de empacotamento consistem em colocar, de uma forma econémica, uma colecdo de objetos
dentro de recipientes. Esses problemas podem diferir em duas linhas conforme o objetivo do problema
de otimizacao em questao. Em uma destas linhas, o objetivo é minimizar o niimero de recipientes usados
para empacotar os objetos. Em outra linha, os objetos devem ser empacotados em apenas um recipiente,
sendo que este recipiente tem apenas uma dimensao ilimitada e todas as outras sdo limitadas. Neste caso,
o objetivo é minimizar o ‘tamanho’ do empacotamento com relacdo a dimensao ilimitada do recipiente.

Nesta tese investigamos as versdes em que 0s objetos e os recipientes sdo bi- ou tridimensionais, e de
‘formas ortogonais’. Assim, os objetos sdo retangulos ou caixas retangulares e os recipientes sao faixas,
placas, caixas de altura ilimitada ou caixas de dimensdes finitas (contéineres). Além disso, todos os
empacotamentos devem ser ortogonais. Abordamos os seguintes problemas: o problema de empacotamento
em faiza, o problema de empacotamento em placas, o problema de empacotamento tridimensional e o
problema de empacotamento em contéineres. Esses problemas sdao N P-dificeis, ndo aproximdveis —
em termos absolutos— além de certas constantes. Apresentamos algoritmos de aproximacio para esses
problemas e estudamos o seu desempenho assintético. Descrevemos algoritmos on-line e off-line tanto
para o caso orientado como para o caso em que rotacoes ortogonais sao permitidas.

Para o problema de empacotamento em faixa, apresentamos um algoritmo com limite de desempenho
assint6tico ndo maior que 1,62 e outro, on-line, cujo limite de desempenho assintético é 1,75. Ambos
para o caso onde rotagoes sao permitidas. Para o problema de empacotamento em placas, apresentamos
um algoritmo com limite de desempenho assintético ndo maior que 2,64 e outro, on-line, com limite de
desempenho assintético ndo maior que 3,25. Ambos também para o caso onde rotacoes ortogonais sao
permitidas. Para o problema de empacotamento tridimensional para o caso orientado, apresentamos um
algoritmo com limite de desempenho assintético ndo maior que 2,67. Para o caso onde rotaces em torno
do eixo da altura sao permitidas, apresentamos um algoritmo com um limite de desempenho assintético
2,67 e outro, on-line, com um limite de desempenho assintético 3,25. Para o problema de empacotamento
em contéineres onde rotagoes sao permitidas, apresentamos um algoritmo com um limite de desempenho
assintético 4,89 e para o caso on-line, um algoritmo com limite de desempenho assintético ndo maior que
6,25.

Os limites acima ou sdo novos ou sdo melhores que os encontrados na literatura. Além disso, apresentamos
resultados que relacionam a complexidade dos problemas da versdo orientada com a versdo em que
rotacoes ortogonais sao permitidas. Também apresentamos varios algoritmos de aproximacao para casos
particulares destes problemas: empacotamento de quadrados, de cubos e de objetos ‘pequenos’. Para
esses casos, 0s algoritmos que obtivemos tém limites de desempenho melhores que os acima mencionados.

Palavras-chave: problemas de empacotamento, algoritmos de aproximacado, limite de desempenho
assintético.

Orientadora de tese: YOSHIKO WAKABAYASHI.






Approximation Algorithms for Packing Problems
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Abstract

Packing problems consist in placing a collection of objects inside recipients in an economical way. These
problems can be of two types depending on the objective under consideration. In the first case, the
objective is to minimize the number of recipients used to pack the objects. In the second case, the
objects must be packed into only one recipient—whose dimensions are all bounded, except one—and the
objective is to minimize the ‘size’ of the packing, measured with respect to the unbounded dimension of
the recipient.

In this thesis we consider packing problems where the objects and recipients are 2- or 3-dimensional, and
of ‘orthogonal shape’. Thus, the objects are rectangles or rectangular boxes and the recipients are rect-
angular strips, rectangular bins, rectangular boxes of unbounded height or rectangular boxes of bounded
dimensions (containers). Furthermore, all packings must be orthogonal. We consider the following prob-
lems: the strip packing problem, the two-dimensional bin packing problem, the three dimensional packing
problem and the container packing problem. These problems are A'P-hard, not approximable—in the
absolute sense—within certain constants. We present (polynomial) approximation algorithms for these
problems and study their asymptotic performance. We describe on-line and off-line algorithms for the
oriented case and for the case where orthogonal rotations are allowed.

For the strip packing problem, we present an algorithm with asymptotic performance bound at most
1.62 and an on-line algorithm with asymptotic performance bound 1.75. Both algorithms are for the
case where orthogonal rotations are allowed. For the two-dimensional bin packing problem allowing
orthogonal rotations, we present an algorithm with asymptotic performance bound at most 2.64 and an
on-line algorithm with an asymptotic performance bound of 3.25. For the three-dimensional packing
problem, we present an algorithm for the oriented case, with asymptotic performance bound at most
2.67. For the case where orthogonal rotations around the height axis are allowed, we present an algorithm
whose asymptotic performance bound is at most 2.67 and another on-line algorithm with an asymptotic
performance bound of 3.25. For the container packing problem where orthogonal rotations are allowed,
we present an algorithm with asymptotic performance bound at most 4.89 and an on-line algorithm with
asymptotic performance bound at most 6.25.

All the bounds above are either new or are improvements of the existing ones in the literature. Moreover,
we present results relating the complexity of these problems in the oriented version with the version
where orthogonal rotations are allowed. We also present several approximation algorithms for special
cases of these problems: packing of squares, of cubes and of ‘small’ objects. For these cases, we describe
algorithms whose asymptotic performance bounds are better than those mentioned above.

Keywords: packing problems, approximation algorithms, asymptotic performance bound.

Thesis supervisor: YOSHIKO WAKABAYASHI.
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Introducao

Os problemas abordados nesta tese, como muitos de natureza combinatéria, podem ser facil-
mente formulados e compreendidos, escondendo atras de sua aparente simplicidade, a sua real
complexidade. Sao problemas N P-dificeis nao aproximdveis —em termos absolutos— além de
certas constantes. Esse cardter complexo em termos de aproximabilidade absoluta, justifica o
estudo desses problemas quanto & sua aproximabilidade em termos assintéticos. Este é o tema

central desta tese.

Consideramos aqui diversos problemas de empacotamento bi- e tridimensional, muitos deles
ja investigados sob essa abordagem, e descrevemos para esses problemas algoritmos de aprox-

imacao cujos limites de desempenho assintético sao melhores do que os encontrados na literatura.

Antes de descrevermos formalmente os problemas e mencionarmos a nossa contribuicao,
vamos introduzir o leitor a cada um dos problemas abordados nesta tese, ilustrando a ocorréncia,

de varios deles no processo de construcao de um prédio.

Primeiro, considere a estrutura de concreto armado de um prédio. Mais precisamente, con-
sidere as colunas de concreto contendo barras de ago em seu interior. Estas colunas podem ter
diferentes comprimentos e conseqientemente cada uma delas requer barras com certo compri-
mento. Em geral, a fibrica que produz estas barras somente as produz com um comprimento
especifico, digamos 12 metros. Assim, a construtora deve comprar estas barras grandes e cortd-
las conforme sua necessidade. Claramente, para minimizar os custos, o seu objetivo é comprar
o menor numero de barras necessario na construcao. Este é um problema muito comum que
também aparece em problemas de corte de vigas, estruturas metélicas, canos, esquadrias, etc.

Trata-se de um problema de empacotamento unidimensional.

Prosseguindo na construcao do prédio, considere agora as janelas e divisérias de vidro re-
tangulares, necessirias em quantidade e tamanhos diferentes. A construtora faz o pedido de
compra a uma vidracaria, especificando as dimensoes e quantidades de cada item. A vidracaria

deve cortar estes pedacos a partir de placas de vidro de tamanhos fixos, digamos 3 metros por 3
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metros, que sao fornecidas pelo fabricante de vidro. Novamente, para minimizar os custos, o ob-
jetivo da vidragaria é usar o menor ntiimero destas placas 3 x 3. Este problema também aparece
no corte de chapas, divisérias, compensados, etc. Temos aqui um problema de empacotamento

(bidimensional) em placas.

Considere agora o seguinte problema. A construtora, tendo terminada a construcao do
prédio, contrata uma empresa de publicidade para fazer bandeiras, faixas, bonés e camisetas
com a propaganda do prédio. Para fazer todo este material publicitirio, a empresa precisa
comprar uma, certa quantidade de tecido. As tecelagens produzem tecidos com uma largura
fixa e com comprimento variavel, sendo que seu custo é proporcional ao comprimento. Assim,
para minimizar os seus gastos o objetivo da empresa de publicidade é comprar o menor com-
primento de tecido necessiario para cortar todos os itens requisitados. Este é um problema de

empacotamento (bidimensional) em faiza.

Um outro problema que ocorre esta relacionado ao transporte de produtos e cargas para o
local de construcao do prédio. Vérios produtos (como vidros, pisos, azulejos) devem ser encaixo-
tados e entao transportados em furgoes de dimensoes fixas. Para minimizar os custos o objetivo
aqui é fazer o menor niimero de viagens da loja de materiais para o local de construcao. O prob-
lema consiste em empacotar as caixas no menor nimero de furgoes e consequentemente, mini-

mizar o nimero de viagens. Trata-se aqui de um problema de empacotamento em contéineres.

Uma vez que os produtos sao transportados para o local da construcao, estes devem ser
armazenados em um galpao (de forma retangular), de forma a ficarem protegidos até seu uso.
Surge aqui o problema de empacotar estas caixas dentro do galpao. O objetivo é encontrar um

empacotamento cuja altura seja a menor possivel.

Os problemas envolvidos nos exemplos acima sao chamados de problemas de corte e/ou
problemas de empacotamento. No6s os chamamos de problemas de empacotamento. Segundo a
definicdo de empacotamento que apresentamos, os problemas de corte de barras, vidros, tecidos
ou outros materiais podem ser vistos como problemas de empacotamento (de pedagos de barras

em barras, de moldes em vidros ou tecidos).

De uma forma geral, os problemas de empacotamento que abordamos nesta tese consistem
em empacotar uma lista de itens em recipientes. Dependendo da natureza dos itens sendo
empacotados dizemos que os problemas sao uni-, bi- ou tridimensionais. Nao consideramos o
caso em que os itens e recipientes tém forma arbitréria, mas apenas angulos retos (ou seja,
retangulos, paralelepipedos, etc). Os termos que usamos para os recipientes sao barras, faizas,
placas, caizas e contéineres. Os problemas abordados podem diferir em duas linhas conforme
a funcio objetivo do problema de otimizacdo em questao. Em uma destas linhas, o objetivo é
minimizar o nimero de recipientes usados para empacotar os itens da lista. Em outra linha, os

itens devem ser empacotados em apenas um recipiente, sendo que este recipiente tem apenas
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uma dimensao ilimitada e todas as outras sao limitadas (por exemplo, uma caixa com fundo
limitado e altura ilimitada). Neste caso, o objetivo é minimizar o ‘tamanho’ do empacotamento
com relagdo & dimensao ilimitada do recipiente. Nos referimos a este tamanho como sendo a

altura do empacotamento.

Listamos a seguir os problemas de empacotamento que serao objeto de nosso estudo, colo-
cando entre parénteses os respectivos exemplos mencionados anteriormente na construcao de
um prédio. Problema de Empacotamento Unidimensional (corte de barras de ago), Problema
de Empacotamento em Faixa (corte de tecido), Problema de Empacotamento em Placas (corte
de placas de vidro), Problema de Empacotamento Tridimensional (armazenamento em galpoes)

e Problema de Empacotamento em Contéineres (empacotamento em furgoes).

Diferentes abordagens tém sido usadas no desenvolvimento de algoritmos para problemas
de empacotamento. Uma destas abordagens é a abordagem ezxata. Nesta abordagem é feita a
busca de uma solucdo 6tima do problema. E em geral uma abordagem usada para instancias
particulares ou mesmo para instancias pequenas, ji que o esforco computacional exigido por
essas abordagens torna invidvel o tratamento de instancias de médio porte. Devido a esta
intratabilidade, uma outra abordagem consiste em desenvolver algoritmos polinomiais, nao nec-

essariamente buscando solucoes Gtimas.

Ao considerar o desenvolvimento de algoritmos polinomiais para estes problemas a principal
preocupacao estd na qualidade da solugao produzida pelo algoritmo, isto é, no desempenho do
algoritmo. Surge entao uma nova dificuldade: como comparar estes algoritmos. Uma maneira
de fazer isso é executar varios algoritmos sobre diversas instincias, vindas de casos praticos ou
mesmo tedricos (benchmark), e comparar os resultados gerados por estes algoritmos: a abor-
dagem experimental. E uma abordagem que pode ser boa quando fazemos o estudo de casos
(particulares) préticos [19, 58]. Por outro lado, a sua principal desvantagem é que fica um tanto
restrita aos exemplos testados. Além do mais, melhorias obtidas sobre um conjunto de instancias
nao sao garantias de que conduzem a melhorias sobre os casos gerais. KEssa abordagem pode
levar a algoritmos que geram resultados muito aquém do 6timo, sem nenhuma garantia quanto
ao seu desempenho. A questao que surge é como fazer uma melhor anilise dos desempenhos dos

algoritmos.

Observamos que muitas heuristicas com bons desempenhos empiricos tiveram seu compor-
tamento analisado mais formalmente e, nao surpreendentemente, também apresentaram bons
desempenhos sob outros tipos de andlise. Como abordagens mais formais podemos citar a abor-

dagem de algoritmos de aproximacao e a abordagem probabilistica.

Na abordagem de algoritmos de aprorimacdo, busca-se desenvolver algoritmos para os quais
sao garantidos (para qualquer instdncia) um limitante superior para a razao entre o valor do

empacotamento gerado pelo algoritmo e o valor de um empacotamento 6timo. Comparando
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algoritmos desta forma, podemos dizer qual algoritmo tem um limitante melhor para esta razao.
Como esse limite é valido para qualquer instincia do problema, podem existir algoritmos com

limites superiores nao tao pequenos, mas que na pratica apresentam desempenho melhor.

A abordagem probabilistica consiste em se tomar uma, distribui¢ao mais ou menos realista dos
dados de entrada e calcular a esperanca do resultado gerado pelo algoritmo. Uma dificuldade
desta abordagem estd em achar esta distribuicao realista, muitas vezes dependente das aplicacoes
de cada problema. E em geral uma abordagem dificil, especialmente se considerada na andlise

de algoritmos mais eficientes e complicados (cf. Coffman e Shor [10]).

Optamos pela abordagem de algoritmos de aproximagao, a qual referiremos apenas como
Algoritmos de Aprozimagao (embora este termo seja também usado para a abordagem proba-
bilistica). Esta abordagem tem sido estudada antes mesmo da publicacao dos artigos de Cook [11]
e de Karp [36] que, no inicio dos anos 70 introduziram a teoria de complexidade computacional,
dando um tratamento formal a questoes referentes & eficiéncia de algoritmos, e classificacao de
problemas quanto & existéncia ou (provivel) inexisténcia de algoritmos eficientes para se resolvé-
los. O primeiro algoritmo de aproximagao para um problema N P-dificil foi desenvolvido por
Graham [26], para um problema de escalonamento de tarefas em computadores, conhecido como

Multiprocessor Scheduling. Este problema pode ser formulado da seguinte maneira.

Sao dados uma lista de n tarefas Ty,...,T,, e m mdquinas idénticas, My, ..., My,. Cada
tarefa T; deve ser processada sem interrupcao, por um tempo t;, por uma das m mdquinas, cada
uma das quais pode processar no mdzximo uma tarefa por vez. O objetivo consiste em achar
uma atribuicao das tarefas as mdquinas, de modo a minimizar o tempo total para processar as

n tarefas.

Os primeiros algoritmos de aproximacao para problemas de empacotamento foram desen-
volvidos no inicio da década de 70. Na tese de doutorado de David S. Johnson [30], de 1973, sao
apresentados varios algoritmos para o caso unidimensional. Antes disso, em 1972 o problema
de empacotamento unidimensional foi estudado como um problema de alocacdo de memoria
por Garey, Graham e Ullman [23], que apresentaram as primeiras andlises nao triviais para os

algoritmos de aproximacgao desenvolvidos.

Cabe aqui ressaltar que o desenvolvimento de algoritmos de aproximacao para problemas de
empacotamento estd intimamente relacionado com a origem da teoria de algoritmos de aprox-
imacao. Notamos que até mesmo o problema investigado por Graham, enunciado acima, tem

sua versao de decisdo igual a versao de decisdo do problema de empacotamento unidimensional.

Em um artigo de 1974, Johnson [31] introduziu o termo approzimation algorithm usando-o
para o problema de empacotamento unidimensional, o problema da mochila, o problema da
satisfatibilidade maxima, o problema da cobertura de conjuntos, o problema da coloragao de

vértices e o problema do clique maximo (c¢f. Johnson [32]). Neste artigo, Johnson sugeriu que
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a abordagem de algoritmos de aproximacao anteriormente usada para o problema de empacota-
mento unidimensional fosse aplicada aos demais problemas citados. Vale lembrar também que
os primeiros estudos sobre limitantes inferiores para os limites de desempenho assintéticos de
algoritmos on-line foram feitos para problemas de empacotamento. Mais ainda, os primeiros al-
goritmos com esquema, de aproximacao assintético para um problema fortemente N P-completo
(N'P-complete in strong sense) foram desenvolvidos para o problema de empacotamento unidi-
mensional. Vega e Luecker [16] apresentaram em 1981 um esquema PAAS (Polynomial Time
Asymptotic Approximation Scheme) e Karmarkar e Karp apresentaram, em 1982, um esquema
FPAAS (Fully Polynomial Time Asymptotic Approzimation Scheme). Estes dois resultados
causaram um choque na teoria de algoritmos de aproximagcao, pois muitos achavam que nao ex-
istissem esquemas de aproximagio assintéticos PAAS/FPAAS para problemas fortemente N P-

completos (c¢f. Motwani [51]).

Até a década de 80 as publicagbes sobre algoritmos de aproximacao para problemas de
empacotamento se concentraram nos casos unidimensional e bidimensional [30, 31, 34, 6, 1,
2]. Uma resenha sobre esses dois casos pode ser encontrada em [7]. Um texto recentemente
publicado [28], que trata sé de algoritmos de aproximagcao, traz um capitulo dedicado ao caso

unidimensional [8], constituindo-se em uma resenha bem atualizada.

O objetivo principal desta tese é o de desenvolver algoritmos de aproximacao para proble-
mas de empacotamento e investigar aspectos relativos a este tipo de enfoque. Dedicamos cada

capitulo a um problema distinto e analisamos o desempenho dos algoritmos propostos.

Muitos dos algoritmos que desenvolvemos usam (como subrotinas) outros algoritmos ji men-
cionados na literatura. Alguns desses 1iltimos sdo apresentados aqui, visando facilitar o entendi-
mento dos nossos algoritmos ou visando tornar este trabalho mais auto-contido. Ressaltamos
que, para o entendimento da andlise do desempenho dos algoritmos que desenvolvemos, é sufi-
ciente que o leitor saiba (ou assuma como verdadeiro) o fato de que um certo algoritmo para
um certo subproblema tem determinada garantia de desempenho. Assim, apenas apresentamos
os principais resultados relacionados a esses algoritmos, mas nao provamos esses resultados, ja

que podem ser encontrados na literatura.

No Primeiro Capitulo, Preliminares, estabelecemos a notacdo e definimos informalmente
todos os problemas em questao (Problema de Empacotamento Unidimensional, Problema de
Empacotamento em Faixa, Problema de Empacotamento em Placas, Problema de Empacota-
mento Tridimensional e Problema de Empacotamento em Contéineres). Mencionamos também
as medidas de desempenho dos algoritmos. Além disso, discutimos e apresentamos resultados

referentes as versoes destes problemas quando rotagoes ortogonais podem ser feitas.

No Segundo Capitulo abordamos o Problema de Empacotamento Unidimensional. Apre-

sentamos alguns algoritmos usados como subrotinas de outros, bem como alguns outros consider-
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ados importantes na literatura. Estes algoritmos sao importantes para que o leitor se familiarize
com o modo como certos empacotamentos sao construidos. Ao fim do capitulo, apresentamos
brevemente algumas das técnicas de empacotamento (algumas desenvolvidas nesta tese para

problemas bi- e tridimensionais) aplicadas ao problema de empacotamento unidimensional.

O Terceiro Capitulo é sobre o Problema de Empacotamento em Faiza. Neste capitulo
apresentamos um algoritmo com limite de desempenho assintético 1,613 e outro, on-line, com
limite de desempenho assintético 1,75, para o caso onde rotacoes ortogonais podem ser feitas.
Além disso, introduzimos um resultado relacionado a um algoritmo usado como subrotina para

o problema do empacotamento tridimensional.

No Quarto Capitulo estudamos o Problema de Empacotamento em Placas. Apresentamos
dois algoritmos conhecidos para o caso orientado deste problema, e dois novos algoritmos —
para a versao onde rotacoes sao permitidas— um com limite de desempenho nao maior que
2,64 e outro, on-line, com limite de desempenho assintético 3,25. Também apresentamos outros
algoritmos para casos particulares envolvendo restricoes sobre o tamanho dos itens da instancia,

e restringindo o empacotamento a placas quadradas.

O Problema de Empacotamento Tridimensional é estudado no Quinto Capitulo. Abor-
damos duas versoes para este problema. Uma onde todos os itens sao orientados, e outra onde
rotagoes em torno de um dos eixos é permitida. Apresentamos algoritmos para estas duas versoes
com limite de desempenho assintético nao maior que 2,67, e alguns algoritmos para casos es-
peciais quando restricoes quanto a forma do fundo das caixas sdo inseridas. Para o problema
on-line, apresentamos um algoritmo com limite de desempenho assintdtico que pode se tornar

tao proximo de 3,25 quanto se queira.

O dltimo problema abordado nesta tese, o Problema de Empacotamento em Contéineres,
é investigado no Sexto Capitulo. Apresentamos algoritmos para o caso geral onde qualquer
tipo de rotagdo ortogonal é permitida. Um dos algoritmos, off-line, com limite de desempenho
assintético nao maior que 4,89 e outro, on-line, com limite de desempenho assintético 6,25. Além
disso, apresentamos algoritmos para casos particulares quando ha restrigoes quanto ao tamanho

dos itens a serem empacotados, e também quando todos os itens e contéineres sao cubos.

No Sétimo Capitulo apresentamos algumas Consideragoes Finais. Comentamos breve-
mente nossos resultados, comentamos aspectos relativos a implementacao e apresentamos algu-

mas questoes em aberto sobre os problemas de empacotamento.

Apresentamos também dois apéndices. No Apéndice A, apresentamos algumas Tabelas
mostrando alguns dos melhores limites de desempenho assintéticos de algoritmos para os proble-
mas estudados nesta tese. No Apéndice B, apresentamos varias Aplica¢des para os problemas
de empacotamento discutidos nesta tese. Justamente por abordar uma variante pouco estu-

dada para problemas de empacotamento —a possibilidade de rotagdes ortogonais— sentimos



Introducao 7

necessidade de frisar esta importancia ressaltando as aplicagoes onde rotagbes ortogonais sao

permitidas.

A organizacdo dos capitulos de cada problema é feita do seguinte modo. Primeiramente
apresentamos uma breve introducao onde descrevemos alguns resultados de aproximacao con-
hecidos. Apresentamos algumas definicoes. Em seguida dividimos o capitulo em duas secoes:
abordamos primeiro o caso orientado, e depois o caso com rotacdes. Esta divisao sé nao é feita
para o capitulo do problema de empacotamento unidimensional (onde rotagoes nao fazem sen-
tido); e neste caso, dividimos o capitulo em segoes sobre algoritmos on-line, algoritmos off-line
e algumas técnicas. Ao fim de cada um dos capitulos apresentamos uma tabela que inclui todos

os algoritmos citados para o problema.

Quando o algoritmo apresentado em um capitulo é para o caso geral damos o mesmo nome
do algoritmo para a segao correspondente. Para as secoes onde apresentamos casos particulares
do problema, o nome da se¢do correspondente descreve o caso particular considerado (e nao o

nome do algoritmo).






CariTUuLO 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste capitulo, estabelecemos a notacao e definimos informalmente todos os problemas que sao
tratados nesta tese. Mencionamos a complexidade computacional destes problemas, bem como

as medidas padrdes usadas para especificar o desempenho dos algoritmos de aproximacao.

Além disso, discutimos e apresentamos resultados referentes as versoes desses problemas, nas
quais rotagoes ortogonais podem ser feitas. Mostramos que essas versoes, no caso geral, sao tao

dificeis quanto o caso com orientacao fixa.

1.2 Problemas de Empacotamento

Nesta se¢ao, descrevemos informalmente todos os problemas que serao objeto de nosso estudo.
Lembramos que esses mesmos problemas serao formalmente definidos nos respectivos capitulos.
A notagdo bem como a definicio de alguns termos aqui utilizados sdo apresentados na sec¢io

seguinte.

O Problema de Empacotamento Unidimensional (PEU), também conhecido como bin packing
problem, é o seguinte. Dados uma lista de barras L = (eq,...,e,), cada qual com comprimento
x(e;) (se estivermos trabalhando sobre o eixo x); e barras B (recipientes) de comprimento C, o
problema consiste em empacotar as barras de L em barras B de forma a usar o menor niimero

possivel de barras B.

O Problema de Empacotamento em Faiza, conhecido como strip packing problem, consiste em:
dados uma lista de retangulos L = (ry,...,r,), onde r; = (z;,¥;), € um retangulo R = (a, 00),
empacotar os retidngulos de I em R de forma que nenhum retangulo se sobreponha a outro e

cada retangulo de L nao esteja fora dos limites de R, minimizando o tamanho do empacotamento
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na direcao ilimitada do recipiente R. Mais ainda, o empacotamento deve ser ortogonal, i.c., as
arestas dos retangulos de L devem ser paralelas ou ortogonais as arestas de R. Consideramos
uma versao com orientacdo fixa e outra onde rotagoes ortogonais sao permitidas. Nesta tltima
versao, cada retangulo r; pode ser empacotado tratando-o como sendo da forma r; = (z;, ;) ou
da forma (y;,z;). A versao com orientacao fixa serd denotada como PEF; e a versao que permite

rotacao serd denotada por PEF".

O Problema de Empacotamento em Placas, também conhecido como two dimensional bin
packing problem, consiste em: dados uma lista de retangulos L = (ry,...,ry,), onde r; = (24, v;),
e placas da forma R = (a,b), empacotar os retangulos de L em placas R de forma a usar o
menor nimero destas placas. O empacotamento deve ser de modo que nenhum retangulo se
sobreponha a outro e nem esteja fora dos limites da placa onde este foi empacotado. Mais ainda,
o empacotamento deve ser ortogonal. A versao totalmente orientada serd referenciada como

PEP, e a versao permitindo rotagao, como PEP”.

O Problema de Empacotamento Tridimensional, também conhecido como tridimensional
packing problem, consiste em: dados uma lista de caixas L = (by,...,by,), onde b; = (z;,yi, %),
e uma caixa B = (a,b, 00), empacotar as caixas de L em B de forma ortogonal e minimizando
o tamanho do empacotamento na direcao ilimitada do recipiente. Consideramos uma versao to-
talmente orientada (PET) e outra orientada no eixo z (PET"). Na versio totalmente orientada,
uma caixa sé pode ser empacotada na orientacao dada inicialmente. Na versao orientada no
eixo z, é permitido fazer rotagoes em torno do eixo z. Isto é, uma caixa b; = (z;,y;, 2;) pode ser

empacotada tratando-a como sendo da forma (z;,y;, z;) ou da forma (y;,x;, 2;).

O Problema de Empacotamento em Contéineres, conhecido como box packing problem, con-
siste em: dados uma lista de caixas L = (by,...,b,), onde b; = (z;,v;, 2;), e caixas B = (a, b, ¢),
o problema, consiste em empacotar as caixas de L dentro de caixas B, usando o menor nimero
destas caixas. Novamente, este empacotamento deve ser ortogonal. Consideramos a versao ori-
entada (PEC), e a versao permitindo rotacoes (PEC"), em que cada caixa b; = (z;, yi, z;) pode
ser empacotada tratando-a como sendo de uma das formas seguintes: (z;,vs,2i), (%, 2i, ¥i)s

Wis i 2i), (Wi 2is i)s (265 20, Yi) e (24, Yi, @)

Nesta tese, ao nos referirmos a problemas de empacotamento estamos nos referindo a qualquer
um dos problemas acima. Mais ainda, diversas vezes nos referimos a um empacotamento de
uma lista de itens (para um dos problemas acima) em determinada dimensao, sem especificar
se rotacoes sao permitidas ou ndo, deixando que o contexto defina a qual dos problemas este

empacotamento se refere.
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1.3 Notagao e Definicoes

Nosso espaco de trabalho é o espaco euclideano R?, com o sistema de coordenadas zyz. Para o
problema de empacotamento unidimensional, este espaco se reduz a uma das dimensées = ou y
ou z. Para o caso bidimensional, usamos os planos zy ou yz ou zz; e finalmente, consideramos

todo o espago zyz para os problemas de empacotamento tridimensional.

Um item e a ser empacotado tem suas dimensées definidas por z(e), y(e) e z(e), onde cada
uma dessas dimensoes é a medida no correspondente eixo do sistema zyz. Para os casos uni e
bidimensional alguns destes valores nao estarao definidos. Quando o item e é unidimensional,
este é referido como uma barra; quando é bidimensional, é chamado de retangulo ou quadrado;

e quando é tridimensional é chamado de caiza.

No caso dos recipientes, suas dimensoes sao especificadas analogamente; sendo que quando
uma delas é ilimitada, indicamos isso por oo, como por exemplo em B = (a,b,00). Quando o
recipiente é unidimensional, este é referido como uma barra; quando é bidimensional é referido
como placa, se é da forma (a,b); e como faiza, se é da forma (a,00). Recipientes tridimensionais
da forma (a,b,c) sao chamados contéineres e os da forma (a,b,00) sao chamados caizas (de

altura ilimitada).

Quando abordamos o problema de empacotamento unidimensional no espago x, o compri-
mento de um objeto da instancia (item ou recipiente) é a sua dimensao no eixo x. Quando
abordamos o problema de empacotamento em faixa, no plano zy, dizemos que um objeto da
instancia tem largura definida pela dimensao do objeto no eixo x e altura definida pela dimensao
do objeto no eixo y; no exemplo apresentado na introducao desta tese (corte de tecido), apesar
de usarmos comprimento em vez de altura, preferimos apresentar este problema como sendo de
minimizacao de altura dado que esta é a forma comumente encontrada na literatura. No caso do
problema de empacotamento em placas, associamos o comprimento & dimensao do objeto no eixo
T e a largura & dimensao do objeto no eixo y. Para o problema de empacotamento tridimensional
e em contéineres, associamos o comprimento de um objeto da instancia a sua dimensao no eixo

x, sua largura a sua dimensao no eixo y e sua altura & sua dimensao no eixo z.

Quando consideramos o problema de empacotamento em faixa ou o problema de empacota-
mento tridimensional, chamamos de altura do empacotamento a medida do empacotamento na

direcao ilimitada do recipiente. Tal medida também é chamada de tamanho.

Muitas vezes um item com duas ou trés dimensoes, pode ser visto como um item de dimensoes
menores. Assim, uma caixa b; = (x;, yi, 2;), no sistema de coordenadas zyz, pode ser visto como
um retangulo r; = (z;,y;) no plano bidimensional zy, ou mesmo como um item de comprimento

pi = (x;) em relagao ao eixo .

Quando nos referimos a um retangulo r; = (z;,v;), denotamos por S(r;) a drea deste
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retdngulo. Quando nos referimos a uma caixa, digamos b; = (z;,¥;, 2;), denotamos por S(b;)
a area de fundo da caixa b;, sendo que o fundo depende de como esta caixa estd sendo vista,
i.e., qual é o eixo que estd sendo considerado como correspondente & altura. Quando o eixo
correspondente & altura nao estiver muito 6bvio, usamos indices sobrescritos para identificar

qual o plano de fundo. Assim, S™(b;) refere-se a x(b;)y(b;).
O volume de uma caixa b; = (z;,y;, i), é denotado por V (b;) 1= x; - y; - 2;.

Dada uma funcao f : C — R e um subconjunto C! C C, denotamos por f(C’) a soma
ZeEC’ f(e)

Embora uma lista com n elementos seja dada como uma n-upla, quando a ordem dos itens
é irrelevante, a lista correspondente pode ser vista como um conjunto. Se L é uma lista de
caixas, entao a soma dos volumes das caixas de L é denotada por V(L). Denotamos por first(L)
o primeiro elemento da lista L, se L # (); caso L = () entao definimos first(L) como sendo ().
Dadas listas Ly, Lo, ..., Ly, onde L; = (e}, e?,...,el), definimos a concatenacdo dessas listas,
denotada por Lq||La|| ... || Ly, como sendo a lista (ef,...,e*, el ..., €52, ... ef, ..., ep").

A seguir, apresentamos uma notagao conveniente para especificar tipos especiais de itens.
Aqui, estamos considerando que as dimensoes maximas de cada um dos itens da lista de entrada

L, em relagao aos eixos z, y e z, é a, b e ¢, respectivamente.

X[p,q] = {e: p-a<z(e) <q-a},
y[paq] = {6: pb<y(e)§qb},
Zlp,q) = {e: p-c<z(e) <q-c},
Q"[p,ql = {e: p-a<z(e)=yle)<q-a},
Q"[p,q] = {e: p-a<yle)=2z(e) <q-a},
C™¥[p1,q1 5 p2,q2] = X[pi,ai] N VP2, q2],
cv* [pl,fh 5 pz,Qz] = y[plaql]mz[p27q2]a
C*[p1,q1 5 P22l = Zlp1, 1] N X[p2, g2],
crv= [pl,fh y P2,42 5 pg,Qg] = X[pla(h]my[p%qﬂmz[p&q?)]a

1 1 1
Cm =C" |:0a — 3 07 _:| ) Qm = sz |:0a _:| )
m m m
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Cilpali={e: a(e)>yle)- 3}, Clipali={e: a(e) <yle)-7}.

Dizemos que um item s tem dimensao pequena no eixo x se x(s) < =, para m > 2 inteiro.
Esta mesma definicdo é usada para os demais eixos. Dizemos que um item é pequeno se este
tem dimensdes pequenas em relacdo a todos os eixos. O valor de m ficard em aberto, sendo
que os algoritmos desenvolvidos para este tipo de instancia terao m como um dos parametros
de especificagao do algoritmo. Em geral, estes algoritmos serao importantes na construcao de

algoritmos mais genéricos.

Dados uma lista de itens L = (e, e9,...,e,) e um algoritmo A para empacotar L, dizemos

que A é um algoritmo on-line se

1. A empacota os itens na ordem dada por L;
2. A empacota cada item e; sem levar em conta qualquer item e;, j > i; e

3. A nunca move um item ja empacotado.

Os algoritmos de empacotamento que nao sdo on-line, sao chamados de algoritmos off-line.

Muitas vezes, usamos varios algoritmos on-line como subrotinas na construcao de um outro
algoritmo on-line. Nesses casos, para simplificar podemos descrever o novo algoritmo como
sendo off-line. Notamos porém que um tal algoritmo pode ser transformado em um on-line

equivalente. A seguir, damos um exemplo de como isto pode ser feito.

Suponha que temos algoritmos on-line Algy, Algs e Algs para empacotar itens de conjuntos
Ti, T2 e T3, respectivamente. Considere que 7; N 7; = () para 1 <14 # j < 3. Agora considere o

seguinte algoritmo, chamado Algy, que usa os algoritmos Alg;, i = 1,2, 3, como subrotinas.

Algoritmo Alg,
Entrada: Lista de retangulos L.

Saida: Empacotamento de L em placas R.

1 Particione L em sublistas L1, Ly e L3 da seguinte maneira.
L;«~ LNT;,i=1,2,3.

2 P+ Alg;(L;),i=1,2,3.
3 P« P1’|P2’|P3.
4 Retorne P.

Fim algoritmo.
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O algoritmo Algy é off-line, mas pode ser facilmente transformado em on-line. O seguinte

algoritmo é uma descri¢do on-line equivalente do algoritmo Algy.

Algoritmo Alg),
Entrada: Lista de retangulos L = (r1,...,7y).

Saida: Empacotamento de L em placas R.

1P« 0.

2 Para i =1 até n faca

2.1 Seja P; o empacotamento em placas de P, que foram geradas pelo algoritmo Alg;,
j=1,2,3.

2.2 Seja k tal que r; € Ty, k € {1,2,3}.

2.3 Empacote r; nas placas de Py usando o algoritmo Alg. Caso necessirio, empacote r;

em uma nova placa em P.

3 Retorne P.

Fim algoritmo.

Desta forma, temos que o algoritmo Alg) é on-line e o empacotamento gerado por esse

algoritmo é igual ao empacotamento gerado pelo algoritmo Algy.

Dado um empacotamento P, denotamos por H(P) a altura do empacotamento P e por #(P)
o numero de recipientes usado pelo empacotamento P.

Dada uma lista de itens L = (ej,e9,...,e,), onde cada item e; é uma t-upla, denotamos
por I'(L) o conjunto de listas {L' = (e}, €}, ... ,€},) : €, é uma permutacio de ¢;}. Dado um
item e, definido por uma ¢-upla, denotamos por p(e) a t-upla onde todas as entradas sao iguais
as de e, exceto nos eixos z e y, onde elas estardo trocadas. Assim, se e; = (z;,y;,2;) entdo
ple) = (yi,xi, 2i); e se e; = (z;,y;) entdo p(e;) = (yi,x;). Também denotamos por I'*(L) o
conjunto de listas {L' = (e}, eh,...,¢},) : e, € {e;, p(e;)}}.

e n

Na descricao de alguns algoritmos, usamos as fungoes ftype(L,S) (fized type), rtype(L,S)

(rotatable type) e zy-type(L,S) (ry-rotatable type), cujas imagens sdo os seguintes conjuntos:

ftype(L,S) = {e€ L:e€ S},
zy-type(L,S) = {e€L:e€S ou p(e) €S},
rtype(L,S) := {e € L: alguma permutacio de e pertence a S}.
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1.4 Medidas de Desempenho dos Algoritmos

“The asymptotic ratios seem to be the more important ones for bin packing, although

for other problems the absolute ratios may be more appropriate”

Garey e Johnson [25] pag. 128.

Sao duas as medidas padroes usadas para especificar o desempenho dos algoritmos de aprox-

imacao: o limite de desempenho absoluto e o limite de desempenho assintético.

Dada uma lista L de itens a serem empacotados, e um algoritmo A, denotamos por A(L)
a solucao gerada pelo algoritmo A quando aplicada & lista L. Tal solucdo tanto pode ser a
altura do empacotamento ou o nimero de recipientes usados pelo empacotamento, conforme o
problema em questdo. Denotamos por OPT(L) o valor correspondente a um empacotamento
6timo de L. Apesar de OPT ser usado da mesma forma para problemas distintos, esperamos

que seu significado e uso esteja claro pelo contexto.

Consideramos que as dimensées de todos os itens a serem empacotados sao limitados por

uma constante.

Dizemos que um algoritmo A tem um limite de desempenho absoluto « se

< «a, para toda lista de entrada L.

Dizemos que um algoritmo A tem wum limite de desempenho assintético o se existe uma

constante [ tal que

A(L) < a-OPT(L)+ B3, para toda lista de entrada L.

Mais ainda, se para todo € pequeno e todo N grande, ambos positivos, existe uma instancia
L tal que
A(L) > (o —€) - OPT(L) e OPT(L) > N,

entao dizemos que « é um limite justo. Neste caso, também dizemos que o limite de desempenho

assintotico de A, denotado por r(A), é igual a «.

Se para todo M > 1, hd uma instancia L tal que
A(L) > M - OPT(L),

entao dizemos que A tem um desempenho de pior caso ilimitado. Neste caso, claramente A nao

é um bom algoritmo, do ponto de vista da teoria de algoritmos de aproximagcao.
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1.5 Complexidade dos Problemas de Empacotamento

O Problema de Empacotamento Unidimensional é um problema N P-dificil [25]. Como este
problema é um caso particular dos problemas de empacotamento em faixa, placas e contéineres,
todos esses problemas sdo também N P-dificeis. Um caso bem mais restrito do Problema de
Empacotamento Unidimensional, que ji é NP-completo, é decidir se 3k itens sq,s9,..., 83k
onde cada item s; tem comprimento i < z(s;) < %, podem ser empacotados em barras de
comprimento 1. KEste problema é conhecido como Problema da 3-Particdo e foi provado ser
NP-completo por Garey e Johnson [24]. Um outro caso que é bem restrito e também é NP-
completo, é decidir se uma lista L de itens com z(L) = 2C pode ser empacotada em duas
barras de comprimento C. Este problema é conhecido como problema da particdo e foi um dos
problemas N'P-completos apresentados por Karp em 1972 [36]. Note que este tiltimo problema

mostra que o limite de desempenho absoluto do problema de empacotamento unidimensional
5
de desempenho absoluto a < %, podemos usé-lo para decidir se uma lista L, com z(L) = 2C

deve ser pelo menos 5, a menos que P = N'P. Caso exista um algoritmo polinomial com limite
pode ser empacotada em 2 barras de comprimento C'. Assim, vale o seguinte teorema (cf. Garey
e Johnson [25]).

Teorema 1.5.1. O Problema de Empacotamento Unidimensional ndo € aproximdvel dentro de

% — €, para qualquer € > 0, a menos que P = NP.

1.6 Problema de Corte x Problema de Empacotamento

Muitas aplicacoes praticas sao vistas como problemas de corte, em vez de problemas de empa-
cotamentos. Assim, em vez de um item ser empacotado em um recipiente, este é cortado de um
material (recipiente). Basicamente estes problemas podem ser considerados da mesma forma.
Mas muitas vezes os problemas de corte tém restricoes de como os itens devem ser cortados.

Uma destas restrigoes é a de usar apenas corte-guilhotina.

Dizemos que um corte é do tipo guilhotina, ou simplesmente corte-guilhotina se este corte é
representado por um plano que corta o recipiente de ponta a ponta e é ortogonal a algum dos
eixos do empacotamento. Um corte guilhotina divide o recipiente em duas partes que podem ser
novamente submetidas a cortes-guilhotina. Um empacotamento é dito guilhotindvel se todos os
itens empacotados podem ser separados um dos outros a partir de uma sequéncia de um ou mais
cortes-guilhotina. Este tipo de corte é muito comum em problemas de corte de vidros, espumas

ou isopor.

O leitor pode encontrar outras restrigoes praticas na resenha de Yanasse, Furtado, Lorena,

Arenales, Soma, Maculan e Morédbito [60].
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1.7 Consideracoes sobre Rotacoes Ortogonais

Muitos dos problemas aqui tratados tém versoes em que os itens podem sofrer rotacoes quanto
a alguns dos eixos. Consideramos apenas rotagoes ortogonais (i.e., de 90°). Como pode ser ver-
ificado no Apéndice B, ha muitas aplicacoes relativas a essas versoes. Na literatura encontramos
poucos resultados a respeito dessas versoes, no que concerne ao desenvolvimento de algoritmos
de aproximagdo. A maior parte dos resultados relativos a algoritmos de aproximagao é referente
a0 caso com orientacao fixa. Ao longo desta tese, apresentamos varios algoritmos para problemas

com rotacoes.

Quando consideramos itens pequenos em um problema permitindo rotagoes, consideramos

que os itens sdo pequenos em relacao a uma dada orientacdo inicial.

Uma primeira idéia para resolver os problemas que permitem rotacao é adaptar algoritmos
do caso orientado para o caso com rotacao. Considere PROB um dos problemas descritos
anteriormente, para o caso orientado, e PROB” para o caso com rotagdo. Dizemos que um
item e tem orientacao vidvel se z(e) < a, y(e) < be z(e) < ¢, onde a, b e ¢ sdo as dimensdes
méximas que um item pode ter nas respectivas dimensoes. Uma abordagem natural, é gerar
para cada instancia L = (ey,es,...,e,) de PROB”, uma nova instancia L' de PROB, tal que
L' e ¢(L) = (d1,ds,...,d,), onde

el caso contrdrio, onde ¢, é uma permutagio de e; que tem orientacio vidvel;

J e;, see; tem orientacao vidvel,
i =
1

e entao aplicar um algoritmo de PROB sobre L’. Desta maneira, obtemos também um empaco-
tamento para PROB".

Para cada algoritmo A para o caso orientado, denote por A um correspondente algoritmo
para PROB", como descrito acima. Isto é, para toda instincia L do PROB", o algoritmo A aplica
o algoritmo A sobre uma lista de ¢(L). E facil ver que este algoritmo A pode nao preservar o

limite de desempenho assintético original de A.

Vamos exemplificar isto para o PEP”. O préximo resultado, é uma adaptacao de um resultado
provado em [46] do PET" para o problema de empacotamento em placas. O resultado mostra
que nao existe algoritmo A para o PEP", obtido de um algoritmo A para o PEP —como descrito

anteriormente—, que tem um limite de desempenho assintético menor que 3.

Proposigao 1.7.1. Se A é um algoritmo para PEP" obtido de um algoritmo A para o PEP,

como descrito acima, entdo o limite de desempenho assintético de A € pelo menos 3.

Prova. Para ver isto, considere a seguinte instancia L = (r{,r9,...,73;) do PEP” para em-

pacotamento em placas (3,75 , 2), onde 1 = 7o . =r3 = (2,1,25) e k é um inteiro

positivo.
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Primeiramente, observe que é possivel empacotar L em k niveis, i.e., OPT(L) = k. Para
verificar isto, gire cada retangulo de L previamente e construa um empacotamento colocando

trés retangulos por placa.

Figura 1.1: Um retdngulo por placa no em- Figura 1.2: Trés retdngulos por placa no

pacotamento de L gerado por A. empacotamento 6timo de L.

Por outro lado, note que ¢(L) = {L} e qualquer algoritmo .4 do PEP é tal que .Z(L) > 3k, ja
que qualquer algoritmo do PEP empacota cada retidngulo de L em apenas uma placa. Portanto,

o limite de desempenho assintético de Aé pelo menos 3. d

Para todos os proximos algoritmos apresentados nesta tese, consideramos sem perda de

generalidade que L € ¢(L).

Em [7], Coffman, Garey e Johnson (1984) discutem a possibilidade de que, ao se permitir
rotagoes ortogonais, algoritmos com limites de desempenho melhores do que aos conhecidos para
o problema com orientacao fixa possam ser encontrados. O seguinte texto, onde é discutido o

Problema de Empacotamento em Placas e Faixa, justifica esta afirmacao:

“Having introduced the case where ninety degree rotations are allowed, we should
mention that some of the worst case results mentioned above also apply to this case,
in that the values of Ry and RY are unchanged if such rotations are allowed in
the construction of optimal packings. This holds true in particular for NFDH and
BLDW, since the proofs of the bounds for these algorithms are based on pure area
arguments. So far no algorithm has been found that attains improved guarantees by

actually using such rotations itself ...”

E. G. Coffman, M. R. Garey e D. S. Johnson [7].

Na discussao acima, R4 e R sao os limites de desempenho absoluto e assintético, respecti-
vamente. O seguinte trecho foi extraido de outro artigo [6], sobre o Problema de Empacotamento

em Placas.



1.7 Consideragoes sobre Rotacoes Ortogonais 19

“4. Directions for further research [...] A second line of attack would be to design
and analyse algorithms which could make use of the fact that, in some applications,

90° rotations of rectangles might be allowable.

Algorithms which consider the possibility of rotations might well yield improvements.

Can one prove worst case bounds that reflect these improvementes ¢’

F. R. Chung, M. R. Garey e D. S. Johnson [6].

No contexto acima, “worst case bounds” sao relativos aos limites de desempenho como definimos.

Em [9] Coffman et al. também questionam sobre rotagdes ortogonais.

As consideracoes acima nos levam a pensar que os autores destes artigos achavam que a
possibilidade de girar os itens poderia levar a algoritmos com melhores limites de desempenho.
Apesar de esses artigos serem do inicio da década de 80, desde entdo pouco foi feito sobre as

versoes onde rotacoes sao permitidas.

Veremos a seguir que, para qualquer um dos casos gerais dos problemas descritos na segao
1.2, o problema de empacotamento com rotagio é tao dificil (no sentido de N'P-dificil) quanto
o problema totalmente orientado. Mais ainda, se A" é um algoritmo para um dos problemas
permitindo rotagoes, entao este algoritmo pode ser usado por um outro algoritmo A’, para o

problema equivalente totalmente orientado, de forma a manter o mesmo limite de desempenho.
Ou seja, suponha que A" tem limite de desempenho assintético do tipo:
A"(L) < a-OPT(L) 4+ 8, para toda instancia L (do caso com rotacio).

Entao é possivel usar este algoritmo, para obter um outro algoritmo A’, para o problema total-

mente orientado, com o mesmo limite de desempenho assintdtico. Ou seja,

A(L) < a-OPT(L) + B, para toda instancia L (do caso orientado).

A prova da afirmacgio acima é relativamente simples. Considere por exemplo o Problema
de Empacotamento Bidimensional em Placas orientado (onde rotagoes nao sao permitidas) e a

versao em que rotagoes ortogonais (de 90°) sao permitidas.

Dada uma instancia Z para a versdo orientada, que consiste de uma lista L = (ry,...,r,)
e placas R = (a,b), redimensione uma das dimensoes das placas R = (a,b) e dos retangulos
de L na mesma proporcao, obtendo placas R e lista L', de forma que nenhum retingulo da
nova lista L' possa ser empacotado nas placas R’ se sofrer uma rotagio ortogonal (cf. Figura
1.3). A seguir, use um algoritmo (digamos .A") da versao permitindo rotagao sobre a instancia

redimensionada.

E fcil ver que este novo algoritmo resolve o problema totalmente orientado (ja que nenhum

retangulo sofre rotagio).
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LISTA L PLACAS R

y 1 79 3 W‘ R = (a’ b)

\||/ REPARAMETRIZACAO

LISTA I PLACAS R’

/ / /

T rh rh ] R = (a,V)

Figura 1.3: Reparametrizagio de instancia (no eixo x) para desabilitar rotagoes ortogonais.

Este mesmo raciocinio pode ser usado para todos os problemas listados que consideram
versoes com rotagao. Assim, se tivermos um algoritmo para o problema tridimensional per-
mitindo rotacao em torno dos eixos z, y e z, entdo usando o procedimento acima este algoritmo
mantém o limite de desempenho, tanto para o problema totalmente orientado quanto para o
problema em que permitimos rotacoes em torno de apenas um eixo. Assim, vale o seguinte

resultado.

Teorema 1.7.2. Seja PROB" um dos problemas definidos anteriormente, o e B constantes, e
A" um algoritmo considerando rotagoes de 90° em torno de algum dos eizos x ouy ou z (podendo

ser em vdrios eixos) tal que,
A"(L) < a-OPT(L)+ B  para toda instancia L de PROB".

Entao, podemos adaptar este algoritmo para um algoritmo A para a variante de PROB", chamado
de PROB, onde fizamos a orientacao dos itens sobre alguns dos eizos, de tal modo que a sequinte

relacdo € vdlida para esta variante:

A(L) < a-OPT(L)+ B para toda instincia L de PROB.

O resultado acima refere-se aos casos gerais dos problemas em questao. Note que o proced-
imento descrito conduz a um algoritmo off-line, pois para poder achar um redimensionamento
da instancia, fixando-a (orientando) em alguns dos eixos, foi necessirio encontrar o tamanho
do menor item neste eixo e redimensionar a instincia de forma que todos os itens ficassem

orientados neste eixo.

A redugao acima é polinomial (considerando uma representagio conveniente para as instancias),

donde segue que PROB é N P-dificil.

Observamos que, caso o algoritmo para PROB" seja on-line, é possivel construir um algoritmo

para PROB usando esta construgao e ainda mantendo o algoritmo on-line. Para isso, basta



1.7 Consideragoes sobre Rotacoes Ortogonais 21

manter dois empacotamentos em construcao, digamos P e P". O empacotamento P serd o
empacotamento gerado pelo algoritmo propriamente dito, e P" serd um empacotamento auxiliar
de uso interno do algoritmo para PROB”. Os empacotamentos P e P" serao os mesmos, diferindo
apenas em uma reparametrizacao de seus dados. O empacotamento P terd os valores como dados

na entrada.

Inicialmente, P e P" sao empacotamentos vazios. Como sabemos, um algoritmo on-line deve
empacotar os itens na ordem em que ocorrem na lista de entrada L. Para empacotar o préximo
item, digamos e da lista L, primeiramente é feita uma cépia, e”, de e, reparametrizada nas mes-
mas proporcoes de P". Se este item e” permite ainda ser girado no problema de empacotamento
ligado a P", de forma a ficar invidvel para PROB, entdo reparametrize P" e ¢" nas mesmas
proporcoes de forma que as possiveis rotagoes nao permitidas em PROB nao mais existam. Com
isto, " é empacotado em P" usando o algoritmo de PROB" e em seguida o item e é empacotado
em P em posi¢ao equivalente & de ¢" em P". Desta forma, este algoritmo ainda se mantém

on-line e o mesmo resultado do Teorema 1.7.2 é vélido para o caso on-line.

Teorema 1.7.3. Se existe um algoritmo (on-line) para um dos problemas de empacotamento no
caso geral, considerando rotacoes ortogonais sobre alguns dos eizos e com limite de desempenho
a, entao existe algoritmo (on-line) para a versao deste problema orientando o empacotamento em
algum dos eizos (ou mesmo totalmente orientado) com o mesmo limite de desempenho assintético

.

Prova. Segue usando os mesmos argumentos usados acima. d

Ainda que as versdes dos problemas de empacotamento considerando rotacoes ortogonais
parecam tao dificeis quanto suas respectivas versoes orientadas, isto nao quer dizer que esta. difi-
culdade sempre va ocorrer. H4 casos onde restringimos o problema, considerando casos especiais,
e tiramos proveito das rotacoes ortogonais. Isto serd visto em algoritmos para casos especiais
do Problema de Empacotamento em Placas e o Problema de Empacotamento Tridimensional,
onde realmente conseguimos tirar proveito das rotacoes ortogonais para obter um melhor limite

de desempenho assintético.

O que nos parece também é que se considerarmos os casos gerais, o problema permitindo
rotagOes ortogonais é mais complicado que sua versao orientada. Observamos que certos casos
especiais sao extremamente ficeis se considerados na versao totalmente orientada, mas ficam
complicadas na versao onde rotagoes ortogonais sao permitidas. Um exemplo disso sao os prob-

lemas de carregamento de paletes (pallet loading), que descrevemos a seguir.

Dados uma lista L de retangulos iguais e um recipiente retangular, o objetivo é empacotar o
maior numero possivel de retangulos de L no recipiente, permitindo-se que os itens de L sofram

rotacoes ortogonais.
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Claramente, se os retdngulos nao pudessem sofrer rotacoes seria facil conseguir um algoritmo
6timo para este empacotamento: bastaria colocar os retangulos um ao lado do outro, obtendo
assim um empacotamento homogéneo. Por outro lado, permitindo-se rotacoes ortogonais uma
solugao 6tima nao é nada ébvia. Algumas pesquisas tém sido conduzidas sobre este tema [17,

18, 50, 56], mas nao conhecemos nenhuma prova de que este problema é realmente N'P-dificil.

Na mesma linha, em [29], Hoffman apresenta um problema especial de empacotamento tridi-
mensional onde rotagoes ortogonais podem ser feitas. O problema consiste em encontrar um
empacotamento de um conjunto de caixas idénticas em um contéiner de dimensées especificadas,
de modo a minimizar o nimero de contéineres. Hoffman apresenta algumas condigoes sobre os

dados da instancia, de forma a tornar a busca do empacotamento 6timo mais complicada'.

Muitas vezes, usaremos os algoritmos desenvolvidos para o caso orientado em problemas onde
rotacoes em torno de alguns eixos sao permitidas. A tdnica consideracao a ser feita é que os itens
a serem empacotados devem estar em orientacdo vidvel para a construcio do empacotamento

por estes algoritmos.

'"Hoffman diz ter apresentado este problema & David Klarner, que construiu 27 caixas de dimensées 7 x 8 x 10

para serem empacotadas dentro de uma caixa de dimensao 25 x 25 x 25, obtendo assim um belo quebra-cabeca.



CAPITULO 2

Problema de Empacotamento

Unidimensional

2.1 Introducao

Neste capitulo descrevemos varios algoritmos de empacotamento unidimensional. Apresentamos
além daqueles que serdo utilizados nos algoritmos desenvolvidos nesta tese (para casos bi- e
tridimensionais) alguns outros devido a sua importancia no desenvolvimento de outros algoritmos

de aproximagao que serao mencionados aqui.

As idéias presentes nos algoritmos de empacotamentos unidimensionais tém sido bastante
usadas em algoritmos de empacotamentos para problemas bi-, tri- e até multi-dimensionais.
Muitos desses algoritmos sao bastante simples e elegantes. E muitas vezes, esta simplicidade
nao deixa de estar associada a bons limites de desempenho assintéticos e absolutos. Os resultados
relativos a tais limites de desempenho nao serao provados (indicamos as referéncias onde podem

ser encontradas as provas destes resultados).

Descrevemos resultados referentes aos algoritmos NF (Next Fit), FF (First Fit), BF (Best
Fit), Hy (Harmonic M), FED (First Fit Decreasing) e VL. (Vega and Lucker algorithm). Ao
final, apresentamos algumas técnicas usadas para os problemas bidimensionais e tridimensionais

aplicadas ao caso unidimensional.

Os algoritmos NF, FF, BF, Hy sao algoritmos on-line. Os limites de desempenho assintotico
dos algoritmos NF, FF e BF sao 2 (¢f. Johnson [30]); 1,7 (¢f. Garey, Graham e Ullman [23])
e 1,7 (¢f. Johnson, Demers, Ullman, Garey e Graham [33]), respectivamente. O Algoritmo Hy;
—que depende do parametro M— pode ter seu limite de desempenho assintético tdo préximo
de 1,6910... quanto se queira (cf. Lee e Lee [37]), bastando para isto escolher um valor bem
grande para M. H& que se notar, porém, que o valor da constante aditiva (3, associado a este

limite, cresce & medida que o valor de M cresce. O Algoritmo Hys é de grande importancia neste

23
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contexto, pois todos os melhores limites de desempenho assintéticos de algoritmos on-line para
o caso geral, para a maioria dos problemas estudados nesta tese, se baseiam neste algoritmo ou

em alguma variante deste.

Os algoritmos FFD e VL, sao off-line. O Algoritmo FFD tem limite de desempenho assintético
igual a % = 1,222... e o Algoritmo VL, pode ter seu limite de desempenho assintético tao
préximo de 1 quanto se queira, bastando para isto tomar o valor de € tdo préximo de 0 quanto
se queira. Aqui também, & medida que € diminui, o valor de 3, a constante aditiva associada ao

limite, cresce.

Em [55], Simchi-Levi provou que os algoritmos FF e BF tém limites de desempenho absoluto
iguais a 1,75. Neste mesmo artigo o autor também prova que o limite de desempenho absoluto
do algoritmo FFD é 1,5. Observamos que este tltimo resultado é o melhor possivel, no sentido
que nao ha algoritmo para o PEU com limite de desempenho absoluto menor que 1,5, a menos
que P = NP [25].

Além destes algoritmos, existem outros com limites de desempenho assintético muito bons,
pelo menos do ponto de vista tedrico. Para empacotamentos on-line, Richey [52], desenvolveu
um algoritmo com um limite de desempenho assintético 1,5888. Por outro lado, van Vliet [59]
mostrou que todo algoritmo deste tipo deve ter limite de desempenho assintético pelo menos
1,5401.

Considerando itens pequenos, (L C X0, %]), Johnson et al. [33] mostraram que o lim-
ite de desempenho do Algoritmo FF ¢ de ™l e Csirik [13] mostrou que o Algoritmo FFD
tem limite de desempenho assintético de (m + 3)/(m +2) — 2/(m(m + 1)(m + 2)) para m par
e de (m+3)/(m+2) —1/(m(m+1)(m+2)) para m impar. Em [5], Brown, Baker e Kat-
nﬁTi;H é um limite inferior para o limite de desempenho assintético para,

qualquer algoritmo on-line do PEU com itens de L ordenados de forma nao crescente.

seff mostraram que

Karmarkar e Karp [35] desenvolveram um algoritmo que garante um empacotamento que
nio usa mais do que OPT(L) + O(log?0OPT(L)) barras.

Uma resenha dos principais resultados sobre os problemas de empacotamento unidimensional

pode ser encontrada em [7] e [8].

Nao mencionamos os autores de alguns algoritmos que descrevemos aqui, mas quando possivel,
mencionamos os autores dos resultados relacionados a estes algoritmos. O motivo disto é que
muitos algoritmos para o caso unidimensional ji eram usados na préatica muito antes de apare-
cerem em artigos cientificos. Muitos destes eram usados ditados pela intuicdo de um bom de-

sempenho, mas faltava ainda uma andlise mais formal que comprovasse os resultados da. pratica.

Mostraremos neste capitulo algoritmos cldssicos para o problema unidimensional, indicando

seus limites de desempenho assintdtico. Os algoritmos apresentados serdao divididos em on-line
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e off-line.

Vamos descrever primeiro os algoritmos on-line e em seguida os algoritmos off-line. A de-

scricao destes algoritmos é feita apenas informalmente, uma vez que eles sdo bem simples.

2.2 Definicoes

A seguir, definimos o problema de empacotamento unidimensional.

Problema. Problema de Empacotamento Unidimensional (PEU): Dados uma constante C e
uma lista de itens L = (p1,p2,...,Pn), onde a cada item p; estd associado um valor (ou com-
primento) x(p;) satisfazendo 0 < x(p;) < C, encontrar o menor inteiro m tal que L pode ser
particionado em m listas L1, Lo, ..., Ly, onde cada L; satisfaz x(L;) := ZjeL,' z(p;) < C, i=

1,...,m.

Um empacotamento P de uma lista de itens L = (p1,po,...,pn), satisfazendo as condigoes
acima, é uma funcdo P : L — (Z%,[0,C)). Denotamos por (P’(p),P®(p)) o par associado
a P(p), onde p é um item a ser empacotado. P deve ser tal que se {L1,Lo,...,L,} é uma
particio de L vidvel para o PEU, entdo P’(p) = k se p € Ly, e Px(pf) = Ef;ll z(pF), sendo
L, = (p'f,pg,...,p,'fbk), k=1,...,m.

Cada lista Ly indica quais sao os itens que serdo empacotados em uma mesma barra vista
como sendo o contetido de uma barra de capacidade C, e o objetivo do problema é minimizar o

nimero de barras necessarias para empacotar L.

Na Figura 2.1 ilustramos uma instancia para o PEU e na Figura 2.2 ilustramos um empaco-

tamento de barras.

L= =3 =3, )

Barras

Figura 2.1: Instancia para o PEU.
s s s s s o [ s s s o w— N — — —— ——

Figura 2.2: Empacotamento para o PEU.

Usamos a notagao PEU(C) para nos referirmos ao problema PEU com parametro de entrada
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2.3 Algoritmos On-Line

2.3.1 Algoritmo NF

Provavelmente o primeiro a usar o termo Next Fit foi Johnson [30] (¢f. Coffman et al. [8]).
Este talvez seja o algoritmo de aproximacao mais simples para o problema de empacotamento

unidimensional. Este algoritmo pode ser descrito da seguinte forma.

Dada uma lista de itens L = (p1,...,pp), o Algoritmo NF considera para cada item a ser
empacotado apenas uma barra, a barra corrente, e gera uma particao de L, gerando primeiro
uma sublista L, depois uma sublista Lo, e assim por diante. Cada lista L; conterd os itens que
serdao empacotados em uma mesma barra. O algoritmo sempre testa cada item (na ordem que
ocorre em L), verificando se o mesmo pode ser empacotado na lista corrente L;. Enquanto isto é
possivel, os itens sao empacotados em L;. Quando um item p nao pode ser empacotado em L;, o
algoritmo empacota p em uma nova lista L;, 1, que passa a ser a nova lista corrente. O algoritmo
para quando todos os itens tiverem sido empacotados, e retorna a parti¢io (L1, ..., Ly,), onde

L, é a dltima lista gerada pelo algoritmo.

O seguinte resultado é vilido para este algoritmo [30, §].

Teorema 2.3.1. Para toda lista de itens L, tem-se que NF(L) < 2-OPT(L) — 1. Mais ainda,

o limite de desempenho assintdtico do Algoritmo NF € justo.

2.3.2 Algoritmo FF

O Algoritmo NF, sempre que vai empacotar um item na barra corrente, nunca testa nas barras
anteriores. Neste aspecto os algoritmos FF e BF podem ser considerados como melhorias do
Algoritmo NF, ji que estes testam se um item pode ser empacotado nas barras anteriormente

criadas. O Algoritmo FF pode ser descrito da seguinte forma.

Seja {Li,Lo,..., L} a particio gerada pelo Algoritmo FF até um certo momento. Para
cada item p; de uma lista de itens L = (p1,...,pyn) a ser empacotada o algoritmo procura a lista
L; com o menor indice ¢ tal que z(L;) + z(p;) < C. Caso encontre, insere p; na lista L;. Caso
contrario, uma nova lista Lj; é inserida na particao contendo o item p;. Este procedimento é

repetido até que todos os itens sejam empacotados.
Em 1972, Garey et al. [23], mostraram que o limite de desempenho assint6tico do Algoritmo

FF ¢ 1,7.

Teorema 2.3.2. Para toda lista de itens L, tem-se que FF(L) < 1,7- OPT(L) + 2. Mais ainda,

o limite de desempenho assintdtico 1,7 do Algoritmo FF € justo.
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E em 1976, Garey et al. [22] mostraram que o resultado acima pode ser melhorado para
FF(L) < [1,7- OPT(L)].

2.3.3 Algoritmo BF

O Algoritmo BF se assemelha ao Algoritmo FF. A diferenga estd no modo como a lista L;,
escolhida para receber o novo item p;, é determinada. O Algoritmo BF procura uma lista L; tal
que z(L;) + z(pj) < C e z(L;) é maximo entre as listas L; da particao corrente. Caso haja duas
ou mais listas da particdo onde as duas condicoes sejam satisfeitas é escolhida a lista de menor

indice.
Em [33] Johnson et al. provaram o seguinte resultado sobre o Algoritmo BF.

Teorema 2.3.3. Para toda lista de itens L, tem-se que BF(L) < 1,7-OPT(L) + 2. Mais ainda,

o limite de desempenho assintdtico 1,7 do Algoritmo BF € justo.

2.3.4 Algoritmo Hy

O Algoritmo Hy foi desenvolvido por Lee e Lee [37] e pode ser descrito da seguinte forma.
Para cada inteiro positivo M > 2 definimos um algoritmo denotado por Hy,.

O Algoritmo Hjs divide o intervalo (0,C] em M subintervalos Iy, k = 1,... M, [0,C) =
U,ivilIk, onde
(L %] parak=1,...,M —1

(0, %] para k=M .

Um item p; é chamado um I-item se z(p;) € I, k=1,..., M. O Algoritmo Hjy; empacota
os itens na ordem dada por L. Dado um item p, o Algoritmo Hp; toma o valor k tal que p
é um Ip-item. Em seguida o algoritmo tenta empacotar p na udltima barra onde um Ij-item
foi empacotado. Caso isto nao seja possivel, o algoritmo empacota p em uma nova barra. O

algoritmo termina quando todos os itens de L tiverem sido empacotados.

Lee e Lee mostraram o seguinte resultado sobre o limite de desempenho assintético deste

algoritmo.
Teorema 2.3.4. Para toda lista de itens L, tem-se que

Hy (L) < ap - OPT(L) + M — 1,

_ ) 1 M . . )
onde apr = Ej:lc_j + (M=) € com Ci < M < ¢jy1 para algum i > 1, sendo cy,ca,. ..

definidos como ¢; = 1 e ¢; = ¢i—1(ci—1 + 1) para i > 2. Mais ainda, o limite de desempenho

assintdtico apr do Algoritmo Hpy € justo. Além disso, limpr_ oo apr = 1,691 ...
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2.4 Algoritmos Off-Line

A seguir, consideramos os algoritmos FFD e VL..

2.4.1 Algoritmo FFD

O Algoritmo FFD, é bem simples, elegante e tem um limite de desempenho assintético bastante

bom. Pode ser descrito como segue.

Algoritmo FFD

Entrada: Lista L = (p1,...,pp) € constante C.
Saida: Particdo {L1,..., Ly} de L onde cada L; (1 <1i < m) satisfaz ZpELi z(p) < C.

1. Faca uma ordenacao nao-crescente da lista L.
2. Aplique o Algoritmo FF & nova lista.

3. Retorne a solugao encontrada.
Fim algoritmo.
Em 1973, Johnson [30] mostrou que o Algoritmo FFD tem limite de desempenho assintdtico

de 11/9. Mais precisamente,

Teorema 2.4.1. Para toda lista de itens L,

FFD(L) < %OPT(L) +4.

Em 1991, Yue [61] mostrou que a constante 4, dada no teorema acima, pode ser trocada por

2.4.2 Algoritmo VL,

O Algoritmo VL. que serd usado, mas nao serd apresentado, foi desenvolvido por Fernandez
de la Vega e Lucker [16] e constitui um esquema de aproximagcio assintético para o problema
de empacotamento unidimensional. O leitor interessado pode encontrar sua descricdo em [16].
Este algoritmo depende de um valor positivo € que pode ser tomado tao préoximo de 0 quanto se

queira. Estes autores provaram o seguinte resultado para este algoritmo.

Teorema 2.4.2. Para todo € > 0, existe um algoritmo linear VL, tal que VL (L) < (1 +¢€) -
OPT(L) + (1)*.
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Em [8], Coffman et al. mostram que o Algoritmo VL, pode ser implementado de forma a
ficar com complexidade de tempo O(nlogn), onde n é o niimero de itens na lista L; além disso,

abaixando a constante aditiva para %

Teorema 2.4.3. Para todo € > 0, o Algoritmo VL, pode ser implementado em tempo polinomial,
com garantia VL¢(L) < (1+4¢€) - OPT(L) + (%)

Este algoritmo, VL, é um FPAS (Fully Polynomial Approximate Scheme [25]) e tem com-
plexidade de tempo O(e “nlogn) para uma constante positiva ¢. Usando técnicas mais sofisti-
cadas, Karmarkar e Karp desenvolveram um algoritmo polinomial A tal que A(L) < OPT(L) +
O (log?(OPT(L))/OPT(L)).

2.5 Algumas Técnicas

Para introduzir o leitor as técnicas e idéias presentes nos algoritmos para os problemas de
empacotamento bi- e tridimensionais, vejamos algumas das idéias que usamos (algumas delas
desenvolvidas nesta tese) nos algoritmos para o PEU. Estas técnicas aplicadas a estes exemplos
nao melhoram nenhum limite de desempenho ja existente para o PEU, mas ilustram o uso das
mesmas assim como as suas andglises para algoritmos simples do PEU. Assim, é importante
entender estas técnicas uma vez que elas serao muito usadas nos capitulos seguintes. Sem perda

de generalidade, vamos considerar nesta se¢ao o PEU(1).

2.5.1 Usando Garantia de Comprimento

Uma das técnicas mais usadas na andlise de limites de desempenho, é garantir um minimo de

comprimento usado pelos itens empacotados em cada barra.

Um exemplo simples disto pode ser observado no Algoritmo NF. Seja P o empacotamento
de uma lista de itens L gerado pelo Algoritmo NF; By, By, ..., B, k > 1, as barras usadas pelo

Algoritmo NF, nesta ordem, e z(B;) a soma dos comprimentos dos itens empacotados em B;.

Considere a soma S; := z(Bgj_1) +z(B2), i =1,..., L%J Seja s o item que o Algoritmo NF
nao conseguiu empacotar na barra Be; 1, e que foi empacotada na barra Bs;. Neste caso, temos
que z(Bg;_1) + x(s) > 1, e portanto, S; > 1.

Assim, se considerarmos o empacotamento P como um todo, o comprimento de cada barra
B; que é ocupada pelos itens é pelo menos % Somando todos os valores de S;, 2 = 1,..., L%J

temos que

k/2] L
> . _
z(L) > ; S; > M
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ou seja,

Substituindo k& por NF(L), obtemos

1

NF(L) < 73"

(L) +1. (2.1)

Como z(L) < OPT(L),
NF(L) < 2- OPT(L) + L.

A fracdo % na inequacao (2.1) é considerada uma garantia de comprimento do empacotamento
gerado pelo Algoritmo NF e representa como um todo, a ocupac¢ao minima dos itens nas barras
(em relagao ao comprimento). Assim, temos que 2 é um limite de desempenho assintético do
Algoritmo NF. O leitor pode facilmente mostrar que 2 é um limite de desempenho absoluto
do Algoritmo NF. Mais ainda, este limite é justo quando consideramos uma lista com itens
dos seguintes valores (%, €, %, €yunn, %) Colocando € pequeno, é ficil ver que em cada barra o

comprimento ocupado pelos itens é préximo de %

Por outro lado, nao podemos ter garantia de comprimento melhor que % Considere listas de
itens onde todos os itens tém valor % +e¢. Colocando € bem pequeno, isto mostra que a ocupacao
dos itens em cada barra nao pode ter garantia maior que % Por outro lado, o leitor pode estar
pensando: “Por que olhar para a garantia de comprimento, deste exemplo, se colocar um item
por barra ja nos dd um empacotamento étimo deste tipo de itens ?” De fato, esta instancia em
particular mostra bem que nao devemos considerar apenas o comprimento garantido pelos itens
em cada barra. Em alguns casos podemos obter um empacotamento 6timo ou préximo do étimo

para algumas instancias.

A seguinte subse¢do mostra como analisar empacotamentos considerando tanto a garantia
de comprimento como a andlise de instancias particulares que facilmente geram empacotamento

otimo.

2.5.2 Otimo x Garantia de Comprimento

Em 1989, Coppersmith e Raghavan [12] analisaram o limite de desempenho assintético de um
empacotamento considerando duas partes. Uma parte pela garantia de espac¢o (como na garantia
de comprimento usada na subsegao anterior) e na outra parte usaram a informagao de que em
alguns empacotamentos é possivel conseguir um empacotamento étimo. Eles apresentaram esta
idéia para o problema de empacotamento em placas e em contéineres. A seguir, adaptamos esta

idéia para o problema de empacotamento unidimensional.

Considerando que o valor da garantia de comprimento tem um papel fundamental no limite

de desempenho do Algoritmo NF, uma estratégia natural seria dividir a lista L em sublistas
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de forma que ao aplicar o Algoritmo NF em cada sublista tenhamos uma melhor garantia de
comprimento. Com isso, podemos também identificar as sublistas que fornecem pouca garantia
de comprimento. Vejamos como seria o comportamento de um algoritmo que usa a estratégia

de construir sublistas e aplicar o Algoritmo NF em cada sublista.

Seja Ly o conjunto de itens de L com comprimento maior que %, Ly« {s€L: % <z(s) < %}
e Ly <+ {seL:xz(s) < %} Note que L1, Ly e L3 formam uma particio de L. E facil ver que o
Algoritmo NF empacota um item de L; por barra. Como mais do que um item de L; nio pode

ser empacotado em uma mesma barra, temos que

NF(L;) = OPT(L;) < OPT(L). (2.2)
Por outro lado, como a garantia de comprimento do empacotamento de Ly, é %, temos que

1
NF(Ly) < —z(Ly). 2.3
(1)_1/2-’15( 1) (2.3)
Para a lista Ls, note que o Algoritmo NF empacota dois itens de Ly por barra, exceto talvez
na ultima barra. Assim, concluimos que (de forma andloga & feita na tltima segao)
1
NF(Ls) < —=x(L 1. 2.4
(1) < gm(la) + (2.4
Para a lista L3, note que o Algoritmo NF deixa de empacotar um item s de L3 na barra
corrente B somente se z(s) + z(B) > 1. Como z(s) < % temos que z(B) > 2 e portanto para
esta lista também vale que
1
NF(L3) < —=x(L 1. 2.5
Seja P; o empacotamento da sublista L; gerado pela aplicacdo do Algoritmo NF sobre esta

sublista, para 7 = 1,2,3. Considere P a concatenacao destes trés empacotamentos e defina
hi := #(P1) e hy := #(P3) + #(P3) — 2. Das inequagoes (2.2) e (2.3) temos que

OPT(L) > Iy (2.6)
h < 71236@1). (2.7)

Das inequagoes (2.4) e (2.5) temos que

H(Py) + #(Py) < ﬁx(@ ULs)+2,

e portanto,

hy < %x([]g U L3). (2.8)
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Das inequagoes (2.7) e (2.8) e considerando que OPT(L) > x(L), temos que

OPT(L) > :E(L) = :E(Ll) + l‘(LQ U L3) > %hl + ;hg. (2.9)

Das inequacoes (2.6) e (2.9) temos que,

1, 2
OPT(L) = max{hy, 3hi + Sha}. (2.10)

Por outro lado, temos que #(P) = #(P1) + #(P2) + #(P3) = (h1 + ha) + 2. Logo,

hi 4+ ha
#(P) < OPT(L) -OPT(L) + 2.

Usando a inequagao (2.10), obtemos
#(P) <a-OPT(L) + 2,
hi+tho

max{hl,%hl-l—%hg}.
Agora, vamos mostrar que o < 1,75 analisando os dois casos onde o méximo ocorre no

onde o =

denominador de a.
Caso (a): max{hi, shy + Zho} = hy.

Neste caso temos, hy < %hl, e portanto

hi + ha _ hi+h
max {hl, %hl + %hg} N h1
hy + %hl
S T
7
= T

Caso (b): max{hi, $h1 + 3ho} = $hi + 3ho.

Neste caso, temos h1 < %hg. Note também que f(hy,ho) := %21122}12 é uma funcao estrita-
mente crescente de hq, e portanto quando hy = %h]Q a funcao f(hi, he) atinge seu valor méximo.
Assim,

hi + ho hi + he
max {hl, %hl + %h]Q} - %hT%hg
< %hQ + ho

1 %hg + %hg

| =3 ol
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A partir dos dois casos analisados, temos que a seguinte desigualdade é valida:

#(P) < 1,75 - OPT(L) + 2.

Note que este algoritmo pode ser implementado de forma a ficar on-line. Basta manter como
correntes as ultimas barras criadas para cada uma das sublistas. Sempre que um item da lista
L;, v =1,2,3, deve ser empacotado, o algoritmo tenta empacotar na barra corrente relativa aos
itens da lista L;. Se necessario, usa uma nova barra para empacotar este item, sendo que esta
barra se torna a barra corrente para a correspondente lista. Note que este é o Algoritmo Hg

desenvolvido por Lee e Lee [37].

Este mesmo algoritmo pode ser generalizado para o empacotamento de itens pequenos. Para
este tipo de instancia, use o Algoritmo H,, 9. Este algoritmo divide a lista L em sublistas Ly,

Ls e L3 da seguinte maneira.

1 1

L1 +«~ LNAX|l——, —

1 [m+17m]7
Ly « LnX[— L

2 m+2 " m+1"

1

Ly «— LNX[0,——|.

3 [’m+2

Fazendo a mesma andlise do empacotamento gerado por este algoritmo, podemos obter as

seguintes inequagoes:

OPT(L) > hy,

OPT(L) > =z=(L)
= x(L1) +x(Ly U L3)
> m m+1 ho.

m+1 P myr2

Note que podemos empacotar no maximo m itens de L; por barra.
Assim, obtemos

#(P) < ayy, - OPT(L) + 2,

onde oy, = h1m+h2 —1~- Analisando os dois casos onde o maximo ocorre no denominador
maX{hl,m—Hh1+m}
de ayy,, obtemos que a;, < zﬁ + m O Algoritmo Hj; pode obter limites de desempenho

melhores se considerados valores bem grandes de M. Em [21], Galambos apresenta limites
inferiores para os limites de desempenho assintético de algoritmos on-line que empacotam itens
pequenos. Na tabela seguinte, apresentamos estes limites inferiores e os valores de «(Hp,12) e

a(Hyr), com valores suficientemene grandes de M, para m entre 1 e 4.

Na préxima subsecao, utilizamos uma outra estratégia para mostrar que o algoritmo pode

ser modificado de forma a ter um melhor limite de desempenho assintético.
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m | Limite inferior | a(Hy42) | limps— oo a(Hpy)
1 1,536 1,750 1,691
2 1,365 1,445 1,423
3 1,274 1,313 1,302
4 1,219 1,240 1,233

Tabela 2.1: Valores de «a(Hp12), a(Hy) e limites inferiores para o limite de desempenho

assintético dos algoritmos on-line para empacotamento de itens pequenos.

2.5.3 Combinando Sublistas com Comprimento Critico

O algoritmo descrito na subsecao anterior, Algoritmo Hj, pode ser visto sob o seguinte aspecto.
Basicamente, ele faz uma subdivisao da lista L em duas partes. Uma parte correspondente 2
lista Lq, para a qual o empacotamento gerado é 6timo e que tem garantia de comprimento % e
uma outra parte correspondente a lista Ly U L3, para a qual foi obtida uma (melhor) garantia

de comprimento % .

Agora, considerando que podemos identificar em Lo U L3 0s itens que induzem pouca garantia
de comprimento, uma idéia natural seria combina-los em grupos de forma a melhorar a garantia

de comprimento desses grupos. Vejamos um exemplo.

Considere a seguinte subdivisao de L em sublistas.

1
L, « {SEL:Z,+1<£E(8)
}.

Ly « {seL:x(s)<

<2}, i=1,...,5,

~

| =

Lembramos que na subsecdo anterior, obtivemos duas garantias de comprimento, uma de
% em [ e outra de % em Lo U L3. Alids, cabe aqui notar que & medida que as sublistas
sao constituidas de itens cada vez menores, a garantia de comprimento dos empacotamentos

produzidos pelo Algoritmo NF vai melhorando (aumenta). Por exemplo, considere as sublistas

%, ..., Li. Para estas sublistas, é possivel obter as seguintes inequagdes.
1
NF(L)) < ———z(L)+1, i=3,...,5
( 1,) — Z’/('L—i_l)x( Z)+ ) 7 ) b bl
1
NF(L;) < %x(Lg) + 1.

Ou seja, temos uma, garantia melhor que % para as correspondentes sublistas. A pouca garan-
tia estd associada as sublistas L) e L) e conseqiientemente a lista L, faz com que o conjunto

L, U...U Ly tenha também pouca garantia de comprimento. Se melhorarmos a garantia de
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comprimento em uma delas, ji é possivel melhorar o limite de desempenho assintético feito na
subsecao anterior. Note que podem existir empacotamentos dos itens de L] que tém garantia de
comprimento tao préxima de % quanto se queira. E também podem existir empacotamentos de
itens de L)), com garantia de comprimento tao préxima de % quanto se queira. Vamos chamar o
conjunto de itens destas sublistas que estao associados & garantia de comprimento préximo de %
e préximo de % de conjuntos criticos. Para os demais problemas (e para cada algoritmo) defin-
imos outros conjuntos criticos, cada um apropriado para cada situacdo. Estes conjuntos estao
relacionados aos itens com pouca garantia de espago (comprimento, drea, volume). Chamamos
os itens dos conjuntos criticos de itens criticos.

O que fazemos é um empacotamento que combina itens criticos destas duas listas (L) e
L, U...ULL). Este empacotamento terd uma garantia de comprimento de pelo menos % e
conterd todos os itens criticos de uma das sublistas. Vamos definir como L4 e Lp 0s conjuntos

criticos das listas L} e L5 U... U L, respectivamente, da seguinte maneira.

La + {selL)|:xz(s)<1-p}
Lg + {seLyu...ULf:xz(s)<p},

onde p = 0,408248. Este valor atribuido & p ficara claro mais adiante.

Seja Pap um empacotamento parcial de L4 U Lp tal que cada barra deste empacotamento
contém exatamente dois itens, um de L4 e outro de Lpg, e além disso ou todos os itens de L4
ou todos os itens de Lp sdo empacotados em P4p. Analisando a garantia de comprimento em
Pap, obtemos que cada barra B de Pap é tal que z(B) > % + % = % E portanto, aqui também

vale que

onde L4p sao os itens em P4p.

Seja L < L.\ Lap. Aplique o Algoritmo NF sobre estas sublistas gerando os empacota-

mentos P;, ¢ = 1,...,6 da seguinte maneira.

P; « NF(LY), i=1,...,6.

Considere Py, como sendo a concatenagdo dos empacotamentos Po, ..., Ps (i.e., Poyzx
Pzl ... |Ps); Popt a concatenagao dos empacotamentos P e Pap e seja P a concatenagao dos
empacotamentos Pyps € Poyz. Assim, P é um empacotamento total de L. Agora, vamos analisar

o desempenho assintético do algoritmo.

Primeiramente, considere o empacotamento P4p. H& dois casos a considerar. Se todos os

itens de L 4 ou todos os de L sao empacotados em P4p.

Caso 1. Todos os itens de L4 sao empacotados em P4p.
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Neste caso temos uma melhora na garantia de comprimento para os itens de LY. Assim,

obtemos .

1—

#(P1) < pﬂE(L'{)- (2.11)

Como 1 —p < %, temos que

#(Pop ) = #(P1’|PAB) <

L1 ULypg).
1_piE( 1ULug)

Para a lista Lj U ... U L{ nao foi possivel melhorar, mantendo a mesma garantia de % do
comprimento, i.e.,

1
#(P;) < %HS(L;,) +1, 21=2,...,6.

Usando as inequacoes obtidas para os empacotamentos Po, ..., Ps obtemos
1
#(Pauz) < 5752(Lauz) + 5, (2.12)
2/3
onde Lgy, é 0 conjunto de itens empacotados em Pgyyy.
Considerando (2.11) e (2.12), podemos fazer as mesmas andlises feitas anteriormente, obtendo
#(P) = #(Popt) + #(Pauz) < of - OPT(L) + 5,

hi+ha ]
max{h1 ,(lfp)h1+§h2} :

onde of =

Calculando um limite superior para a chegamos a seguinte inequacao:

#(P) < 1,613 - OPT(L) + 5.

Caso 2. Todos os itens de Lp sao empacotados em Pyp.

Neste caso a inequacao para P,y permanece

1
#(Popt) < maz(L'{)
E para o empacotamento Py temos uma melhora para

1 "
#(P2) < o allz) +1,

j4 que podemos empacotar dois itens de L) em cada barra, cada item com tamanho pelo menos
p.
Como todos os itens em L3g U ... U L5 sdo empacotados em Lyp e 2p < %, temos a seguinte

inequacao para Puyz
1
2p

#(Pauz) < QZ(L,WI) + 2.
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Procedendo da mesma forma que no Caso 1, obtemos
#(P) = #(Popt) + #(Pauz) < oy - OPT(L) + 3,

n_ hiths
onde ay = maxhn,Lhy 12pha) < 1,613.

Juntando os casos 1 e 2, concluimos que o algoritmo descrito acima para gerar o empaco-
tamento P tem limite de desempenho assintético 1,613. O parametro p, tomado como sendo

p = 0,408248, foi calculado de modo que os dois casos acima resultassem no mesmo limite.

Note que este método para combinar conjuntos criticos faz com que o algoritmo tenha um
limite de desempenho assintético melhor, mas este deixa de ser on-line. Esta técnica serd muito
usada posteriormente nos problemas de empacotamento bi- e tridimensional. Veremos que,
muitas vezes a definicao de sublistas criticas envolverd conjuntos mais complexos e serd crucial

para a melhora de alguns limites de desempenho assintético.

Muitas vezes, a busca do valor de p, usado para definir os conjuntos criticos, requer muitos
calculos, principalmente quando o valor de p envolve literais. Nestes casos, usamos o software

Maple V da Waterloo Maple Software para fazer tais calculos.

2.6 Resumo dos Algoritmos para o PEU

|| Algoritmo | Tipo | a | B8 | Ref. || Condicao ||
FF on-line | 2L 2 [33] || Itens pequenos
Hu on-line | a(Har) O(M) [37] || Itens pequenos
FFD off-line Z—f; — m 4 [13] || Itens pequenos
FFD,BFD off-line | 1,5 — [65] || Caso Geral
FFD off-line | 1,222 .. 1 [30] || Caso Geral
VL. off-line | 1+¢€ (%)2 [16] || Caso Geral
KK off-line | 1 @) (%)#P&%L)) [35] || Caso Geral
Huy on-line | <1,691... M-1 [37] || Caso Geral
Harmonic + 1 | on-line | < 1,5888... O(M) [62] || Caso Geral







CAPIiTULO 3

Problema de Empacotamento em

Faixa

3.1 Introducao

O Problema de Empacotamento em Faixa (PEF) foi primeiramente proposto por Baker, Coffman
e Rivest [3] em 1980. Neste problema o objetivo é empacotar uma lista L de retdngulos em um
retangulo R de largura a e altura infinita, de modo a minimizar a altura do empacotamento. Os

retangulos devem ser empacotados ortogonalmente e com orientacao fixa.

Uma aplicagao interessante deste problema ocorre em projetos de escalonamento de processos.
A altura de um item corresponde ao tempo de processamento requerido pelo item e sua largura
corresponde & quantidade de meméria continua requerida pelo processo. O valor a (largura do
retdngulo R) é a quantidade de meméria disponivel. Assim, um empacotamento P, de uma
lista de processos L, fornece uma maneira de se escalonar esses processos, sendo que a altura do

empacotamento P corresponde ao tempo para executar todos esses processos.

Em 1980, Coffman, Garey, Johnson e Tarjan [9], desenvolveram os algoritmos chamados
NFDHY) (Next Fit Decreasing Height) e FFDH) (First Fit Decreasing Height), e provaram
que o primeiro tem limite de desempenho assintético 2 e o segundo tem limite de desempenho
assintético 1,7. Quando consideramos instdncias com caracteristicas especiais o Algoritmo
FFDH() apresenta. melhor desempenho assintético. Se todos os itens a serem empacotados
sao quadrados, esses autores mostraram que o Algoritmo FFDH) tem limite de desempenho
assintético 1,5. J& no caso em que todos os retdngulos de L nao tém largura maior que % da
largura da faixa, provaram que o Algoritmo FFDH") tem limite de desempenho assintético mTH
Neste mesmo artigo, esses autores apresentam o algoritmo com melhor limite de desempenho

e sy m-+2 . . A
assintotico, de [, conhecido para o caso onde os itens tém largura pequena.

Para instancias quaisquer, o algoritmo com melhor limite de desempenho assintético con-

39
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hecido é devido a Baker, Brown e Katseff [2]. Este algoritmo é chamado de UD (Up and Down)
e tem limite de desempenho assintético %. Observamos que o empacotamento gerado por este
algoritmo pode nao ser guilhotindvel. Assim, todos os algoritmos que fizerem uso deste algoritmo

em particular, nao poderao ser considerados guilhotindveis também.

No caso de algoritmos on-line, Csirik e Woeginger [15] apresentam um algoritmo que gera
empacotamentos divididos em niveis com limite de desempenho assintético que pode se tornar
tao préximo de 1,691... quanto se queira. Eles mostram também que o limite inferior para o
limite de desempenho assintético de um algoritmo on-line para o PEF, que gera o empacotamento
dividido em niveis, deve ser pelo menos 1,691 .... Em [5], Brown, Baker e Katseff mostraram que
o limite de desempenho absoluto de qualquer algoritmo on-line para o PEF nao pode ser menor
do que 2. Recentemente, Schiermeyer [54] e Steinberg [57] apresentaram algoritmos off-line com

limite de desempenho absoluto 2 para o PEF.

Nas segoes subseqiientes descrevemos alguns dos algoritmos que mencionamos e apresenta-
mos os resultados mais significativos a respeito desses algoritmos. Também apresentamos um
algoritmo off-line para o caso com rotacoes, com limite de desempenho assintético ndo maior

que 1,613 e outro algoritmo on-line com limite de desempenho assintético nao maior que 1,75.

3.2 Definicoes

Sem perda de generalidade, neste capitulo vamos trabalhar no plano zy.

Um empacotamento bidimensional orientado de uma lista de retangulos L = (ry,...,7r,) em

um retangulo R = (a,b) é uma funcio P : L — [0,a) x [0,b), tal que
P(ri) + (ri) <a e PY(ri) +y(ri) <b,
onde P(r;) := (P¥(ry), PY(rs)), i = 1,...,n.
Mais ainda, se R(r;) é definido como
R(ri) := [P*(ri), P (rs) + x(ri)) x [PY(ri), PY(ri) + y(r)),

entao
R(r;)) N R(rj) =0 para todo i,j, 1 <i#j<n.
Dado um empacotamento bidimensional orientado P de L em R, denotamos por H(P) a
altura do empacotamento P, i.e., H(P) := max{PY(r) + y(r) : r € L}.

Um nivel em um empacotamento P para o PEF é definido como uma regiao

N =1[0,a) x [Y1,Y5),
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na qual ha um conjunto S de retangulos tais que

paratodor € S:PY(r)=Y; e Yo—Y; > ma;c(y(r)).
re

Quando a altura do nivel nao é previamente definida pelo algoritmo, consideramos que Yo —Y; =

maxres(y(r)).

A Figura 3.1 ilustra um empacotamento dividido em niveis para o problema de empacota-

mento em faixa.
s 1

rs e

T2 T4 77|

1 3

Figura 3.1: Exemplo de empacotamento em niveis para o PEF

Dado um valor p, 0 < p < 1, definimos um conjunto de arredondamento como o conjunto
S = {1,p',p%...,p% ...}. Este nome vem do fato de considerarmos uma dimensio dos itens
arredondadas para um valor em §. Com este conjunto de arredondamento, definimos uma i-
faiza como um nivel de altura p’. Uma, i-faixa sempre estard associada com um conjunto de

arredondamento.

Problema. Problema de Empacotamento em Faiza (PEF): Dados uma lista de retingulos
L = (r1,...,m,) e um retingulo (faiza) R = (a,00), encontrar um empacotamento bidimen-

stonal orientado de L em R, cuja altura seja minima.

A seguir, definimos o Problema de Empacotamento em Faixa com rotagoes ortogonais.

Problema. Problema de Empacotamento em Faiza com Rotac¢io (PEF"): Dados uma lista de
retangulos L = (r1,...,ry) e um retangulo (faiza) R = (a,00), encontrar um empacotamento
bidimensional orientado de uma lista L' € T(L) em R, cuja altura seja minima.

Lembramos que uma lista em T'(L) contém possiveis orientagoes para os retdngulos de L. As-

sim, o objetivo deste problema é encontrar uma orientacio (para os retangulos de L) e um
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empacotamento destes na faixa de modo a minimizar a altura do empacotamento.

Denotaremos por PEF(a) (PEF"(a)) o PEF (PEF") cuja faixa de entrada seja R = (a,00).

3.3 Caso Orientado

Nesta secao, apresentamos os algoritmos NFDH{ ), FFDH() e UD, bem como seus limites de de-
sempenho assintdticos. Apresentamos um resultado sobre garantia de drea, de forma equivalente

ao feito para a garantia de comprimento para o problema de empacotamento unidimensional.

3.3.1 Algoritmo NFDH")

O empacotamento gerado pelo Algoritmo NFDH) é constituido de niveis, sendo que todos
os retangulos de um nivel sdo empacotados com um lado sobre a linha (inferior) que define
cada nivel. Primeiramente o Algoritmo NFDH() ordena a lista L = (r1,...,r), de forma que
y(r1) > y(ra) > -+ > y(ry). Feito isto, comega a empacotar os retangulos de L segundo essa
ordenacao. Para empacotar um novo retingulo r, o algoritmo tenta empacoti-lo no tltimo
nivel criado, dispondo-o mais & esquerda. Caso nao consiga, cria um novo nivel no topo do
empacotamento em construcao e empacota r neste novo nivel. Neste caso, r é empacotado mais
a esquerda, sendo que a altura deste nivel é definida pela altura de r. (Note que os itens estao

ordenados em ordem nao-crescente de altura).

O seguinte resultado foi provado por Coffman et al [9].

Teorema 3.3.1. Para qualquer instancia L do PEF, onde nenhum retangulo tem altura superior
a 7, tem-se que

NFDHY)(L) < 2-OPT(L) + Z.

A seguir, apresentamos um resultado que relaciona a garantia de largura ocupada em cada

nivel com seu limite de desempenho assintético.

Lema 3.3.2. Seja P um empacotamento de uma lista L de retangulos gerado pelo Algoritmo
NFDHY) para o PEF(a) (PEF”(a)). Sejam Ni,...,N, os niveis criados, nesta ordem e z(N;)

a soma das larguras dos retangulos em N;. Se x(N;) >1-a parai=1,...,v — 1, entdo

(L)

a

NFDH) (L) <

o~ =
n

+ Z

Prova. Seja h; a altura de cada nivel N;. Com isto temos que

S(N;) >1l-a-hjyq, para i=1,...,v—1.
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Somando todas as inequacoes para i =1,...,v — 1 temos

Como hy < Z, temos que

+ Z. (3.1)
0 Chamaremos o valor [ na inequacgao 3.1 de garantia de largura do empacotamento P.

Vamos ilustrar o uso deste lema no seguinte algoritmo para empacotamento de itens de

largura pequena. Vamos chaméi-lo de SSP,.

Algoritmo SSP,, (L)
Entrada: Lista de retangulos L C X[0, 1] para o PEF(a).
Saida: Empacotamento P de L em R = (a, 00).

1 Particione a lista L em duas sublistas Iy e Lo, tais que

1 1

Li «~ LNXl——, —
1 [m+17m]7

Ly, «— LNX[0,——|.

2 [’m—l—l]

2 P; « NFDHU)(L;), i =1,2;
3 P+ Pi]|Po.
4 Retorne P.

Fim algoritmo.

Teorema 3.3.3. Para qualquer instincia L C X0, %] do PEF, onde nenhum retangulo tem
altura superior a Z, tem-se que
m+1

SSP,, (L) < (T) OPT(L) + 2Z.

Prova. Primeiramente observe que em cada um dos empacotamentos Py e Ps, as faixas geradas

_m_

T exceto talvez na ultima faixa de

tém uma largura ocupada pelos retangulos de pelo menos

cada um deles. Assim, usando o Lema 3.3.2, temos

m+1
m

H(P;) < S(L;) + Z.
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Portanto,

3
+

H(P) < (—) S(L) +22

IA
3
+ 3

(T) OPT(L) + 2Z.

3.3.2 Algoritmo FFDH(/)

O Algoritmo FFDH() ¢ muito semelhante ao Algoritmo NFDH(). Na verdade pode-se dizer que
¢ uma, versao melhorada do Algoritmo NFDHW. O Algoritmo NFDH) sempre que cria um novo
nivel, nunca mais tenta empacotar um retangulo nos niveis anteriores. J4 o Algoritmo FFDH( ),
sempre que vai empacotar um novo retangulo r, tenta empacota-lo em algum nivel anteriormente
criado, colocando-o no primeiro nivel em que isso for possivel, justificando-o sempre mais &
esquerda. Caso nao seja possivel colocar v em nenhum dos niveis criados, entao FFDHY) cria

um novo nivel como no Algoritmo NFDH(),

O seguinte resultado foi provado por Coffman et al. [9].

Teorema 3.3.4. Para qualquer instancia L do PEF, onde nenhum retangulo tem altura superior

a 7, tem-se que

FFDHY)(L) < 1,7- OPT(L) + Z.

3.3.3 Algoritmo UD

O Algoritmo UD foi desenvolvido por Baker, Brown e Katseff [2] e tem o melhor limite de

desempenho assintético conhecido para o PEF. Estes autores provaram o seguinte resultado.

Teorema 3.3.5. Para qualquer lista L de retangulos de altura no mdximo Z,

53

Z.
8

UD(L) < JOPT(L) +

O Algoritmo UD é relativamente sofisticado, ndo sendo possivel descrevé-lo em menos de
2 paginas. Apesar de se tratar de um algoritmo que serd utilizado em alguns dos algoritmos
que desenvolvemos, optamos por nao inclui-lo, ja que para fazer a andlise dos algoritmos que
desenvolvemos basta conhecer seu limite de desempenho assintético. O leitor interessado pode

encontrar sua descri¢do no artigo de Baker et al [2].
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3.3.4 Empacotamento on-line de itens pequenos

Nesta secao apresentamos dois algoritmos on-line para o empacotamento de itens pequenos para
o PEF. Um deles tem um limite de desempenho assintético que pode se tornar tao préximo de
m+2 1

T+

mt1 T Gt quanto se queira.

A técnica usada aqui é muito comum no desenvolvimento de algoritmos on-line e também
ser4 usada em muitos algoritmos on-line apresentados nesta tese. Dado 0 < p < 1, seja S := {p :
i € Z, i >0} um conjunto de arredondamento. O conjunto de arredondamento é usado para
arredondar (para cima) a altura dos retdngulos de modo a termos retadngulos com alturas em S.
Fazendo este arredondamento podemos considerar os retangulos com mesma altura, digamos p’,
para serem empacotados em niveis, também de altura p’ (i-faixas). Com isso, basta considerar o

empacotamento de retangulos em faixas como sendo um empacotamento unidimensional on-line.
A seguir, apresentamos a descri¢ao do Algoritmo OSSP, ,(L).

Algoritmo OSSP, ,(L).
Entrada: Lista de retangulos L C X[0, L] para o PEF”(a).

Saida: Empacotamento P de L em R = (a, 00).

1 Empacote os retangulos r € L na ordem em que estes aparecem em L.

1.1 Seja i tal que p't! < % < ph.

1.2 Se %5 < z(r) < ;5 entdo empacote r nas i-faixas geradas para estes retangulos.

Para isto, use o Algoritmo NF para empacotar o retangulo » em um dos niveis. Caso

necessario, empacote r em um novo nivel de altura p".

1.3 Se 0 < z(r) < mL—I—l entdo empacote r de forma andloga a feita no passo 1.3, mas

a
m+1"°

empacote r nos niveis gerados para os retangulos com 0 < z(r) <

2 Retorne o empacotamento gerado.

Fim algoritmo.

Teorema 3.3.6. Para toda lista de entrada L C X0, %] para o PEF(a), onde os retangulos de

L tém altura menores ou iguais a Z, e dado um valor p, 0 < p < 1, temos que

) OPT(L) + 22,

1 /m+1
l-p

OSSP (L) < -

m

Prova. Seja Ly := LN X[-1=, L] e Ly := LN X[0

1 L]
m+1’m P m+411°
Seja .7-",?; o conjunto dos niveis com altura p’ geradas para os retangulos de Lyj; n}c = |.7-",f;|; h}'c

a soma das alturas dos niveis em .T,f; e hy := Zz'ZO hfﬂ, para k= 1,2.
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Como a ocupagao, no eixo z, pelos retangulos em cada nivel de F7, exceto talvez no tltimo,

é pelo menos %, temos que
S(Ly) S(Ly)
D P

>0
; , m
= ZPZ+1 ~(nh—1)- (m—+1> 7

i>0

> p- <ml+1> (h1 - 1%pz) . (3.2)

Resultado andlogo pode ser obtido para a lista Ly. Assim,

S(Ls) Z})_(_jﬁ_) <h2___£__z>_ (3.3)

a m+1 1—p

De (3.2) e (3.3) obtemos
S(L)

a

m 2
>p [ —— - 7). .
>p <m ) (OSSPm,p(L) 1 Z> (3.4)
Isolando OSSP, (L), temos

0SSPm,(L) <

(VAN
R[V= Q=

o

O Algoritmo OSSP, , pode ser refinado de forma a obtermos um melhor limite de desem-
penho assintético. Para isso, dividimos a lista L em duas sublistas Ly e Ly, L = L U Lo, e
aplicamos o Algoritmo OSSP, , sobre a lista L; e o Algoritmo OSSP, 1, sobre a lista Lo.

Por fim, retornamos a concatenacao destes empacotamentos. Denominamos este algoritmo de

10SSP,, .

Teorema 3.3.7. Para toda lista de entrada L C X[0, 1] para o PEF(1), onde os retingulos de

L tém altura menores ou iguais a Z, e dado um valor p, 0 < p < 1, temos que

4z

1088Pn,(L) < aom - OPT(L) + 1

?

. _ m+2 1
onde llmp_)l Ay = :”Inl—ﬂ + m

Prova. Vamos analisar o limite de desempenho assintético deste algoritmo. Seja P; o empaco-
tamento gerado para a lista L;, 1 = 1,2. Podemos verificar que o empacotamento P; pode ser

tomado assintéticamente tao préximo do 6timo quanto se queira, bastando para isso, colocar p
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préximo de 1. Considere os niveis do empacotamento P, de altura p’ - Z. Todos os niveis deste
tipo tém m retangulos, exceto talvez o 1ltimo. Mais ainda, ndo podemos empacotar mais que m
retangulos de L; lado a lado. Como cada retangulo destes niveis tem altura maior que p**' - Z,

temos que

OPT(L1) > > p- (hj—p'- Z),
i>0
onde h é a altura total dos niveis de L; com altura p’. A subtracio de p’-Z de h foi para

desconsiderar o ltimo nivel da soma de hl. Portanto, temos que

1 Z
H(Py) =Y h; < -OPT(L) + i
i>0 P P

Considerando as garantias de largura dos empacotamentos P; e Py obtemos as seguintes

inequagoes usando o Teorema 3.3.6.

1 /m+1 27

< [z - ==

H(Pl) < p( - >S(L1)—|—1_p,
1 /m+2 27

< - — .

H(P) < p(m+1>5(L2>+1_p

Seja h; := H(P;) — %, 1 =1,2. Com isto, temos

OPT(L) > p-hi,
OPT(L) > S(I)
= S(L1) + S(L2)

L h_|_ m—+1 h
p m1 1 TP ma2 2-

Ou seja, OPT(L) > max{p-h1,p- (#) “hi+p- (ﬁ—i‘%) -ha}. Pelos mesmos argumentos usados

anteriormente, temos

47z
I0SSPy, (L) < ey, - OPT(L) + T
-D
onde limy,_,1 vy, = ?L—_ﬁ + (m-|1-1)2' a

3.4 Caso com Rotacoes

Como ja observado nas Preliminares, os algoritmos desenvolvidos para o PEF podem ser usados
para gerar empacotamentos do PEF”. Mas em geral, os limites de desempenho ja nao sao validos

neste caso.
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Em [7], Coffman et al. observam a validade do limite de desempenho assintético do Algoritmo
NFDH() para o PEF, j4 que a andlise deste se baseia apenas em argumentos de drea. De fato,
o Lema 3.3.2 é vilido também para o PEF". Assim, o Algoritmo SSP,, também tem limite

m+1

de desempenho assintético de “=. Observe que para isso os retangulos dever ser dados com

orientacao valida para serem empacotados.

A seguir, apresentamos um algoritmo com limite de desempenho ndo maior que 1,613 para

o PEF", melhorando assim o limite anterior de 2.

3.4.1 Algoritmo SPR

Descrevemos nesta secdo o Algoritmo SPR (Strip Packing algorithm using Rotations) para o
PEF"(a). Este algoritmo se assemelha muito ao algoritmo mencionado para o problema unidi-
mensional, que combina listas criticas. Vale notar que também a demonstracao de seu limite de

desempenho é similar.

Primeiramente, vamos descrever um algoritmo chamado COLUMN() . Este algoritmo con-
stréi duas colunas, onde cada coluna é uma, pilha de retangulos, colocados um em cima do outro

(veja a Figura 3.2).

Ly Parte dos retangulos de Lo

| B
]

Retangulos que restaram da lista Lo

T T2

Figura 3.2: Empacotamento gerado pelo Algoritmo COLUMN(/)

O Algoritmo COLUMN) ¢ chamado com parametros (L1, Lo, 21, 22), onde Ly e Ly sao duas
sublistas e 1 e 9 sao posicoes onde as pilhas estarao alinhadas & esquerda, desde o fundo do
empacotamento. Cada coluna conterd apenas os retingulos de uma das listas, e colunas distintas

corresponderao a listas distintas.
Vamos chamar de altura da coluna a soma das alturas de todos os retangulos dessa coluna.

Para empacotar um retangulo, o algoritmo escolhe primeiramente uma das colunas que tem
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a menor altura. Seja h a altura desta coluna e L; a lista associada a esta coluna. Caso nem todos
os retangulos dessa lista tenham sido empacotados, o algoritmo empacota o préximo retdngulo de
L;, digamos r, na posi¢io (x;, h). Em seguida, a lista L; é atualizada, removendo-se o retangulo
r. Hste processo é repetido até que todos os retadngulos de uma das listas tenham sido totalmente
empacotados (ou seja, L1 = () ou Ly = (). Ao final, o algoritmo retorna um par (P’, L’), onde
P’ é o empacotamento construido e L' é o conjunto de retingulos empacotados em P’. Neste
ponto, vamos assumir que as posicoes x1 e o e as listas Ly e Lo sdo escolhidas de modo que

elas nao possam gerar empacotamentos invigveis.

O seguinte lema é vélido para este algoritmo.

Lema 3.4.1. Seja P um empacotamento de L' C Ly U Ly gerado pelo Algoritmo COLUMNW)
quando aplicado as listas Ly e Ly para o PEF"(a). Se z(r) > I; - a para todo retingulo r € Lj;,

i =1,2, e nenhum retangulo de L tem altura maior que Z, entdo H(P) < ll‘}‘b S(fl) + Z.

Prova. Considere as duas colunas do empacotamento P. Note que cada uma das colunas tem
altura pelo menos (H(P) — Z). Como a largura de cada retangulo de L; é pelo menos I; - a,
entao a drea do empacotamento é pelo menos S(L) > (I1 +12) - a - (H(P) — Z). Portanto,

S(L!
H(P) < 1500 4 7. 0

A idéia deste algoritmo é fazer com que o empacotamento final fique dividido em duas partes,
como feito para o empacotamento unidimensional na secao 2.5.3. Neste empacotamento, a parte
associada ao empacotamento parcial 6timo serd feito para retangulos com largura maior que §.
Note que em um empacotamento orientado, se L; contém apenas retangulos deste tipo, entao um
empacotamento étimo pode ser construido empilhando-se os retdngulos, um em cima do outro.
Mas quando permitimos rotacoes, devemos primeiro re-orientar todos os retingulos que podem
sair deste conjunto Li. Desta forma, ficam apenas os retangulos que ou nao podem ser re-
orientados, ou se podem, ainda continuam no conjunto Lq. Assim, introduzimos um novo passo
que consiste em re-orientar os retangulos de L; de forma que cada retangulo fique com a menor
altura possivel, mantendo uma orientacdo vidvel. Desta forma, conseguimos um empacotamento
otimo de Ly, apenas colocando um retangulo sobre o outro. O restante do algoritmo se assemelha
a0 algoritmo unidimensional da secao 2.5.3, diferindo pelo fato de as inequagoes envolverem &rea

em vez de comprimento.

Algoritmo SPR(L).
Entrada: Lista de retangulos L para o PEF"(a)
Saida: Empacotamento P de L em R = (a, 00).

1 Gire todos os retangulos r com z(r) > § e y(r) <

e

2 Gire todos os retangulos com z(r) > § e z(r) < y(r) < a.
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3 Seja p + 0,40824.

L« {seL:HLl<x(s)g%}, i=1,...,4,
L « {seL:(1-2p)a<ux(s)< %},

Ly < {seL:xz(s)<(1-2p)-a},

Ly + {relLi:z(r)<(1-p)- al,

Lp + {reLju...ULl:z(r)<p-a}l.

4 (Pap,Lap) < COLUMNU)N(L,, Lp, 0,1 —p);
L« L\ Lag, para i=1,...,6;

5 P; «— NFDH)(L;), i=1,...,6;

6 Popt < P1l|Pas;

7 Pous < P2l ... || Pe.

8 Retorne Popt|| Poua-

Fim algoritmo.

Teorema 3.4.2. Para toda lista de entrada L para o PEF"(a), onde os retingulos de L tém

dimensoes menores ou iguais a Z, temos que

SPR(L) < 1,613 - OPT(L) + 6Z.

Prova. Vamos calcular a garantia de largura dos empacotamentos gerados ao empacotar as

sublistas Li,...,Lg, Lap. Na lista Lap temos que a largura de cada retingulo de L4 é pelo
menos % e a largura de cada retangulo de Lp é pelo menos %. Assim, pelo Lema, 3.4.1 temos que
1 S(Lag)
H < Z
(Pap) < 12+1/6 a
e portanto, vale também que
1 S(L
H(Pap) < 1 S(Lus) + Z. (3.5)
1—-p a

Seja Lopt 0 conjunto de retangulos empacotados em Pypy. E facil ver que Popy ¢ um empaco-
tamento assintético 6timo de Loy, pois os retangulos grandes (com z(r) > %) de LiU...ULyp
ou ndo podem ser girados, ou se podem, estes recaem no conjunto definido para L;. Mais ainda,
os retangulos grandes de L,y estao empacotados de forma que sua altura é a menor possivel.

Portanto, temos
H(Pop) < OPT(L) + Z. (3.6)
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Agora vamos dividir a demonstracao em duas partes, da mesma forma que fizemos para o

problema unidimensional.
Caso 1. Ly C Lyg.

Neste caso, temos que todos os retangulos de Ly := L\ Lsp tém largura maior que (1—p)-a.
Usando (3.5), obtemos S(Lopt) > (H(Popt) — Z) - (1 —p) - a, i.e.,
1 S(Lopt)

H(Popt) S PR

Z. .
o (3.7)

Para cada lista L;, (1 = 2,...,6) temos que a garantia de largura em cada nivel de P;, exceto

talvez no ultimo, é pelo menos % Assim, pelo Lema 3.3.2 temos que

1 S(L;) .
— =2,...,6. .
Como Payz = P2|| ... ||Ps, temos que
1 S(Lauz)
H(Pauz) < 3 a4 +57. (3.9)
Como S(L) _ S(Loy)  S(L 2
OPT(L) > = ) > (a"”t) + ( C:“”) > (1=p)-hi+ 5 ha, (3.10)

onde hy := H(Popt) — Z € hy := H(Paug) — 5Z. De (3.10) e (3.6) temos que
2
OPT(L) > ma‘x{hla (]- - p) : hl + g ' h?}a
e portanto obtemos que

H(P) < oy - OPT(L) 4 62,

hi1+ha i 24+3p
max{hl,(l—p)~h1+§~h2} = 27

Caso 2. Lg C Lypg.

onde o =

A andlise deste caso usa dos mesmos argumentos usados no caso 1 e é andloga a prova do
caso 2 feita para o algoritmo da Segdo 2.5.3. Assim, apresentamos apenas as inequagoes que

podem ser obtidas:

1 S(L,
H(Pop) < 1/—2%+2,
H(Pauz) < %MHZ,
p a

1
OPT(L) > max{hy, Ehl + 2pho}.
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Juntando essas inequacoes e procedendo como no caso anterior, temos que

H(P) < ay - OPT(L) + 62,

— hi+h dp+1

onde oy = max{hl,l%hf-}-?phg} <
Tomando se p tal que # = 45’1—;;1, ou seja, p = %, temos que a1 < @ = 1,6123... e
ap < UL = 16123 Logo, H(P) < 1,613 - OPT(L) + 6Z. O

Proposicao 3.4.3. O limite de desempenho assintotico do Algoritmo SPR mostrado no Teorema
3.4.2 € justo.

Prova. Considere a seguinte instancia L do PEF"(1), L = L||Le, onde

1
Ly =(r},...,ry,,) sendo 7’;=<§+6,Z>

—2p,Z—€-1) seimod M =1 e
,Z—f-i) c.c.

’ ' ng

1
Lo=(rf,...,r! ) sendo r;'z{ ((l
k

onde M é o menor inteiro tal que (M — 1)% + (1 —2p) > 2p e € e £ sdo valores apropriados bem

pequenos e Z > 1.

Essa instancia L foi construida de modo que o empacotamento 6timo de L tenha m; niveis,
onde cada um destes niveis contém exatamente um retangulo de Ly e o restante do nivel contém

retangulos de Ly (veja a Figura 3.3 (c) e (d)), ficando o nivel praticamente preenchido.

(© (d)

Figura 3.3: Tipos de niveis no empacotamento gerado pelo Algoritmo SPR e um empacotamento

@ (b)

otimo.

Aplicando o algoritmo, obtemos um empacotamento P; com altura H(P;y) = ny - Z (onde
0s niveis sdo como os apresentados na Figura 3.3 (a)) e um empacotamento P, com altura
préxima de 7 Z (onde os niveis sdo como os apresentados na Figura 3.3 (b)). Portanto, H(P) ~

(1 + ﬁ) ny - 4. Como o empacotamento 6timo tem altura nq - Z, tomando-se n; bem grande,

podemos obter % tao préoximo de 1,6123... quanto se queira. a
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3.4.2 Algoritmo OSPR,

Nesta secio apresentamos um algoritmo on-line para o caso geral do PEF”. Este algoritmo tem
limite de desempenho assintético que pode se tornar tao proximo de 1,75 quanto se queira. O

algoritmo também usa um conjunto de arredondamento para arredondar a altura dos retangulos.

Algoritmo OSPR,(L).
Entrada: Lista de retangulos L para o PEF"(a).
Saida: Empacotamento P de L em R = (a, 00).

1 Seja P um empacotamento vazio.
2 Empacote os retingulos r € L na ordem em que estes aparecem em L.
2.1 Se (z(r) > % e y(r) > %) entdo

2.1.1 Seja r' € {r,p(r)} tal que y(r') seja 0 minimo possivel.

2.1.2 Empacote r' em um novo nivel de altura y(r’) no topo de P.
2.2 Senao

2.2.1 Seja r' € {r,p(r)} tal que z(r’) seja minimo.
2.2.2 Use o Algoritmo OSSP3, para empacotar o retangulo 7.

3 Retorne P.

Fim algoritmo.

Teorema 3.4.4. Para toda lista de entrada L para o PEF"(a), onde os retingulos de L tém

dimensoes menores ou iguais o Z, temos que

27

OSPR, (L) < oy - OPT(L) + - .

onde limy,_1 oy < 1,75.
Prova. Seja Ly o conjunto de retangulos tal que (z(r) > % e y(r) > %) e Ly:=L)\ L.

Considere que todos os retangulos r € Ly tém altura minima possivel. Seja hy := y(L1).

Como nao podemos empacotar dois retangulos de Ly lado a lado, temos que

OPT(L) > OPT(L)
= h. (3.11)

Como todos os retangulos da lista L; tém largura maior que 3, temos

S(Ly) > hy - g (3.12)
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Como a lista Lg, é empacotada pelo Algoritmo OSSPs ,, usando (3.4), temos

2 2
S(La)2p- 5 (osspm(L) - sz> .

Definindo hy como hg := (OSSPQ’p(L) — 1%Z) temos que

P
opr() > )
a
> S(L1)+S(L2)
a a
> Ly
= 5 1 3;0 2

De (3.11) e (3.14), obtemos

1 2
OPT(L) 2 max{hl, Ehl + gp . hg}

(3.13)

(3.14)

Procedendo como feito anteriormente e usando o fato que OSPR,(L) = hy + hy + ﬁZ ,

temos
27

OSPRy(L) < oy - OPT(L) + -,

—-p

hi+ho

onde CUp = maX{hl,%hl—l-%phz}.

Assim, lim,, 1 o, < 1,75.

3.5 Resumo dos Algoritmos

A seguir apresentamos um resumo dos algoritmos, para o problema de empacotamento em faixa,

nas duas tabelas seguintes.

Os algoritmos desenvolvidos nesta tese estao marcados com x na coluna da referéncia.

Algoritmos para o PEF

H Algoritmo ‘ Tipo ‘ a ‘ B ‘ Ref. ‘ Condicao
M,S off-line | 2 — | [54, 57] Caso Geral
FFDH off-line (mTH) 2Z | [9] Retangulos de largura pequena
SF off-line (m—ﬁ) 27 | [9] Retangulos de largura pequena
IOSSP,, on-line | < z—if + (m—il-l)Z % * Retangulos de largura pequena
FFDH off-line | 1,7 Z [9] Caso Geral
UD off-line | 1,25 27 (2] Caso Geral
Shelf(Hps,p) | on-line | =< 1,691 1TM,, [15] Caso Geral
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Algoritmos para o PEF"

H Algoritmo ‘ Tipo ‘ Q ‘ B ‘ Ref. ‘ Condigao H
SSP,, off-line mTH 27 | % Retangulos de largura pequena
0SSP, on-line | < il lzfp * Retangulos de largura pequena
NFDH) off-line | 2 Z [9, 7] Caso Geral
BLDW off-line | 2 Z [3, 7] Caso Geral
SPR off-line | 1,6123... | 4Z | % Caso Geral
OSPR on-line | < 1,75 % * Caso Geral







CAPiTULO 4

Problema de Empacotamento em

Placas

4.1 Introducao

Em 1982 foi apresentado o primeiro algoritmo com estudo de limite de desempenho assintético
para o Problema de Empacotamento em Placas, PEP, com orientacdo fixa. Este algoritmo,
devido a Chung, Garey e Johnson [6], tem limite de desempenho assintético ndo maior que

2,125, sendo o melhor limite conhecido até o momento.

Para o caso on-line, o primeiro algoritmo de aproximagao que foi desenvolvido para o mesmo
problema é devido a Coppersmith e Raghavan [12], com limite de desempenho assintético nao
maior que 3,25. Os algoritmos com o melhor limite de desempenho assintético conhecido sao
devidos a Li e Cheng [39] e Csirik e van Vliet [14], ambos com limite de desempenho assintético

igual a 2,86.

Por outro lado, Blitz, van Vliet e Woeginger [4] mostraram que qualquer algoritmo on-line

para o PEP deve ter um limite de desempenho assintético de pelo menos 1,907.

Apresentamos uma demonstracao simples de que este problema nao pode ter limite de de-

sempenho absoluto menor que 2, a menos que P = N'P.

Descrevemos algoritmos on-line e off-line para o empacotamento de itens de dimensoes pe-

quenas para o PEP com limite de desempenho (mT‘H)Q, além de uma versao melhorada para o

caso off-line. Apresentamos também algoritmos quando a instincia é restrita & quadrados.

Quando permitimos rotagoes ortogonais, PEP", descrevemos um algoritmo para o caso geral
cujo limite de desempenho assintético pode chegar tao préximo de 2,639... quanto se queira;
para o caso on-line, apresentamos um algoritmo com um limite de desempenho assintético 3,25

e no caso particular onde as placas sdo quadradas, um algoritmo com um limite de desempenho

o7



58 Problema de Empacotamento em Placas

assintdtico que pode se tornar tao préximo de 2,6875 quanto se queira.

Além disso, apresentamos algoritmos, on-line e off-line, para empacotamento de retangulos

de dimensoes pequenas.

4.2 Definicoes

Sem perda de generalidade, estaremos trabalhando no plano xy.

Problema. Problema de Empacotamento em Placas (PEP): Dados uma lista de retingulos
L = (ry,...,my) e retangulos (ou placas) R = (a,b), achar uma particao Ly,...,Ly, de L e
empacotamentos bidimensionais orientados de cada lista L; em placa R = (a,b) de forma a

minimizar k.

Problema. Problema de Empacotamento em Placas com Rotacio (PEP"): Dados uma lista de
retangulos L = (r1,...,ry) e retangulos (ou placas) R = (a,b), achar uma particio Lq,..., L,
de L e empacotamentos bidimensionais orientados de uma lista L, € T'(L;) em placa R = (a,b)

de forma a minimizar k.

A Figura 4.1 ilustra um empacotamento de retangulos em placas.

|

Figura 4.1: Exemplo de empacotamento de retangulos em placas.

Chamaremos de comprimento e largura de um retangulo r os valores z(r) e y(r), respectiva-

mente.

Denotaremos por PEP(a,b) o problema de empacotamento em placas quando as placas R

sao da forma R = (a,b).

Um empacotamento P de L em R, além de dar a coordenada na qual cada retangulo r foi

empacotado, também deve dar a placa em que r foi empacotado. Denotaremos por PP(r) a placa
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onde r foi empacotada e por (P*(r), PY(r)) a coordenada na placa PP(r), onde r foi empacotada.

Uma faiza em uma placa é uma regiao
F= [070') X [Y17Y2)

na qual hd um conjunto S de retangulos tais que para todo r',7" € S, PP(r') = PP(r") e para
todor € S:PY(r)=Y; e Yo — Y] > max,cs(y(r)).

Quando a largura da faixa nao for definida previamente pelo algoritmo, quando do seu uso,
consideramos que Y5 — Y] = max,cs(y(r)). Dizemos que esta faixa foi gerada ortogonalmente

ao eixo y e paralelamente ao eixo x. Faixas na direcao do eixo y sao igualmente possiveis.

Da mesma forma que a garantia de comprimento em barras é importante no empacotamento
unidimensional, a garantia de drea também é importante no problema de empacotamento em
placas, e também serd usado na andlise de limites de desempenho. O seguinte lema ilustra
como a garantia de drea em placas pode ser usada para se analisar limites de desempenho de

algoritmos.

Lema 4.2.1. Suponha que exista um algoritmo A para o PEP(a,b) de forma que dada uma lista
L de retangulos, o algoritmo A garante que a drea ocupada pelos retangulos nas placas é pelo
menos s-a-b em cada placa, exceto em no mazrimo um numero constante C delas. Entdo vale
que

A(L) < 1&@ < EOPT(L) +C (@.1)

s a-

O valor s, acima, serd chamado de garantia de drea do empacotamento gerado pelo algoritmo
A sobre a lista L.

A inequagao (4.1) apresentada no Lema 4.2.1 serd muito usada. Ela relaciona a ocupagao de

area s garantida por um algoritmo, com a qualidade do empacotamento gerado.

4.3 Aproximabilidade do Problema de Empacotamento em Pla-

cas

Nesta se¢ao, vamos mostrar que o PEP (PEP") nao é aproximavel dentro de 2 — ¢, € > 0, em
relacdo ao limite de desempenho absoluto. O tipo de demonstracdo usado nao é novo, tendo
sido ja usado para provar a nao aproximabilidade absoluta do PEU dentro de % — € [25] e do
PET dentro de (2 —€) [41].

O seguinte resultado, devido a Leung, Tam, Wong, Young e Chin [38], serd usado no préximo

teorema.
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Lema 4.3.1. Dados uma lista de quadrados L e um quadrado Q, decidir se L é empacotdavel em

Q ¢ um problema N'P-completo.

Teorema 4.3.2. O Problema de Empacotamento em Placas ndo € aproximdvel dentro de 2 — e,
para qualquer € > 0, a menos que P = N'P. Este resultado € vdlido mesmo que todos itens de

entrada sejam quadrados.

Prova. Suponha que exista um algoritmo polinomial A para o PEP tal que
A(L) <2-0OPT(L) para toda lista L de entrada. (4.2)

Vamos mostrar que neste caso existe um algoritmo polinomial para decidir se uma lista de

quadrados L pode ser empacotada em um quadrado ). Chamemos de ¢ este ltimo problema.

Considere uma lista de quadrados L e um quadrado (), uma instancia do problema ¢. Se

existisse um algoritmo polinomial A com A(L) < 2- OPT(L), teriamos duas possibilidades:

(i) A(L) < 2. Neste caso, temos uma resposta positiva para o problema ¢.

(1) A(L) > 2. Neste caso, a resposta para o problema ¢ é negativa.

4.4 Caso Orientado

Nesta se¢do apresentamos algoritmos para o empacotamento de retdngulos pequenos (on-line
e off-line) e para o empacotamento de quadrados em quadrados. Apresentamos também al-
guns algoritmos conhecidos que serao usados como subrotinas, a saber os algoritmos NF®) ¢
NFDH®. Além destes, apresentamos o Algoritmo HFF que ilustra como usar dois algoritmos
como subrotinas, para problemas mais restritos, para fazer um algoritmo para o problema de

empacotamento em placas.

No fim desta secao apresentamos a definicdo de dois conjuntos criticos importantes. Os

conjuntos A’,zi e B’g ;- Estes conjuntos serao bastante usados posteriormente.

4.4.1 Algoritmo NF®

O Algoritmo NF(®) (Next Fit) gera empacotamentos por faixas e empacota cada retangulo na
ordem em que este aparece em L. Para empacotar um retangulo r, o Algoritmo NF®) testa na
faixa corrente, se o retangulo r pode ser empacotado no fim desta, de forma a ficar ajustado

mais & esquerda e sem passar dos limites da placa. Caso este item nao possa ser empacotado
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desta forma, a faixa corrente F' fica com a largura fixada em max,cp(y(r)) e uma nova faixa é
criada, contendo o retangulo r e sem definir sua largura, acima da faixa anterior. Caso isso nao
seja possivel, esta faixa é colocada em uma nova placa. Esta tltima faixa criada se torna a faixa
corrente. Este algoritmo também serd denominado de NF®, por gerar as faixas paralelamente
ao eixo z. A versao deste algoritmo que gera faixas paralelamente ao eixo y serd denominado
de NFY.

4.4.2 Algoritmo NFDH®

O Algoritmo NFDH®) (Nezt Fit Decreasing Height) ordena a lista L de forma que seus itens
figuem em ordem nao-crescente de largura, i.e., de forma que L = (rq,...,7r,) com y(ry) >
y(re) > -+ > y(ry). Depois disto, aplica o Algoritmo NF® sobre esta lista e retorna o empaco-

tamento gerado.

4.4.3 Algoritmo HFF

O Algoritmo HFF (Hibrid First Fit) foi desenvolvido por Chung, Garey e Johnson [6] para o
PEP. Trata-se de um algoritmo hibrido formado por dois outros algoritmos de empacotamento:
o Algoritmo FFD para o PEU e o Algoritmo FFDH) para o PEF.

Dadas uma lista de retangulos L e placas R = (a,b), o Algoritmo HFF aplica o Algoritmo
FFDH\), para o PEF(a), para gerar os niveis Ny,..., N na faixa R = (a,00). Seja [; a altura
do nivel N;, ¢ =1,...,k. Cada nivel N; é encarado como um item de comprimento /; de um PEU
onde o comprimento da barra é b. Estes niveis sao empacotados em barras usando o Algoritmo

FFD. A partir deste empacotamento é obtido o empacotamento para o PEP(a,b).

O Algoritmo HFF possui o melhor limite de desempenho assintético conhecido para o PEP.

O teorema abaixo nos d4 este limite, provado em [6].

Teorema 4.4.1. Para qualquer lista de entrada L do Problema de Empacotamento em Placas,
temos que
17
HFF(L) < §OPT(L) + 5.

4.4.4 Empacotamento de Retangulos Pequenos em Placas

A seguir, apresentamos um algoritmo para empacotar retangulos pequenos em placas. Este
algoritmo usa o Algoritmo NFDH® como subrotina, para o qual foi provado o seguinte resultado
devido a Li e Cheng [41].

Lema 4.4.2. Uma lista de retingulos L = (r1,...,m,) com z(r;) < = e y(r;)

% pode ser
empacotada em uma placa (1,1) pelo Algoritmo NFDH® do PEP(1,1), se S(L) 1

(-2

<
<



62

Problema de Empacotamento em Placas

A idéia do algoritmo é particionar a lista L em sublistas de forma a garantir uma &drea de

2
(#) para algumas listas usando-se o Algoritmo NF(®). Para os demais itens, o algoritmo

divide-os em outras sublistas, cada sublista contendo retidngulos com area total nao maior que

(1 — %)2, m' = m+2, e aplica o Algoritmo NFDH®) para o PEP para empacotar cada sublista

em uma placa (1,1).

Algoritmo Bl,,

Entrada: Lista de retangulos L = (r1,...,7r,) com z(r;) < % e y(r;) < %
Saida: Empacotamento de L em placas R = (1, 1).
1 Divida a lista L em sublistas L,..., Lg da seguinte maneira (cf. Figura 4.2).
(1 1. 1 1
Ly <« LNCc _m——l—l’a’m—-i-l’ﬁ}’
Lo, 11
Ly +— LNC*"™ -O,ﬁ S mrirm|
11 1
L3 «~— LNnC*™ =m—+1,a,0,ﬁ,
A 10 (N m1+1] nez(o, 1),
Ly« Lnew[ih oo, mlﬂ] ncyo, 1],
1, 1
Ls « LNC™ 0,5, ; m—H}
2 P; « NF*(L;), i=1,24;
3 P; « NFY(L;), i=3,5.
4 Gere um empacotamento Pg de Lg da seguinte maneira.
Subdivida a lista. Lg em sublistas Lé, ..., Lg tal que
) m 1 2 .
S(LS) < <m—+2> + (m—-l-Q) , para Z:]_,...,U;
. , 2
S(Lh) + S(Erst(LE) > (745) + (5) 5 para i=1..0-1
Pi NFDH(p)(Lé) para 1=1,...,v;
Pe <+ Pell...[|PL.
5 P« P1’| ’|P6
6 Retorne(P).
Fim algoritmo.
Lema 4.4.3. Para toda lista de retdngulos L = (r1,...,ry,), onde x(r;) < L e y(r;) < L, temos

que BL, (L) < (mT“)2 S(L) +6.
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Yy
1
™
Ly L,
1
mFT
Ly
1
)
Lg Ls L3
1 1 1
0 m+2 mIl m T

Figura 4.2: Particao da lista L gerada pelos algoritmos BI,, e OFF,(,%)

Prova. Vamos analisar os empacotamentos das sublistas Li,..., Lg. No caso da sublista L,

o Algoritmo NFDH® empacota pelo menos m? retangulos por placa, exceto talvez na tltima

2
placa de P;. Como a &drea de cada retangulo de L; é pelo menos (ﬁ) , a area ocupada pelos
2
retangulos de L; em cada placa de Py, exceto talvez na tltima placa, é pelo menos (%) e

2
portanto S(Ly) > (#) (#(P1) — 1). Assim, obtemos

2
4(Py) < (m—“) S(La) +1. (43)

m

No caso da lista Lo, temos que o Algoritmo NFDH®) gera m faixas na direcao do eixo

z, exceto talvez na iltima placa de Ps. Como a drea de ocupagao de cada faixa é pelo menos

#ﬂ (1 — ﬁ), para cada placa, exceto talvez a 1iltima, temos que a area ocupada é pelo menos
2
m#“ (1 — ﬁ) = (#) , € novamente temos
m+1)\2
#(Py) < (T) S(Lo) + 1. (4.4
Para as listas L3, L4 e Ls, fazendo andlise semelhante as anteriores, obtemos
m+1)\2
#(Pi) < (—) S(Li)+1 para i=1,...,5. (4.5)
m

Considerando o empacotamento Pg, pelo Lema 4.4.2 temos uma garantia de drea que é pelo

menos (%), e portanto também vale que

2
#P0 < (1) sz +1. (4:6)
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Somando as inequagoes (4.5) e (4.6), obtemos

m+1\2
#P) < ("52) s+
m
0 Usando este lema, obtemos o seguinte teorema.
Teorema 4.4.4. Para toda lista de retangulos L = (r1,...,7ry,), onde z(r;) < % ey(r;) < %,

temos que Bl,,(L) < (%“)2 OPT(L) + 6.

Em seguida apresentamos um outro algoritmo para o PEP com melhor limite de desempenho
assintético. O algoritmo usa como subrotina o procedimento COMB, cuja finalidade é combinar

os itens criticos de Li com os itens criticos de Lo U ... U Lg.

Vamos descrever duas variantes do Algoritmo COMB, a serem chamados de COMB* e
COMBY. Este algoritmo é chamado com trés pardmetros: (L4, L’,i), onde a lista L4 consiste de
retangulos em C*Y [#ﬂ, q; #H’ q] e L' pode ser qualquer lista em {Lk, ..., Lk Li,... ,L’é}.

1 1

i moiT | € a lista LY, consiste de retangulos

A lista L% consiste de retdngulos em C*Y [%, 2

em C%Y [miz,m%m ; %,p], onde ¢, p e k sao valores apropriados tais que #ﬂ < q<
1

mrs <D < #ﬂ e k> m+ 2. Com estas trés listas dadas como entrada, o Algoritmo COMB

empacota m? + m + i — 1 retAngulos em cada placa, exceto talvez em 2k placas (para cada

1
m’

conjunto L% e L%): m2 retangulos de L4 e m + ¢ — 1 retangulos de Lpc, Lpc := Lp U L¢,
Lp:=LLU...ULk eLo:=LLU...ULL.

A lista Lpc corresponde aos itens definidos na regido marcada como vazia da Figura 4.4 (b).
A Figura 4.3 apresenta um exemplo do empacotamento, em uma placa, gerado pelo Algoritmo

COMB. Os retangulos maiores pertencem a L4 e os retangulos menores pertencem a L%.

Os valores de p e ¢ sao definidos de tal modo que estes empacotamentos sejam vidveis. O
algoritmo primeiro combina a lista L4 com Lp e em seguida combina os itens nao empacotados
de L4 com os itens de Lgo. O empacotamento final contém todos os itens de L4 ou todos os

itens de Lp U L. O seguinte resultado é valido para este algoritmo.

Figura 4.3: Exemplo de empacotamento gerado pelo Algoritmo COMB.
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Lema 4.4.5. Seja Papc um empacotamento de Lapc C Lo U Lg U Lo gerado pelo Algoritmo
COMB aplicado ds sublistas Ly e Lp U Le. Entio #(Papc) < ——————8S(Lapc) + 2k.

(:25) 4

Prova. Em cada placa do empacotamento P4pc, exceto em 2k delas (2k placas das combinagoes

feitas entre L 4 e LiB e das combinacoes entre L 4 e Lic, i=1,...,k) temos m? retangulos de Ly,

cada uma com area de pelo menos m, e m — 1 4+ ¢ retangulos de L% U L%, 1 > 2, cada uma

com area de pelo menos %#ﬂ Portanto temos uma ocupacao de area, nestas placas, de pelo

2
21 N1
menos m oy + (m — 1+i)p g > (mn}rl) + K O

Algoritmo STP,,
Entrada: Lista de retangulos L = (rq,...,7,) com z(r;) < = e y(r;) < L.

Saida: Empacotamento de L em placas R = (1,1).

VImi4+34m3+41m24+20m+4—m>—3m—2.

1 Seja p 2m(m?+3m+2) )
1—
g+ b
ke { 2m(m-+2) '|
3m2+7Tm+2—/9ImA4+34m3 +41m2420m+4 | °

2 Seja LA(—{TGL:TG(#H,Q}X<#H,Q]};
LiB“{TEL:TE(%J’]X<m1+i7m—11+i”’ i=1L..k
Lp« Lyu...uLk;
LiC<—{7’€L\LB:rE<mL+i,m+Hi]X(%,p]}, i=1,...,k
Le+ LEU.. UL,

3 Combine a lista L4 com LiB e Lic, i =1,...,k da seguinte maneira.

Pap < COMBX(La, Ly, m)||...|[|COMB*(La, L%, m + k — 1).
Seja Lap o conjunto dos retadngulos empacotados em Pp.
Pac < COMBY (L \ Lap,L&,m)| ... [|[COMBY (L4 \ Lag, LE,m + k);

Papc < Papl|Pac-
Seja Lapc o conjunto dos retangulos empacotados em Pypc.

L %L\LABC-

4 Subdivida a lista L nas seguintes sublistas

LieLnew #ﬂ’%; #“’%]’ Ly < Lncw m}l-Q’m}I-l; mi—l’%}’
Ly Lo [ 2o s g 2] Lo Lnew o2k s e 2.

Ls < Lncw _#ﬂ’%; MLH’%’ Lg - LNC™ _mirl’%; m}k3’m£r2}7
Tr e L0C [ s 0]y Ia e £007 [t s ]
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(
Lo+ LNC™ [o, e mlﬂ],
Se Ly C Lapc { Lup - LNC™ [ ooy, L],
1, 1
\Lll ~ LNC™ 07m—+2 ; O’m—H]'
.
Ly Lnew 0,255 4 2 net,
senao Lig+ LNC*™ %,#ﬂ ; O,mLJr2 ney,
T, 1
\LH — LNnC* O’m—-i-Q ) O’m—-i-Q .
5 Construa os seguintes empacotamentos
P; + NFDH*(L;), i=1,2,3,4,8,9,11;
P; + NFDHY(L;), i=5,6,7,10;
Pouz < 7)2“ s “Pll;
Popt — P1||PABC;
P« 7)optH,Pomw:-
6 Retorne P.
Fim algoritmo.
1
" | L L
Li|Ls| Ly [] ' Ly Ly !
1 : ZI
m+] §
Ly | Ls.| .Ls. Ls| Ls
e I St E O SO U RR
m+2| L Ly | vazio
L L :
n P L Ly Ly | L7
0 1 1 o 1 Lt _1 1
m+2 m+1 m k m+2 m+1 m

(@) LACL Ao

(b) LpcCLlape

Figura 4.4: Subdivisao dos itens apds combinagao dos conjuntos L4 com Lpc.

O seguinte teorema apresenta um limite de desempenho assintético para o Algoritmo STP,,.

Teorema 4.4.6. Para qualquer lista L de retangulos, com dimensoes menores ou 1guais a

STPm(L) < Q- OPT(L) + (’)(m),

1
m’

onde i, = (2m3 4+ 5m? + 5m + 2 + V9m?t + 34m3 + 41m2 + 20m + 4)/(2m(m + 1)?).

Prova. Primeiramente, note que o empacotamento P,y = Pi||Papc é um empacotamento

assintdtico étimo para a lista Loy := L1 UL apc. E suficiente notar que em cada empacotamento
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parcial em P,,; cada placa usada, exceto talvez a ultima, contém m? retangulos com dimensoes
11 :
em (m—ﬂ’ Ei| . ASSlm,

#(Popt) < OPT(Lgps) + 2k + 1. (4.7)

No caso do empacotamento P4pc, note que para cada empacotamento gerado pelo Algoritmo

2
COMB, a garantia de area é pelo menos (m"L) + Fmany Assim, a seguinte inequagao é valida

m
m+1

#(Papc) < S(Lapc) + 2k. (4.8)

(mﬁl)Q + W)

Agora, dividimos a prova em dois casos, de acordo com o passo 3 na descricdo do algoritmo.
Considere primeiro o caso em que todos os retangulos de L4 sao empacotados em P4pc (0 outro

caso refere-se ao caso em que todos os retangulos de Lp U L sao empacotados em Papc).
Caso 1. Ly C Lypc

Vamos analisar cada um dos empacotamentos Py, ..., P11, Popt € Pauz- O empacotamento
P1 é gerado aplicando-se o Algoritmo NFDH® sobre a lista L1. Como a area de cada retangulo

de Ly é pelo menos ¢/(m + 1), pelo Lema 4.4.5,

#(P) < T S(L) + 1 (4.9

) 2
Como =% < ( 1 ) + 5oy, de (4.8) e (4.9) temos

m+1 (m+1)?
#(Pop) < S (L) + 2+ 1. (4.10)
Para os empacotamentos Ps, ..., Pi1, as analises sao andlogas as feitas para o empacotamento
P1. Assim,
#(Pous) < mS(Lauz) + 10. (4.11)

Sejam H; e Hy definidos como Hy := #(Popt) — 2k — 1 e Hy := #(Paua) — 10.
Como OPT(L) > S(L), de (4.10), (4.11) e da definigao de H; e Hs, temos

m2q m
. ——Hos. 4.12
m+1 Hl_l_m-l—QH2 ( )

De (4.12) e usando a defini¢ao de H; em (4.7) obtemos

OPT(L) > max H _m2 + T (4.13)
X 1. H Ho o . .
- Ymt1 T2’

Como #(P) = #(Popt) + #(Pauz) = (H1 + H2) + 2k + 11, temos

#(P) <4}, - OPT(L) + 2k + 11, (4.14)
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7'121+’H2
max{?—[l YmTT LH 2 m+2 Ho

onde v/, = } A prova deste caso segue observando que ., < ap,.

Caso 2. LBC g LABC

Neste caso, a prova é andloga ao caso anterior. Basicamente, as inequagoes para este caso
foram obtidas analisando-se a ocupacao de drea em cada placa, exceto talvez em um nimero

fixo delas. Ou seja, cada inequagdo vem da aplicacao direta do Lema 4.2.1.

1
< ——=S(L 1; 4.15
#(Pl) = m2/(m+1)2 ( 1)+ ) ( )
1
< ——=S(L 2k + 1. 4.16
#(Pom) — m2/(m 4 1)2 ( Opt) + + ( )
Para as listas Ly e Ls, obtemos um empacotamento onde cada placa, exceto talvez a tltima,
tem (m + 1)m retangulos, cada um com area de pelo menos p . Assim, temos
1 .

(m + 1)mp/(m + 1)

Como no empacotamento das listas L4, L7 e L11, temos que cada placa tem garantia de drea de

pelo menos (1 — %) m—+1’ exceto talvez na tltima, temos
1 )
k/ m+1

A sublista Lg pode ser dividida em k — m sublistas, L} = Lg N y[m, 1] i=m+1,...,k—1.
Como usamos o Algoritmo NFDH® ), sobre a lista Lg, temos que o empacotamento é dividido
em faixas, cada uma com comprimento ocupado pelos reténgulos de pelo menos (1 — l) A
ocupacao em relacao a largura das faixas é pelo menos —2~. Portanto a ocupacao de area para
uma, sublista L9 é pelo menos (1 — E) a1 O mesmo raciocinio pode ser feito para a lista Lyo.
Assim, a seguinte inequagao ¢é valida.

1
#(Pi) < ———S(Li)+k—m, i=9,10. (4.19)
(1= %) it
Como mp < (1— ) -2 s de (4.17), (4.18) e (4.19) obtemos
1
#(Paux) S _S(Lauz) ‘I‘ 2k - 2m + 8 (420)
mp

Definindo H; e Hy como H; = #(Popt) — 2k — 1 e Ha := #(Poua) — (2k — 2m + 8), e

procedendo como no caso 1, temos

#(P) <8 - OPT(L) + 4k — 2m + 8, (4.21)



4.4 Caso Orientado 69

onde v/}, = HotHo . Como v < ayy, a prova deste caso estd completa.
max{?—[l,miz-ﬂﬁrmp?b}
(m+1)
Assim, a prova do teorema estd completa. d

Para esclarecer os valores das constantes envolvidas, observamos que os valores de p e ¢ sao

definidos de forma que ambos os casos déem os mesmos limites de desempenho. O valor de k

2
foi obtido de forma a ser o menor inteiro positivo tal que ;:—_T_ql < (#) + ﬁ (usado em
(4.10)) e mp < (1 — ) 725 (usado em (4.20)).

Em [20], Frenk e Galambos apresentam um algoritmo para o empacotamento em placas,
chamado HNF (Hibrid Next Fit), e fazem sua analise para o empacotamento de itens pequenos.

A seguinte tabela apresenta os valores de a;, = a(STP,,), «(HNF) e p = p(m) para valores de

m entre 1 e 10.

m p=p(m) a(STP,,) a(HNF)
1| 0,36602540... | 3,04903810... | 3,38206041 ...
21 0,27041649 ... | 2,02722200... | 2,84623550. ..
31 0,21339180... | 1,68340642... | 1,95357991 ...
41 0,17603986 ... | 1,51124783... | 1,64587967 ...
5| 0,14976179 ... | 1,408055642... | 1,48878775...
6 | 0,13028998... | 1,33937902... | 1,39323320...
71 0,11529032... | 1,29041589... | 1,32892571 ...
81 0,10338357... | 1,25375953... | 1,28267924 ...
91 0,09370374 ... | 1,22529634 ... | 1,24781941 ...

10 | 0,08568010... | 1,20256011... | 1,22060201 ...

Tabela 4.1: Valores de a(STP,,,) e a(HNF) para valores de m entre 1 e 10.
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4.4.5 Empacotamento On-Line de Retangulos Pequenos em Placas

Nesta secao apresentamos um algoritmo on-line para empacotar retangulos pequenos em placas.

Primeiramente, descrevemos um algoritmo chamado FF]E,Z), para 0 < p < 1, que é usado como
subrotina e usa um conjunto de arredondamento S = {1,p,p?,...,p%, ...}. Cada retAngulo tem
sua largura arredondada, para cima, para o valor mais préximo em S, digamos p’ € S. Neste

caso, dizemos que este retangulo é um i-retdngulo. Descrevemos abaixo este algoritmo.

Algoritmo FF,(,2)
Entrada: Lista de retangulos L = (r1,...,7,).

Saida: Empacotamento de L em placas R = (1, 1).

1 Para j < 1 até n faga

1.1 Seja ¢ tal que r; é um é-retangulo.

1.2 Considere o retangulo r; como uma barra de comprimento z(r;) e considere as i-
faixas criadas até o momento como barras de comprimento 1. Use a estratégia FF

para empacotar r; nas i-faixas.

1.3 Se uma nova i-faixa foi criada no passo 1.2, digamos p* € S, entao use novamente
a estratégia FF para empacotar esta i-faixa dentro das placas. Caso necessario,

empacote em nova placa.

2 Retorne o empacotamento gerado no passo 1.

Fim algoritmo.

Li e Cheng provaram que o Algoritmo FF,(,Q) tem um limite de desempenho assintdtico que

pode se tornar tao proximo de 2,89 quanto se queira, bastando para isso que p seja préximo de

1 e para algum s, p® = %

Descrevemos agora um algoritmo on-line para empacotamento de retangulos pequenos em
placas. A idéia bdsica desse algoritmo é garantir uma &drea minima de utilizacdo em cada
placa, para retangulos de L relativamente grandes, usando apenas subdivisao de listas. Para os

retangulos de dimensoes pequenas, é usado o Algoritmo FF,(,2).

Algoritmo OFF?
Entrada: Lista de retangulos L = (ry,...,7r,) com z(r;) < L e y(r;) < L.

Saida: Empacotamento de L em placas R = (1,1).
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1 Divida a lista L em sublistas L,..., Lg da seguinte forma (veja a Figura 4.2)
(11 11
Ly « LnC¥|mimms m—ﬂam]a
Ly « LNC% _0,%; x|
R 1
L3 +— LNC% _m—H’E’O’m—H’
1. 1 1
Ly « LNC* _0,m+1 s R ncCy,
1 1. 1
Ly « LNC* S T 0, 71| NCys
. 1
L « LNCw 0,2k o,m].
2 P; « FFO(L,), i=1,24;
3 P; « FFWA(L,), i=3,5;
2 +2)2m?
4 Py +— FF,(, )(Lg), para p= %;
5P« UL, P
6 Retorne P.

Fim algoritmo.

Mostramos a seguir que o Algoritmo OFF,(,%) tem um limite de desempenho assintético ((m +
1)/m)2. A desvantagem deste algoritmo é que a constante aditiva 8 associado ao limite de
desempenho assintético, depende de m. Quando m cresce, o limite de desempenho assintotico
se torna bem préximo de 1 mas o valor de 8 cresce. Note que se fixarmos p como uma, constante
—em vez de uma funcao em m— o fator de perda, devido ao arredondamento, também se torna

constante.

Lema 4.4.7. Para qualquer lista L de retangulos, com dimensoes menores ou iguais a %,

OFF)(L) < (). (L) + O(m2).
Prova. E facil ver que #(P;) < (mTH)2 S(L;)+ 1, parai=1,...,5.
Para a lista Lg, provaremos que #(Pg) < (mTH)2 S(Lg) + O(m?).

Considere L’g os retangulos de Lg que tém largura em (pF*!, pk], k > 0. Denotamos por ny

o numero de faixas criadas para o empacotamento de L’g, temos que

S(Lg) = Y x(r)-y(r)
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Logo,

S(Le) = > S(Lf)

k>0
ke (MAELY
> Y (25 -
k>0
m+1 k k
- (na)r (S

k>0 k>0

Como >, pFny é a soma das larguras de todas as faixas, e em cada placa, exceto talvez

na iltima, a largura preenchida pelas faixas é pelo menos (1 — ﬁ), temos:

s > ()5 ((1-245) m - v - 0w)

m + m + 2
m O\ 2
= <m—-|-1> - #(Ps) — O(m?)
Assim, temos que )
B(P) < <m7+1> S(L)+O0(m?) . (4.22)

O Com este lema, concluimos o seguinte resultado.
Teorema 4.4.8. Para qualquer lista L de retangulos, com dimensoes menores ou 1guais a %,

OFF?)(L) < (%“)2 - OPT(L) + O(m?).

Este algoritmo também pode ser refinado de modo a termos um melhor limite de desempenho
assintético. Podemos fazer isto da mesma forma como feito para o Algoritmo I0SS,, , em relacao

ao Algoritmo OSSP,, ;. Chamaremos esta versao refinada de IOFF,,. O Algoritmo IOFF,,

divide a lista L em sublistas Ly, ..., Lg como apresentado na figura seguinte.

Para a lista L; o algoritmo empacota m? retingulos por placa. Com isto temos um em-
2
pacotamento étimo para a lista L; com garantia de area (#) . Para as listas Lo,..., Ls,

o Algoritmo IOFF,,, aplica uma variante do Algoritmo NF(®) para cada sublista, obtendo uma
m}i-l m}i-Q = mT—Q'
IOFF,, aplica o Algoritmo OFFEELI, obtendo para este empacotamento uma garantia de area
(m+1)+1)2 > _m
m—+1 = m+2°
empacotamentos gerados para cada sublista. Assim, novamente temos um empacotamento para

garantia de drea de pelo menos m - (m + 1)

Para a lista Lg, o Algoritmo

de pelo menos ( Por fim, o Algoritmo IOFF,, retorna a concatenacao dos

2
L dividido em duas partes. Um empacotamento étimo com garantia de area (%) e outro
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1
m
Ls Lo | Ly
_ 11
m-+]
Ly
1 L
m+3 L6
Ly
T T 1
0 2 mil  m

Figura 4.5: Particao da lista L gerada pelo Algoritmo IOFF,,.

com garantia de drea ml+2 Com isto, podemos ter um limite de desempenho assintético para o
Algoritmo TIOFF,, de «a;, = hyLhy . Assim, vale que

max{hy, () bt (1 ) b}

1

Teorema 4.4.9. Para qualquer lista L de retangulos, com dimensoes menores ou iguais a -,

I0FF,,(L) < ay, - OPT(L) + O(m?),

2
onde oy, < (Z—ﬁ) + 2

4.4.6 Empacotamento de quadrados em quadrados

Nesta secao estamos interessados no empacotamento de quadrados em quadrados. O algoritmo
que apresentamos tem descri¢ao que pode ser usada tanto para o caso geral (de empacotamento
de quadrados em quadrados) como para empacotamento de itens pequenos. O limite do caso
geral nao é melhor que o limite de 2,125 do Algoritmo HFF, mas além de ser usado para o
empacotamento de itens pequenos, o algoritmo é usado como subrotina de outro algoritmo p