Programacao Inteira

Flavio Keidi Miyazawa
© 2003

IC - UNICAMP




Topicos

e Complexidade Computacional
e Programacao Linear
e Programacao Linear Inteira

— Modelagem de Problemas

— Meétodo Branch & Bound

— Meétodo por Planos de Cortes

— Meétodo Branch & Cut




Programacao Inteira Flavio K. Miyazawa

Problemas de Otimizacao

Def.: Um problema de otimiza¢ao consiste em:

Dado conjunto S, e fungdo f : S — R, encontrar z € S tal que f(x) é
minimo.

l.e.,
Encontrar x que
minimize  f(x)

sujeitoa x€ S

Nosso principal interesse sera para o caso onde .S & um dominio finito e
enumeravel.

Problemas de Otimizacao Combinatoria
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Problemas de Otimizacao Combinatoria
e Dominio Finito (enumeravel)
e Funcao de Otimizacao: Custos, Comprimentos, Quantidades

e Objetivo: Minimizacao ou Maximizagao

Exemplo: Problema do Caixeiro Viajante (TSP)

e Entrada:
- Grafo ndo orientado: G = (V, E),
- Custos nas arestas: ¢, > 0, Ve € E.

e Objetivo:
Encontrar um tour (circuito hamiltoniano) de custo minimo que visita
cada vértice exatamente uma vez.

Problemas de Otimizacao Combinatoria 2
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Encontre o circuito hamiltoniano de custo minimo

Problemas de Otimizacao Combinatoria ]
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Circuito hamiltoniano de custo minimo: 27

Problemas de Otimizacao Combinatoria A4
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Algoritmo Ingénuo para o TSP: Tentar todos os tours.
Complexidade: O(n!), onde n = |V|.

Algoritmo Bom = Algoritmo Polinomial (Cobham’64&Edmonds’65)
Provavelmente nao existam algoritmos rapidos para o TSP

Outros exemplos dificeis:

Atribuicdo de Freqiiéncias em Telefonia Celular
Empacotamento de Objetos em Contéineres
Escalonamento de Funcionarios em Turnos de Trabalho
Escalonamento de Tarefas em Computadores
Classificacao de Objetos

Coloracao de Mapas

Projetos de Redes de Computadores

Varios outros...

Problemas de Otimizacao Combinatoria [~
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Complexidade Computacional

e Problemas de Decisao
Simplificacao dos problemas e sua formalizacao

— Exemplo: Dado grafo G = (V, E), existe um circuito
hamiltoniano em G ?

— Exemplo: Dado grafo completo G = (V, E), c¢: E — Z* e um
Inteiro positivo K, existe um circuito hamiltoniano em G, de peso
no maximo K ?

— Exemplo: Dado um mapa M e um inteiro K, posso colorir M com
K cores sem conflitos ?

— Exemplo: Dado grafo completo G = (V, E), ¢ : E — Z™*, vértices
s e t e um inteiro positivo K, existe um caminho em G, de s para t,
de peso no maximo K ?

Combnlexidade Comboutacional 1
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Reducao polinomial entre problemas
P; é polinomialmente redutivel a P, (P; < Py ou P; < Py) se

e 17T} que transforma instancia I; de P; para instancia I, de P,
e 1T que transforma solucao S5 de I, para solugao S; de I;

e TieTstém complexidade de tempo polinomial
|12

:=A2(12

Instancia 11

Solucdo Sl
S1:=T(R)

Conseqguéncias:
Se P, & “polinomial” entdo P; é “polinomial”.
Se P; € “exponencial” entdo P, é pelo menos “exponencial”.

Combnlexidade Comboutacional
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Reducao polinomial entre problemas de decisao

P; é polinomialmente redutivel a P, (P, < P> ou P, < Py) se
e 17T que transforma instancia I; de P; para instancia I, de Ps
e [; tem solucao se e somente se I, tem solucao

e T & polinomial

Conseqliéncias:
Se P, & “polinomial” entdo P; é “polinomial”.
Se P; é “exponencial” entdo P; € pelo menos “exponencial”.

Combnlexidade Comboutacional 2



Programagdo Inteira Flavio K. Miyazawa

Exemplo de reducoes entre problemas

e Reducdo do problema de encontrar o maximo de um conjunto para o
problema de ordenacao do conjunto.
Basta ordenar o conjunto, com 0S maiores primeiro e retornar o
primeiro elemento

e Reducao do problema de colorir um grafo com K cores para o
problema de colorir com K + 1 cores.
Dado um grafo G (para o problema das K-cores), construimos um
grafo G’ inserindo um novo vértice em G e todas as arestas ligando o
vértice novo com os antigos. G é K colorivel se e somente se G’ é
K + 1 colorivel

e Reducao do problema de ordenacdo de um conjunto para o problema
de encontrar um caminho hamiltoniano em grafo orientado.
Dado um conjunto C' (a ordenar), construir um grafo orientado G cujo
conjunto de veértices & C' e existe aresta u — v se u < v. Um caminho
hamiltoniano em G nos da uma ordenagéo de C'.

cComblexidade Combutacional A4
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Classes de Complexidade:
P, NP, NP-Completo, NP-Dificil

X e P:
X pode ser decidido em tempo polinomial.

X € NP:
X tem certificado curto e verificavel em tempo polinomial.

X € NP-Completo:
XeNPeVVYeNPY<X.

X € NP-Dificil:
VY € NP, Y < X, onde X nao necessariamente pertence a NP.

Combnlexidade Comboutacional [~
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Uma provavel configuracao das classes
NP-Dificeis

Varios Problemas Praticos

NP-Completos

(A MO

P
Polinomialis

NP

Conjectura (Edmonds’65): P£NP ?
Prémio de 1 milhdo de USS$.

cComblexidade Combutacional
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Problemas em P

e Dado um conjunto de niUmeros .S, existe k € S tal que
k= ZieS\{k} 17
e Dadoumgrafo G = (V, FE), G é conexo ?

e Dado grafo completo G = (V, E), c: E — Z™, vértices s e t e um
Inteiro positivo K, existe um caminho em G, de s para ¢, de peso no
maximo K ?

e P0sso colorir um mapa com 4 cores sem conflitos ?

Combnlexidade Comboutacional 7
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O primeiro problema NP-Completo

Def.: Uma formula booleana esta na forma normal conjuntiva (FNC) se é
uma conjuncao (conectivos A) de clausulas, cada clausula contendo
apenas conectivos V entre literais.

Exemplo: f(z,y,2) =(TVyVz)AGVz) A(zV=2)

Problema SAT: Dado uma formula booleana F' na forma FNC, decidir se
F' tem uma atribuic¢ao para suas variaveis que a torne verdadeira.

Exemplo:
flx,y,2)=(@VyVz)ANGVz)A(zV=z)esatisfeitaparaz=0,y=0e z=1.

Verificacao: Podemos verificar em tempo polinomial se uma atribuicao
satisfaz uma formula: SAT € NP

Teorema: (Cook’71) O problema SAT é NP-completo.

Combnlexidade Comboutacional Q
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Problemas em NP-Completo

Particdo: Dado um conjunto de niUmeros S, existe N C S tal que
Zz‘EN 1= Zz’ES\Ni ?

Circuito Hamiltoniano: Dado grafo G = (V, E), existe um circuito
hamiltoniano em G ?

TSP: Dado grafo completo G = (V, E), ¢ : E — Z* e um inteiro
positivo K, existe um circuito hamiltoniano em G, de peso no maximo
K?

Caminho Minimo com pesos quaisquer Dado grafo completo
G = (V,E),c: E — Z, vértices s e t e um inteiro positivo K, existe
um caminho em G, de s para ¢, de peso no maximo K ?

3-Cores: Posso colorir um mapa com 3 cores sem conflitos ?

Combnlexidade Comboutacional
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Algumas reducoes de problemas NP-completos

SAT

3SAT 3-CORES

O\ P

3DM COBERT-VERTICES COBERT-EXATA 3-CORES-PLANA

NG

CIRC-HAMILT CLIQUE SUBSETSUM
TSP CONJ-INDEP PARTICAO PROG-INTEIRA
MOCHILA

As primeiras reducoes foram apresentadas por Karp [Kar72].

Combnlexidade Comboutacional
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Problemas NP-dificeis

e Varios problemas praticos sao NP-dificeis

Exemplos:

— Problema do Caixeiro Viajante

— Atribuicdo de Freguiéncias em Telefonia Celular

— Empacotamento de Objetos em Contéineres

— Escalonamento de Funcionarios em Turnos de Trabalho

— Escalonamento de Tarefas em Computadores

— Classificacao de Objetos

— Coloracao de Mapas

— Projetos de Redes de Computadores

— Varios outros...
e P=ANP = nao existem algoritmos eficiéntes para problemas NP dificeis

e Para uma lista grande de problemas NP-dificeis, veja Crescenzi e Kann [CKOO].

Combnlexidade Comboutacional 11
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Comparando tempos polinomiais e exponenciais

fm)] n=10 | n=20 | n=30 | n=40 | n=50 | n=260

n [.00001seg|.00002seg|.00003seg|.00004seg|.00005seg| .00006seg
n? |.0001seg | .0004seg | .0009seg | .0016seg | .0025seg | .0036seg
n3 | .001seg | .008seg | .027seg | .064seg | .125seg | .216seg

n 1seg 3.2seg | 24.3seg | 1.7min | 5.2min | 13.0min
2" | .001seg | 1.0seg | 17.9min | 12.7dias | 35.7anos| 366sec.
3" | .059seg | 58min | 6.5anos | 3855sec |2x10%sec|1.3x10sec

Quando uma instrucdo é efetuada em 0.000001 segundos.

Combnlexidade Comboutacional 12
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Comparando tempos polinomiais e exponenciais

f(n) | Computador atual | 100x mais rapido | 1000 x mais rapido
n Ny 100V 1000V4
n? N> 10N, 31.6 N,
n3 N3 4.64N3 103
n° Ny 2.0y 3.98 N4
A N5 N5 4+ 6.64 N5 4 9.97
3" Neg Ng + 4.19 Ng + 6.29

Fixando o tempo de execucgao

Para entender mais sobre a teoria de NP-completude, veja

[Pap94, GJ79, CLR90].

Combnlexidade Comboutacional
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Programacao Linear

Programacao linear
e da aresolugdo exata para muitos problemas
e da aresolucdo aproximada para muitos problemas
e faz parte dos principais métodos para obter solucGes 6timas
e faz parte dos principais métodos para obter soluges aproximadas
e da excelentes delimitantes para solugdes Otimas
e pode ser executada muito rapidamente

e ha diversos programas livres e comerciais

Proaramac3io | inear 1
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Programacao Linear

Problema PL: Dados matriz A = (a;;) € Q™"*™, vetoresc = (¢;) € Q" e
b = (b;) € Q™, encontrar vetor z = (z;) € Q™ (se existir) que

minimize cyx1 +cxo + -+ + CnZTm
(

VAN
S

a11T1 + a12Z2 + -+ - + G1mTn
a21%1 + a2x2 + -+ -+ A9mxy, > bo

sujeitoa |

I
o
S

an1x1 + An2X2 + et AnmTn

| 7 €Q

Teorema: PL pode ser resolvido em tempo polinomial.

Proaramac3io | inear 2
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Exemplo grafico z2 |

1 +x2 <5H & r1 <4
- \ B
5 \
2x1 + 3z2 < 12 %

\ \ N _2.T]_ — Iy = —9
Il 2 0 \\ \\ _2$1 — xIro = —4
' —2z1 — 22 =0
minimize  —2z; — z2
L1 +T9 < 9 o
2x1 +3zy < 12 Solugdo Otima: z1 = 4exy =1
sueitoa ¢z < 4 Valor da solugdo 6tima = —9
1 > 0
\ T2 > 0

Proaramac3io | inear 2
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Def.. Chamamos o conjunto de pontos P,

( )
a1121 +a122 + -+ a1, < by

P:= qreQ": 5 S

\ An1d1 + An2d2 + -+ ApmIn 2 bn )

como sendo um poliedro.

A

Proaramac3io | inear yil
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Def.. Sey; € Pea; € Q, 1 =1,...,n dizemos que
Yy = a1y1 + aay2 + - - - + Y, € uma combinagdo convexa dos pontos y;s
sea; >0 +---+a,=1

Exemplo: Os pontos que sao combinacao convexa de dois pontos x e y sao:
conv({z,y}) := {ala; +asy: a1 >0, as >0, a1 +ag = 1}
substituindo avg = 1 — g, temos

conv({z,y}) =={az+(1—-a)y: 0<a <1}

4 € combinacao convexa de x € y, mas i e k nao sao

Proaramac3io | inear 5
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Def.: Os vértices ou pontos extremais de P sao 0s pontos de P gue nao
podem ser escritos como combinacao convexa de outros pontos de P

A

Veértices de P: vy, va, U3, U4, Us

Proaramac3io | inear [
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Teorema: Uma solucao que é veértice do PL pode ser encontrada em
tempo polinomial.

Algoritmos polinomiais para resolver PL:

e Algoritmo dos elipsoides (Kachian’79) e

e Meétodo dos pontos interiores (Karmarkar’84).
Algoritmos exponenciais para resolver PL.:

e Meétodo simplex (Dantzig’47) (tempo médio polinomial).

Proaramac3io | inear 7
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Nem sempre encontramos uma solucéo otima

e Sistema ilimitado
YA

X

e Sistema inviavel

y_mzx r—Yy>5

=Y

Proaramac3io | inear aQ
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Resolvedores de Sistemas Lineares

Programas comerciais
e CPLEX/ILOG: www. 1log.com/products/cplex/
e XPRESS: www.dashoptimization.com/

e OSL/IBM: www.research.ibm.com/osl

Programas livres
e GLPK/Gnu: ww.gnu.org/software/glpk/glpk.html

e SoPlex/Zib: ww.zi1b.de/Optimization/Software/Soplex

Proaramac3io | inear o]
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Fluxo de Custo Minimo

Considere um sistema de producao de bens onde ha centros consumidores
e produtores.

e Todos os bens produzidos devem ser todos consumidos.

e Os bens produzidos chegam até os consumidores através de rotas.

e Cada rota tem uma capacidade maxima de escoamento (direcionada).
e Cada rota tem seu custo para transportar cada unidade do bem.

e Objetivo: Transportar os bens dos produtores para os consumidores
minimizando custo para transportar os bens.

Outras aplicagoes:

e Transferéncia de dados em rede de computadores, detecdo de
“gargalos” da rede na transferéncia.

e Projeto de vias de trafego no planejamento urbano.

e Detecdo da capacidade de transmissao entre pontos de redes de
telecomunicacoes.

Proaramacao | inear 10
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Definicoes:
Seja G = (V, E') um grafo orientado com fungdo de capacidades nas

arestas ¢ : £ — Q1, demandas b : V' — Q e custos nas arestas
w:E — QT.

Def.. Dado um vértice s € V, se b; < 0 dizemos que ¢ & um consumidor e
se b; > 0 dizemos que ¢ & um produtor.

Def.: Dizemos que z : E — QT & um fluxo em G se

Z Te — Z Te = b; e 0 <z, <ece

e€dt (v) e€d— (v)

A 1 1 1
G(V.E.c.d) Um fluxo viavel

Proaramac3io | inear 11
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Def.: Dado um fluxo z : E — QT (respeitando c e b) definimos o custo
do fluxo z como sendo » .. p Wee.

Problema FLuxo DE CusTo MiNIMO: Dados um grafo orientado

G = (V,E), capacidades ¢ : E — Q*,demandas b : V — Q7 e uma
funcdo de custo nas arestas w : E — QT, encontrar um fluxoz : £ — QT
de custo minimo.

Formulacéo do Fluxo de custo minimo
Encontrar z tal que

min E Wele

eck
> e Y e
ecdt(v) ecd— (v)
0 <z < ce

Teorema: Se as capacidades nas arestas e as demandas dos vertices sao

inteiros (i.e.,c: E — Z" e b:V — Z") entdo os vértices do poliedro do
fluxo sao Inteiros.

Proaramac3io | inear 12
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Subproblemas
e Fluxo maximo de um veértice s a um vertice ¢ (st-fluxo)
e Problema do corte de capacidade minima
e Problema do caminho minimo (com pesos ndao negativos)

e Emparelhamento de peso maximo em grafos bipartidos

Proaramacao | inear 13
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Fluxo Maximo de s para t (st-fluxo maximo)
e N&o temos custo para transportar os bens.
e Cada rota tem uma capacidade maxima de escoamento (direcionada).
e S0 temos um produtor (vértice s) de producao arbitrariamente grande.
e SO temos um consumidor (veértice ¢) de consumo arbitrariamente grande.
e NOs internos apenas repassam bens.

e Objetivo: Maximizar o transporte de bens de s para t, respeitando
restricoes de capacidade do fluxo.

Proaramac3io | inear
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Exemplo:

fluxo devalor 5

Proaramac3io | inear 15
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Seja G = (V, E) um grafo orientado, capacidades ¢ : E — QT e vértices s
et.

Def.: Dizemos que z : E — Q1 & um st-fluxo se
Z Te — Z e =0 YveV\{s,t}
e€dt(v) e€d— (v)

0<z.<c¢c. VeeFE

Def.: Dado um st-fluxo x para G = (V, E, ¢, s, t), definimos o valor do
fluxo z como sendo z (67 (s)) — z(6(s)).

Problema st-FLuxo MAXIMO Dado um grafo orientado G = (V, E),
capacidades ¢ : E — Q™ e vértices s e t, encontrar um fluxo de s para ¢ de
valor maximo.

Proaramac3io | inear
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Formulacao Linear

e Para colocar no formato do problema de fluxo de custo minimo,
adicione uma aresta t — s.

G(V,E) e capacidades

Mmaximize ;s

Ze€5+(v) Le — 2665_(1)) Le 0 YveV
0 < =z < ¢ VeelFL.

sujeito a

Corolario: Se as capacidades ¢, sdo inteiras, entdo os véertices do
poliedro do fluxo séo inteiros.

Proaramac3io | inear 17
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st-Corte Minimo

Seja G = (V, E)) um grafo orientado com capacidades c: E — Q* e
vertices s e t.

Def.: Um st-corte € um conjunto S C V talque s € Set € S (onde
S :=V \ S). Também & denotado pelo conjunto de arestas §(.5).

Def.: Definimos a capacidade de um st-corte .S, como sendo a soma

c(6(9)) := Z Ce -

ecd(S))

Problema st-CORTE MiNIMO: Dado um grafo orientado G = (V, E),
capacidades ¢ : E — Q1 e vértices s e t, encontrar um st-corte de
capacidade minima.

Aplicactes: Projeto de redes de conectividade, Classificagao de dados
(data mining), particionamento de circuitos VLSI, etc

Proaramac3io | inear
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Teorema: O valor de um st-fluxo maximo de s para ¢t & igual a
capacidade de um st-corte minimo.

1 11
fluxo devalor 5 Corte de capacidade 5

Sabemos como encontrar um fluxo maximo de s para ¢, mas como
encontrar um corte minimo separando s e ¢t ?

Proaramac3io | inear 19
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Exercicios:

e Faca um programa que, dado um st-fluxo de valor maximo, encontra
um st-corte minimo em tempo linear.

e Dado um grafo nao orientado, com capacidades nas arestas, indicando
a capacidade de fluxo que pode ir de um extremo ao outro de uma
aresta, em qualquer uma das dire¢des. O problema do fluxo maximo
de um vértice s a um vértice ¢ &€ encontrar um fluxo que sai de s e
chega em ¢, respeitando a capacidade nas arestas e a lei de
conservacao do fluxo em cada veértice interno. Reduza este problema
ao problema de encontrar um st¢-fluxo maximo em grafo orientado.

e Dado um grafo nao orientado com capacidades nas arestas, e dois
vertices s e t, resolva o problema de encontrar um corte de capacidade
minima separando s e t.

Um excelente livro sobre problemas em fluxo & dado em Ahuja et al [AMO?93].

Proaramac3io | inear 20
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Problema do Caminho Minimo

Problema CAMINHO MiNIMO: Dado um grafo orientado G = (V, E),

custos nas arestas w : E — QT e vértices s e ¢, encontrar um caminho de s
para ¢ de custo minimo.

G(V,Ew) Um caminho minimo de s parat

Aplicactes: Determinagao de rotas de custo minimo, segmentacao de
Imagens, Escolha de centro distribuidor, reconhecimento de fala, etc

Proaramac3io | inear 21
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Exemplo de aplicacao em segmentacao de imagens

Proaramac3io | inear 29
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Formulacao para o Problema do Caminho Minimo

Considere a seguinte formulagao:

minimize ) __p weTe

e

Ze€5+(v) Te — Zeed—(v) Te 0 YveV\{st}

(P) 2 ieest(s) Te ~ 2iees—(s) Te 1

sujeitoa
ZeE6+(t) Le — Zeea—(t) Le —1
0 < =z < 1 VeelkLE.

\ —

e Formulagao é caso particular do problema do fluxo de custo minimo

Corolario: Se x & um ponto extremal 6timo de (P), entdo z é inteiro. l.e.,
z. € {0,1}Ve € E.

Teorema: Se x & um ponto extremal 6timo de (P), entdo as arestas e € E
onde x. = 1 formam um caminho minimo ligando s a ¢.

Proaramac3io | inear 22
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Definicoes
Def.: Dado um conjunto de pontos .S, definimos o fecho convexo,

denotado por conv(.S) o conjunto dos pontos formados pela combinagéo
convexa dos pontos de S.

Exemplo: Dado dois pontos x,y € R™, qualquer ponto que esteja no
segmento de reta que liga = a y estd em conv({z, y}).

Exemplo:

conv(P)

conv(Q)

’\‘

conv(R)

Proaramac3io | inear 24
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Def.: Dado um poliedro P, definimos seu fecho inteiro, P;, como sendo o
fecho convexo dos vetores inteiros de P. l.e.,

Pr := conv{z € P : x éinteiro}

Exemplo: Exemplo de poliedro P, conjunto I dos pontos inteiros em P e
o fecho convexo de 1.

ol 1 2 3 4 5 of 1 2 3 4 &
Poliedro P Pontos inteiros 1 Py := conv(I)

Proaramac3io | inear 25
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Def.: Dado um conjunto finito e ordenado FE, dizemos que
x* = (x4 :e € E) éovetor de incidénciade A, A C E; onde x2 =1
se e € A e 0 caso contrario.

Exemplo: Se E = (a,b,c,d,e, f,g) e A= {a,c,e, f} e x &um vetor de
incidénciade Aem E
x4 =(1,0,1,0,1,1,0).

Exemplo: Seja G = (V, ) o grafo abaixo com ordenag&o das arestas
E = (a,b,c,d,e, f,g,h)e T osubgrafo definido pelas arestas em
vermelho.

Entdo o vetor de incidéncia das arestas de T em E é x* = (1,1,0,1,0,1,0).

Proaramac3io | inear 26
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Emparelhamento em Grafos Bipartidos

Def.: Dado um grafo G = (V, E), dizemos que M C E éum
emparelhamento de GG se M nao tem arestas com extremaos em comum.

Problema EMPARELHAMENTO-BIPARTIDO: Dados um grafo bipartido
G = (V, E), e custos nas arestas ¢ : E — Z, encontrar emparelhamento
M C E que maximize ¢(M).

Aplicacoes: Encontrar atribuicdo de candidatos para vagas maximizando
aptidao total, atribuicdo de motoristas de veiculos, formacao de equipes
(eg. com um chefe e subordinados), etc.
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Formulacao para Emparelhamento em Grafos Bipartidos

Formulacao em Programacao Inteira

maximize Z Co
eckE

Yz <1 Vo eV
sujeito a { ecé(v)

z. € {0,1} Vee E

\

A formulacdo nos da pontos no espaco R¥, cada ponto um emparelhamento.

O poliedro dos emparelhamentos bipartidos de um grafo G = (V, E) é
definido como

Pgmp (G) := conv{x™ € R¥ : M & um emparelhamento em G},

onde x™ & o vetor de incidéncia do emparelhamento M.
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Relaxacao Linear

maximize Z Coo
eckE

( Z z. < 1 VeeFE
(LPEmyp) sujeitoa < e€d(v)
0 <z, < 1 Veek

Teorema: LPgmp = Pemp.
l.e., 0s veértices do poliedro relaxado do emparelhamento bipartido sao
Inteiros.
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Exemplo: Considere o seguinte grafo bipartido com custos unitarios:

S
9 &

Programa Linear

MaxXIMIZE  Te, + Te, + Tey + Te,
[ Ze, + e, <1,
Teg + Te, <1,
Tey + Tey < 1,
Tey + Te, <1,
0<z, <1,
0 <z, <1,
0 <z, <1,

0<z, <1

sujeito a \

\
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Temos 4 variaveis binarias no programa linear correspondente:
X = (xelv Legy Les, xe4)

Os seguintes vetores sao solugdes otimas do programa linear:

1 111
X'"=(1,0,0,1) X" =1(0,1,1,0) X" =(z,=,=,=
(777) (777) (2727272)

~ ’

4
AN

’ ~
’ ~

[ ®
& e

X1 X! 11
e X'e X" sdo veértices do poliedro do emparelhamento

e X' & solucdo 6tima, mas & combinacdo convexa de X' e X"
(X" =3X"+3X"). le, X" ndoé vértice de Pgmyp.
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Programacao Linear Inteira

Os problemas resolvidos anteriormente por programacao linear
e puderam ser resolvidos de maneira eficiénte (tempo polinomial)

E possivel usar programacio linear na resoluc@o de problemas NP-dificeis ?

SIMI!!

e Varios problemas tem sido bem resolvidos através de métodos em PLI.
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Problema PLI: Dados matriz A = (a;;) € Q"*"™, vetores ¢ = (¢;) € Q"
eb = (b;) € Q™, encontrar vetor x = (x;) € Z™ (se existir) que

minimize cix1 +coxo + -+ + CnZTm

IA

)
a11T1 + a12T2 + -+ - + G1mTn b1
a21x1 + A22T2 + -+ -+ agmTy, > b

sujeitoa |

|
o
S

an1x1 + An2X2 + -+ ApmILn

x; € 7

Qual a diferenga com programacao linear ?
Sobre a complexidade computacional, as diferengas sao grandes.
Teorema: PLI & um problema NP-dificil.

Prova. Exercicio: Reduza um dos problemas NP-dificeis vistos
anteriormente para a forma de um problema PLI. [
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Estratégias para resolver problemas NP-dificeis atraves de PLI:

e por arredondamento
— modelar o problema como problema de programacao linear inteira
— relaxar a formulacao para programacao linear
— resolver o programa linear
— arredondar as variaveis para cima/baixo, de acordo com o

problema.

e pelo método branch & bound
— modelar o problema como problema de programacao linear inteira
— relaxar a formulacao para programacao linear

— enumerar 0 espaco de solucdes atravées de uma arvore de
ramificacdo: Cada no da arvore representa um programa linear.
Cada programa linear (n6) é ramificado enquanto houver valores
fracionarios em sua solucao.
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e pelo método de planos de corte
— modelar o problema como problema de programacao linear inteira
— relaxar a formulacao para programacao linear

— repetidamente inserir uma desigualdade valida que separa o ponto
fracionario.

— parar quando obtiver uma solucao inteira

e pelo método branch & cut
— combinacado do método branch & bound e

— meétodo de planos de corte

O ponto de partida de todas estas estratégias € modelar como um
problema de programacao linear inteira
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Modelagem de Problemas

Modelagem através de variaveis 0/1

e Um dos passos mais importantes para se resolver um problema por
programacao linear inteira é a escolha da formulagao.

Como no problema de emparelhamento, vamos formular alguns problemas
NP-dificeis através de variaveis 0/1.

Em geral, a idéia principal &
e definir variaveis 0/1, digamos z;, i = 1, ..., n, tal que
e se x; = 1 entdo o objeto ¢ pertence a solucao

e se x; = 0 entdo o objeto 7 ndo pertence a solucéo
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Formulacao do Problema da Mochila

Problema MocHILA: Dados itens S = {1,...,n} com valor v; e
tamanho s; inteiros, 7 = 1, ..., n, e inteiro B, encontrar S’ C S que
maximiza ) , g v; talque ) . ¢, s; < B.

Vamos definir solucdes através de variaveis binarias x;, 7 € S tal que
x; = 1 indica que o elemento ¢ pertence a solucéo e
x; = 0 indica que o elemento ¢ ndo pertence a solucao.

maximize Z Vi
1€[n]

sujeito a { i€ln]

r; € {0,1} Vie [n]
onde [n] ={1,...,n}.
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Coberturas, Empacotamentos e Particoes

Coberturas, Empacotamentos e Particoes sao condigdes que ocorrem
freqiiéntemente na formulacado de problemas.

Seja £ um conjunto e C uma colecao de subconjuntos de F.
SejaC. . ={C eC:ec(C}teSCCtalquexc =1 C € S.
e S é uma cobertura se

j{: xc>1 Vee E,
CeC,

e S & um empacotamento se

Y zc<1 Ve€E,
CeC.

e S € uma particao se

j{: xzc=1 VeelkF.
CeCe.
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Problema da Cobertura por Conjuntos

Def.: Dada uma colecao S de subconjuntos de E dizemos que S cobre F,
Ou & uma cobertura de F, se UgesS = E.

Problema COBERTURA POR CONJUNTOS: Dados conjunto F,
subconjuntos 8 de E, custos ¢(.S), S € §, encontrar cobertura 8’ C 8 que
minimiza ¢(8').

Teorema: COBERTURA POR CONJUNTOS é NP-dificil.
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Encontre uma cobertura por conjuntos:
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Cobertura por conjuntos:
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Detecao de Virus

Reportado por Williamson’98 de estudo feito na IBM:

e Para cada virus determinamos algumas seqiiéncias de bytes
(assinaturas), cada seqiiéncia com 20 ou mais bytes.

e Total de 9000 seqiiéncias para todos 0s virus.

e O objetivo é encontrar o menor conjunto de seqliéncias que detecta
todos os 5000 virus.

Caso particular do problema de cobertura de conjuntos:

e Conjuntos: Cada seqtiéncia determina um conjunto de virus que
contéem a sequéncia.

e Conjunto Base: Conjunto de todos 0s virus.

e Objetivo: Encontrar uma cobertura de conjuntos de cardinalidade
minima.
Solucao encontrada: 180 seqtiéncias para detectar todos os 5000 virus.

Proaramac3io | inear Inteira
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Formulacao do Problema da Cobertura de Conjuntos

Vamos definir solucdes através de variaveis binarias g, S € S tal que
xs = 1 indica que o conjunto .S pertence a solucao e
xs = 0 Indica que o conjunto S nado pertence a solucao.

minimize chxg

ses
( Zi]ﬁs > 1 Veec E
sujeitoa < ses.

rs € {0,1} VSe€Ss,

onde S, é definidocomo &, :={S € 8: ec S}

A primeira restricao diz que para qualguer elemento do conjunto £, pelo
menos um dos conjuntos que o cobrem (conjuntos S.) deve pertencer a
solucao.

Proaramac3io | inear Inteira
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Problema da Localizacao de Recursos

Problema LOCALIZACAO DE RECURSOS (FACILITY LOCATION
PROBLEM): Dados potenciais recursos F' = {1,...,n}, clientes

C' ={1,...,m}, custos f; para instalar o recurso ¢ e custos c;; € Z para
um cliente 5 ser atendido pelo recurso . Encontrar recursos A C F
minimizando custo para instalar os recursos em A e atender todos 0s
clientes

Aplicacao: Instalar postos de distribuicdo de mercadorias, centros de
atendimento, instalacao de antenas em telecomunicacgoes, etc.

Note que neste problema temos de determinar quais 0S recursos gue iremos
instalar e como conectar os clientes aos recursos instalados.

Temos dois tipos de custos envolvidos:
e Se resolvermos instalar o recurso, devemos pagar pela sua instalacao.

e Devemos pagar um preco pela conexao estabelecida entre um cliente e
0 recurso instalado mais proximo.

Proaramac3io | inear Inteira
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Vamos definir solucoes através de variaveis binarias y; ¢+ € F' tal que
y; = 1 indica que o recurso ¢ foi escolhido para ser instalado e

y; = 0 Indica que o recurso ¢ nao vai ser instalado.

e variaveis z;;, tal que

z;; = 1 indica que o cliente 5 sera conectado ao recurso ¢

z;; = 0 indica que o cliente 5 ndo sera conectado ao recurso «.

minimize Zfzyz + Z Cii i

’LEF el

in]‘ = 1 VjEC,

sujeitoa ¢ Tij <Y Vij € E,
y;, € {0,1} VieF
zi; € {0,1} VieFejeC.

\

A primeira restricao indica que todo cliente deve ser conectado a algum recurso.
A segunda restricdo indica que um cliente s6 deve ser conectado a um
recurso instalado.
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Problema da Arvore de Steiner

Seja G um grafo e T" (terminais) um subconjunto de veértices de V.

Def.: Uma Arvore de Steiner de G & qualquer arvore H de G tal que todo
elemento de 71" esta em H.

Problema Arvore de Steiner: Dados um grafo G, um custo ¢, em Q.
para cada aresta e e um conjunto T de V¢, encontrar uma Arvore de
Steiner H que minimize ¢(H).
Aplicacoes:

e Roteamento em circuitos VLSI (VLSI Layout and routing).

e Projeto de redes de conectividade.

e Determinacao de amplificadores de sinal em redes oticas.

e Construcao de arvores filogenéticas.
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Exemplo:
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Formulacao:

Em muitos problemas que envolvem alguma estrutura de conectividade, é
comum usarmos variaveis binarias para as arestas de conexao, pois

1. em geral as arestas tem custos gue estamos querendo
minimizar/maximizar

2. permitem facilmente escrever restricoes relativas as condicdes de
conectividade a que devem respeitar.
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Vamos definir solucGes através de variaveis binarias z;; tal que
z;; = 1 indica que a aresta ¢j pertence a solugao
z;; = 0 indica que a aresta ¢j ndo pertence a solucao

Note que se S é invalido

e podemos dividir o conjunto de vértices em duas partes, I e J tal que
—r€el,geJe
— nenhuma arestade S liga I e J.
— Isto nos da um corte que separa i e j.

Se em algum momento temos uma atribuicdo para x que ainda nao é
solucao, entao

e poderemos encontrar um conjunto de arestas que formam este corte
separador

e pelo menos uma aresta do corte separador deve estar na solucao
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Exemplo de atribuicdo para x. (para cada aresta e) que nao é solugao
viavel.

Note que pelo menos uma das arestas que pertence ao corte (aresta que
corta linha azul) deve pertencer a solugéo.

V¢ se lembra de como encontrar um corte que separa dois vertices s e ¢ de
capacidade minima ?
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Formulacao:

minimize ) cee

( Zaze > 1 VS CV:

.. S separa terminais.
sujelto a $

(desigualdades de corte)
z. € {0,1} Vee FE

dizemos que .S separa um conjunto de terminais se existe R € R tal que
SNRADPe R\ S #0

A primeira restricdo imp0e que todo corte separador deve ter pelo menos
uma aresta que pertenca a solugéo.
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Problema do Caixeiro Viajante

Problema TSP: Dados um grafo G = (V, E) e um custo ¢, em Q. para
cada aresta e, determinar um circuito hamiltoniano C' que minimize ¢(C).

Grafo GG Circuito Hamiltoniano de GG de custo 27
Aplicacoes:

e Perfuracao e solda de circuitos impressos.
e Determinacdo de rotas de custo minimo.
e Seqlienciamento de DNA (Genoma).
e QOutras: http://www.math.princeton.edu/tsp/apps
D.S. Johnson: TSP Chalenging: www . research.att.com/ dsj/chtsp

CONCORDE: Applegate, Bixby, Chvatal, Cook’01: Branch & cut para TSP
Solugdes para instancias de até 15112 veértices.
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Vamos definir solucGes através de variaveis binarias z;; tal que
z;; = 1 Indica que a aresta 75 pertence ao circuito da solugao
z;; = 0 Indica que a aresta 75 nao pertence ao circuito da solugao

minimize ) cewe

eck
(DY e = 2 YwevV
e€d(v)
sujeitoa  { D Te > 2 VSCV, S#0
e€d(S5) (restri¢Bes de subcircuito)
\ r. € {0,1} Vee E

A primeira restricdo diz que para todo vértice ha duas arestas da solucao
que incidem no veértice (uma para entrar e outra para sair).

A segunda restricao diz que a solucao deve ser conexa.
Note que se nao colocarmos as desigualdades da segunda restricao, a
solucdo gerada poderia ser um conjunto de circuitos.
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Exercicios:

1. A formulagao que fizemos do TSP foi para grafos ndo orientados. Faca
uma formulacao para o TSP quando as arestas sao orientadas (estamos
procurando por um circuito hamiltoniano orientado de peso minimo).

2. Faca uma formulacao para encontrar o caminho minimo de um vértice

s e um vertice ¢, em um grafo com pesos positivos nas arestas usando
desigualdades de corte.
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Formulagdes com variaveis inteiras
Problema de Empacotamento

Uma empresa deve vender objetos O = {1,2,...,m}, cada objeto : com
demanda d; que devem ser recortados a partir de placas que devem ter uma
configuracdo previamente estabelecida. Ha um total de & configuractes
possiveis e cada configuracéo j tem a,,; items do objeto . O objetivo &
encontrar as quantidades que a empresa deve cortar de cada configuracao
para suprir a demanda, cortando o menor numero de placas possivel.

Exemplo de configuragﬁes com a disposicao dos itens dentro de cada placa.

TAY, BT HEE | YAY,
il -

Ex.. A placa P3 tem O itens do objeto 1, 1 item do objeto 2, 3 itens do

objeto 3 e 2 itens do objeto 4

—<

Proaramac3io | inear Inteira 24



Programacao Inteira Flavio K. Miyazawa

Formulacao do problema de empacotamento

Vamos definir solucOes através de variaveis inteiras z; > 0, que da a
quantidade de placas na configuracao 5 que devemos cortar.

RestricOes para cada objeto ¢:
e As placas a serem cortadas devem suprir a demanda do objeto d;.
e A guantidade de placas na configuracdo j é x;.
e Cada configuracao j tem a;; itens do tipo s.

Assim, para satisfazer a demanda d;, devemos impor que

a;1T1 + ajoxo + - - + a;pTE > d;
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Considere as configuracoes apresentadas na figura anterior. Suponha que
d1 = 950, do = 1150, d3 = 495 e d4 = 450. A formulacao ficaria a
seguinte:

Formulacao:
minimize 1+ X9+ 23+ T4
(32 +8a +2xs > 950
211 +1x3 +3x4 > 1150
sujeitoa < 1z +3x3 +1lxy > 495
124 +2x3 +1xsa > 450
| %5 € 7

Cada linha 7 contém os dados de um objeto 7 e cada coluna 5 contém os
dados da configuracao ;.
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Formulacao:

minimize x1+x9+ -+ xk

(

a1121 + @192 + -+ a1xxr > dy
a2121 + G222 + -+ + agxTr > da
sujeito a $
Ap1T1 + Gp2To + -+ ankTr > dp
A

Outras aplicacoes: Corte de barras, alocacao de comerciais de TV,
alocacdo em paginas de memoria, corte de placas (vidro, madeira, chapas,
tecido, espuma, etc), empacotamento em contéineres, etc.
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Programa Inteiro e Programa Relaxado

Seja P um poliedro (relaxado) e I o conjunto de pontos inteiros em P
seja Py o correspondente poliedro inteiro em P (i.e., Py := conv(1)).

Queremos otimizar em P;, mas em geral s6 temos P.
InformacoOes de P e Pr:
e As solucdes de Pr e P podem estar muito proximas.

e Todos os pontos de P; pertencem a P.

e Se a funcgdo objetivo & de minimizacao, a solucdo otima de P & menor
ou igual a solucéo otima de P;.

e Se a funcgdo objetivo & de maximizacao, a solucao otima de P & maior
ou igual a solucéo 6tima de Pry.
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Resolvendo PLI por Arredondamento

Este método consiste em
e modelar o problema como problema de programacao linear inteira
e relaxar a formulacao para programacao linear
e resolver o programa linear

e arredondar as variaveis para cima/baixo, de acordo com o problema.

Vejamos este método aplicado ao exemplo do problema do empacotamento.

Formulacao em PLI:

minimize 1+ X9 + 23+ T4
(311 +8z +2x4 > 950
211 +1zs +3z4 > 1150
sujeitoa < 12, +3z3 +lzy > 495
lxq +2x3 +1lzxzy > 450
k z; > 0, x; € L
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Relaxacdo do PLI:

minimize T1+ X2 + X3 + X4
[ 3z, 48, +224 > 950
21 +1lxs +3x4 > 1150
sujeitoa < 1z +3x3 +1lxy > 495
lxq +2x3 +1lxzgy > 450
| Zi >0

Resolvendo este programa linear, obtemos uma solucao de valor 437,656 e
valores 1 = 0, 2 = 26,406, x3 = 41,875 e x4 = 369,375.

O numero de placas é inteiro = qualquer solug¢ao 6tima usa pelo menos
438 placas.

Arredondando as variaveis fracionarias para cima, obtemos uma solucéo
de valor 1 = 0, x5 = 27, x3 = 42 e x4 = 370, que nos dao uma solucao
de 439 placas.

Assim, se a nossa solucédo nao for 6tima, estamos usando uma placa a mais
que a solucao otima.
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Branch & Bound e Programacao Linear Inteira
e Modelar o problema como problema de programacao linear inteira
e Relaxar a formulacao para programacao linear

e Enumerar o espaco de solugdes, através de uma arvore: Cada no da
arvore representa um programa linear. Cada programa linear (n0) é
ramificado enquanto houver valores fracionarios em sua solucao.

e Se um no leva a atribuic®es inviaveis, ou a solugdes ndo promissoras,
podar o no.

Proaramac3io | inear Inteira
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Considere o programa linear inteiro:

minimize 3r1 + 4xo
( —3r1 29 < 2
1 —|—3£I?2 S 11
sujeitoa < 1 4z < 6
L1 Z 07 L2 Z 0
k x; € L7

Representacdo grafica do programa relaxado e os pontos inteiros:

Funcao Objetivo
max 3x1 + 4xo

T2

0 1 2 3 4 5 6
OPT-LP = 20,5

Vamos resolver o programa inteiro através do Branch (& Bound)
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A primeira solucdo Otima fracionaria corresponde ao ponto

(x1 = 3,5; 2 = 2,5). Escolhendo a variavel x; (que tem valor
fracionario 3,5) para fazer branching, separamos o problema em duas
partes. Uma inserindo a restricao x; < 3 e outra inserindo a restri¢ao
x1 > 4. Os dois subproblemas estao representados a seguir:

””””””””””””””””””””

3l
Funcdo Objetivo ol
max 3x1 + 4xo x1 >4
g A
o | | |
0 1 2 3
OPT-LP = 20
o 1 2 3 a4
OPT-LP = 20,5 N\  3f - (3{2,6)
:El S 3 f*ff:r ffffffffffff

””””””””””

1 2 3 4 5 6
OPT-LP = 19,4
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Um dos programas ja tem solucdo inteira e nao precisamos continuar sua

ramificacao:

0

*********************************

”””””””””””””””””””””

””””””””””””

””””””””””””””””””

1 2 3
OPT-LP = 20

O outro programa tem solugdo 6timaem (3 ; 2,6) e portanto fracionario na

variavel x5. Ainda é necessario ramificar este no:

2 3 4 5 6
OPT-LP = 19,4

Proaramacao | inear Inteira
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Ramificando em x5, para 0s casos zo < 2 e x5 > 3, obtemos 0s seguintes

programas

””””””””””””””””””””

******

*****

*****************

*****************

1 2 4 5

3
OPT-LP = 19,4

””””””””””””””””””””

******

””””””””””””””””””””

””””””””””””””””””””

1 2 3 4

OPT-LP = 17

Desta vez, os dois novos programas tem solucOes inteiras e podemos parar

O Processo.
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Arvore completa de Branch (sem Bound). E a solucdo 6tima do problema

Funcao Objetivo

max 3x1 + 4xo

1 2 3
OPT-LP = 20,5

0

””””””””””””””””””””

*********************************

*******************

*******************

1 2 3
OPT-LP = 20

””””””””””””””””””””

””””””””””

””””””””””

1 2 3 4 5 6
OPT-LP = 19,4

E podando (Bound), como ficaria esta arvore ?

””””””””””””””””””””

””””””””””””””””””””

””””””””””””””””””””

1 2 3 4 5 6

””””””””””””””””””””

****************

””””””””””

1 4 5 6
OPT-LP = 17
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Estratégias comuns envolvidas na arvore de B&B

e Escolhendo o no a ramificar
Usamos o no que tem a maior distancia entre o limitante inferior e superior.
Por exemplo, em um problema de minimizagao, pegue o0 no que tem o
menor limite inferior.
Isto permite diminuir a diferenca entre limitantes superior e inferior.

e Escolha da variavel para ramificar:
- Variavel “mais fracionaria”: Parte fracionaria mais proxima de 0,5
- Variavel “menos fracionaria”: Parte fracionaria mais distante de 0,5

e Ramificacao por restricao:
Encontre uma restri¢do valida ax < b e divida em duas partes:
1. Um ramo tem inserido a desigualdade axz < b’ e
2. outro ramo tem inserido a desigualdade axz > b".
Ex.. Encontre uma desigualdade do TSP do tipo z(5(S)) > 2 e
1. coloque a restricdo z(4(.S)) = 2 em um ramo e
2. coloque a restri¢do z(4(.S)) > 3 em outro ramo.
(naturalmente ha um esforco para encontrar tal desigualdade)
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e Representando a arvore de Branch & Bound:
Em geral ndo armazenamos a arvore, mas uma lista dos nos ativos.
Cada vez que escolhemos um no ativo para ramificar, removemos este
do conjunto e inserimos seus ramos (Novos nos).
Estrutura de dados comum para armazenar nos: Fila de prioridade

e Guarde a melhor solucéo viavel

e Poda da arvore:
Use o valor da melhor solugé@o encontrada combinada com estratégias
de limitantes superiores para podar ramos nao promissores.
Boas estratégias de poda podem evitar crescimento rapido da arvore.

e Percorrendo a arvore de B&B
- Se nao temos solucdo viavel: aplicar busca em profundidade por
ramos mais promissores
- Se temos solucao viavel: misture escolha do melhor nd com busca
em profundidade
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e Branch & Bound para programas com variaveis em {0, 1}:
Ramos da enumeracao consistem em fixar variaveis para 0 ou 1.

e Fixacdo de variaveis por implicactes logicas:
A fixacao do valor de algumas variaveis pode levar a fixar outras.

Considere o problema do TSP resolvido atravées de B & B com LP.

Removendo as arestas fixadas em 0 e contraindo arestas fixadas em 1,
podemos obter um grafo tal que:

- se houver vértice de grau dois, podemos incluir as arestas incidentes
na solucao do no.

- se houver uma aresta cuja remocao desconecta o grafo, podemos
podar o ramo deste no.
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Meétodo de Planos de Corte

Seja (P, ¢) um programa linear, onde P é um poliedro e ¢ é a fungdo objetivo.
Suponha que P é descrito por numero grande de desigualdades.
Ainda assim, podemos obter uma solugdo 6tima para (P, ¢).

Estratégia:

1. Nao usar P, mas comecar com um poliedro inicial () (descrito por
poucas desigualdades) que contem P

2. Repetidamente encontrar uma solugdo 6tima y de () e
caso y ¢ P, adicionamos a ) uma desigualdade valida (chamada de
plano de corte) que separa (corta) y de P sem perder nenhuma solugao
de P.

3. Parar guando encontrar uma solucdo 6tima de P.

Precisamos repetir o0 passo 2 muitas vezes ?
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Otimizacao x Separacao
Def.: Problema da Separacao: Seja P C R™ um conjunto convexo e

y € R™, determinar se y € P, caso contrario, encontrar desigualdade
ar <btalque P C {x :ax < b} e ay > 0.

Teorema: (Grotschel, Lovasz, Schrijver’81) O problema de otimizacao de
um programa linear pode ser resolvido em tempo polinomial se e somente

se 0 problema da separacéo para o poliedro do programa linear pode ser
resolvido em tempo polinomial.
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ALGORITMO PLANOS DE CORTE(P,c¢) Dantzig, Fulkerson e Johnson’54
P poliedro (nao necessariamente explicito),
¢ funcao objetivo
() < {Poliedro inicial}
y < OPT-LP(Q), ¢)
enguanto y pode ser separado de () faca
seja ax < b desigualdade de P que separa y
Q<+ QN{x:ax <b}
y <OPT-LP(Q, ¢) fungéx’

objetivo
se Q = ) retorne () .

cO N O O B~ W NN

senao retorne v,

onde OPT-LP(@Q), ¢) retorna solucao otima do programa linear (@, c)
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fungé}(

objetivo

Que tipo de desigualdade sao as melhores para serem inseridas ?
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Desigualdades Validas, Faces e Facetas

Seja P um poliedro.

axr < béuma desigualdade valida para P se P C {z : axz < b}.

Um conjunto F' é dito ser uma face de P se existe desigualdade valida
ar < btalque F = PN {x: ax < b}

Uma face F' de P é dita ser propriase F' # P.
Uma face F' de P é dita ser ndo-trivial se ) A F # P.

Uma face nao-trivial F' é dita ser uma faceta de P se F' nao esta
contida em nenhuma outra face propria de P.
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Exemplo de Faces e Facetas

Ponto extremal
| véertice)

y/ / Face

Observe que as melhores desigualdades validas sao aquelas que induzem
facetas.
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Geracao de Planos de Corte para programa linear inteiro

Estratégia:
1. Formular o problema como problema de programacao linear inteira
2. Relaxar a formulacao inteira para programacao linear

3. Repetidamente inserir planos de corte

Como obter os planos de corte ?
e Gerando desigualdades validas a partir do programa linear relaxado

e Gerando desigualdades pelas propriedades das solucdes do problema
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Gerando desigualdades a partir do programa linear
Cortes de Chvatal:

1. Suponha que queremos solucdes inteiras, x € Z™ para um poliedro
P:={z: Az <b},AcQ™*™ebecQ".

2. ldéia: Combinar as linhas do sistema Ax < b para obter uma
desigualdade ax < t tal que 0 vetor a € inteiro e ¢ nao.

3. Inserir a nova desigualdade ax < ||
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Problema do Emparelhamento

Def.: Dado um grafo G = (V, E), dizemos que M C E éum
emparelhamento de GG se M nao tem arestas com extremos em comum.
Queremos obter Py, (G) := conv{x™ € RE : M & um emparelhamento}.
Formulacao Inteira do problema do Emparelhamento:

maximize D eck CeTe
.. re < 1 Vv eV,
sujeito a 2ees) Te S

r. € {0,1} Vee FE.

Relaxacao linear

maximize D> ecE CeTe

IN

D _ecs(v) Te 1 YveV,
z. > 0 VeelL.

(P) sujeito a

Sabemos que quando G é bipartido P = Pg,,.
E quando G nao é bipartido, a igualdade ocorre ?
Nao.

Proaramac3io | inear Inteira 48



Programacdo Inteira Flavio K. Miyazawa

Se P tem custos unitarios, a seguinte atribuicao é otima com valor 2,5

N
N =

Vamos gerar um corte de Chvatal: 2
1. SejaU C V tal que |U| > 3 é impar.
2. Some as desigualdades } s, 2. < 1 paratodou € U.

Obtemos: 2 ) .. gty Te + D ees(u) Te < U],
onde E(U) sdo arestas com ambos extremos em U.

w

Ignorando o segundo termo: 2 . p 1) Te < |U]

. » g
Dividindo por dois: 3° ¢ ) Te < 19l

Lado esquerdo é inteiro e o direito & fracionario: ZQGE(U) Te < L%j

S A o

|U|-1

Novo corte (que separa atribuicao acima): ZeGE(U) Te <
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Considere 0 novo programa linear (P’) com os cortes de Chvatal:

maximize Z CeLe
eck
)
Z re. < 1 Yv eV,
ecd(v)
.. —1 ,
(P') sujeitoa ¢ " g, < 5] VS C V, |S|impar,
2
ec E[S]
\ z. > 0 Vee FE

onde E[S] := {e € E : e tem ambos extremos em S'}.
Teorema: (Edmonds’65) P’ = Pgyy,y.

Teorema: (Padberg, Rao’82) O problema da separacéo do poliedro
relaxado do emparelhamento pode ser resolvido em tempo polinomial.

Veja codigo em
http://elib.zib.de/pub/Packages/mathprog/index.html

Corolario: O problema do emparelhamento maximo em grafos quaisquer
pode ser resolvido em tempo polinomial.
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Outros métodos para geracao de planos de corte
para programas lineares inteiros

e Cortes de Gomory (Gomory’58)
e Cortes de Schrijver (Schrijver’80)
Estes métodos de planos de corte (Chvatal, Gomory e Schrijver)
1. sdo independentes do problema
2. garantem uma solucdo otima inteira em tempo finito

3. nem sempre sao bem sucedidos como no problema de
emparelhamento

4. em geral sao lentos e apresentam pequena melhora em cada iteracao

Como gerar planos de corte bons ?

Use as propriedades estruturais das solugdes do seu problema em particular
para conseguir desigualdades validas boas, se possivel que induzem facetas
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Planos de corte e Conectividade

Muitos problemas vistos envolvem conectividade:
e Floresta de Steiner
e Caixeiro Viajante
e Survivable Network Design

Por exemplo, no TSP, uma das desigualdades validas foi a seguinte:
Z Te > 2, VO ASCV
ecé(S)

|.e., para todo conjunto de vértices S, ) £ S C V, 0 nUmero de arestas
escolhidas na solugdo (arestas e com . = 1) que pertencem ao corte §(.S)
deve ser pelo menos 2.

Como testar se um ponto x satisfaz todas as desigualdades de corte acima ?

Proaramac3io | inear Inteira [~



Programacao Inteira Flavio K. Miyazawa

Como testar se dois vértices s e ¢ estdo separados por um corte (S, .S) que
viola a desigualdade de corte, I.e., esta ocorrendo

Z xe <2 sefS telf
e€s(S)

podemos executar o algoritmo para st-corte minimo.

Note que o algoritmo deve ser executado nao para o grafo original, mas
onde cada aresta e tem capacidade z..

Se o valor do st-corte minimo for menor que 2, entdo o corte gerado viola
a desigualdade de corte e podemos inseri-la como desigualdade valida.

e Estratégia Direta:
Testar para todos os pares de vértices: O(n?) execugdes do st-corte
minimo.

e Arvore de Cortes de Gomory-Hu (Gomory, Hu’61):
Todos os cortes representados por uma arvore usando n — 1 execucoes
do st-corte minimo
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Arvore de Cortes de Gomory-Hu:

A, @\ ©
3 9
© )
Grafo G = (V, F) Arvore T de Cortes de Gomory-Hu de G

Cada aresta na arvore de cortes de Gomory-Hu representa um corte.
A capacidade do corte & o0 peso da aresta em 7.

Exemplo do corte de capacidade 11 representado pela aresta (A, B) em T
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11 ~
A, D——©
3 9
© )
Grafo G = (V, E) Arvore T de Cortes de Gomory-Hu de G

Corte minimo que separa v € v em G € dado pelas componentes geradas pela
remocao da aresta de capacidade minima no caminho Unico entre uw e v em 7T'.

Exemplo de corte minimo que separa os vértices Ae G
(7 € o minimo em {11,7,10}).
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Separacao parao TSP

Vamos ver um exemplo de como se comporta a inser¢ao de desigualdades
para o TSP para o seguinte grafo:

Grafo com nome de arestas e seus custos

Para ndo sobrecarregar, em cada passo seguinte apresentaremos apenas 0s
valores obtidos da solucado otima fracionaria sem colocar os custos das
arestas e seus nomes.
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ma:Qo“‘ "'?d— "",;ukzo

@ %xe:o @ ;xa‘:O @ min CaZa T+ CoTp T+ T+ CLTY
: : Sa{oéxaél,,Olegl

@ """" zg=0 " @ Solugéo otima =0

: v SER=0 min CaZa T+ CoTp + *** + CIT

o ® oo ©

Ta+x6 = 2
0<z2,<1,...,0< ;<1

@ """"" zg=0 @ Solucdo otima = 12
Adicionando z(0(A)) =
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min CaZa + CoTy + -+ - + 17y
)
1 0 mFO S.a. 4 Lo+ Te+Td+Te = 2
Tp= N o R o
’ o DSt L 0<2,<1,...,0< ;<1
@ """"" rg=0 @

Solucdo otima = 14

mc% pa=0 e min CaZa + CoTp + -+ - + 1T
o mp=0 1 (

Te=1 -z ;=0
) @mZO J @ sa. { TatZctTatze = 2
=N\ | E=0 s Do+ Te +af t g = 2
@ R F) { 0<2,<1,...,0< 2 <1

Adicionando z(§(C)) = Solugéo otima = 15
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min CaXa + CoTp + - -+ Crxy

To+2xp = 2

Ta + Tc + Td + Te
S\ T+ Te + 25 + Ty
Td+Tf+ Th + T

L 0< 2, <1,...,0< ;<1

I
N NN

Solucéo 6tima = 16

min CaZa + CoTp + -+ Crxy

To+2xp = 2
Ta + Te+ Td T Te
s.a. < To + Te +Tf + Ty
Td+Tf+ Th + T
Te+ Th + 25 + Tk
(. 0<2,<1,...,0<z, <1

I
N N NN

Adicionando z(§ (F)) = 2
Solucdo otima = 21,5
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_ min Cala + Coxp + -+ o
, ,
x% . : - Ta + T 2
: Ta+Te+Td+Te = 2
Te=5 =1 | T+ Te+ s+, = 2
zp=1 E S& 9\ zatzrtantz = 2
@ TetoTh+2;+2p = 2
Tg+Ti+T;+ x4 2
Adicionando z(6(F)) = { 0<2,<1,...,0< ;<1

Solucéo 6tima = 28.5

min Cala + CoTp + -+ + 1Ty

Ta + Tp
Ta + Tc+ Tg + Te
Tp + Te +Tf + Ty
) Td+Tf+Th +
e+ Th +T5 + Tk
Tg + Ti+ Tj+ T

Adicionando z(6(G)) = 2 Tk + T
L 0<2,<1,...,0< ;<1

S.a.

I
N RN NN N NN

Solucéo 6tima = 30
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Todas as restri¢cdes z(d(v)) = 2 para todo vértice v foram inseridas.
Agora vamos inserir as desigualdades de corte:

Adicionando desigualdade do corte
minimo que separa A e D (corte de
valor 0)

2(4(5)) = 2
onde S = {A, B,C}

min CaZa + CoTyp + -+ + 1y

Ta + Tb
Ta + Tc + Td + Te
Tp + Te +Tf + Ty
Td+Tf+ Th + Ts
S8\ Te+Th+Tj+ Th
Tg+ Ti +T5 + T

Tr +
Te+Td+Tf+2Tg 2
L 0<2,<1,....0<;< 1

DR DN NN DN DN DN

V

Solucéo 6tima = 32
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min CaXa + CoTp + - -+ Crxy

Ta + Tb
Tag + Tc + Td + Te
Tp + Te +Tf + Ty
Td+ T+ Th + T4
s.a. < Te+Th +Tj + Tk
Adicionando desigualdade do corte Tg+ Zi +Tj + T

minimo que separa A e E (corte de Tk T T
valor 0) Te +Td+ Tf + Tg

Te+ g+ XTh + T4
L 0< 2, <1,...,0< ;<1

I
N NN NN NN NN

AVARLY,

z(9(5)) = 2

onde S ={A,B,C,D
t J Solucéo 6tima = 33

Chegamos em uma solucao inteiral!!! Solucéao otima para TSP de valor 33.
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Exemplo de solugao otima fracionaria do programa relaxado do TSP

Grafo GG (grafo envelope) e custos nas arestas:

(A)

©

5
e
1

10
5

10
10

5

D
1
®)

0

Solugdo 6tima fracionaria de peso 45 (LP com restricfes de grau e de corte):

Chvatal’75: apresenta separacao de solucdes como acima (comb inequalities)
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Branch & Cut

Um algoritmo Branch & Cut é uma
e combinacdo do método Branch & Bound e
e geracao de planos de corte durante a geracao da arvore de B & B.

Parece simples, mas um algoritmo Branch & Cut envolve muitas sofisticacoes

Estratégia:
% investir em cada no6 para limitar crescimento da arvore e
% delimitar problema

e por estratégias de separacao,

e Uso de heuristicas primais em cada no,
e meétodos de ramificacao,

e pré-processamento em cada no

e gerenciamento de desigualdades validas
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Estratégias consideradas na separacao

e Uso de heuristicas para encontrar planos de corte
as vezes vale mais a pena usar uma heuristica para obter planos de
corte em tempo rapido que algoritmos que garantidamente
determinam a existéncia de classe de planos de corte, mas a um alto
custo computacional.

e Reducao do numero de desigualdades no no
Em sistemas grandes, remover as desigualdades que ndo estao justas
Uma desigualdade a - < « € justa se a solucdo otima do LP x*
satisfaz a desigualdade com igualdade.
Isto diminui o nimero de restricOes e permite que a resolugéo do
sistema figue mais rapida.

e Tailing off
Desigualdade de separacao de alguns pontos pode gerar melhorias
pequenas e sobrecarregar muito o sistema.
Em vez de separar estes pontos, ir direto para a ramificacao.
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e Selecdo de desigualdades

— Escolha desigualdades de classes diferentes
A escolha de desigualdades de diferentes classes &€ mais efetiva que
concentrar em desigualdades de mesma classe.

— Selecione as desigualdades mais violadas
Para cada desigualdade valida encontrada a - = < «, calcule
a-x’ — «,onde x’ & asolucdo da relaxacdo atual. Quanto maior for
a diferenca, maior a chance de crescimento do limitante inferior.

— Selecione desigualdades que cobrem todo espaco de variaveis
Um sistema linear “se adapta” a cada nova desigualdade, mudando
0 minimo. Quando introduzimos desigualdades com grande
quantidade de variaveis nao nulas, a chance disso ocorrer & menor.
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Estratégias de delimitacao

e Heuristicas Primais
Aproveite informacgdes da solu¢édo do programa relaxado em cada no
para obter solugbes viaveis.

e Pre-processamento dos nos
Fixacdo de variaveis por implicacGes logicas. Considere o problema
do TSP resolvido através de B & B com LP.

Removendo as arestas fixadas em 0 e contraindo arestas fixadas em 1,
podemos obter um grafo tal que:

- se houver vértice de grau dois, podemos incluir as arestas incidentes
na solucéo do no.

- se houver uma aresta cuja remoc¢ao desconecta o grafo, podemos
podar o ramo deste no.
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Estratégias usadas na ramificacao

e Ramificacao por variaveis
Escolha da variavel com parte fracionaria mais proxima de 0,5.
Escolha da variavel com parte fracionaria mais distante de 0,5.

e Ramificacao por restricao
Ex.: Digamos que encontramos uma desigualdade que vale z(6(.5)) = 2,5
1. coloque a restricdo z(4(.S)) = 2 em um ramo e
2. coloque a restri¢do z(4(.S)) > 3 em outro ramo.
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BRANCH-CUT-SIMPLIFICADO (P, ¢, min)

O NO O1Th~ WP

15
16
17
18
19

y* < {Solucao heuristica, () se n&o obteve solucéo}
U < val(y*)
Ativos + { P}
enquanto Ativos # ) faca
escolha () € Ativos e remova () de Ativos
y < OPT-LP(Q, ¢, min)
enquanto y # () e encontra plano ax < v que separa y faca
Q<+ QN{x:ax <~}
y < OPT-LP(Q, ¢, min)
se val(y) < U entao
se y € inteiro entao
U + val(y);
vy
senao
seja y; uma variavel fracionaria em y e o seu valor
Q + Qn{zr:z < lal}
Q"+ Qn{x:x; > |[al}
Ativos + Ativos U {Q', Q"}
devolva y*.
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Apéendice I: Grafos

Def.: Um subgrafo H = (Vy, EFy) de G = (V, E) € um grafo tal que
Vg CV,Eg CEe Eyg CVy X Vg.

Def.: Umsubgrafo H = (Vy, Ey)de G = (V, E) é gerador se Vy = V.

Def.: Uma passeio P em G = (V, E) € uma seqiiéncia
(vo, e1,V1,€2,...,Vk_1,€k_1,Vk)ONde v; € Vee; ={v,_1,v;} € E.
Chamamaos vg e v de origem e destino de P, resp.

Def.: Uma trilha & um passeio que nao repete arestas.

Def.: Uma caminho & um passeio que nao repete vertices.
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Def.: Um ciclo & uma trilha com os vértices de origem e destino iguais.
Def.: Um ciclo euleriano de G € uma ciclo que contém todas as arestas de G.
Def.: Um circuito & um ciclo que nao repete vertices.

Def.:  Um circuito hamiltoniano de G & um circuito que contém todos os
vertices de G.

Def.: Um grafo G = (V, E) é conexo se para todo u,v € V, existe
caminho ligando u e v.

Def.: Uma floresta F' = (V, E') &€ um grafo que ndo contém circuitos.

Def.: Uma arvore F' = (V, E) & um grafo conexo sem circuitos.
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G Sﬁbgrafo Gerador

Caminho Ciclo

Circuito Hamiltoniano Arvore
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Def.: Um grafo G = (V, E) é bipartido se existe particdo (X,Y) de V tal
que £ C X xY.

Def.: Um grafo G = (V, E) é bipartido completo se existe particdo
(X,Y) deV tal que £ = X x Y. Denotado por K|x|x|y|.

Def.: Umgrafo G = (V, E) écompletose E =V x V.
Denotado por Ky

K3x4 K5
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Def.: Um grafo G = (V, E) é planar se pode ser desenhado no plano com
arestas interceptando apenas nos extremos.

Def.: Um multigrafo G = (V, E’) € uma extensao de grafos para admitir
varias copias de uma aresta.

Grafo Planar

Multigrafo
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Def.: Uma aresta orientada & um par ordenado (u, v) representada por
u — v para vertices v e v. Dizemos que u € o0 inicio (ou cabeca)e v €0
fim (calda) da aresta.

Def.: Um grafo G = (V, F) é dito ser orientado se suas arestas sdo orientadas.

Grafo Orientado

Def.: Um veértice é dito ser fonte se nao ha arestas entrando no veértice.

Def.: Um veértice é dito ser sorvedouro se nao ha arestas saindo do vértice.

Anéndice I Teoria dos Grafos 6



Programagdo Inteira

Flavio K. Miyazawa

Algumas definicOes anteriores se aplicam para grafos orientados.
Exemplo de caminho hamiltoniano orientado de f para s

Caminho hamiltoniano
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Def.: Dado um grafo ndo orientado G = (V, E') e um vértice v € V,
denotamos por ¢(v) 0 conjunto das arestas que tem um extremo em wv.

Def.: Dado um grafo ndo orientado G = (V, E) e conjunto S C V,
denotamos por ¢(.S) o conjunto das arestas que tem exatamente um
extremo em S.

Def.: Dado um grafo orientado G = (V, E) e um vértice v € V,
denotamos denotamos por ¢ (v) o conjunto das arestas de E que tem a
calda em v e denotamos por 6~ (v) 0 conjunto das arestas de F que tem 0
inicio em v.

Def.: Dado um grafo orientado G = (V, E) e conjunto S C V,
denotamos por 6 (S) o conjunto das arestas de E que tem a caldaem S e
o inicioem V' \ S e denotamos por 6~ (,S) o conjunto das arestas de F que
temoinicioem SeacaldaemV \ §S.

Para entender mais sobre grafos, veja Bondy and Murty [BM76].
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Apendice I1: DefinicOes e notacao sobre conjuntos

Def.: Dado um conjunto A e uma funcao f sobre 4, f : A — R, e um
elemento e € A, denotamos por f. = f(e).

Def.: Dado um conjunto A e uma fungdo numeérica f : A — R,
denotamos por f(B) := ) .5 f(b) paratodo B C A.

Exemplo: Se G = (V, F) & um grafo, v € um vértice de V, e z € uma
funcdo numeérica nas arestas x : £ — R entao vale

p(6(v) = Y ze= )  x(e)

e€d(v) e€d(v)

(soma dos valores da funcao « aplicada nas arestas que incidem em v).
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