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Resumo. Neste texto apresentamos uma intrd@lu@ algumasécnicas e con-
ceitos lasicos envolvidos em progran&ginteira. Consideramos alguns prob-
lemas para os quais pos$vel obter soluges de forma eficiente e outros consid-
erados na literatura como sendo itiéis. Formulamos estes problemas aésav
de modelos de programag inteira e aplicamosécnicas para a obte@p de
solu@es a partir destes modelos.

As €cnicas que consideramofics usadas para atacar diversos problemas
praticos como projeto de redes de telecomuniess; projeto de circuitos VLSI,
corte de materiais, empacotamento em containers, loggzae centros dis-
tribuidores, escalonamento de tarefas, roteamento d®uies, etc.

Abstract. In this text, we present a short introduction to some basibnejues
and concepts in integer programming. We consider probleshved efficiently
and N'P-hard problems. In both cases, we formulate the probleminbgait and

integer programming models and present techniques to oleteact or reduced
cost solutions.

The techniques we consider are applied to many practicablpros, like net-
work design, VLSI circuit design, cutting and packing, liaciocation, schedul-
ing, vehicle routing problems, etc.

1. Introducao

Neste texto apresentamos uma breve introducao a alg@nsisds e conceitos basicos
envolvidos em programacao inteira. As técnicas queidermmos fazem parte da area
de otimizacao combinatbria e sao usadas para ata@nsdivproblemas praticos.

Os problemas de otimizacao podem ser de minimizaca@®aonakimizacao. Em
ambos os casos, temos uma fungao aplicada a um domirim fipie em geral & enu-
meravel. Nosso objetivo & encontrar um elemento destérdowte valor 6timo, que pode
ser de valor minimo, caso o problema seja de minimizag@oyaximo, caso o problema
seja de maximizacdo. Apesar de finito, o dominio da dong”em geral grande e al-
goritmos ingénuos que verificam cada elemento deste doséntornam impraticaveis.
Desta maneira, surge a necessidade de usar técnicas atmisaelas para encontrar estas
solucdes de valor 6timo.

tFinanciado em parte pelo MCT/CNPq, projeto PRONEXx (Proc. 4168/97-4) e pelo CNPq
(Proc. 470608/01-3, 464114/00-4, 300301/98-7).



Veremos que alguns problemas de otimizacdo combiapmiem ser bem re-
solvidos, mas para muitos outros nao sao esperadostaigsreficientes para se obter
uma solucao 6tima. Muitos destes problemas sao immpeda necessitam de solugoes,
mesmo que nao sejam de valor 6timo (de preferéncia ghatenalor proximo do 6timo)
ou sejam obtidas apbs muito processamento computacional.

A area de otimizacao combinatbria apresenta uma grdivéesidade de proble-
mas praticos. Os problemas que veremos encontram gpisagn projeto de redes de
telecomunicac0es, projeto de circuitos VLSI, corte déemiais, empacotamento em con-
tainers, localizagao de centros distribuidores, eseateento de tarefas, roteamento de
veiculos, sequiénciamento de DNA, etc.

Para tratar estes problemas, muitas vezes 0os modelamo®satde uma
formulacdo em programacao inteira e posteriormenrteaapos algumatécnica para obter
uma solucao 6tima ou aproximada.

Na proxima secao apresentamos alguns conceitos e @efinem Teoria dos
Grafos e em Complexidade Computacional. Na secao 3, eqgeenos alguns proble-
mas que podem ser resolvidos de forma eficiente atravésaddeugrogramacao linear.
Na secao 4, apresentamos algumas técnicas e modelogrphtemas de programacgao
linear inteira e na se¢ao 5, apresentamos algumas #&&cgpéra a obtencao de solugdes a
partir dos modelos de programacao inteira.

Por ser um texto resumido, recomendamos que o leitor irs&des
em aprender mais sobre esta area, consulte outros livroditeratura, como
os listados a seguir [Ferreira and Wakabayashi, 1996, Nesehand Wolsey, 1988,
Papadimitriou and Steiglitz, 1982, Schrijver, 1986, Wg|4€©98].

2. Preliminares

Para um melhor entendimento das estruturas e técnicagusaste texto, apresentamos
nesta secao alguns conceitos basicos em Teoria dossGrafmmplexidade Computa-
cional.

2.1. Teoria dos Grafos

Dado um conjuntd®, uma fungaa: : £ — R e um subconjuntd’ de £, vamos denotar
por ¢(E) como a soma dos valores deaplicado nos elementos dé (i.e., ¢(F) :=

ZeEF C(e))'
Um grafo rio-orientado (resp. orientadd um par ordenad¢V, E') ondeV &

um conjunto finito & &€ um conjunto de pares nao-ordenados (resp. ordenadbs)ds
elementos d& sao chamados derticese os deF sao chamadaarestasdo grafoG.

Dado um grafo ndo-orientadd = (V, E), dizemos que uma aresta= {u, v}
temextremidades e v. Dado um vértice € V' (resp. conjunte C V'), denotamos por
d(v) (resp.d(S)) o conjunto de arestas com exatamente uma extremidadesp. S).

Dado um grafo orientad& = (V, F), dizemos que uma aresta= (u, v) entra
emv e saidewu. Vamos denotar paf*(v) (resp.d~(v)) o conjunto de arestas que saem
de (resp. entram em). Dado um conjunto de vértices C (1), denotamos pos+ (S)



(resp.d—(S)) o conjunto de arestas que saem de (resp. entram em) algtioe\desS e
entram em (resp. saem de) algum vérticeléms.

Dado um grafad = (V, E), dizemos quéd = (V', E') € umsubgrafode GG, se
Héumgrafod”’ CVeFE CEFE.

Dado um grafo nao-orientado (resp. orientadoy (V, E'), um passeicd uma
sequénciaP = (vg,eq,v1,...,ex,v;), Ondev; € V,e; € E ee; = {v;_1,v;} (resp.
e; = (vi_1,v)) i = 1,..., k. Neste caso, dizemos quieé um passeio de, a vy. Um
caminhoem G & um passeio onde todos os vértices sao distintos. clicaito &€ um
passeia” onde todos os vértices sao distintos, exceto o Ultimo&igrial ao primeiro.
Um circuito & dito sehamiltonianose contém todos os veértices @e

Dizemos que um grafo nao-orientadoé conexo(resp. completd se existe um
caminho (resp. aresta) entre qualquer par de vérticgs.d® grafoG & dito ser uma
arvorese € conexo e sem circuitos.

Dado um grafaG = (V, E), uma fun¢é@o de custo nas arestas £ — Q e um
caminhoP (resp. subgrafo, circuito, arvore), seu custo é denopmila (P) e é igual a
soma dos custos das arestas/em

O leitor interessado em saber mais sobre a teoria dos grafoenendamos o
livro de Bondy e Murty [Bondy and Murty, 1976].

2.2. Complexidade Computacional

Muitos dos problemas que tratamos neste texto sao probléancassa/P-dificil. Neste
caso, nao sao conhecidos algoritnefisientesnem se espera que existam, para o atual
modelo de computacao. A seguir damos uma breve nocda plesificativa, que esta
baseada na teoria dé¢P-completude e no modelo de maquinas de Turing. Para maiores
detalhes, veja [Cormen et al., 2001, Garey and Johnson].1979

2.2.1. Problemas de Deci®

Durante muitos anos, pesquisadores tentaram indepenuamtidesenvolver algoritmos
rapidos para varios problemas de diversos tipos, senssoc&sta dificuldade pode ser
melhor compreendida ap6s os trabalhos de Cook [Cook, JOKafp [Karp, 1972], que
montaram a base da teoria 4&-completude, a qual resumiremos a seguir.

Para comparar os tempos gastos por um algoritmo, vamosrdefiamanho de
uma instancid, para um problema, como o nUmero de simbolos usados paeseatar a
instancial através de um alfabeto com pelo menos dois simbolos. Basas propositos,
o tamanho d€ pode ser considerado como o numero de bits para repregentar

Com isso podemos definir um bem conhecido problema difidityoblema do
Circuito Hamiltoniano (CH)

Problema CH(G): Dado um grafdz, encontrar um circuito hamiltoni-
ano em=, se existir.

Vamos dizer que um algoritmoediciente ou rapido, se este resolve o problema
em tempo que é limitado por uma fungao polinomial no tamoagia instancia. No caso



do problema CH, a instancia & o grafo de entrada reprafepto conjunto de vértices
e arestas.

Como muitos problemas tem como resposta solu¢cdes mugzsswde dificil
comparacao, Cook limitou-se a problemas de decisao, preblemas para os quais a
resposta & simplesmergev ou NAO. A versao de decisdo do problema CH & apresen-
tada a sequir.

Problema DCH(G): Dado um grafoG, decidir se existe um circuito
hamiltoniano ent.

Apesar do problema CH parecer ser mais dificil que o prodl®@H, uma vez
gue um algoritmo para encontrar um circuito hamiltoniane lega diretamente a um al-
goritmo para decidir o segundo problema, a versao deateaisda conserva muito da di-
ficuldade de resolugao da versao nao decisoria. Restadl este fato, vamos mostrar que
com uma pequena perda no tempo computacional & possimefarmar um algoritmo
da versao de decisao para um algoritmo da versao nasodieciPara isto, considere um
algoritmoApcy para o problema DCH e um grafe.

Caso a chamaddpcn(G) devolvanAo, claramente nao ha circuito efhe por-
tanto nao ha solucao para o problema CH com a insté@hcia

CasoApcH(G) devolvasim, existe um circuito entz. Neste caso & necessario
encontrar tal circuito e devolvé-lo como resposta ao @mlal CH. Para isso, considere
E = {ey,...,en} € um grafoH, igual ao grafoG. Obtenha uma sequéncia de grafos
Hy,..., H,, onde o grafdd; & obtido modificando o grafé/; ; da seguinte maneira:

H Hi_y —e; seApcH(Hi-1 — ¢;) = SIM,
R L.
H, caso contrario.

Em cada iteracao, testamos se a remoc¢ao de uma aresenman circuito hamiltoniano
no grafo resultante. Em caso afirmativo, podemos descadegsta, caso contrario a
aresta deve fazer parte de um circuito. Claramente o @gfafé um circuito hamiltoniano.
Assim, € possivel obter um algoritmo para o problema CH@temdo o algoritmolpcn

m vezes. Vamos denotar tal algoritmo come. Desta forma, se o algoritmdpcH &
de tempo polinomial, o algoritmdcy também & de tempo polinomial.

2.2.2. Reduéo entre problemas

A classeNP pode ser entendida como a classe dos problemas de decisdospguais
existe uma comprovagao através de um certificado quamnespasta para o problema &
sIM. Tal certificado deve ser de tamanho polinomial no tamanhwstancia e deve poder
ser verificado em tempo polinomial.

Por exemplo, considere um grafo de entrépara o problema DCH. Para que
o problema DCH esteja etW’P, deve existir um certificado de tamanho polinomial no
tamanho dé&-, e um algoritmo de verificagao do certificado que compraeagresposta
ao problema é de fat®iM. Tal certificado & uma prova que o grafade fato tem circuito
hamiltoniano. Um exemplo de certificado para o DCH pode secitenito hamiltoniano
C' emd. Claramente a apresentacao(deertifica que a resposta do problema & de fato



SIM, além disso, este certificado (o circuito) pode ser vedficam tempo polinomial.
Nesta verificagao, basta mostrar que de fato um circuito hamiltoniano valido dé
Note que nao é necessario encontrar o certificadoasta saber verifica-lo.

Note queNP representa uma classe grande. Por exemplo, estao nesta tridos
os problemas de decisao para os quais € possivel teslacas da correspondente versao
nao decisoria em tempo polinomial.

A classeP contém os problemas eXfP que podem ser decididos por um algo-
ritmo de tempo polinomial.

A grande questao nesta teoria & saber se verificar umgasdde fato muito mais
facil que encontrar uma solugao. Assim, surgiu a congetl®? = NP ?”. A maioria dos
pesquisadores acredita gitee /P ndo sejam o mesmo conjunto. Uma das razdes para
se acreditar nisto €& a existéncia de uma subclasgéRlehamadaV’P-completo. Para
definir esta classe, precisamos primeiro definir redugée @roblemas. Vamos dizer que
uma instancia para um problema &% tem solucao se e somente se a resposta do prob-
lema a instancia 8IM. Dizemos que um problem@ é reduivel em tempo polinomial
a um problema), P < @, se existe um algoritmo de tempo polinomial que transforma
qualquer instancidr de P para alguma instancif, de () tal quelp tem solucao se e
somente sé; tem solucao.

Duas importantes consequéncias que podemos tirar deagiungdrad < B sao as
seguintes(a) A existéncia de um algoritmo polinomial para deci@iimplica também
em um algoritmo polinomial para decidif. (b) Se for provado quel ndo pode ser
resolvido em tempo polinomial, entdtambém nao pode ser resolvido em tempo poli-
nomial.

Um problemaP € NP esta emNP-completo se todo problema déP pode
ser reduzido par#&. De certa forma, a classéP-completo contem os problemas mais
dificeis deNP, ja que a resolucao de um problew@-completo em tempo polinomial
implica que todos os problemas déP podem ser resolvidos em tempo polinorhial
Cook [Cook, 1971] mostrou que um certo problema de satislidiide de formulas
booleanas, chamado SAT,¥P-completo. Uma vez que temos um proble@®-
completo, a busca de outros problerd®-completos é facilitada. Para mostrar que
um problema erndVP & A/P-completo, basta pegar um problema ja conhecido\§es
completo e reduzi-lo para o novo problema. Desta forma, fégop, 1972] mostrou
que varios outros problemas também 48@-completos, um destes problemas & o DCH.
Desde entdo muitos problemas de interesse tem sido mossacenm\V’/P-completos.

Dizemos que um problem@, nao necessariamente de decisao, pertence a classe
NP-dificil se qualquer problema d&P pode ser reduzido & em tempo polinomial.
Como o problema DCH A/P-completo, o problema CH & um probleh@-dificil.

Uma possivel configuracao para estas classes de prab&aseguinte:

*Lembre-se que a clas3éP é grande.



NP-Dificil
NP

Figura 1: Possivel configura¢g 4o para as classes P, NP e NP-dificil.

2.2.3. Algoritmos Eficientes

Para muitos dos problemas de interesse, algoritmos pola®s&io sindnimos de algorit-
mos eficientes. Apesar de desejarmos tais algoritmos,itesque os algoritmos para
resolver problemag/P-dificeis, devam ser pelo menos de tempo exponencial.

Para se ter uma idéia do quao rapido crescem as fungpesi@nciais, vamos
supor que temos um supercomputador com velocidade de pesoesto de um Tera-
hertz{ Alem disso, vamos supor que temos um programa cuja qudetidia instrucdes
executadas é dado por uma fungde), onden & o tamanho da instancia.

A tabela 1 ilustra o tempo necessario para algumas fngoéknomiais e expo-
nenciais neste supercomputador. Usamos as abreviagggsmm segundos e séc para
séculos.

f(n) n=20 n =40 n = 60 n = 80 n = 100
n | 2,0x107 1 seg | 4,0x107 M seg | 6,0x10 ! seg | 8,0x10 M seg | 1,0x10710 seg
n? | 4,0x107 % seg | 1,6x107 7 seg | 3,6x10 7 seg | 6,4x10"? seg | 1,0x107 % seg
n® | 8,0x10 % seg | 6,4x10 ¥ seg | 2,2x10 " seg | 5,1x10 " seg | 1,0x10 ° seg
n® | 2,2x107%seg | 1,0x107% seg | 7,8x107* seg | 3,3x1073 seg | 1,0x1072 seg
2" | 1,0x107% seg 1,0 seg 13,3 dias 1,3x10° séc | 1,4x10'" séc
3" | 3,4x107° seg 140,7 dias 1.3x107 séc | 1,7x10" séc | 5,9x10?® séc

Tabela 1: Comparando tempos polinomiais e exponenciais.

Nota se que programas cujo tempo de processamento obeddgrgbas exponenciais,
como os da tabela, ndo sao praticos, mesmo para instqpequenas.

Apesar da dificuldade em se resolver problek@sdificeis, muitos destes prob-
lemas tem grande interesse pratico e necessitam de ung@soly tabela acima mostra
que o investimento em um supercomputador pode nao seresuéiciPorem, ha diversas
técnicas que fazem deste cenario menos arduo, mas asidalzastante dificil.

Nas proximas secOes veremos algumas técnicas e prableesolvidos de
maneira eficiente e outros para 0s quais nao sao espeasslafybritmos.

tMil vezes mais rapido que um computador de 1 Gigahertz.



3. Problemas Resolvidos com Programa®p Linear

Uma das principais ferramentas usadas no desenvolvimertigdritmos para problemas
de otimizagcao & a programacao linear. Um programatipede ser dado da seguinte
forma:

Problema PL(A,b,¢): Dados matrizA = (a;;) € Q™*", vetoresc =
(¢;) € Q" eb = (b;) € Q", encontrar vetor = (x;) € Q" (se existir) que

minimize c1Ty + Coa + -+ -+ CpXp (1)

1121 + Q1222 + -+ -+ A1 Ty < by,
. (91T1 + Q2%9 + ++ + + A2p Ty > bo,
sujeito a _

(2)

|

Om1T1 + OmaTe + * ++ + Qyp Ty bm .

A linha (1) representa a funcao objetivo do programa linegae pode ser tanto de
minimizacao como de maximiza¢cao. Em (2) temos as géss do problema, que po-
dem ser tanto igualdades como desigualdades. Tanto adwigétivo como as restricoes
devem ser lineares e as variavejsao definidas no conjunto dos racionais.

O conjunto de pontos que satisfazem todas as restrigéiean@ado deoliedrodo
programa linear. Dentre todos os pontos deste poliedraylastes do programa linear
sao agueles pontos do poliedro que minimizam a funcaetigb] Por uma tradicao na
area, as solu¢des de um programa linear sdo chamadabid@esbdtimase os pontos que
satisfazem todas as restricdes, nao necessarianmensspdesoluges vaveis

ExXempPLO 3.1 A figura 2 apresenta o poliedro do programa linear (3):

minimize —2z; — x9

T “+2x9 S 5 ,
2x1 +3zy < 12, 3)
sujeito a T < 4,
T > 0,
T Z 0.

Existem varios métodos para se resolver um programarli@anais conhecido
é ométodo Simplexdesenvolvido por Dantzig [Dantzig, 1951, Dantzig, 1968fim da
década de 40. O método Simplex ndao & de tempo polinomaal @nbastante rapido,
com tempo médio polinomial. O primeiro algoritmo de temmdinmial &€ devido a
Khachiyan [Khachiyan, 1979] ao desenvolver uma variantedtodo dos Elipsoides, de
problemas de programacao nao-linear. Apesar de polaiptal método nao se mostrou
pratico. Karmarkar [Karmarkar, 1984] desenvolveu o Metdos Pontos Interiores, que
além de polinomial &€ bastante rapido.

Alguns dos problemas que veremos nesta secao usam alquoasedades
das solucdbes de um programa linear. A seguir, apresestaalguns pon-
tos desta teoria. O leitor interessado podera encontrais rdatalhes so-
bre esta teoria nos seguintes livros [Chvatal, 1983, KFaramd Wakabayashi, 1996,
Papadimitriou and Steiglitz, 1982, Schrijver, 1986].



1+ 22 <5

2x1 4 3z2 < 12

minimize —2z1 — x2

\
V=21 —x0 = —9

‘ —2x1 —x0 = —4

V=221 — 29 =0

Figura 2: Programa linear com solu¢ 8o 6tima (z; = 4,2z, = 1) de valor —9.

Dado pontog;; € Rl ea; € R, i = 1,...,ned > 1, dizemos que = oy, +
asys + -+ - + any, € umacombina@o convexados pontos{y;,...,y,} se«a; > 0 e
o+ -+ o, = 1.

EXEMPLO 3.2 Os pontos que & combinago convexa de dois pontos e y Sao:

conv({z,y}) ={aix+asy: ay >0, ap > 0, oy +ay = 1}. Substituinder, = 1 —«y,

temosonv({z,y}) := {az+(1—a)y : 0 < «a < 1}. Nafigura 3, o pontg & combinago

convexa de ey. Quandox tende &), a combina@o convexa se aproxima gee quando
a tende al, a combinado convexa tende a

Ke

Figura 3: O ponto j € combina¢ o convexa de z ey, mas i € k ndo séo.

Os verticesou pontos extremaisle P sao os pontos d& que nao podem ser
escritos como combinag¢ao convexa de outros pontds.de

EXEMPLO 3.3 Os pontos, vs, v3, v4, v5 da figura 4 §0 \ertices deP.

Figura 4: V értices de um poliedro.

O seguinte teorema nos garante que solucdes 6timaaqguedices\érticesotimog do
poliedro de programacao linear podem ser obtidas efaeante.

TEOREMA 3.1 Uma solu@o 6tima de um programa linear gue\ertice pode ser encon-
trada em tempo polinomial.



Em geral os algoritmos para resolver programas linearegene que o método devolva
uma solucao que é véertice. O método Simplex, por exenpgpicontra uma solucao otima
percorrendo os vértices do poliedro.

Um poliedroP C R” & dito serdimitado, se existeV € R* tal que—M < x; <
M paratodar € P.

Dado um conjunto de pontgsemR”, definimos dfecho convexadenotado por
conyS), o conjunto dos pontos formados pela combina¢ao convesgpdntos des.
Dado um poliedraP, definimos sedecho inteirg P;, como sendo o fecho convexo dos
vetores inteiros dé. l.e., Py := conv({z € P : z & inteirg}).

EXeEmMPLO 3.4 Na figura 5 temos (a) um exemplo de poliedro, (b) seus ponteisds e
(c) o fecho inteiro do poliedro.

A

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

[l N w B
! : L

of 1 2 3 4 5 o 1 3 4 5

2
(a) (b)

Figura 5: (a) Poliedro, (b) pontos inteiros e (c) fecho intei ro.

Dado um conjunto finito e ordenadd, dizemos que”* := (x! : e € E) €0
vetor de incidénciadd, A C F; ondexg‘ = 1see € A e( caso contrario.

EXEMPLO 3.5 Seja G = (V,E) o grafo abaixo com orden@p das arestas
E = (a,b,c,d,e, f,g,h) e T o subgrafo definido pelas arestasio tracejadas.

Entio o vetor de inciéincia das arestas dE emE & o vetory” = (1,1,0,1,0,1,0).

3.1. Problema do Fluxo de Custo Nhimo

O problema do fluxo de custo minimo & um problema que temasiplicacdes e
generaliza varios problemas. Um exemplo onde este pra@blemde ser aplicado, &
na distribuicao de produtos. Considere uma empresa duiedaum certo produto em
fabricas instaladas em diferentes cidades. Cada fatemauma capacidade propria de
producao que é totalmente vendida em centros consuesidoidades). A distribuicao
dos produtos € feita através de uma rede ferroviaria odms que ligam as cidades, cada
linha possui uma capacidade de distribuicao e um custradsgorte que & proporcional
a quantidade de produtos transportados por ela. O proltensste em encontrar uma
distribuicao da producao gastando o minimo para partar os produtos.

SejaG = (V, E) um grafo orientado com funcdo de capacidades nas arestas
E — Q', demandad : V — Q e custos nas arestas: £ — Q. Dado um vértice



v € V, sed, < 0 dizemos ques &€ umconsumidore sed, > 0 dizemos ques € um
produtor. Dizemos que uma atribuicao: £ — Q" & umfluxoemG sey_ 5.,y Te —

Zeeé,(v) z. = d, paratodov € Vel < z, < ¢, para todce € E. E claro que para
existir um fluxo, deve valer qug’,, d, = 0.

EXEMPLO 3.6 A figura 6-(a) apresenta um grafo com capacidades nas arestas-
mandas nos értices. A figura 6-(b) apresenta um fluxo satisfazendo asigéss de
capacidade e demanda.

(b)

Figura 6: (a) Grafo com demandas e capacidades. (b) Fluxo vi  avel.

Dado um fluxozr : £ — Q" e uma funcao de custo nas arestas, £ — QT
definimos ocusto do fluxa: como) ., wez..

Problema bo FLUx0 DE CusTO MiNIMO (G, ¢, d,w): Dados um grafo
orientadaG = (V, E), capacidades: E — Q", demandad : V — Q7
e uma fungédo de custo nas aresias E — Qt, encontrar um fluxo
z : E — Q" de custo minimo.

A formulag¢ao consiste em encontragque

minimize " wez.
ecE

. er— er:dv YveV, (4)
sujeito a ecd+(v) ecd=(v)

0<z.,<¢c. Ve€ekF.

O seguinte teorema nos da uma informacao importanteacks solucdes in-
teiras deste programa linear.

TEOREMA 3.2 Se as capacidades nas arestas e as demandasétiibseg 0 inteiros,
ento os ertices do poliedro do fluxd@e inteiros.

3.2. Problema do Caminho de Peso Mimo
O problema do caminho minimo consiste no seguinte:

Problema bo CAMINHO MiNIMO: Dado um grafo orientad¢: =
(V, E), custos nas arestas: E — Q' e vérticess et, encontrar um
caminho de parat de peso minimo.

EXeEmMpPLO 3.7 A figura 7-(a) apresenta um grafo com pesos nas arestas e af{glr
apresenta um caminho de pestimo entres et.
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Figura 7: (a) Grafo com pesos nas arestas. (b) Caminho minim o de s para t.

Este problema apresenta aplicacbes na determinacacotde de custo minimo,
segmentacao de imagens, reconhecimento de fala, etc.

O problema do caminho minimo pode ser formulado como um esgecial do
problema de fluxo de custo minimo. Isto &, encontcgie

minimize )" ., w.7,
266(54'(’0) l‘e—zeeé_(v) .7?8 — 0 VU E V\{S,t},
266(5"'(5) Te — Zeea—(s) =

Zeeé"'(t) xe—ZeE&‘(t) e = —1,
0 < 2z, < 1 Ve€ekFk.

(5)

&
o
|
—_

sujeito a

Aplicando o teorema 3.2 obtemos o seguinte resultado:

TEOREMA 3.3 Sex & um \ertice 6timo do poliedro em (5), e@d as arestas € E onde
x, = 1 formam um caminho mimo ligandos a ¢.

3.3. Problema do Fluxo Maximo de s para t (st-fluxo maximo)

Este problema & um caso particular do Fluxo de Custo MiniNeste caso nao temos
demandas nem custo nas arestas e temos apenas um v&tmguzindofluxo e um
vérticet consumindm fluxo. O objetivo neste problema & maximizar o fluxosgearat,
respeitando as restricoes de capacidade do fluxo.

EXEmMPLO 3.8 A figura 8-(a) apresenta um grafo de entrada, ésticess et e as ca-
pacidades nas arestas. A figura 8-(b) apresenta um fluxo de r@ximo.

1
(b)

Figura 8: (a) Grafo com capacidades e demandas, (b)  st-fluxo de valor m aximo.

SejaG = (V, E) um grafo orientado, capacidades £ — Q' e vérticess e
t. Dizemos quer : E — Q" & umst-fluxose}_ ;. () Te = o5 Te = 0 Vv €
V\{st} e0 <z <c Vee E. Dado umst-fluxo z, definimos ovalor do fluxox
como sendo s+ ;) Te — D_ces-(s) Te-

Problema bo st-FLuxo MAXIMO (G, ¢, s,t): Dados um grafo orien-

tadoG = (V, E), capacidades: E — Q" e vérticess et, encontrar um
fluxo des parat de valor maximo.



Para apresentar uma formulacdo para este problema, vanioad-lo no formato
do problema de fluxo de custo minimo. Para isso, adicione anestat — s emG@G,
com custo -1 e capacidade suficientemente gramdesoma das capacidades de todas as
arestas), e coloque demandas e custos iguais a 0 para deestgnafo. Assim, encontrar
o fluxo de custo minimo nesta instancia € o mesmo que maairifluxo des parat no
problema original.

EXeEmMPLO 3.9 A figura 9 apresenta a transform@g do grafo de entrada apresentado
na figura 8 no formato do problema do fluxo de custaimo.

Figura 9: Transformag¢ &o da inst ancia da fig. 8-(a) para fluxo de custo minimo.

A formulacao do problema dg-fluxo maximo consiste em encontrague

minimize —x
er—er:O YoeV,
sujeito a e+ (v) ecd—(v)
0 < =z, < ¢ VYe€ekFE.

O proximo resultado segue direto da aplicacao do teo®gha

COROLARIO 3.4 Se as capacidades SAo inteiras, erdio os \ertices do poliedro dat-
fluxo €0 inteiros.

3.4. Problema do Corte de Peso Mimo

SejaG = (V, E) um grafo orientado com capacidades £ — Q' e vérticess e t.
Um conjunto de arestas (S), S C V é dito ser umst-corteses € S et ¢ S. Por
simplicidade, dado um conjunto de vérticesisamos tanto o termo corte para o conjunto
de arestag™ (S) como para o conjunto de vérticés Definimos acapacidade de um
st-corte S, como send@(d*(S)) := > _ 4+ (sy) Ce- O problema dat-corte minimo pode
ser definido da seguinte maneira:

Problema po st-CORTE MiNIMO: Dado um grafo orientad6: =
(V, E), capacidades: E — Q" e vértices; et, encontrar umst-corte de
capacidade minima.

Este problema encontra aplicagdes no projeto de redesodectividade,
classificacao de dadg@data mining) particionamento de circuitos VLSI, etc.

Um dos resultados classicos nesta area € o teorema do rfi@xamo/corte
minimo, apresentado a seguir.

TEOREMA 3.5 O valor de umst-fluxo maximo des parat & iguala capacidade de um
st-corte mnimo.



Um st-corte S de capacidade minima pode ser obtido a partir de um fluge valor
maximo, comecandé com o vértices e acrescentando outros vertices que podem receber
mais fluxo a partir de algum vértice de Um vérticej ¢ S pode receber mais fluxo de
um vértice: € S'se(i,j) € Eex;; <c;;ouse(j,i) € Eexj > 0.

ExXempLO 3.10 A figura 10 apresenta (a) um grafo de entrada com capacidadss n
arestas, (b) um fluxo de valorarimo do ertice s para o \érticet e (c) um corte rimimo
separand et.

1 1
(a) Capacidades (b) st-Fluxo de valor 5 (c) st—Corte de capacidas

Figura 10: Fluxo m aximo de s para t e corte minimo separando s e t.

Os resultados que vimos envolvendo fluxos e corte foram pafagyorientados,
mas 0s mesmos resultados podem ser obtidos para grafawieétados. De fato, os
resultados para grafos nao-orientados podem ser obtidesndo transformacdes para
grafos orientados. Uma estratégia € trocar cada arestasentacao por duas arestas
sobre 0s mesmos vértices, mas de orientacdes opostas.

4. Modelagem por Programa@o Linear Inteira

Na secao anterior, vimos o tratamento de varios proldaetaaesolucao polinomial. Nesta
secao também consideramos problew@sdificeis. Para que possamos aplicar técnicas
mais elaboradas, precisamos entender um pouco de modedaggroblemas através de
programacao linear inteira.

Os problemas resolvidos anteriormente puderam ser rdsslvle maneira efi-
ciente através do uso da programacao linear. A pergweagrge € se € possivel usar
programacao linear também na resolucao de probleWfaslificeis. A resposta, como
seria de se esperar, & que sim. Programacao linear tardhéna das principais ferra-
mentas no tratamento de problendB-dificeis, tanto na obtencéo de algoritmos exatos,
heuristicos ou aproximados. Nesta se¢cao apresentammalfcdes para varios proble-
mas. Um problema resolvido de forma eficiente, & o problemardparelhamento de
peso maximo. Todos os demais problemas apresentadosagatasagV’P-dificeis.

Um programa linear inteiro & muito parecido com um progréinear. De fato a
Unica diferenca € a restricao adicional das varggerem inteiras.



Problema PLI(A, b, ¢): Dados matrizA = (a;;) € Q™*", vetores: =
(¢;) € Q" eb= (b;) € Qm, encontrar vetor = (z;) € 7" (se existir) que

minimize ¢z + cowo + -+ 1y
1171 + a12T9 + -+ + A1 Ty bi,

<
. (21T1 + A2oXo +  + + + A2, Ty > by,
sujeito a _

Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn bm .
Aparentemente as diferencas com programas linearesesgaeipas, mas em termos com-
putacionais, ha uma grande distancia entre elas.

TEOREMA 4.1 O problema de Programéip linear inteiroeé N'P-dificil.

4.1. Modelagem atraes de varaveis birarias

O uso de variaveis binarias € uma das estratégias matasipara formular problemas
de otimizacao. Neste caso, uma variavel do programardipede assumir valdr ou 1.
Em geral, a idéia principal consiste em definir varia®¢is digamosr;,i = 1,...,n, tal
que ser; = 1 entdo o objeta pertence a solugdo, caso contrario o objatéo pertence
a solucao.

4.1.1. Problema do Emparelhamento de Peso &imo

Neste problema, temos que achar um conjunto de arestasal®p@snaximo todas elas
sem extremidades em comum. Dado um gi@fe- (V, E), dizemos quel/ C E & um
emparelhamentde G se M nao tem arestas com extremos em comum.

Problema b0 EMPARELHAMENTO DE PESO MAXIMO (G,c¢): Dados
um grafoG = (V, E), e custos nas arestas E — Q, encontrar em-
parelhamentd! C E que maximize:(M).

Algumas aplicacOes deste problema sao as seguintdmiigdio de candidatos para vagas
maximizando aptidao total, atribuicao de motoristasvdeeulos, formacao de equipes
(e.g, equipes de um chefe e varios subordinados), conexaoreuitos VLSI, etc.

Para formular este problema vamos usar variaveis bmagigpara cada aresta
e € E. Nesta formulacao, a variavel, para uma aresta = (u,v), tem valorl se
(u,v) pertence ao emparelhament6 easo contrario. Note que para definir um empar-
elhamento viavel através das variaveise € F, a Unica restricao que temos que repre-
sentar & que em nenhum veértice deve incidir mais que unséaar@dssim, a formulacao
do problema de emparelhamento consiste em encantae

maximize Y coze
eck
Z ze < 1 YveV, (6)
sujeito a ecd(v)
z. € {0,1} Ve€eFE.

Como veremos posteriormente, este problema pode serideselwm tempo polinomial.



4.1.2. Problema da Mochila

Para entender este problema, considere a seguinte &aiddma empresa pode investir
até B reais em diferentes projetés= {1, ...,n}, cada projeta necessita de um investi-
mento des; reais e tem um lucro esperadow@eeais. O objetivo do problema & escolher
0S projetos que maximizam o lucro total sem ultrapassar ielido orcamento. Mais
formalmente, o problema da mochila pode ser definido como:

Problema DA MOCHILA(B, n, s,v): Dados itensS = {1,...,n} com
valorv; e tamanha; inteiros,i = 1,...,n, e inteiroB, encontrailS' C S
que maximiza_, ., v; tal que) . ., s; < B.

Outras aplicagdes ocorrem em problemas de carregamenteidulos, problemas de
corte e empacotamento, criptografia, etc.

Para formular o problema da mochila, vamos definir solsgieavés de variaveis
binariasz;, i € S tal quex; = 1 indica que o elementopertence a solugaoe = 0
indica que o elementbnao pertence a solugao. O programa linear consiste eongar
x que

maximize Z VX,
1€S

siz; < B,
sujeito a ics
z; € {0,1} Vies,
ondeS = {1,...,n}. Note que se uma variave| é igual a 1, seu pesg & contado no

lado esquerdo da restricao e seu valdge contado na funcao objetivo.

4.1.3. Problema da Localizago de Recursos

Neste problema estamos interessados em localizar pontostdcao de recursos para
atender os elementos de um conjunto.

Problema DA LOCALIZAGAO DE RECURSOSn, m, f,c): Dados poten-
ciais recursog” = {1,...,n}, clientesC = {1,...,m}, custosf; > 0
para instalar o recursoe custos;; > 0 para um clientg ser atendido
pelo recursa. EncontrarA C F e atribuicdap : C — A que minimiza o
custo total para abrir os recursos éire atender cada clienfepor ¢(j),
jeC.

Este problema encontra aplicagcdes na instalacao degds distribuicao de mercadorias,
centros de atendimento, instalagao de antenas em taleocagdes, etc.

Note que aqui temos de determinar quais 0S recursos quesri@stalar e como
conectar os clientes aos recursos instalados. Temos pdossde custos envolvidos. Se
resolvermos instalar o recurgpdevemos pagaf; pela sua instalacao. Além disso, to-
dos os clientes devem ser atendidos por algum recurso. Agsagamos um preco pela
conexao estabelecida entre um cliente e o recurso instglaglesteja mais proximo. Va-
mos definir solugdes através de variaveis binagiag € F, e variaveisr;j, ¢ € F e
j € C. Aligualdadey, = 1 & equivalente a dizer que o recutistoi escolhido para ser



instalado e a igualdadg; = 1 & equivalente a dizer que o clientesera atendido pelo
recursoi. Assim, o problema consiste em enconfrary) que

minimize Z fzyz + Z CijTij
icF ijeb
>
ijeR
sujeito a zi; <y Vij e E,
v € {01} VieF,
ZTij € {0,1} Vie FejeC.

1 Vjel,

A primeira restricao indica que todo cliente deve ser ctago a algum recurso. A se-
gunda restricao indica que um cliente s6 deve ser cote@aim recurso instalado (se
y; = 0 esta restricao for¢a que; = 0 para todgj € C).

4.1.4. Problema daArvore de Steiner

SejaG = (V, E') um grafo ndo-orientado’E um subconjunto d&’.

Problema DA ARVORE DE STEINER: Dados um graf@i = (V, E), um
conjuntdl’ C V e uma fungao de custo nas arestas; — Q* encontrar
uma arvore ent: contendo todos os vértices dee que seja de custo
minimo.
Os vértices e’ sao chamados de vérticesminais Neste caso, estamos procurando
um subgrafo dé’ que conecta todos os terminais e & de custo minimo.

Este problema encontra aplicagdes no roteamento detosd/LSI (VLSI Layout
and routing) projeto de redes de conectividade, determinacao defeaagbres de sinal
em redes Oticas, construcao de arvores filogenéttas,

EXEMPLO 4.1 No grafo da figura 11, osértices quadrados representam @stices ter-
minais e o subgrafo definido pelas arest@bdas uma solugo para o problema darvore
de Steiner.

Figura 11: Grafo com arvore de Steiner em destaque.

Em muitos problemas que envolvem alguma estrutura de deidlacte, &€ comum
usarmos variaveis binarias para as arestas de conexgefal as arestas tem custos que
definem o custo de uma solucao, o qual estamos querendmizani Alem disso, per-
mitem facilmente escrever restricdes relativas asigésts de conectividade que devem
ser respeitadas.

Vamos definir as solucdes através de variaveis bisasjatal quez;; = 1 se a
arestaij pertence a solucao, caso contrario a aresta nao peréesolucao.



Para formular este problema, usaremos o conceito de cajaF'Sum conjunto
de arestas que nao define uma solugao viavel para o pralde Steiner. Neste caso,
devem existir véertices terminaise ¢ que nao estao conectados através das arestas em
F. Neste caso, & possivel particionar o conjunto de \@stien duas partese S, onde
S=V\S, s€ S, teSenenhuma aresta deliga véertices de5 a.S. Certamente, pelo
menos uma das arestas do cofte) deveria estar na solu¢ao. A formula¢ao que veremos
usa exatamente esta condicao e inclui restricdes gqgarfoque pelo menos uma aresta
seja escolhida —para todo corte— separando dois terminais.

EXEMPLO 4.2 A figura 12 mostra um grafo onde oartices terminais&o quadrados. A
atribuicdo parax definida comz, = 1 para as arestas@idas ex, = 0 para as arestas
tracejadas @0 & uma solugo viavel, pois existe um corte que separa os dois terminais
que esh sendo violado. Havendo a desigualdade de carfet z, + z; + x4 + z; > 1

na formula@o, tal atribuigio inviavel rio seria permitida.

Figura 12: Atribuic ao inv alida para o problema de Steiner.

Assim, esta formulacao inclui todas as restricdes dteape separam pelo menos dois
terminais. O problema consiste em encontrgue

minimize Y c.z.
eck

e > 1 VSCcV: SNT#T e SnT#0, (@)
sujeito a e€d(S)
re € {0,1} Vee E,

ondeT & o conjunto de vértices terminais.

A primeira restricao imp0e que todo corte que separa thiminais deve ter
pelo menos uma aresta que pertenca a solucao. Apesaladidade de desigualdades
envolvidas nesta formulacado ser exponencial, veremggepormente que & possivel
aproveitar esta formulacao de maneira mais pratica.

4.1.5. Problema do Caixeiro Viajante

Este problema & conhecido na literatura cofnaveling Salesman Problem (TSe)é
talvez o problema mais estudado na area de otimizacabinatdria. Esta atracao se
deve ao desafio que este problema tem sido para os pesgesddoante varios séculos
aliado a uma definicao simples com varias aplicagoasqgas.



Problema TSP(G, ¢): Dados um grafo completé = (V, E) e um custo
c. emQ" para cada aresta determinar um circuito hamiltoniart® que
minimizec(C).

EXEMPLO 4.3 Na figura 13, apresentamos a saptima de um circuito hamiltoniano
para uma inskncia euclidiana de 52 pontos na cidade de Berlin.

Figura 13: Circuito 6timo ligando 52 pontos na cidade de Berlin.

Algumas aplicacdes deste problema consistem em: pe#ara solda de circuitos im-
pressos, determinacgao de rotas de custo minimo, seigixeento de DNA, etc.

Para descrever a formulagdo, vamos definir as solucfiaséa de variaveis
binariasz;;, tal quexz;; = 1 indica que a arestg pertence a solugdog; = 0 in-
dica que a arestg nao pertence a solucao. A formulacao que iremos aptas esta
baseada em dois pontd$) a solucao deve ser formada por circuitos disjuntos cdbrin
todos os vertices @) o solucao deve ser conexa. Estes dois pontos forcam aqulegae
seja apenas um circuito.

No primeiro ponto, as restricdes devem garantir que ero ¥édtice incidem ex-
atamente duas arestas. Colocando apenas esta regpocionos obter uma atribuicao
que & um conjunto de circuitos disjuntésneste ponto que usamos restricdes que forcam
gue a solucao seja conexa. A estratégia € a mesma usadagrablema de Steiner, para
garantir uma solucao conexa. Neste caso, todo corte depelo menos duas arestas na
solucdo. Podemos pensar que cada conjdntal quel) # S C V, divide o conjunto de
vértices em duas parteS,e V' \ S. Se estamos percorrendo o circuito Sirem algum
momento o circuito deve ir pafd \ S e posteriormente deve voltarsa Isto poderia ser
repetido mais vezes, mas certamente deve ter pelo menoargstss da solugao ligando
SeV\ S. O programa linear consiste em encontraue

minimize Zcexe

ecE
( Z T, = 2 YoeV,
ecd(v) (8)
sujeito a Te > 2 VScV, S+#0,
e€d(S) (restricOes de corte)
r. € {0,1} Vee FE.

\

4.2. Formulagdes com varaveis inteiras

Nesta se¢ao vamos considerar problemas usando fordesl@pr programas lineares in-
teiros com variaveis nao necessariamente binarias.



4.2.1. Problema de Empacotamento

Uma empresa deve vender objetos= {1,2,...,m}, cada objeta com demanda,
gue devem ser recortados a partir de placas que devem teramfigucacao previamente
estabelecida. Ha um total deconfiguragbes possiveis e cada configuracdem a;;
items do objeta. O objetivo & encontrar as quantidades que a empresa deee de
cada configuracao para suprir a demanda, cortando o méamnaaro possivel de placas.

EXEMPLO 4.4 Na figura 14 apresentamos quatro configuias posweis de placas.
Cada placa tem uma quantidade fixa de itens de cada objeto.ada 3 tem O itens
do objeto 1, 1 item do objeto 2, 3 itens do objeto 3 e 2 itens jet@ld.

AT T A
DD | = D

Figura 14: Configura¢c Oes de placas a serem cortadas

3

Para formular este problema, vamos definir variaveisrasei; > 0 para cada
placa;j. A variavelz; da a quantidade de placas na configuraggae devemos cortar.
Além disso, as placas a serem cortadas devem suprir a dardarmbjetoi. Para satis-
fazer as demandas, devemos impor para cada objgte a soma dos itengortados em
todas as placas seja pelo menos sua dem@ndisto €a; 1 x1 + ajpxs + - - - + i, > d;.

EXEMPLO 4.5 Considere as configurées apresentadas na figura anterior. Suponha
qued; = 950, dy = 1150, d3 = 495 e dy, = 450. O programa linear consiste em
encontrarx que

minimize T1+ Tog+ T3+ 24
3r; +8xs +2x4 > 950,
2%1 +11‘3 +31‘4 Z 1150 s (9)
sujeito a 1x,q +3x3 +1xry > 495,
1z +2x3 +1xy > 450,
r € Z* i=1,...,4.
Na forma geral, o programa linear consiste em encontrare
minimize =+ + -+,
((anzi +anrs+ o Fapr, > d
U171 + Q2Tp + + - + Q2T > da
sujeito a : Do
Om1T1 + OmaTe + *+* + Ayp Ty Z dm
{ T e 7, 1=1,...,n.

Outras aplicacOes onde este problema ocorre & no cobardes, alocacao de comerciais
de TV, alocacao em paginas de memoria, corte de pla@®(vnadeira, chapas, tecido,
espuma, etc), empacotamento em contéineres, etc.



4.2.2. Truques de modelagem

Durante a formulacao de um problema, podemos precisalgdestruquespara tratar
certas condicdes. Veremos algumas destas e o0s truquesdemos aplicar.

Desigualdades excludentesSuponha que em uma formulacéao deve ocorrer apenas uma
entre duas desigualdades: ou vdle < o' ou valed”"x < o mas ambas nao podem ser
validas na formulagdo. Podemos implementar estasqg@ssrusando uma nova variavel
binaria, digamosg\, com valor) se vale a primeira desigualdadé easo a segunda deva
ocorrer. As duas desigualdades, junto com estas corslpdde ser formulada como
segue.

a'x —M-A < o,
a'v —M-(1-A) < o,
A e {0,1},

ondeM & um valor suficientemente grande.

Alternativas no lado direito de igualdades: Se deve valer a igualdade = o onde

a € {aq,...,q4}, podemos usar novas variaveis binamas. .., A, ondeA; = 1 se

e somente se a igualdade satisfeiteeé= «;. Assim, este tipo de restricdo pode ser
implementada como segue:

ax = Zle ;A\,
Z;C:l A’L =1 s
A; e {0,1}.

Penalidades em desigualdadesAs vezes permitimos que uma desigualdade< «
seja violadadqx fica maior quex), mas penalizamos a quantidade violada por um f&tor
Este tipo de condicado pode ser formulada inserindo umaweglrque represente a parte
violada e colocando um custo nesta variavel dentro de&afunbjetivo. Isto €,

minimize ... +Py,
ar < a-+vy,
y > 0.

4.2.3. Atribuicao de Frediéncias

Vamos considerar um problema onde precisamos minimizarmeend de frequéncias
usadas nas antenas, respeitando condi¢des de distatra@gares de antenas.

Problema DE ATRIBUIGAO DE FREQUENCIAS(n,d): Dados conjunto
de antenas\ = {1,2,...,n}, conjunto de freqiiénciaB = {1,2,...},

e uma fungao distancia : A x A — N, encontrar uma atribuicdo de
freqliéncias para as anterfasA — F' tal que a distancia das freqiéncias
atribuidas para as antenasj é pelo menod(i, j). O objetivo é encon-
trar uma atribuicao de frequéncias viavel que minarozvalor da maior
freqiiéncia usada.

Para formular este problema, usaremos variaygisndicando a frequiéncia
atribuida & antena Cada frequéncia deve pertencer ao intengdlo..., K}: 1 <



Figura 15: Antenas com freqi  éncias que devem obedecer dist ancias minimas.

fi < K, Vi € A. Alem disso, a atribuicao deve satisfazer a funcao ideakia:
fi— fjl > d(i,j), i€ A e j € A. Note que estas restricdes nao sao lineares,
mas podemos transforma-la em outras restricdes linegp@valentes da seguinte forma:
Usamos uma variavel binaria;; para indicar as alternativas do modulo. Sg = 0
entao deve ocorref; — f; > d(i,j) e seA;; = 1 entdo deve ocorref; — f; > d(i, j).
Assim, podemos trocar a restricao nao-linear

i fi| > dGi, )

pelas seguintes restricdes lineares

fi— [ +M-Ay; > d(i,j),
fi—fi +M-(1-4y) > d(i,j),
A€ {0,1},

ondelM & um numero suficientemente grande. Note qu&;se= 0, a primeira restricao
nos daf; — f; > d(i,j) e conseqiilentemenye > f;; e a segunda restricdo & sempre
valida. O caso ond&,;; = 1 tem analise analoga. Assim, o programa linear consiste em
encontrar: que

minimize K

[ fi— i+ M-A; > d(i,j) Vi#ji€AjeEA,
fi—fi+ M-(1=Ay) > d(i,j) Vi#£ji€AjeEA,
Aij € {0,1} Vi#jicAjeA,
sujeito a fi > 1 Vie A,
fi < K Vie A,
fi € Z Vie A,
| K € Z.

5. Técnicas para Tratamento de Programas Lineares Inteiros

Nesta secao consideramos varias técnicas para obtegies a partir dos modelos de
programacao linear inteira.

5.1. Relaxando o Programa Linear Inteiro

Para alguns problemas, a simples estratégia de relaxandg0es de integralidade pode
nos levar a boas informacodes, algumas vezes até acssldtimas. Este &€ o caso do
problema de emparelhamento de peso maximo em grafositigeart



5.1.1. Emparelhamento de Peso Ekimo em Grafos Bipartidos

Veremos que & possivel resolver o problema do emparelitande peso maximo de
maneira simples e eficiente quando o grafo & bipartido. Uafody = (V, F) & dito ser
bipartidoseV pode ser particionado em duas patkee Y tal que todas as arestas He
tem extremidades em partes distintas.

EXeEMPLO 5.1 Na figura 16, apresentamos um grafo bipartido com um empanedmto
em destaque.

Figura 16: Arestas n &o tracejadas formam um emparelhamento do grafo.

Considere a formulacao (6). Esta formulagdo nos dagsomo espacd0, 1}7,
onde cada ponto & um emparelhamento possivel. O fechmidistes pontos, denotado
pelo nome deoliedro dos emparelhamentds um grafoG = (V, E) € definido como

Pimy (G) = conv({x* € RF : M &um emparelhamento ef}),

ondex™ & o vetor de incidéncia do emparelhamehfo

Uma primeira tentativa para tratar este problema & apf@imatravés da
programacao linear. Para isso, vamos relaxar a condigintegralidade de cada variavel,
pela pertinéncia no intervalo que contém os valoresrimgeassociados a variavel. A este
processo damos o nome ddaxa@o linear de uma formulacao inteira. A relaxagao
linear da formulacgao (6), consiste em enconirgue

maximize Z Cele
eck
oz <1 Wwev, (10)
(LPpmy) sujeito a e€d(v)
0 < 2. < 1 VeekFE.

A primeira impressao & que o poliedrbPp,,,) pode nos levar a solu¢gdes otimas
que nao sao inteiras. De fato, algumas solu¢des otpndem nao ser inteiras, como
mostra o seguinte exemplo.

EXeEmMPLO 5.2 Considere o seguinte grafo bipartido com custosanis:

&
e &

A formula@o (10) aplicado a este grafo, consiste em encontras (z.,, Te,, Tes, Te,)
que

maximize Tey + Tey + Tey + Tey
Tey +I62 S 17 Teg +$e4 S ]-;
Tey + Tey <1, Tey + e, <1, (12)
0<z, <1, 0<wz,<]1,
0<z, <1, 0<uz, <1

sujeito a



Os seguintes vetore&s solu@esotimas deste programa linear:

T o

¢ = (1,0,0,1) 2" =(0,1,1,0) "= (1,111
Apesar da soluo =" ser solu@o 6tima do programa (11), estado € um \ertice do
poliedro, A as solufesz’ e " o SAo. De fato,z” & combinaéo convexa de’ e z”
(xm — %l‘/ + %l‘”).
Como podemos suspeitar, todos os vértices do poliedragafacada L Pg,,, ) —quando
definida para grafos bipartidos— sao inteiros. Assim, aisgg resultado atribuido a

Birkhoff [Birkhoff, 1946] e von Neumann [von Neumann, 19%3yalido.
TEOREMA 5.1 SeG & um grafo bipartido, e@io L Pgy,, (G) = Pam, (G).

Com este teorema, basta encontrar uma solucao otim# gerice, do programa linear
(L Pgym, (G)) para obter um emparelhamento émApesar deste método ter dado resul-
tados bons para o problema de emparelhamento em grafosdiganao é para todos os
problemas para os quais temos esta sorte. De fato, paradsqweblemagV/P-dificeis,
nao €& esperado que isto ocorra.

5.1.2. Obtendo delimitantes para a soluo 6tima

Mesmo que um poliedro ndo seja inteiro, ele pode nos damiv#gdes Uteis sobre seu
correspondente fecho inteiro. Séfaum poliedro e/ o0 conjunto de pontos inteiros em
P. Denote porP; o correspondente poliedro inteiro @n(i.e., Pr := conv(I)). Quando
tratamos com programacao linear inteira, queremos maimem P;, mas em geral so
temosP. Algumas consideragdes que podemos fazer acerca desgsotiedros sao as
seguintes{(i) As solucdes 6timas e, e P podem estar muito proximagi) Todos os
pontos deP; pertencem &.

Vamos denotar pafP, ¢, min) (resp.(Pr, ¢, min)) 0 programa linear (resp. linear
inteiro) de minimizacao sobre o poliedrfb(resp. P;) com a funcao objetivo definida pelo
vetor de coeficientes. Os seguintes resultados para um problema de minimizs&g@o
validos em relacao & e P;.

PROPOSIAAO 5.2 A solugo 6tima de(P, ¢, min) & menor ou igual que a solég 6tima
de(Pr, ¢, min).

Este resultado nos ajuda a dizer mais sobre a qualidade dsalugé&o viavel, uma vez
que o valor da solucao 6tima esta entre o valor da solwgavel e o valor do programa
relaxado.

PROPOSIAAO 5.3 SeL & o valorotimo de( P, ¢, min) (limitante inferior) eU & o valor de
uma solugo viavel (limitante superior), &0 necessariament&ima, para(F;, ¢, min),
enfio esta solugo viavel esh a no néiximo um fatoi// L do valor da solugo 6tima.

Resultados analogos podem ser obtidos para problemasxi@izegao.

5.2. Resolvendo Programa@o Linear Inteira por Arredondamento

Neste método, partimos de um modelo em programacaor linegra. Relaxamos a
formulacao e obtemos uma solugcao 6tima para o probletaazado. Em seguida, us-



amos uma estratégia para arredondar as variaveis fEa@srpara que assumam valores
inteiros. A seguir, veremos algumas destas estratégias.

5.2.1. Arredondamento Simples

Este método consiste simplesmente em arredondar aseigrieacionarias para valores
inteiros, de tal maneira a obter uma solucao viavel. No@{o a seguir, aplicamos esta
técnica ao problema de empacotamento, visto na secdo 4.2

EXeEmMPLO 5.3 Considere a formulao (9) do exemplo 4.5. A relaxag linear desta
formulag@o é a seguinte:

minimize T1+ To+ T3+ 24
3£E1 +8!E2 +2IL‘4 2 950,
217 +1lz3 +3x4 > 1150,
sujeito a 1z, +3x3 +1xy > 495,
1%1 +2{L‘3 +1fL‘4 2 450,

Resolvendo este programa linear, obtemos uma &olde valor437,656 e valoresr; =
0, o = 26,406, =3 = 41,875 e x4 = 369,375. Como o timero de placas em uma
solu@o deve ser inteiro, uma soléag o6tima deve usar pelo menos 438 placas.

Arredondando as vaaveis fraciorrias para cima, obtemos uma soag;viavel
T de valorz;, = 0,7, = 27,73 = 42 e, = 370, com um total de&39 placas. Assim, se
esta solu@o réo for 6tima, ela usa no A&ximo uma placa a mais que uma s@o@tima.

5.2.2. Arredondamento lterativo

Esta estratégia consiste em executar varias iterafagedondamentos simples até que
se obtenha uma solugao viavel, ou um sistema inviavadaGteragao consiste em re-
solver o programa linear relaxado fixando permanentemdgienas variaveis para val-
ores inteiros. A primeira iteracao comeca com a saua@ma fracionaria da relaxacao
da formulacao inteira.

Esta estratégia foi usada por Jain [Jain, 2001] no probldenprojeto de redes
com tolerancia a falhas, que & uma generalizacao ddgmabda arvore de Steiner, ap-
resentado na secao 4.1.4. Jain mostrou que em cadaiemcorrespondente programa
relaxado ou & uma solucao viavel, ou tem pelo menos umavehde valor fracionario
pelo menosl/2. Assim, o algoritmo escolhe em cada iteracdo, todas aaveds com
valor pelo menod /2 para serem arredondadas para 1. Neste artigo, Jain mosti&a qu
solucao obtida por este algoritmo & no maximo duas veipesjue a solucao 6tima. Este &
o melhor fator de aproximacao teérico conhecido pam@stblema. O leitor podera en-
contrar mais sobre algoritmos de aproximacao em [Canwedlal., 2001, Vazirani, 2000].

5.2.3. Arredondamento Probabilstico

Nesta estratégia, obtemos uma solucao fracionaria pamprograma relaxado da
formulacdo inteira. Em seguida, arredondamos as \@is&le maneira probabilistica.



Este método foi introduzido por Raghavan e Thompson [Raghand Thompson, 1987]

e vem sendo usado com sucesso para varios problemas. Unplexi®mo usado por
Goemans e Williamson [Goemans and Williamson, 1994] parablgma de satisfatibil-
idade maxima. Os autores formularam este problema atdevé@m programa linear com
variaveis binarias. Resolveram o programa relaxadoegprétaram as variaveis como
probabilidades. Assim, uma variavel do programa linelaxeelo com valor:, = 0,8, &
arredondado para 1 com probabilidad& O algoritmo apresentado por eles além de ter
boa aproximacao, faz parte dos melhores algoritmosesiiss para este problema.

5.3. Branch & Bound e Programa@o Linear Inteira

A estratégia d&ranch & Boundconsiste em enumerar 0 espaco de solucdes atravées de
uma arvore de enumeracao e percorrer os ramos da amdoenda sistematica, evitando
percorrer ramos que levam a solucgdes inviaveis ou qodenam a solu¢des melhores que

as ja encontradas. Este & um método geral que pode seadipk problemas de varias
formas, nao necessariamente de otimizagao.

Vamos ver uma simplificagdo do método Branch & Bound péterosolugcdes
otimas inteiras de um programa linear de minimizagaoar®orfe de enumeracao do
método Branch & Bound tem um no raiz que representa todgacesde solucdes do
problema. Além disso, cada nd da arvore representa ugrara linear sendo que o nd
raiz representa o programa linear relaxado.

O algoritmo mantém um conjunto de nos ativos, inicialreeagpenas com o n6
raiz, e a melhor solugao viavel encontrada durante a busca. Em cada iteragao do
método, escolhe-se um dppara ser removido do conjunto de ativos e avaliado. Vamos
denotar pomwal(y) o valor da solugag, casoy seja solugdo viavel, osc sey = ; e
OPT-LR®, ¢, min) uma solucao 6tima do programa lin€#}, ¢, min), quando este for
viavel, ou() caso contrario.

BRANCH-BOUND-SIMPLIFICADO (P, ¢, min)
onde (P, ¢, min) & o programa linear relaxado

1 y* + {Solucdo heuristica para o problema, () se ndo obteve solugao}
2 U « val(y*)
3 Ativos«+ {P}
4  enguanto Ativos # () faca
5 escolha ) € Ativos e remova () de Ativos
6 y <+ OPT-LRQ, ¢, min)
7 se val(y) < U entdo
8 se y € inteiro entao
9 U «+ val(y);
10 Yty
11 sendo
12 seja y; uma variavel fracionaria em y e o seu valor
13 Q +—Qn{z:z < l|a]}
14 Q"+~ Qn{zx:x; > [al]}
15 Ativos « AtivosU {Q', Q"}
16 devolva y*.



O método Branch & Bound ndao necessita que a arvore de eagéeeseja binaria
nem que a ramificagao seja nas variaveis, estas satégssmacomumente usadas nas
varias implementacdes deste métoHomportante que em cada ramificacio o espaco de
solucdes representado no nod ramificado deve estar egppael® nos seus ramos. Por sim-
plicidade, na descricao acima, inserimos também odniésos no conjunto de ativos,
mas na pratica, sempre que um no € viavel e inteiro, iaamabs a melhor solu¢éo con-
hecida sem inserir no conjunto de ativos.

EXEMPLO 5.4 Considere o programa linear inteiro, que consiste em erreont que

maximize 3xy + 42,
( —51‘1 +3!E2 S 3 s
201 H4zy < 17,
. 102y 44zy < 45,
sujeito a - > 0,
) Z O )
T, To € Z .

\

Na figura 17 apresentamos a ramifiéaggerada por uma execéig espetfica do al-
goritmo Branch & Bound neste programa linear. A seguir, tledanos como esta
ramificag@o foi gerada.

Inicialmente aarvore comeca apenas com @ maiz A, contendo o programa
linear relaxado e valor de sol@p 6tima igual a20,5. O no raiz € ativo e tem solEp
otima com valor fracioariaemz; (z; = 3,5).

O nb ativo A & removido e ramificado em outros doisos, um (® B) com a
adicao darestri@oz; > 4 ([3,5] = 4) e outro (6 C) com a adiéo da restri¢oz; < 3
(13,5] = 3). Agora temos dois@ds ativos, os dsB e C.

Vamos supor que o primo ro a ser removido do conjunto de ative® o C. A
solu@o 6tima do programa linear associado a est@éfraciorario emaz,. Assim, este
no & ramificado em outros dois ativos um com a rest@g adicionalz, > 3 (n6 D) e
outro adicionandac, < 2 (n6 E). Neste momento, temog&¢$rros ativos, osdsB, D eE.

Vamos escolher agora crkE. Esteé um 1 inteiro, portanto, podemos guardar
esta solugo emy*, com valor 17, a melhor encontradaéab momento. Com isso 0s
atuais ros ativos 80 os 1osB e D.

Agora, vamos escolher @rB. Verificamos que estedre viavel e seu programa
linear apresenta sol@p de valor 17. Est& o mesmo valor da melhor solg que
conhecemos, e portanto neste ran@mria solu@es de valor melhor que @ jobtida.
Neste caso, estére simplesmente podado. Agoraimico ro ativoé o ro D.

Removendo-se corD do conjunto de ativos, observamos que a satugtima
deste @ tem o valor dexr; fracionario. Com isso ramificamos em doié3) um adicio-
nando a restri@o z; < 2 (n6 F) e outro adicionando a restrép x; > 3. Estelltimo b
nao foi representado pois trata se de uminviavel. Desta vez anico rb ativo restante
eorkF.

Nesta iteraéo, o 1o F & removido e verificamos que tem s@adtima com valor
de z, fracionario. Assim, geramos dois ativos, um com a restég x, > 4 (nd ndo



representado por se tratar deédnnviavel) e outro com a restrép z, < 3 (N6 G). Agora
o Unico ativoé o b G.
Na Ultima iterag@o, o ro G & removido e verificamos que tem sd@agnteira de

valor 18, melhor que o valor anterior d¢. Neste momento atualizamgscom a solugo
deste 0.

Como raio temos mais@s ativos, podemos devolver a s@ognteiraotima em
y* de valor 18.

Funcao Objetivo
max 3x1 + 4zo

2
OoPT= 17

E

Figura 17: Uma enumera¢ ao da arvore de Branch & Bound, sem n  0s invi aveis.

Um caso particular deste tipo de Branch & Bound & quando Haveds sao
binarias. Neste caso a ramificacdo de um n6 simplesnfi@atema variavel en) em
um dos ramos e no outro ramo a variavel é fixada para 1.

Em geral, nao &€ necessario se duplicar todo o progranearlidurante a
ramificacao dos n6s. Podemos simplesmente usar apenpsognama linear para toda
a ramificacao. Para obter a solucao 6tima do prograneatiassociado a um no ativo,
atualizamos as restricoes particulares existentes néstO conjunto de restricdes partic-
ulares de um n@v pode ser obtido percorrendo as restricdes que estaonmalta entre
N e araiz da arvore de Branch & Bound. Quando as restricaggplares do no sao
restricdbes simples que apenas delimitam uma variarefjeral nao & necessario se adi-
cionar tal restricao, mas apenas atualizar os delingtaaid variavel. Com isso & possivel
se chegar a uma nova solucao mais rapidamente, pois toslosépara resolver progra-
mas lineares aproveitam parte das informacoes daawlugferior para 0 novo programa
linear associado a este no.

5.3.1. Estrakgias envolvidas narvore de Branch & Bound

A seguir, apresentamos outras estratégias envolvidasrgrtementacdes do método
Branch & Bound.



1. Ao escolher um n6 a ramificar, podemos escolher pelo néamuedtpior delimitante
da solucao 6tima. Por exemplo, em um problema de mingazapegue o nd que tem
o menor limite inferior. Isto permite diminuir a diferengatre os limitantes superior e
inferior. Mas nao é recomendado que se use apenas estetgsrolha.

2. Na escolha da variavel a ser ramificada, pode se escolheidaeldmais fracionaria”
(que tem a parte fracionaria mais proxima(je) ou a “menos fracionaria” (que tem a
parte fracionaria mais distante @g). No primeiro caso os ramos do n6 podem apresentar
maiores mudancas em relacao a ele. No segundo, podersge ehsolucdes viaveis mais
rapidamente.

3. Em vez de ramificacao pelas variaveis, podemos ramificavé&s de restricdes. Por
exemplo, vamos supor que temos uma solugao 6tiera um no6 e suponha que o produto
ar = a1x1 + ...+ a,x,, deva ser inteiro para um certo vetomo entanto o produter

nos da um valor fracionaria. Neste caso, podemos ramificar o n6 em outros dois, um
com a restricdax < |« e outro com a restricaor > [«].

4. Durante a busca, € interessante se usar heuristicas ens algs da arvore na tentativa
de se obter solucdes viaveis melhores.

5. Duas estratégias comuns para percorrer a arvore de ragdificé a busca em profun-
didade e a busca em largura. Freqiientemente estas dudégas sao combinadas para
direcionar a busca em ramos promissores.

6. Em alguns problemas a existéncia de algumas variaveidafixpode implicar na

fixacado de outras variaveis através de implicacogscés. Por exemplo, considere o
problema do TSP resolvido através de Branch & Bound e pnoggao linear. Dado um

nod da arvore, considere o grafo obtido do original da sggdbrma: remova as arestas
com a correspondente variavel fixada em 0 e faga uma gaotdas arestas com variavel
fixadaem 1. Se no grafo resultante existir vértice com exatde duas arestas incidentes,
podemos incluir estas arestas na solugcao do no, fixandwiaseis correspondentes em 1.

5.4. Método de Planos de Corte

Na secao 3, vimos varios problemas para os quais o poliethiro estava descrito através
de poucas desigualdades. Isto também ocorreu para o pralle emparelhamento de
peso maximo em grafos bipartidos. Estes sao bons casoguerpudemos resolver o
problema eficientemente apenas com um programa linear. URar lado, para muitos
problemas nao temos uma descri¢cdo por programacgdar latravés de poucas desigual-
dades (certamente isto nao é esperado para nenhum peablerdificil).

Note que em geral, ndo precisamos de uma descri¢cao cangdeum poliedro
inteiro P. Em geral desejamos uma solucao otirha& P, para uma certa funcao objetivo
f(z). Neste caso, a dire¢céo de busca da solugao 6tima podgiisela por esta funcao
objetivo.

Suponha que nao temds, mas temos um poliedro limitad@ que & uma
aproximacao dé’, ondeP C . Sejay, uma solugao 6tima d@ para a funcao objetivo.
Sey, € P, devolvemos o pontg, como solugdo 6tima do problema. Cago¢ P,
procuramos por uma desigualdade < ~ tal queP C {z : ax < v} eay, > 7. l.e,,
todos os pontos dB satisfazem esta desigualdade, mas o pgnt@o satisfaz. Dizemos
que esta desigualdade & phano de cortgue separg, de P. Neste caso, podemos obter



um novo poliedrd)’, adicionando esta desigualdad€ aEm seguida, encontramos uma
solucao 6tima d€)’, digamosy,, e verificamos sg; pertence ou nao &. No primeiro
caso devolvemog, como solucao 6tima, caso contrario repetimos a busaardplano
de corte que separg. Este processo se repete até que uma solucao otirRasdg@ en-
contrada. A figura 18 ilustra uma sequiéncia de inser¢gégsanos de corte, até que uma
solucao 6tima en® seja encontrada.

fung%{i

objetivo

Figura 18: Sequ éncia de inser¢ 8es de planos de corte.

Uma simplificacdo do método de planos de corte € apradarat seguir.

METODO DE PLANOS DE CORTE(Q, ¢, min)
onde (@, ¢, min) € um programa linear inicial
1 y+«+OPT-LRQ,c, min)
2 enquanto y # () e encontra plano ax < v que separa y faca
3 Q+—QNn{zr:ax <~}
4 y «OPT-LRQ, ¢, min)
5 devolva y.

O poliedro inicial Q@ pode comecar com um poliedro limitado por poucas
restricbes, mas para evitar iteracdes excessivasneeniente comeca com um bom
conjunto de restrigoes.

Algumas perguntas que aparecem nesta estratégia(§aGomo encontrar 0s
planos de corte qii) Quais os melhores planos de corte(i?) Quantas vezes o pro-
Cesso se repete ? A seguir, iremos discutir brevementestates.

5.4.1. Otimiza@o x Separa@o

Um resultado central nesta area é a equivaléncia entretbdgma de separacao e o prob-
lema de otimizagdo. Enunciaremos este resultado de raasienplificada. O leitor
podera encontrar mais informacgdes sobre estes ressléad [Grotschel et al., 1981].

O problema da separagao consiste no seguinte.

Problema DA SEPARACAO: SejaP C R" um poliedro limitado e €
R", determinar s¢ € P, caso contréario, encontrar desigualdade< b
talqueP C {z : ax < b} e ay >b.

O problema de otimizacao pode ser formulado como segue.



Problema DE OTIMIZAG AO: SejaP C R™ um poliedro limitado e <
R", encontrarc* € P tal quecz* & maximo, ou mostre que é vazio.

Grotschel, Lovasz e Schrijver [Grotschel et al., 198bktnaram que a eficiéncia
de um problema de otimizacao esta intimamente ligado egmoblema de separacao
deste problema.

TEOREMA 5.4 Para qualquer classe de poliedrosgmrios, o problema de otimizaQ
pode ser resolvido em tempo polinomial se e somente se cepralila separap pode
ser resolvido em tempo polinomial.

Nao definiremos a classe de poliedros proprios para rtéarem maiores tecnicalidades,
mas a maioria dos problemas em otimiza¢ao combinatétéeassociada a tais poliedros.

Para alguns problemas, & possivel se resolver o problerseghracao associado
de maneira eficiente. Veremos um exemplo disto posteridenen

5.4.2. Desigualdades #lidas, Faces e Facetas

Nesta secao resumiremos alguns tipos de desigualdagedantes da area. Os melhores
planos de corte sdao aqueles que alem de separar o poal@mvestao proximos do
poliedro inteiro, ou chegam a encostar no poliedro. Com, isedemos classificar as
desigualdades em desigualdades validas, faces e facetas.

SejaP um poliedro. Dizemos quexr < b &€ umadesigualdade &ida paraP se
P C {z : ax < b}. Um conjuntoF é dito ser um#acede P se existe desigualdade valida
ar < btalqueF = PN {z : ax < b}. Uma faceF de P & dita sepropriaseF # P.
Uma faceF’ de P é dita semao-trivial se() # F # P. Uma face nao-triviaF' é dita ser
umafacetade P se F' nao esta contida em outra face propriaftleA figura 19 ilustra
estas desigualdades em um poliedro.

Ponto extremal
vértice)

W Face

Figura 19: Desigualdades V alidas, Faces e Facetas.

Observe que as melhores desigualdades validas sao siquelanduzem facetas.

5.4.3. Gera@o de Planos de Corte para programa linear inteiro

Gomory [Gomory, 1958] e Chvatal [Chvatal, 1973] foram esngiros a desenvolver
métodos automatizados e finitos para se obter planos de eont problemas de
programacao linear inteiro. A seguir, veremos como éeboad de cortes obtido por



Chvatal, que foi desenvolvido a partir do método de Gomdaynos chama-los deéortes
de Chatal-Gomory

Suponha que queremos solugdes inteifas, Z" para um poliedraP := {z :
Ar < b}, A € Qm™ eb € Q. A idéia do método consiste em combinar as linhas
do sistemadx < b para obter uma desigualdade < ¢ tal que|a|x < [t] € uma
desigualdade valida. Apos isto, a nova desigualdadie < || € inserida no sistema.

Uma desigualdader < t, sendoz um vetor inteiro, pertence ao fecho elementar
de P, denotado por!(P) se existem desigualdadésr < fi,...,d,x < f,, deP e

valores n&o negativos,, .. ., \,, tal quez Nd; = a e LZ Nifi] < t. Parak > 1,
i=1 i=1

definimose®(P) := e'(P U e*~'(P)). O fechoc(P) & definido comaJ® ek (P). O

seguinte teorema foi provado por Chvatal [Chvatal, 1973]

TEOREMA 5.5 SeP & um poliedro limitado € o conjunto de pontos inteiros e engo
cony/) pode ser obtido aps um fimero finitok de operages do fecho.

A seguir, aplicamos o método de Chvatal-Gomory para aluiges para o prob-
lema de emparelhamento de peso maximo em grafos.

5.4.4. Problema do Emparelhamento de Peso &imo

Na secao 5.1.1 vimos que o problema do emparelhamentosdenp@ximo em grafos

bipartidos pode ser bem resolvido apenas com programiagiw, através da versao re-
laxada do programa linear dos emparelhamentos, repraazsgguir. Dado um grafo
G = (V, E), encontrar: que

maximize Y eck CeTe

. > z. < 1 YweV,
P | e€d(v) )
(P) sujeitoa { r, > 0 Vee FE.

Se Py, € 0 poliedro inteiro dos emparelhamentoé& & bipartido, pelo teorema 5.1,
sabemos qu® = Pp,,. Ja para o caso de grafos que nao sao bipartidos, esttadesu
pode nao ser valido. O exemplo 5.5 ilustra este caso.

EXemMpPLO 5.5 Considere o grafo da figura 20 com pesos ands nas arestas. A

atribuicdoz = (3, 3, 5. 3, ;) € alinica solugo 6tima de(P) e tem valor,5.

Figura 20: Solug ao 6tima fracion aria para a relaxa¢ do do programa linear dos
emparelhamentos.

Vamos aplicar o método de Chvatal para obter cortes @araSejal/ C V tal
que|U| > 3 & impar. Some as desigualdad€s,;,, v < 1 para todo: € U, obtendo a



desigualdade
2 Te + Z z. < |U|,
)

e€E(U) ecd(u

ondeFE(U) sao arestas com ambos extremoslémgnorando o segundo termo, temos
a desigualdad® _, ) ze < ‘%‘ Como o lado esquerdo da desigualdade deve ser in-
teiro e o direito € fracionario, podemos arredondar paiado lado direito, obtendo

ZBEE(U) Te < L‘Qﬂj . Assim, a nova desigualdade valida para este problema@uange:

U -1 .
Z xeg‘ 5 UCV, |U|>3 impar.
ecE(U)

Considere o novo programa lineéPg,,) com os cortes obtidos desta forma:
Encontrarz que

maximize Z Coe
) eck
Z re < 1 Yv eV,
e€d(v)
(Ppam) sujeito a S x < Sl yg C V. |S]impat
2
e€E|S]
xe > 0 Veec E,

ondeE[S] := {e € E : e tem ambos extremos eff}.

O seguinte teorema, provado por Edmonds [Edmonds, 1965tranque se in-
serirmos todas as desigualdades representadas no prodPgind, obtemos o poliedro
inteiro dos emparelhamentos.

TEOREMA 5.6 Py (G) = Pgmy(G).

Apesar do programéPpr,,) possuir uma quantidade exponencial de desigual-
dades, Padberg e Rao [Padberg and Rao, 1982], mostraranpgoigl@ma da separacao
das desigualdades d€%,,,) pode ser resolvido por um algoritmo de tempo polinomial.
Este resultado junto com o teorema 5.4, mostram que o praldienemparelhamento de
peso maximo em grafos quaisquer pode ser resolvido efcresrite.

TEOREMA 5.7 O problema do emparelhamento de pesaximo em grafos quaisquer
pode ser resolvido em tempo polinomial.

Apesar destes métodos para obter planos de corte seredan&utomatizados
e aplicados na resolucao de qualquer problema de progéemiiaear inteira, em tempo
finito, tais métodos sao melhor aproveitados na buscaadset de desigualdades, mas
computacionalmente ndo sao em geral bem sucedidos. Eiregées métodos sao lentos
e apresentam pequena melhora a cada insercao de plandele co

Uma estratégia que tem dado resultados melhores, é gaosge planos de corte
obtidos a partir das propriedades estruturais das sedugé cada problema, se possivel
de desigualdades que induzem facetas. Esta estratégiavaoso desenvolvimento de
algoritmos especificos para um problema, por outro ladojadidpde dos planos de



corte € melhor. Os primeiros a usar esta estratégia coessodoram Dantzigt al.
[Dantzig et al., 1954] para o problema do TSP.

A seguir, veremos uma classe de planos de corte que aparetgaries proble-
mas de otimizagao envolvendo conectividade.

5.4.5. Planos de corte e Conectividade

Alguns dos problemas que vimos anteriormente, como o prabtia arvore de Steiner e
o problema do Caixeiro Viajante, envolvem a busca de selsigépresentadas por grafos
conexos com algumas propriedades de conexidade.

Por exemplo, considere a formulacgao inteira do probleoneaikeiro viajante (8).
Duas dificuldades desta formulagcao sao as seguiijeésum problema de programacao
linear inteiro;(ii) tem niumero exponencial de desigualdades.

O namero exponencial de desigualdades de restricaortie co

Y owe>2,  VO£SCV,

e€d(S)

do programa linear relaxado ja nos traz dificuldades pater alma solucao 6tima fra-
cionaria. Por outro lado, o problema de separacao paeaips de desigualdade pode
ser resolvido em tempo polinomial. Isto implica que podeipel® menos encontrar a
solucao 6tima fracionaria da relaxacao do progra®y&ficientemente.

Para saber se um poniosatisfaz a todas as desigualdades de corte, podemos
testar se algum par de vérticeg ¢, esta separado por um cofte V' \ ) tal que

Z T.<2 seS, teV\S.
ecd(S)

Para isto, podemos executar um algoritmo para encontra¢4oarte minimo, onde cada
arestae tem capacidade,. Se o valor dat-corte minimo for menor que 2, entao o corte
gerado viola a desigualdade de corte e podemos inseri-la desigualdade valida.

Arvore de Cortes de Gomory-Hu:

Uma outra alternativa para encontrar cortes violadodg@lea o corte minimo para todos

0s pares de veértices e inserir as desigualdades ne@ssapenas para os cortes violados.
Isto pode ser feito de maneira rapida através da arvooeides de Gomory-Hu, que faz
uso de apenas — 1 chamadas do algoritmo pas&corte minimo. Cada arestade uma
arvore de corte§’, representa um corte minimo formado pelas arestas do grigiinal

gue ligam as partes dé — e. O corte minimo entre dois vértices & dado por uma aresta
no caminho da arvore de corte que liga estes vértices e tammeapacidade.

Na figura 21, apresentamos um grafo c@ahcapacidades nas arestés) uma
arvore de cortes de Gomory-Hu para este grdfy e corte minimo separando os vértices
A e G de capacidade 7 (7 & o minimo €, 7,10}).



(a)

Figura 21: (a) Grafo com custos nas arestas. (b)  Arvore de Gomory-Hu. (c) Corte
minimo entre A e G.

5.4.6. Exemplo de insergo de planos de corte para o TSP

Vamos ver um exemplo de como se comporta a insercao de eadpudldade no prob-
lema do Caixeiro Viajante, para o grafo apresentado na fRira

a7

b,5

Figura 22: Grafo com nome de arestas e respectivos custos.

Para nao sobrecarregar as figuras, em cada passo apr@s@stapenas os valores
obtidos da solucao 6tima fracionaria sem colocar ososudas arestas e seus nomes.
Na proxima figura, apresentamos o programa linear sem neahestricao, exceto os
limitantes das variaveis na relaxag@o< z; < 1). Neste caso, a solu¢ao 6tima & o vetor
nulo. Nas proximas iteracdes verificamos o comportamdotprograma linear apos a
insercao de cada desigualdade.

min Calo + Cpxp + - + 1y
sa{0<z,<1,...,0< g < 1.

Solucgao 6tima = 0.

min Calo + Cpp + + 1y

To+xTHp = 2,
S'a'{ 0<a,<1,....0<m<l.

Solucgao 6tima = 12.

Apobs adicionar:(6(A)) = 2.




ga=l 1 Tup=0 min CqZq + CpTp + +++ + Q2
ihZO
S Tq + Ty = 27
@ 2;=0 E%_O @ S'a'{ To+Te+Tg+Te = 2
A 0<2a<1,...,0<m3 <1,
A b TE
zg=0® Solucao 6tima = 14.
Apbs adicionar:(6(B)) = 2.
Ze=0
g 10 @ B min CaZq + Cpxp + -+ - + 3y
2 SE k=0
f~~‘ih:0 To+xp = 27
==t (D) =0 (@ s.a. Tot+2etTgtze = 2,
o =0 S Ty +Zet+xpt+Ty = 2
k_s'rfzo ‘_.»‘rzzo 0<2,<1,...,0< g < 1.
zg:o® . .
p - Solucgao 6tima = 15.
Apbs adicionar:(§(C)) = 2.
TZO@ min CaZa +CpTp+ -+ 1)
_ - To+Tp = 2,
STh=0 Tag+Te+Tqg+ze = 2,
s.a. Ty +Zetxpt+rTy = 2,
Tg+xp+op+x; = 2,
0<2,<1,...,0< 2, <1.

Cmg=0"

Apbs adicionar:(§(D)) = 2.

Solucao 6tima = 16.

Apbs adicionar:(§(E)) = 2.

min CaZq + CpTp + -+ + 1y
Ty + Tp

Tg + Te+xq + ZTe

s.a. Th+ZTe+2f+ 24
Tg+xf+xh+ 25
Tet+axn+x;+ 2k
0<z,<1,...,0<z

DN DN DN DN DN

AT

1,

xr.=0
Y
\{”d:f’ rp=1
: AN =0
~——
z.=.5 o =1 @
1 P zi=1
1 .
1 ,'mf:.S 3:»‘11:0
T E =0

Apbs adicionar:(§(F)) = 2.

Solucao 6tima 21,5.

min CaZg + Coxp + -+
Ty + Tp

Log+ Te+Tg+ e
Th+ZTe+2f+ 24

s.a. g+ xf+xh+ 25
Tet+axn+x;+ 2
Tgtzitzr;t+o =
0<2,<1,...,0< g < 1.

DO DN DN N DN DN

Solucao 6tima = 285.

Apbs adicionar:(§(G)) = 2.

min CaZq + CpTp + -+ + 1y
f To + Tp
Tg + Te+xq + ZTe
Th+ZTe+2f+ 24

s.a. Tq+Tf+Th+ T
Tet+zhp+ x5+ Tk
Tgt+x+x;+ 7

T + 1)

{ 0<2,<1,...,0< g

DO DO DN DN DN DN IND

ZASN I | O T T

1.

Solucao 6tima = 30.

Todas as restricdegd(v)) = 2 para todo vértice foram inseridas. Agora vamos
inserir as desigualdades de restricao de corte:



min Calo + Cpp + + 1y
Tp=1 ( l‘a _I_ l‘b
Lo+ Te+Tg+ e
zj=1 Tp+ZTe+2f+ 24
Tg+xf+xh+ 25
2 1=1 s.a. Te +Th +Tj + T
gtz +oj+a
o ) T + 1)
Apbs adicionar desigualdade do corte Te+xg+xp+ 14

minimo que separd e D (corte de valor 0) 0<z,<1,...,0< 1
z(0(S)) > 2, paraS = {A, B,C}. Solugao btima = 32.

min CaTag +CpTp+ -+ ¢

( Lo+ Tp

To+ Te+ Tqg+ Te

Tpt+Te+xf+ T4

g+ zp+oy+ 3

s.a. Lo+ Th + Tj+ Tk

gtz +x;+ 7

Tp + T

Apb6s adicionar desigualdade do corte Te+Tg+Tf+ Iy

ni Te+ Ty + Tp + Ty
minimo que separd e E (corte de valor0) | o<z, <1,... ’h(] <z

z(6(S)) > 2, paraS = {A, B,C, D}.

DO DO DN ND DNO DN N N

IAN 01100
=

8

l

ze=1

DO DO DN ND DND DN ND N DN

ANINVALE T

1.

Solucao 6tima = 33.
Ao fim da insercao de planos de corte, obtivemos uma aolugeira 6tima para
o0 TSP, de valor 33. Apesar do sucesso ao obter uma soldicAa inteira, em geral as
insercOes apenas de restricoes de corte nao sacestdiEipara resolver o problema. A
seguir, apresentamos um exemplo onde a insercao de marmste de grau e de corte
nao sao suficientes para obter uma solucao inteira.

EXEMPLO 5.6 Na figura 23, temos (a) um grafo com custos nas arestas e (b) uma
solu@o 6tima do programa relaxado do TSP.

(a) (b)

Figura 23: (a) Grafo com custos nas arestas. (b) Solug¢  do 6tima fracion aria.

A solucao fracionaria apresentado na figura 23-(b) pedeaparada através de
Comb InequalitiedEdmonds, 1965, Chvatal, 1975, Grotschel and Padbef]19Na
probxima se¢ao veremos um método para continuar a busscand solu¢ao quando nao
sabemos separar a atribuicao fracionaria.

5.5. Branch & Cut

Um algoritmo Branch & Cut & uma combinacdo do método Bhna& Bound e da
aplicacao do método de planos de corte durante a gedecarvore de Branch & Bound.
Nesta estratégia investimos um grande esfor¢co nos nas/dee para limitar seu cresci-
mento. Este esforco pode ser apresentado de varias @sm@mo o uso de estratégias



de separacao, heuristicas primais em cada n6, métedasnificacdo, pré-processamento
em cada no, gerenciamento de desigualdades validas, @mias. Muitas destas es-
tratégias podem ser aplicadas aos métodos anterioressd@waestratégias que combi-
nadas no método Branch & Cut tém obtido sucesso para npridbéemas de otimizacao
combinatéria.

A seguir, apresentamos uma descri¢ao simplificada dodo&ranch & Cut para
um problema de minimiza¢ao. Usaremos a mesma notagéia um® algoritmo Branch &
Bound.

BRANCH-CUT-SIMPLIFICADO (P, ¢, min)
onde (P, ¢, min) € um programa linear inicial

1 y* + {Solugdo heuristica para o problema, () se ndo obteve solugao}
2 U « val(y*)
3 Ativos« {P}
4  enguanto Ativos # () faca
5 escolha ) € Ativos e remova () de Ativos
6 y <+ OPT-LRQ, ¢, min)
7 enguanto y # () e encontra plano az < v que separa y faca
8 Q+—Qn{zr:ax <~}
9 y < OPT-LRQ, ¢, min)
10 se val(y) < U entdo
11 se y € inteiro entao
12 U « val(y);
13 Yy
14 sendo
15 seja y; uma variavel fracionaria em y e « seu valor
16 Q +—Qn{z:z < l|a|}
17 Q"+~ QN{x:xz; > [al}
18 Ativos + AtivosU {@', Q"}
19 devolva y*.

5.5.1. Pe-processamento

Antes de comecar a atacar intensivamente um problema\@miente fazer um pré-
processamento de maneira a diminuir o tamanho do problema.

Uma das estratégias para se diminuir o tamanho do proldeatravés da fixacao
de variaveis por custo reduzido. O custo reduzido de umawemao basica indica a
mudanca no valor da solu¢ao 6tima caso esta venha fartr ge uma solucao basica
do programa linear. A maioria dos pacotes para resolveranogs lineares apresenta
rotinas para verificar se uma variavel € nao basica & sbtecusto reduzido.

Por exemplo, considere um problema de minimizagao de wgrama linear
binario P; e suponha que temos uma solucao (inteira) viavel paggpesgrama, de valor
U. SejaP o programa linear relaxado d& ex = (xq,..., z,) uma solucéo o6tima (fra-
cionaria) deP. Denote porL o valor da solugaa. Sejar; uma variavel nao basica e



denote por; seu custo reduzido. Seja valor da variavek;, que pode ser igual@ou

1. Sejr;| + L > U, entado podemos fixar a variavglemt. Isto ocorre pois a incluséo da
variavelz; na base, com valor trocado, nos leva a uma solucao commaliar ou igual

ao da solucao viavel existente. Assim, a variayglode ser fixada sem perda da solucao
otima.

Uma vez que algumas variaveis foram fixadas, possivelnpodemos, através
de outras estratégias de pré-processamento fixar maé/e@; como pela fixacdo de
variaveis por implicacéao logica, ja comentado noaedetBranch & Bound. Apos isto,

é possivel inclusive repetir os pré-processament@siangs, até que nao possamos mais
diminuir o tamanho do problema.

Este método & em geral bastante efetivo quando os liragastperior e inferior
estao proximos, ou quando temos uma variagao grandeustss da funcao objetivo.

Estas estratégias podem ser também aplicadas em cadsanode de Branch &
Cut, embora neste caso o investimento deva ser feito coralagpara evitar investimento
computacional desnecessario, pois o resultado do p@&psamento em um nod pode ser
valido apenas para o no e seus descendentes.

5.5.2. Pool de desigualdades

Como o custo para gerar desigualdades & em geral altegrwogwardar as restricdes obti-
das dentro de um deposito de desigualdapes| de desigualdadeQuando buscamos
planos de corte para um no, podemos percorrer as desigealda pool e inserir aquelas
gue sao validas para o nd, evitando gerar novas deseyedd Novos planos de corte sao
gerados se esta busca no pool & infrutifera.

Como o pool de desigualdades pode crescer bastante, contenths desigual-
dades desnecessarias, convem manteridate para cada desigualdade. Cada vez que
o0 pool & percorrido, aumenta se a idade das desigualdagiesadssarias. Assim, peri-
odicamente, eliminamos aquelas desigualdades desagassim certa idade minima.

5.5.3. Estrakgias envolvidas narvore de Branch & Cut

A seguir, apresentamos outras estratégias envolvidasrgiementacdes do método
Branch & Cut. Neste caso, continuam valendo as estratégiaasideracdes ja descritas
para o método Branch & Bound.

1. As vezes vale mais a pena usar uma heuristica para obtesplarcorte rapidamente,
que algoritmos que garantidamente determinam a existéectlasse de planos de corte,
mas a um alto custo computacional.

2. Tailing off: A insercao de desigualdade de separac¢ao de algunssgmyde gerar mel-
horias pequenas e sobrecarregar muito o sistema. Nestecasoser mais conveniente
Nao separar estes pontos e ir direto para a ramificacao.

3. E em geral mais efetivo escolher desigualdades de diferefdsses, que concentrar
desigualdades de mesma classe.



4. Escolha as desigualdades mais violadasa Se < « € a desigualdade encontrada,
calculea - 2’ — «, ondez’ € a solucao 6tima da relaxacao representada no nantQu
maior for a diferenga, maior a chance de se diminuir a dcstéédo limitante superior com
o inferior.

5. Selecione desigualdades que cobrem todo espaco deeiaridm sistema linear “se
adapta” a cada nova desigualdade, mudando o minimo. Quaindduzimos desigual-
dades com grande quantidade de variaveis nao nulas, eectienso ocorrer & menor.

6. Periodicamente, aplique heuristicas primais nos n@\daé de Branch & Cut.

7. Em vez de buscar solucdes 6timas, pare o algoritmo apaeuto tempo de execucao.
Neste caso, devolva também a qualidade da melhor sohlgi#da. Por exemplo, se o
problema & de minimizagao, devolva a melhor soluc@mrdos de valot/ e o valorL,
correspondente ao menor valor entre 0s nos ativos restaste caso, a solugao obtida
€ no pior casd// L vezes o valor da solugao 6tima do problema.

6. Conclusio

Esperamos que ao fim deste texto o leitor esteja mais motigadotender a area
de Otimizacao Combinatéria de forma mais aprofundadarenaler outras técnicas e
métodos que nao pudemos apresentar por falta de espaco.
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