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Prefácio

O desen v olvimen to de algoritmos de apro ximação e de pro v as de

inapro ximabilidade é uma das linhas de p esquisa que mais têm crescido

na área de otimização com binatória e teoria da computação. O ob jetiv o

deste texto é apresen tar sucin tamen te uma visão sistemática das técnicas

utilizadas no pro jeto de algoritmos de apro ximação e dar uma idéia dos

limites in trínsecos da apro ximabilidade.

Ainda que os tópicos cob ertos neste texto p ossam ser encon trados

em outros livros [Ho c97, MPS98 , A CG

+

99 , V az01 ], o presen te texto se

justi�ca p ela escassez de material em língua p ortuguesa. Além disso,

a seleção de tópicos e a profundidade com que certos assun tos foram

tratados aqui são, para nosso conhecimen to, inéditas.

Este texto é sucin to no sen tido de que se limita a apresen tar os algo-

ritmos e suas análises, sem se alongar com comen tários e exemplos. Mas

cada capítulo con tém notas bibliográ�cas e uma v ariedade de exercícios

que complemen tam o texto. Esp eramos que ap esar de sucin to, o livro

tenha um caráter didático e seja útil tan to aos que pro curam uma in tro-

dução à área quan to aos que queiram estudar esse fascinan te tema mais

profundamen te.

O assun to tem m uitos pré-requisitos (teoria dos grafos, programa-

ção linear, teoria das probabilidades, complexidade computacional), que

pro curamos cobrir compactamen te em ap êndices. Recomendamos que

o leitor recorra aos ap êndices somen te na medida do necessário, com a

a juda do índice.

Os capítulos 1 e 2 apresen tam as de�niçõ es básicas, um histórico da

área e os primeiros algoritmos de apro ximação para alguns problemas

clássicos de otimização com binatória. Isoladamen te, esses dois capítulos

formam uma in tro dução ao assun to.
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iv Pref á cio

Os capítulos de 3 a 5 apresen tam os méto dos baseados em progra-

mação linear. A seção 3.1 e o capítulo 4 tratam de algoritmos simples,

cuja análise dep ende ap enas de conceitos e resultados básicos de progra-

mação linear. A o leitor que tenha conhecimen to sup er�cial no assun to,

recomendamos a leitura do ap êndice C. A seção 3.2 descrev e um algo-

ritmo não-trivial cuja análise é longa e elab orada, ainda que não en v olv a

conceitos a v ançados. O capítulo 5 apresen ta uma técnica elegan te e so-

�sticada, deriv ada do méto do primal-dual de programação linear, que se

ap óia no conceito de folgas complemen tares.

O capítulo 6 discute algoritmos probabilísticos p or meio de um exem-

plo simples mas instrutiv o. Um dos algoritmos apresen tados neste capí-

tulo utiliza programação linear. A creditamos que o con teúdo do capítulo

seja acessív el a qualquer leitor que conheça os conceitos de v ariá v el ale-

atória e esp erança, e tenha no çõ es básicas de programação linear.

No capítulo 7, sobre programação semide�nida, descrev emos uma

técnica so�sticada e relativ amen te recen te que tem sido aplicada com

sucesso a div ersos problemas. Este capítulo usa to das as ferramen tas

apresen tadas nos capítulos an teriores: generaliza a técnica de relaxaçõ es

lineares e usa um tip o de arredondamen to probabilístico b em mais so-

�sticado que os vistos no capítulo 6. O capítulo requer maturidade e

familiaridade com os v ários conceitos en v olvidos.

O capítulo 8 descrev e a classi�cação geral de problemas de otimiza-

ção do p on to de vista da apro ximabilidade. T am b ém discute a p osição

que os div ersos problemas tratados no texto o cupam nesta classi�cação.

Este capítulo p o de ser lido à parte p elos in teressados em teoria da com-

putação.

Este livro p o de ser adotado em disciplinas de �nal da graduação ou

de p ós-graduação. Alguns dos problemas no capítulo 2, e talv ez uma

ou duas demonstraçõ es de inapro ximabilidade do capítulo 8, p o dem ser

usados como um tópico em uma disciplina de graduação de análise de

algoritmos. As de�niçõ es básicas e dois ou três exemplos dev em ser

su�cien tes para dar uma idéia dos ob jetiv os da área. Uma disciplina

dedicada exclusiv amen te a algoritmos de apro ximação tem como pré-

requisitos no çõ es de teoria dos grafos, programação linear e teoria de

complexidade de algoritmos. O con teúdo completo do livro é adequado

para uma disciplina de p ós-graduação com duração de um semestre. Na

graduação, p o de-se optar, dep endendo da maturidade e in teresse dos

alunos, p or não cobrir o material da seção 3.2 e do capítulo 7, e cobrir

ap enas parcialmen te o capítulo 8. Uma v ersão preliminar do livro foi

utilizada, duran te o primeiro semestre de 2001, em uma disciplina de
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graduação na UFRJ e em disciplinas de p ós-graduação na USP e na

UNICAMP .

O livro tem 11 autores, pro v enien tes de cinco univ ersidades espa-

lhadas p or três regiõ es do país: UFMS (1 autor), UFPE (1 autora),

UFRJ (1 autora), UNICAMP (2 autores) e USP (6 autores). T o dos

participam do Pro jeto ProNEx Complexidade de Estrutur as Discr etas

( http://www.ime.usp.br/�yoshi/pronex/ ), co ordenado p or Y oshiharu

K oha y ak a w a, e a elab oração do livro fez parte das atividades do Pro jeto.

Quatro dos autores atuaram como editores, cuidando da co ordenação e

dos detalhes de edição. Com tan tos en v olvidos, é quase imp ossív el c hegar

a um consenso sobre qualquer questão esp ecí�ca. P o de-se dizer que cada

parágrafo do texto desagrada algum dos autores; esp eramos, ao menos,

que não desagrade a to dos os leitores! Os autores reuniram-se algumas

v ezes para discutir o texto, mas b oa parte da in teração e da redação

acon teceu via in ternet. F oi um p erío do de trabalho coletiv o in tenso.

Man teremos em http://www.ime.usp.br/dcc/livros/aprox/ uma

errata do livro e um endereço eletrônico para onde p o dem ser en viadas

as com unicaçõ es de erros, dúvidas e sugestõ es.

Este não é o primeiro texto em língua p ortuguesa sobre o assun to:

Katia S. Guimarães, uma das autoras desse livro, apresen tou um curso

sobre o assun to [Gui98 ] na XVI I Jornada de A tualização em Informática ,

em 1997. A quele material serviu como v ersão inicial para duas seçõ es do

presen te livro.

Agradecemos a Celina M. H. Figueiredo (UFRJ), Sulamita Klein

(UFRJ) e Luerbio F aria (UERJ) p ela sua con tribuição com uma pri-

meira v ersão da seção 2.3. Agradecemos aos alunos que leram e criti-

caram v ersõ es preliminares de alguns capítulos. Somos gratos tam b ém

ao Pro jeto ProNEx Complexidade de Estrutur as Discr etas p elo sup orte

�nanceiro para os encon tros que se �zeram necessários. Em esp ecial,

agradecemos ao co ordenador do pro jeto p elo incen tiv o e p ela disp osição

em resp onder questõ es técnicas sobre algoritmos probabilísticos. Agra-

decemos tam b ém à Comissão Organizadora do 23

o

	

Coló quio Brasileiro

de Matemática p ela op ortunidade.

Esp eramos que os leitores se divirtam e aprendam tan to quan to os

autores enquan to escreviam o livro!

Rio de Janeiro, São P aulo e Campinas, maio de 2001

M.R.C., P .F., C.G.F e F.K.M.

editores
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Capítulo 1

In tro dução

Problemas de otimização têm o ob jetiv o de encon trar um p on to óti-

mo (mínimo ou máximo) de uma função de�nida sobre um certo domínio.

Os problemas de otimização com binatória têm domínio �nito. Em b ora

os elemen tos do domínio p ossam, em geral, ser facilmen te en umerados, a

idéia ingên ua de testar to dos os elemen tos na busca p elo melhor mostra-

se in viá v el na prática p ois o domínio é tipicamen te m uito grande.

Como exemplos clássicos de problemas de otimização com binatória

p o demos citar o problema do caixeiro via jan te, o problema da mo c hila,

o problema da cob ertura mínima p or conjun tos, o problema da �ores-

ta de Steiner e o problema da satisfatibilidade máxima. T o dos surgem

naturalmen te em aplicaçõ es práticas, tais como o pro jeto de redes de

telecom unicação e de circuitos VLSI, o empacotamen to de ob jetos em

c ontainers , a lo calização de cen tros distribuidores, o escalonamen to e

roteamen to de v eículos, etc. Outras áreas de aplicação incluem a estatís-

tica (análise de dados), a economia (matrizes de en trada/saída), a física

(estados de energia mínima), a biologia molecular (alinhamen to de DNA

e proteínas, inferência de padrõ es), etc.

O desen v olvimen to de algoritmos de apro ximação surgiu em resp os-

ta à di�culdade computacional de m uitos dos problemas de otimização

com binatória: em termos técnicos, m uitos são NP-difíceis. Nessa situ-

ação, é razoá v el sacri�car a otimalidade em tro ca de uma apro ximação

de b oa qualidade que p ossa ser e�cien temen te calculada. Esse compro-

misso en tre p erda de otimalidade e ganho em e�ciência é o paradigma

dos algoritmos de apro ximação. Con v ém observ ar que um algoritmo de

apro ximação não é simplesmen te uma heurística: ele garan te encon trar,

e�cien temen te, um elemen to do domínio cujo v alor guarda uma relação

pré-estab elecida com o v alor ótimo.

1
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No início da década de 70, Garey, Graham e Ullman [GGU72],

b em como Johnson [Joh74 ], formalizaram o conceito de algoritmo

de apro ximação. O conceito já esta v a implícito em um trabalho de

Graham [Gra66 ] sobre um problema de escalonamen to em máquinas pa-

ralelas e em um trabalho de Erd®s [Erd67 ] sobre grafos bipartidos. Na

década de 90, o estudo de algoritmos de apro ximação passou a receb er

um tratamen to mais sistemático, com a formalização e o uso de técnicas

e ferramen tas aplicá v eis a to da uma gama de problemas.

É imp ortan te mencionar tam b ém o aparecimen to de certos resulta-

dos negativ os de apro ximabilidade: para alguns problemas, apro ximar é

tão difícil quan to resolv er. Em termos mais técnicos, alguns problemas

não admitem algoritmos de apro ximação com razão melhor que um certo

limiar, a menos que P = NP. As teorias nessa direção foram impulsiona-

das na década de 90 p elas descob ertas de Arora et al. [ALM

+

92, Aro95],

que pro v aram resultados desse tip o para v ários problemas usando carac-

terizaçõ es probabilísticas da classe NP.

O desen v olvimen to de algoritmos de apro ximação e de pro v as de

inapro ximabilidade é uma das linhas de p esquisa que mais cresceu ul-

timamen te na área de otimização com binatória e teoria da computa-

ção. Esta observ ação encon tra respaldo na grande quan tidade de artigos

de p esquisa que surgiram nos últimos anos (v eja nossa lista de referên-

cias bibliográ�cas). Vários livros sobre o assun to tam b ém foram pu-

blicados recen temen te: Ausiello et al. [A CG

+

99], Ho c h baum [Ho c97],

Ma yr et al. [MPS98 ] e V azirani [V az01 ]. Outro indício da eferv es-

cência da área é a grande quan tidade de teses de doutorado con-

cluídas na década de 90, algumas in tro duzindo teorias rev olucionári-

as [Aro94, Blu91, Kan92 , T re96 , Wil93].

1.1 Problemas de otimização

Um problema de otimização tem três ingredien tes principais: um

conjun to de instâncias

1

( instanc es ), um conjun to Sol ( I ) de soluçõ esSol ( I )

viá v eis ( fe asible solutions ) para cada instância I , e uma função que

atribui um n úmero v al ( S ) a cada solução viá v el S . O n úmero v al( S ) év al( S )

o v alor de S . Quando o conjun to Sol ( I ) das soluçõ es viá v eis asso ciado

a uma instância I é v azio, dizemos que a instância é in viá v el ; caso

con trário, a instância é viá v el .

1

É uma p ena que o uso tenha imp osto a tradução incorreta instância para o termo

inglês instanc e .



1.2 Algoritmos de apr o xima çã o 3

Um problema de minimização está in teressado nas soluçõ es viá-

v eis de v alor mínimo, enquan to um problema de maximização está

in teressado nas soluçõ es viá v eis de v alor máximo.

2

Quando uma dessas

alternativ as � mínimo ou máximo � está sub en tendida, dizemos sim-

plesmen te v alor ótimo e problema de otimização . Uma solução viá v el

cujo v alor é ótimo é c hamada solução ótima ( optimal solution ). O v alor

de qualquer das soluçõ es ótimas de uma instância I será denotado p or

opt( I ) . P ortan to, opt( I )

opt( I ) := v al( S

�

) ;

onde S

�

é uma solução ótima de I . É claro que esse n úmero só está

de�nido se a instância I é viá v el.

A título de exemplo, eis um problema de otimização b em conhecido:

encon trar um circuito hamiltoniano de custo mínimo em um grafo com

custos nas arestas. Uma instância desse problema consiste em um gra-

fo G e uma função c que asso cia um n úmero não-negativ o a cada aresta

de G . O conjun to das soluçõ es viá v eis de uma instância ( G; c ) é o con-

jun to de to dos os circuitos hamiltonianos de G . O v alor de um circuito

hamiltoniano C é v al ( C ) :=

P

e 2 C

c

e

.

1.2 Algoritmos de apro ximação

Considere um problema de otimização em que v al( S ) � 0 para to da

solução viá v el S de qualquer instância do problema. Seja A um algoritmo

que, para to da instância viá v el I do problema, dev olv e uma solução viá v el

A ( I ) de I . Se o problema é de minimização e

v al( A ( I )) � � opt( I ) (1.1)

para to da instância I , dizemos que A é uma � - apro ximação para o

problema. O fator � é um n úmero que p o de dep ender de I . Dizemos que

� é uma razão de apro ximação ( appr oximation factor ) do algoritmo.

É claro que � � 1 , uma v ez que o problema é de minimização. No caso

de problema de maximização, basta refazer a de�nição com

v al( A ( I )) � � opt( I )

2

A expressão �v alor da solução� p o de ser tro cada p or �custo da solução� no ca-

so de problemas de minimização e p or �p eso da solução� no caso de problemas de

maximização.
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no lugar de (1.1). É claro que nesse caso 0 < � � 1 . Um algoritmo

de apro ximação ( appr oximation algorithm ) é uma � -apro ximação para

algum � . Uma 1 -apro ximação para um problema de otimização é um

algoritmo exato para o problema.

Observ e que um algoritmo A é uma � -apro ximação para um pro-

blema de minimização (maximização) se � é uma delimitação sup erior

(inferior) para a razão en tre v al ( A ( I )) e opt ( I ) para uma instância arbi-

trária I do problema. Como o v alor de opt( I ) é em geral tão difícil de

calcular quan to uma solução ótima do problema, para demonstrar que

um algoritmo é uma � -apro ximação é essencial, como v eremos, ter b oas

delimitaçõ es para o v alor de opt ( I ) .

A cada instância I de um dado problema está asso ciado um n úmero

natural h I i que c hamamos tamanho da instância. (P o demos imaginar

que as instâncias, b em como as soluçõ es viá v eis, são cadeias de carac-

teres; nesse caso, h I i é o comprimen to da cadeia de caracteres I .) Um

algoritmo A para o problema é p olinomial se existe um p olinômio p tal

que o consumo de temp o do algoritmo é limitado p or p ( h I i ) para cada

instância I . O conceito de algoritmo p olinomial dev e ser en tendido co-

mo uma formalização da idéia de algoritmo e�cien te. Se um problema é

NP-difícil en tão é impro v á v el que exista um algoritmo p olinomial exato

para o problema.

1.3 Notação básica

A qui estab elecemos algumas con v ençõ es básicas de notação. Dada

uma função c que asso cia um n úmero a cada elemen to e de um conjun to

�nito E , denotamos o v alor de c em e p or c

e

. P ara qualquer sub conjun to

F de E , denotamos p or c ( F ) a soma dos v alores de c nos elemen tos de F :c ( )

c ( F ) :=

P

f 2 F

c

f

:

Essa con v enção v ale, em particular, quando c é um v etor indexado p or E .

Os conjun tos dos n úmeros in teiros, racionais e reais são denotados

p or Z , Q e R , resp ectiv amen te. Os sub conjun tos desses conjun tos queZ , Q , R

con têm somen te os n úmeros não-negativ os são indicados p or um �

�

�; os

que con têm somen te os p ositiv os são indicados p or um �

>

�. Assim, p or

exemplo, o conjun to dos racionais não-negativ os é denotado p or Q

�

e oQ

�

dos racionais p ositiv os p or Q

>

.Q

>

P ara outras con v ençõ es de notação, en v olv endo grafos, v etores e ma-

trizes, programação linear, probabilidades e complexidade computacio-

nal, consulte, se necessário, os ap êndices A, B, C, D e E resp ectiv amen te.



Capítulo 2

Algoritmos Clássicos

Neste capítulo descrev emos algoritmos de apro ximação para quatro

dos mais célebres problemas de otimização com binatória. Estes estão

en tre os primeiros algoritmos de apro ximação mencionados na literatura.

Cada um deles foi desen v olvido de forma indep enden te, em função das

características estruturais do problema em questão.

2.1 Escalonamen to

Um problema bastan te conhecido nos con textos de pro dução indus-

trial e de sistemas op eracionais é o de escalonamen to ( sche duling ) de

tarefas em máquinas. Estamos in teressados em uma das v ersõ es mais

simples do problema: dadas m máquinas idên ticas e n tarefas com tem-

p os de execução pré-determinados, encon trar uma atribuição das tarefas

às máquinas que minimize o temp o máximo de op eração de qualquer

uma das máquinas ( makesp an ).

F ormalmen te, o problema do escalonamen to em máquinas

idên ticas ( multipr o c essor sche duling pr oblem ) consiste no seguin te:

Problema Escalonamento ( m; n; t ) : Dados in teiros p ositiv os

m , n e um temp o t

i

em Q

�

para cada i em f 1 ; : : : ; n g , en-

con trar uma partição f M

1

; : : : ; M

m

g de f 1 ; : : : ; n g que minimize

max

j

t ( M

j

) .

De acordo com nossa con v enção de notação, t ( M

j

) :=

P

i 2 M

j

t

i

.

Dizemos que uma partição de f 1 ; : : : ; n g em m blo cos é um escalona-

men to e que o n úmero max

j

t ( M

j

) é o custo do escalonamen to. Com

essa terminologia, o problema p o de ser form ulado como: dados m , n e t ,

5



6 Algoritmos Clássicos

M

1
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1

t

6

t

7

M

2

t

2

t

5

M

3

t

3

t

4

t

1

t

2

t

3

t

4

t

5

t

6

t

7

4 2 1 5 9 2 6

Figura 2.1: Exemplo de escalonamen to com 7 tarefas em 3 máqui-

nas. A duração da tarefa i é t

i

. O critério de Graham pro duz o es-

calonamen to ff 1 ; 6 ; 7 g ; f 2 ; 5 g ; f 3 ; 4 g g , represen tado na �gura. Esse es-

calonamen to tem custo t

1

+ t

6

+ t

7

= 12 . Um outro escalonamen to é

ff 1 ; 7 g ; f 2 ; 4 ; 6 g ; f 3 ; 5 g g , que tem custo t

3

+ t

5

= 10 .

encon trar um escalonamen to de custo mínimo.

Este problema é NP-difícil mesmo para duas máquinas, ou seja,

quando m = 2 [GJ79 ]. O primeiro algoritmo de apro ximação para o

problema foi descrito e analisado p or Graham [Gra66 ] e usa um critério

m uito simples: alo car as tarefas uma a uma, destinando cada tarefa à

máquina menos o cupada. P or esse critério, a escolha da máquina que

v ai receb er determinada tarefa não dep ende dos temp os das tarefas que

ainda não foram atribuídas a nenh uma máquina. V eja um exemplo na

�gura 2.1.

Algoritmo Escalonamento-Graham ( m; n; t )

1 pa ra j de 1 a m faça M

j

 ;

2 pa ra i de 1 a n faça

3 seja k uma máquina tal que t ( M

k

) é mínimo

4 M

k

 M

k

[ f i g

5 devolva f M

1

; : : : ; M

m

g

Claramen te, ao �nal, f M

1

; : : : ; M

m

g é uma partição de f 1 ; : : : ; n g ,

ou seja, um escalonamen to. Há duas delimitaçõ es simples para o custo

opt( m; n; t ) de um escalonamen to ótimo: o temp o da tarefa mais longa
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e o custo que obteríamos se pudéssemos distribuir as tarefas p or igual

en tre as m máquinas. Em fórm ulas,

opt ( m; n; t ) � max

i

t

i

e opt( m; n; t ) �

1

m

P

n

i =1

t

i

: (2.1)

No exemplo da �gura 2.1, o segundo escalonamen to apresen tado é ótimo,

já que

1

m

P

i

t

i

= 9 ; 666 : : : Essas delimitaçõ es são usadas na análise do

algoritmo.

O caso em que n < m p o de ser resolvido de maneira simples,

atribuindo-se uma tarefa a cada máquina, assim no seguin te teorema

nos restringimos ao caso em que n � m .

T eorema 2.1 : O algoritmo Escalonamento-Graham é uma

2 -aproximação p olinomial para o Escalonamento ( m; n; t ) ,

quando n � m .

Demonstração: Seja � o v alor de t ( M

k

) imediatamen te an tes da exe-

cução da linha 4 do algoritmo em uma iteração qualquer. É claro que

� � t ( M

j

) para to do j e, p ortan to, em virtude de (2.1),

� �

1

m

P

m

j =1

t ( M

j

) �

1

m

P

n

i =1

t

i

� opt( m; n; t ) :

Assim, imediatamen te dep ois da execução da linha 4 do algoritmo, temos

t ( M

k

) = � + t

i

� 2 opt( m; n; t ) , p ois t

i

� opt( m; n; t ) de acordo com (2.1).

Essa delimitação v ale no �m de cada iteração e p ortan to aplica-se a cada

uma das máquinas. Logo, no �m da última iteração,

max

j

t ( M

j

) � 2 opt ( m; n; t ) :

Quan to ao temp o de execução, é fácil v er que o algoritmo consome temp o

p olinomial em n , já que m � n . Assim, o algoritmo é p olinomial. 2

Conforme já observ amos, o algoritmo pro cessa os dados sem conhe-

cimen to prévio da sua totalidade. Várias situaçõ es reais demandam esse

tip o de ab ordagem, en tre elas o escalonamen to de tarefas em pro cessa-

dores e a alo cação de páginas na memória primária de computadores.

Algoritmos para tais aplicaçõ es dev em ser rápidos e fornecer soluçõ es

viá v eis cujo v alor seja pró ximo do v alor ótimo. O algoritmo Escalona-

mento-Graham p ossui estas características e é conceitualmen te m uito

simples. Esse foi o primeiro algoritmo de apro ximação de que se tem

notícia, o que o torna um marco nessa teoria.
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2.2 Cob ertura p or conjun tos

O segundo problema que v amos discutir é uma abstração de v ários

problemas que são ab ordados ao longo deste texto.

Dada uma coleção �nita S de conjun tos �nitos, dizemos que uma

sub coleção T de S cobre um conjun to �nito E se to do elemen to de E

p ertence a algum conjun to de T . Neste caso, dizemos tam b ém que T

é uma cob ertura de E . O problema da cob ertura mínima p or

conjun tos ( minimum set c over pr oblem ) consiste no seguin te:

Problema MinCC ( E ; S ; c ) : Dados um conjun to �nito E , uma

coleção �nita S de conjun tos �nitos que cobre E e um custo c

S

em Q

�

para cada S em S , encon trar uma cob ertura T de E que

minimize c ( T ) .

A exigência de que S cubra E é inó cua: ela ap enas exclui as ins-

tâncias in viá v eis do problema. Chamamos o n úmero c ( T ) de custo da

cob ertura T . Assim, o problema consiste em encon trar uma cob ertura

de custo mínimo.

O MinCC é NP-difícil mesmo quando cada conjun to em S não tem

mais que três elemen tos [GJ79 ]. Uma estratégia gulosa simples para o

problema consiste em selecionar rep etidamen te o conjun to em S que é

mais �promissor� em termos de custo com relação ao n úmero de elemen-

tos ainda não cob ertos que ele con tém. Essa estratégia dá origem ao

seguin te algoritmo, prop osto p or Ch v átal [Ch v79 ], que apresen tamos em

sua v ersão recursiv a.

Algoritmo MinCC-Chv á t al ( E ; S ; c )

1 se E = ;

2 então devolva ;

3 senão seja Z em S tal que c

Z

= j Z \ E j é mínimo

4 E

0

 E n Z

5 S

0

 f S 2 S : S \ E

0

6= ; g

6 seja c

0

a restrição de c a S

0

7 T

0

 MinCC-Chv á t al ( E

0

; S

0

; c

0

)

8 devolva f Z g [ T

0

Claramen te o algoritmo dev olv e uma cob ertura de E . Há uma b oa

delimitação inferior para o v alor ótimo do problema MinCC ( E ; S ; c )
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relacionada ao algoritmo acima. P ara mostrá-la, sup onha que Z é um

elemen to de S tal que c

Z

= j Z \ E j � c

S

= j S \ E j para to do S em S . En tão,

para qualquer cob ertura T de E ,

c

Z

j Z \ E j

j E j �

c

Z

j Z \ E j

P

S 2 T

j S \ E j

�

P

S 2 T

c

S

j S \ E j

j S \ E j

=

P

S 2 T

c

S

= c ( T ) :

Segue daí que

opt ( E ; S ; c ) � j E j

c

Z

j Z \ E j

: (2.2)

A seguir, mostramos que o algoritmo MinCC-Chv á t al é uma H

n

-apro-

ximação, onde n := j E j e H

n

é o n úmero harmônico: H

n

H

n

:= 1 +

1

2

+

1

3

+ � � � +

1

n

:

T eorema 2.2 : O algoritmo MinCC-Chv á t al é uma H

n

-apro-

ximação p olinomial para o MinCC ( E ; S ; c ) , onde n := j E j .

Demonstração: A pro v a de que o algoritmo é uma H

n

-apro ximação

é p or indução em j E j . Se j E j = 0 , en tão o algoritmo dev olv e o conjun to

v azio, que é uma cob ertura de custo mínimo. Agora, sup onha que j E j >

0 , e p ortan to j S j > 0 . A dote as abreviaturas n := j E j e k := j Z \ E j , onde

Z é o conjun to escolhido na linha 3 do algoritmo. Como j E

0

j = n � k <

j E j , p o demos sup or que a coleção T

0

pro duzida na linha 7 do algoritmo

é uma cob ertura de E

0

e que c

0

( T

0

) � H

n � k

opt( E

0

; S

0

; c

0

) . Além disso,

opt( E

0

; S

0

; c

0

) � opt ( E ; S ; c ) , uma v ez que to da cob ertura de E con tém

uma cob ertura de E

0

formada p or conjun tos de S

0

. Com isso, em virtude

de (2.2),

c ( f Z g [ T

0

) =

= c

Z

+ c

0

( T

0

)

�

k

n

opt ( E ; S ; c ) + H

n � k

opt ( E ; S ; c )

�

�

1

n

+

1

n � 1

+ � � � +

1

n � k + 1

+ H

n � k

�

opt( E ; S ; c )

= H

n

opt( E ; S ; c ) :

A demais, o algoritmo é p olinomial, já que consome temp o O ( j E jj S j ) . 2
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O algoritmo MinCC-Chv á t al p o de pro duzir cob erturas de custo

arbitrariamen te pró ximo de H

n

opt( E ; S ; c ) , onde n := j E j . Mais preci-

samen te, para cada " p ositiv o, existe uma instância do problema para a

qual o algoritmo pro duz uma cob ertura de custo H

n

opt( E ; S ; c ) = (1+ " ) :

basta tomar E := f 1 ; : : : ; n g , S := f E ; f 1 g ; : : : ; f n gg , c

E

:= 1+ " e

c

f i g

:= 1 =i para cada i . Uma cob ertura de custo mínimo é f E g e o custo

desta cob ertura é 1+ " . P or outro lado, o algoritmo MinCC-Chv á t al

pro duz a cob ertura ff 1 g ; : : : ; f n gg , cujo custo é H

n

.

Assin toticamen te, o algoritmo MinCC-Chv á t al tem a melhor razão

p ossív el para o problema MinCC , p ois sab e-se [RS97] que H

n

� 1 + ln n

e existe uma constan te p ositiv a � para a qual não existe algoritmo

com razão de apro ximação menor que � ln n , com n = j E j , para o

MinCC ( E ; S ; c ) , a menos que P = NP . V eremos mais sobre isso no

capítulo 8.

2.3 Mo c hila

Nesta seção tratamos de um outro problema de otimização b em co-

nhecido: o problema da mo c hila ( knapsack pr oblem ). Esse problema

tem imp ortan tes aplicaçõ es, como p or exemplo o carregamen to ótimo de

c ontainers . P o demos en unciá-lo da seguin te maneira.

Problema Mochila ( m; n; v ; w ) : Dados um n úmero m em Q

�

,

um n úmero n em Z

>

, um n úmero v

i

em Z

�

e um n úmero w

i

em

Q

�

para cada i em f 1 ; : : : ; n g , encon trar um sub conjun to S de

f 1 ; : : : ; n g que maximize v ( S ) sob a restrição w ( S ) � m .

Os n úmeros v

i

e w

i

p o dem ser in terpretados como v alor e p eso res-

p ectiv amen te de um ob jeto i . O n úmero m p o de ser in terpretado como

a capacidade de uma mo c hila, ou seja, o p eso máximo que a mo c hila

comp orta. O ob jetiv o do problema é en tão encon trar uma coleção de

ob jetos a mais v aliosa p ossív el que resp eite a capacidade da mo c hila.

1

Uma ab ordagem de programação dinâmica [CLR92 ] resolv e o proble-

ma Mochila : basta construir uma tab ela W onde W

ij

é o p eso mínimo

de um sub conjun to de f 1 ; : : : ; i g cujo v alor é p elo menos j :

W

ij

:= min f w ( S ) : S � f 1 ; : : : ; i g e v ( S ) � j g :

1

Con v ém não confundir o problema Mochila com a sua v arian te fracioná-

ria [CLR92 ], que p ermite escolher qualquer fração de um ob jeto.
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A qui i v aria de 0 a n e j de 0 ao v alor ótimo opt( m; n; v ; w ) do problema

mais 1 . Se não há sub conjun to de f 1 ; : : : ; i g de v alor p elo menos j , en tão

W

ij

= 1 . Abaixo, segue o algoritmo e, na �gura 2.2, um exemplo.

Algoritmo Mochila-Exa to ( m; n; v ; w )

1 pa ra i de 0 a n faça W

i 0

 0

2 j  0

3 repita

4 j  j + 1

5 W

0 j

 1

6 pa ra i de 1 a n faça

7 se v

i

� j

8 então W

ij

 min f W

i � 1 ;j

; w

i

g

9 senão W

ij

 min f W

i � 1 ;j

; w

i

+ W

i � 1 ;j � v

i

g

10 até que W

nj

> m

11 seja S um sub conjunto de f 1 ; : : : ; n g

12 com w ( S ) = W

n;j � 1

e v ( S ) � j � 1

13 devolva S

W 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 4 4 1 1 1 1 1 1 1 1

2 0 2 4 6 1 1 1 1 1 1 1

3 0 1 1 1 3 5 7 1 1 1 1

4 0 1 1 1 2 3 3 3 5 7 9

5 0 1 1 1 2 3 3 3 5 7 9

Figura 2.2: Aplicação do algoritmo Mochila-Exa to à instância

m = 7 , n = 5 , v = (2 ; 1 ; 3 ; 4 ; 1) , w = (4 ; 2 ; 1 ; 2 ; 2) do problema

Mochila . A �gura exib e a tab ela W que o algoritmo calcula. O

v alor ótimo dessa instância é 9 e existem duas soluçõ es ótimas:

f 1 ; 3 ; 4 g e f 2 ; 3 ; 4 ; 5 g .

As linhas 7 a 9 são fáceis de en tender. Sup onha que S é um conjun to

de p eso mínimo den tre os que estão incluídos em f 1 ; : : : ; i g e têm v alor

p elo menos j . Se i 62 S en tão S é um conjun to de p eso mínimo den tre os

que estão incluídos em f 1 ; : : : ; i � 1 g e têm v alor p elo menos j . Se i 2 S
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en tão S n f i g é um conjun to de p eso mínimo den tre os que estão incluídos

em f 1 ; : : : ; i � 1 g e têm v alor p elo menos j � v

i

. (Se v

i

� j en tão S = f i g .)

P ara justi�car a condição de parada na linha 10, observ e que W

nj

�

W

nk

para to do k � j , uma v ez que to do sub conjun to S de f 1 ; : : : ; n g

que satisfaz v ( S ) � k tam b ém satisfaz v ( S ) � j . Assim, se W

nj

> m ,

en tão W

nk

> m para to do k > j e, p ortan to, p o demos in terromp er os

cálculos.

Infelizmen te, o n úmero de execuçõ es das linhas 3 a 10 p o de não ser

p olinomial em h v i . P or exemplo, se n = 1 e m > v

1

, esse n úmero é v

1

+ 1

enquan to que h v

1

i = O (log v

1

) . A b em da v erdade, o problema Mochila

é NP-difícil [GJ79 ]. P o demos dizer en tretan to que o algoritmo Mochi-

la-Exa to consome temp o prop orcional ao n úmero de comp onen tes da

matriz W . Esse n úmero é limitado p or ( n + 1)( �

v

+ 1) , onde

�

v

:=

P

i : w

i

� m

v

i

;

já que o v alor ótimo do problema Mochila ( m; n; v ; w ) não ultrapassa

�

v

(com �

v

= 0 se to do w

i

> m ). Não é difícil v eri�car que as linhas 11

a 12 p o dem ser executadas em temp o O ( n + �

v

) . Assim o consumo total

de temp o do algoritmo Mochila-Exa to é O ( n ( �

v

+ 1)) .

Esquema de apro ximação

Seja " um n úmero racional no in terv alo ab erto (0 ; 1) . V amos v er

agora como usar o Mochila-Exa to para obter uma (1 � " ) -aproximação

p olinomial para o problema Mochila . O seguin te algoritmo, prop osto

p or Ibarra e Kim [IK75], faz uma m udança de escala nos v alores de

uma instância ( m; n; v ; w ) do problema, obtendo uma outra instância

para a qual o algoritmo Mochila-Exa to consome temp o p olinomial

em m; n; h v i e h w i .

Algoritmo Mochila-IK

"

( m; n; v ; w )

1 se w

i

> m pa ra to do i

2 então devolva ;

3 senão #  max

i : w

i

� m

v

i

#

4 �  "#=n�

5 pa ra i de 1 a n faça u

i

 b v

i

=� c

6 S  Mochila-Exa to ( m; n; u; w )

7 devolva S
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Na linha 5 do algoritmo, b x c é o maior in teiro que não excede x . b x c

Como S é uma solução ótima do problema Mochila ( m; n; u; w ) ,

temos que

P

i 2 S

w

i

� m , ou seja, S é uma solução viá v el do problema

Mochila ( m; n; v ; w ) .

O v alor do ob jeto mais v alioso cujo p eso não excede a capacidade

da mo c hila, que é o n úmero # , é uma delimitação inferior para o v alor

ótimo do problema:

opt ( m; n; v ; w ) � # : (2.3)

Essa delimitação é usada na análise do algoritmo.

T eorema 2.3 : O algoritmo Mochila-IK

"

é uma (1 � " ) -apro-

ximação p olinomial para o problema Mochila .

Demonstração: O conjun to S na linha 6 do algoritmo é uma solução

ótima do problema Mochila ( m; n; u; w ) . Se S

�

é uma solução ótima do

Mochila ( m; n; v ; w ) , en tão

P

i 2 S

v

i

� �

P

i 2 S

u

i

� �

P

i 2 S

�

u

i

(2.4)

� �

P

i 2 S

�

(

v

i

�

� 1) (2.5)

= v ( S

�

) � � j S

�

j

� v ( S

�

) � � n

= v ( S

�

) � "#

� (1 � " ) opt ( m; n; v ; w ) : (2.6)

A desigualdade (2.4) v ale p ois S é uma solução ótima do problema Mo-

chila ( m; n; u; w ) . Já (2.5) v ale p ois u

i

> v

i

=� � 1 para to do i em S

�

.

Finalmen te, (2.6) v ale p or (2.3).

Quan to ao temp o de execução do algoritmo, temos o seguin te. A

linha 6 consome temp o O ( n ( �

u

+ 1)) , onde �

u

:=

P

i : w

i

� m

u

i

. Mas

u

i

� v

i

=� � n=" , para to do i tal que w

i

� m . Assim �

u

� n

2

=" e

p ortan to o Mochila-IK

"

consome temp o O ( n

3

=" ) . 2

Note que o algoritmo Mochila-IK

"

é um esquema que nos for-

nece, para cada " racional no in terv alo (0 ; 1) , uma (1 � " ) -aproximação

que consome temp o p olinomial em n=" para resolv er a instância Mo-

chila ( m; n; v ; w ) . Assim, Mochila-IK

"

é conhecido um esquema de

apro ximação plenamen te p olinomial ( ful ly p olynomial-time appr oximati-

on scheme ) (capítulo 8).
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2.4 Caixeiro via jan te

Nesta seção, ab ordamos um problema que surge em v árias aplicaçõ es

práticas, como a p erfuração de placas de circuito impresso e a determina-

ção de rotas de transp orte de custo mínimo. Informalmen te, o problema

consiste em determinar uma rota de comprimen to mínimo que passe exa-

tamen te uma v ez em cada um dos p on tos de um conjun to dado.

É con v enien te formalizar o problema na linguagem de teoria dos gra-

fos (ap êndice A). Em particular, con v ém recorrer ao conceito de circuito

hamiltoniano: um circuito que con tém to dos os v értices do grafo. O pro-

blema do caixeiro via jan te ( tr aveling salesman pr oblem ), denotado

p or TSP , é de�nido da seguin te maneira:

Problema TSP ( G; c ) : Dados um grafo G e um custo c

e

em Q

�

para cada aresta e , determinar um circuito hamiltoniano C que

minimize c ( C ) .

Esse é talv ez o mais famoso problema de otimização com binatória,

em parte graças às conexõ es com v ários outros problemas de otimização.

Ele é NP-difícil mesmo se c

e

2 f 1 ; 2 g para to da aresta e [GJ79 ]. Além

disso, não se conhece um algoritmo de apro ximação com razão cons-

tan te para o problema, conforme v eremos no capítulo 8. Nesta seção,

nos restringimos a um caso particular do TSP que admite algoritmo de

apro ximação com razão constan te.

Caixeiro via jan te métrico

Sup onha que o grafo G é completo e temos um custo c

ij

asso ciado a

cada par ij de v értices. Dizemos que os custos satisfazem a desigual-

dade triangular se

c

ik

� c

ij

+ c

j k

(2.7)

para quaisquer três v értices i , j e k . O TSP restrito ao conjun to de

instâncias ( G; c ) em que G é completo e c satisfaz a desigualdade tri-

angular é conhecido como problema do caixeiro via jan te métrico e

será denotado aqui p or TSPM . O problema é NP-difícil [GJ79 ].TSPM

Discutimos a seguir dois algoritmos de apro ximação para o TSPM .

A estratégia utilizada p elos dois algoritmos tem quatro passos: (1) cons-

truir uma árv ore geradora T de G ; (2) acrescen tar no v as arestas a T

para obter um no v o grafo T

0

cujos v értices têm grau par; (3) obter um

ciclo euleriano P em T

0

; e (4) obter um circuito hamiltoniano em G a

partir de P . A diferença en tre os dois algoritmos está ap enas na p olítica
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adotada para acrescen tar no v as arestas à árv ore T .

Chamamos o n úmero c ( S ) de custo de S , onde S p o de ser um cir-

cuito, um ciclo, uma árv ore, um caminho ou um conjun to de arestas.

O passo 1 da estratégia en v olv e uma árv ore geradora de custo mí-

nimo ( minimum-c ost sp anning tr e e ). Uma árv ore geradora de custo mí-

nimo dá uma b oa delimitação inferior para o v alor ótimo do problema

TSPM ( G; c ) : se remo v emos uma aresta de um circuito hamiltoniano te-

mos uma árv ore geradora de custo não sup erior ao do circuito. P ortan to,

opt( G; c ) � c ( T ) : (2.8)

Existem algoritmos simples e e�cien tes [BM76 , CLR92 ] para construir

uma árv ore geradora de custo mínimo em um grafo conexo. V amos

designar p or MST um algoritmo qualquer desse tip o. O consumo de MST

temp o do algoritmo é O ( n

2

) , onde n é o n úmero de v értices do grafo.

A op eração a que se refere o passo 2 p o de ser formalizada da seguin te

maneira. P ara qualquer conjun to F de pares não-ordenados de v értices

de T , seja T + F o m ultigrafo ( V

T

; E

T

:

[ F ) , onde E

T

:

[ F denota o T + F

m ulticonjun to que tem duas cópias de cada elemen to de E

T

\ F (ap ên-

dice A). Como o grafo sub jacen te é completo, cada aresta do m ultigrafo

T + F tem um custo b em de�nido.

Um ciclo euleriano em um grafo ou m ultigrafo T

0

é qualquer ci-

clo que con tém to das as arestas de T

0

. Um m ultigrafo conexo T

0

tem

um ciclo euleriano se e somen te se cada um de seus v értices tem grau

par [BM76]. São b em conhecidos os algoritmos [AHU74] que constro em

um ciclo euleriano em um m ultigrafo conexo sem v értices de grau ímpar.

P ara os prop ósitos do passo 3, v amos designar p or Euler um algoritmo Euler

qualquer desse tip o. O consumo de temp o do algoritmo é prop orcional

ao n úmero de arestas do m ultigrafo.

O passo 4 da estratégia transforma um ciclo gerador, ou seja, um ciclo

que con tém to dos os v értices do m ultigrafo, em um circuito hamiltoniano.

O pro cedimen to é simples: basta extrair uma subseqüência maximal

sem v értices rep etidos da seqüência ( v

0

; v

1

; : : : ; v

m

) de v értices do ciclo

gerador. Isso p o de ser realizado p elo seguin te pro cedimen to:

A t alho

1 w

0

 v

0

2 n  0

3 pa ra i de 1 a m faça

4 se v

i

=2 f w

0

; : : : ; w

n

g

5 então n  n + 1

6 w

n

 v

i
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Como o grafo é completo, a seqüência ( w

0

; w

1

; : : : ; w

n

; w

0

) de�ne um

circuito. O circuito con tém to dos os v értices do grafo, p ois o ciclo dado

con tém to dos os v értices. Cada par ( w

j

; w

j +1

) de v értices consecutiv os

no circuito é ligado p or um segmen to ( v

i

; v

i +1

; : : : ; v

i + p

) do ciclo. Graças

à desigualdade triangular (2.7), o custo da aresta w

j

w

j +1

não é maior

que o custo do segmen to. P ortan to, o custo do circuito resultan te C não

é maior que o do ciclo dado P :

c ( C ) � c ( P ) : (2.9)

Denotamos p or A t alho ( short-cut ) o pro cedimen to que acabamos de

descrev er. O temp o gasto p elo pro cedimen to é prop orcional ao n úmero

de arestas do ciclo dado e p ortan to ao n úmero de arestas do grafo.

Algoritmo de Rosenkran tz, Stearns e Lewis

No algoritmo descrito a seguir, o m ultigrafo T

0

(passo 2 da estratégia)

é obtido p or meio da duplicação de cada uma das arestas da árv ore

geradora T . O algoritmo aparece em um artigo de Rosenkran tz, Stearns

e Lewis [RSL77 ].

Algoritmo TSPM-RSL ( G; c )

1 T  MST ( G; c )

2 T

0

 T + E

T

3 P  Euler ( T

0

)

4 C  A t alho ( P )

5 devolva C

Eviden temen te, to do v értice de T

0

tem grau par e, p ortan to, T

0

tem

um ciclo euleriano. O algoritmo Euler determina um tal ciclo. Como o

conjun to de v értices de T

0

é V

G

, o ciclo euleriano P é gerador. O circuito

C dev olvido p or A t alho na linha 4 é, en tão, um circuito hamiltoniano

de G .

T eorema 2.4 : O algoritmo TSPM-RSL é uma 2 -aproximação

p olinomial para o TSPM .

Demonstração: Como P é um ciclo euleriano em T + E

T

, temos que

c ( P ) = 2 c ( T ) . En tão, p or (2.8) e (2.9),

c ( C ) � c ( P ) = 2 c ( T ) � 2 opt ( G; c ) :
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A linha 1 do algoritmo consome temp o O ( j V

G

j

2

) . As demais linhas con-

somem temp o O ( j V

G

j ) , p ois o n úmero de arestas de T

0

é menor que 2 j V

G

j .

Em suma, o algoritmo é p olinomial. 2

Algoritmo de Christo�des

Um emparelhamen to ( matching ) em um grafo é um conjun to de

arestas sem extremos em com um (ou seja, cada v értice p ertence a no

máximo uma das arestas do emparelhamen to). Um emparelhamen to

M é p erfeito se cada v értice do grafo p ertence a uma aresta de M . O

algoritmo de Edmonds [LP86 ], que denotaremos p or Edmonds , encon tra Edmonds

um emparelhamen to p erfeito de custo mínimo em temp o O ( n

3

) , onde n

é o n úmero de v értices do grafo.

O algoritmo de Christo�des [Chr76 ] acrescen ta à árv ore geradora T

um emparelhamen to p erfeito no subgrafo de G induzido p elos v értices

que têm grau ímpar em T .

Algoritmo TSPM-Christofides ( G; c )

1 T  MST ( G; c )

2 seja I o conjunto dos vértices de grau ímpa r de T

3 M  Edmonds ( G [ I ] ; c )

4 T

0

 T + M

5 P  Euler ( T

0

)

6 C  A t alho ( P )

7 devolva C

Como M é um emparelhamen to p erfeito em G [ I ] , to do v értice de

T + M tem grau par e, p ortan to, o m ultigrafo T

0

na linha 4 tem um ciclo

euleriano. O ciclo é gerador p ois T é geradora. Na linha 6 do algoritmo,

C é um circuito hamiltoniano de G .

T eorema 2.5 : O algoritmo TSPM-Christofides é uma

3

2

-

aproximação p olinomial para o TSPM .

Demonstração: Precisamos mostrar que C tem custo no máximo

3

2

opt( G; c ) . De acordo com (2.9), temos que c ( C ) � c ( P ) . P or ou-

tro lado, c ( P ) = c ( T

0

) = c ( T ) + c ( M ) . Usando (2.8), temos que

c ( C ) � c ( T ) + c ( M ) � opt( G; c ) + c ( M ) : P ortan to, para concluir que
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c ( C ) �

3

2

opt( G; c ) , basta mostrar que

opt( G; c ) � 2 c ( M ) : (2.10)

Seja C

�

uma solução ótima para o TSPM . Sejam u

1

; u

2

; : : : ; u

2 k

os v ér-

tices de I na ordem em que aparecem em C

�

. Como G é completo, a

seqüência D := ( u

1

; u

2

; : : : ; u

2 k

; u

1

) é um circuito em G [ I ] . Em outras

pala vras, D p o de ser obtido de C

�

p ela substituição de cada segmen-

to de C

�

que liga u

i

a u

i +1

p ela aresta u

i

u

i +1

de G . A desigualdade

triangular (2.7) garan te que c ( D ) � c ( C

�

) . Além disso, como D tem

comprimen to par, E

D

é a união de dois emparelhamen tos p erfeitos em

G [ I ] m utuamen te disjun tos, digamos M

0

e M

00

. Logo,

2 c ( M ) � c ( M

0

) + c ( M

00

) = c ( D ) � c ( C

�

) = opt ( G; c ) ;

sendo que a primeira desigualdade v ale p orque M é um emparelhamen to

p erfeito de custo mínimo. Isso completa a pro v a de (2.10).

A linha 3 consome temp o O ( j V

G

j

3

) , enquan to que as demais linhas

consomem temp o O ( j V

G

j

2

) . P ortan to, o algoritmo é p olinomial. 2

Prop osto em 1976, TSPM-Christofides é ainda o melhor algorit-

mo de apro ximação conhecido para o TSPM . O algoritmo TSPM-RSL

p o de ser uma b oa alternativ a em certas circunstâncias: ele consome me-

nos temp o que o TSPM-Christofides e é b em mais simples, p ois não

en v olv e a determinação de um emparelhamen to p erfeito de custo míni-

mo.

Exercícios

2.1 Mostre que o algoritmo Escalonamento-Graham ( m; n; t ) tem

razão de apro ximação 2 �

1

m

. P ara cada m , exiba uma instância

para a qual o algoritmo pro duz um escalonamen to que atinge tal

razão em relação ao ótimo.

2.2 Considere a v arian te do algoritmo de Graham que colo ca as tarefas

em ordem não-decrescen te de temp o an tes de começar o pro ces-

so de escalonamen to. Mostre que essa v arian te é uma 4 = 3 -aproxi-

mação p olinomial para o Escalonamento . Exiba uma instância

( m; n; t ) para a qual o algoritmo pro duz um escalonamen to de custo

4

3

opt( m; n; t ) .

2.3 Escrev a uma v ersão iterativ a do algoritmo MinCC-Chv á t al .
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2.4 O problema da cob ertura máxima ( maximum c over age pr o-

blem ) consiste no seguin te:

Problema MaxCC ( E ; w ; S ; k ) : Dados um conjun to �nito

E , um p eso w

e

em Q

�

para cada e em E , uma coleção S

de sub conjun tos de E e um in teiro não-negativ o k � j S j ,

encon trar uma sub coleção T de B tal que j T j = k e w (

S

T )

é máximo.

Este problema é NP-difícil [GJ79 ]. Mostre que o algoritmo guloso

que escolhe a cada passo um conjun to que cobre o sub conjun to mais

p esado de elemen tos descob ertos é uma ( 1 � (1 � k

� 1

)

k

) -aproxima-

ção p olinomial para o problema. Lem bre-se de que 1 � (1 � k

� 1

)

k

>

1 � e

� 1

, onde e é a base dos logaritmos naturais, e conclua que esse

algoritmo é uma 0 ; 63 -aproximação para o MaxCC .

2.5 Construa instâncias do MinCC com custos unitários, ou seja, ins-

tâncias ( E ; S ; c ) com c

S

= 1 para to do S em S , para as quais o

custo da cob ertura pro duzida p elo algoritmo MinCC-Chv á t al p o-

de c hegar arbitrariamen te p erto de H

n

opt( E ; S ; c ) , onde n := j E j .

2.6 Lem bre-se que ln x é a primitiv a da função 1 =x . Deduza daí que

H

n

� 1 + ln n . Conclua que o algoritmo MinCC-Chv á t al é

uma O (log n ) -aproximação p olinomial para o MinCC ( E ; S ; c ) , on-

de n := j E j > 1 .

2.7 Reescrev a o algoritmo Mochila-Exa to ( m; n; v ; w ) de mo do que

�que mais eviden te que as linhas 11 e 12 do algoritmo p o dem ser

executadas em temp o O ( n + �

v

) , onde �

v

:=

P

i : w

i

� m

v

i

.

2.8 Considere o seguin te algoritmo guloso para o problema da mo c hila:

selecione um a um os ob jetos j cujo v alor de v

j

=w

j

é máximo até

que a capacidade da mo c hila seja atingida ou to dos os ob jetos já

foram considerados. Mostre que este algoritmo não tem razão de

apro ximação constan te, ou seja, exiba uma família de instâncias

( m; n; v ; w ) do problema para as quais a razão en tre o v alor da

solução pro duzida p elo algoritmo e opt ( m; n; v ; w ) é arbitrariamen te

p equena.

2.9 O problema do empacotamen to unidimensional ( bin p acking

pr oblem ) consiste no seguin te:

Problema Emp a cot amento ( n; c ) : Dados um in teiro p o-

sitiv o n e, para cada i em f 1 ; : : : ; n g , um n úmero racional

c

i

no in terv alo fec hado [0 ; 1] , encon trar uma partição B de
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f 1 ; : : : ; n g tal que c ( B ) � 1 para to do B em B e j B j seja

mínimo.

Este problema é NP-difícil no sen tido forte [GJ79 ]. Mostre que o

algoritmo abaixo é uma 2 -aproximação p olinomial para o Emp a-

cot amento . Exiba uma instância ( n; c ) para a qual o algoritmo

pro duz uma partição B tal que j B j = 2 opt ( n; c ) .

Algoritmo Emp a cot amento-Next-Fit ( n; c )

1 k  1

2 B

k

 ;

3 pa ra i de 1 a n faça

4 se c

i

� 1 � c ( B

k

)

5 então B

k

 B

k

[ f i g

6 senão k  k + 1

7 B

k

 f i g

8 devolva f B

1

; : : : ; B

k

g

2.10 Construa uma família de instâncias ( G; c ) do TSPM para as quais o

custo do circuito hamiltoniano obtido p elo algoritmo TSPM-RSL

p o de ser arbitrariamen te pró ximo de 2 opt ( G; c ) . Construa uma

família de instâncias ( G; c ) do TSPM para as quais o custo do

circuito hamiltoniano obtido p elo algoritmo de Christo�des p o de

ser arbitrariamen te pró ximo de

3

2

opt ( G; c ) .

2.11 Considere as três seguin tes v arian tes do TSPM . Na primeira, bus-

camos um caminho hamiltoniano de custo mínimo no grafo dado.

Na segunda, queremos um caminho hamiltoniano de custo mínimo

den tre os que começam em um dado v értice s . Na terceira, que-

remos um caminho hamiltoniano de custo mínimo den tre os que

começam em um dado v értice s e terminam em um dado v értice t .

Mo di�que o algoritmo de Christo�des para que ele seja um algorit-

mo de apro ximação com razão menor que 2 para cada uma destas

v arian tes.

2.12 Mostre que os algoritmos TSPM-RSL e TSPM-Christofides p o-

dem pro duzir p éssimos resultados se aplicados a instâncias do TSP

que não satisfazem a desigualdade triangular.

Notas bibliográ�cas

A primeira v ersão desse capítulo tev e p or base o livro editado p or

Ho c h baum [Ho c97], o livro de Cormen et al. [CLR92 ], o texto de Gui-

marães [Gui98 ], as notas de aula de Williamson [Wil98] e o relatório
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técnico de Christo�des [Chr76 ]. O exercício 2.4 foi extraído do livro de

V azirani [V az01 ].

P ara o problema do escalonamen to em máquinas idên ticas, Ho c h-

baum e Shmo ys [HS88] obtiv eram um esquema de apro ximação p olino-

mial, ou seja, uma (1+ " ) -aproximação p olinomial para to do n úmero ra-

cional p ositiv o " �xo. O algoritmo descrito no exercício 2.2 foi prop osto

p or Graham [Gra69 ]. O algoritmo apresen tado na seção 2.1 é conhe-

cido como list sche duling . Div ersas v arian tes do problema são discuti-

das na literatura. Uma b oa amostra dessas v arian tes e suas aplicaçõ es

encon tra-se no livro de Bruc k er [Bru98 ] e no livro editado p or Chrétienne

et al. [CJLL95 ].

O problema da cob ertura mínima p or conjun tos, no caso esp ecial

em que to dos os custos são unitários, foi estudado primeiramen te p or

Johnson [Joh74 ], que apresen tou uma (1 + ln n ) -aproximação, onde n é

o n úmero de elemen tos no conjun to que se quer cobrir. Lo v ász [Lo v75 ],

estudando cob erturas em hip ergrafos, obtev e esse mesmo resultado. O

algoritmo MinCC-Chv á t al aplicado a essas instâncias esp eciais coinci-

de com esse algoritmo.

Um esquema de apro ximação plenamen te p olinomial para o problema

da mo c hila, que consome menos temp o e espaço do que os an teriormen te

conhecidos, foi recen temen te obtido p or Kellerer [KP99 ]. O problema da

mo c hila tem div ersas v arian tes (com precedência, não-linear, esto cástica,

m ultidimensional). O livro de Martello e T oth [MT90 ] é uma excelen te

resenha do estado-da-arte para m uitas dessas v arian tes. En tre outras

coisas, o livro apresen ta resultados computacionais sobre implemen taçõ es

de v ários algoritmos exatos e de apro ximação e con tém um disquete com

os có digos das implemen taçõ es.

O TSP é considerado um problema cen tral na área de otimização

com binatória. O livro editado p or La wler et al. [LLRS90 ], com con tri-

buiçõ es de div ersos autores, fornece uma resenha uni�cada, completa e

atualizada até 1985. Uma resenha mais recen te, devida a Jünger, Rei-

nelt e Rinaldi [JRR95], discute v árias técnicas, concen trando-se naque-

las que têm se mostrado mais e�cazes para resolv er instâncias do TSP

que surgem na prática. Den tre essas, destacamos a heurística de Lin e

Kernighan [LK73 ] e os méto dos br anch-and-cut , que baseiam-se em um

p oliedro asso ciado ao TSP [ABCC98].

A biblioteca TSPLIB , man tida p or Reinelt [Rei00 ], é uma coletâ-

nea de instâncias do TSP de div ersos tamanhos e tip os. Ela é usada

em estudos comparativ os da e�ciência e e�cácia de no v as heurísticas e

algoritmos de apro ximação para o TSP .
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Um esquema de apro ximação p olinomial para a v ersão euclidiana do

TSP em dimensão �xa foi obtido p or Arora [Aro98 ] e, logo em seguida,

indep enden temen te, p or Mitc hell [Mit99]. Um algoritmo de apro ximação

para o problema do caminho hamiltoniano de custo mínimo, nos mol-

des do algoritmo de Christo�des, foi pro jetado p or Ho ogev een [Ho o91]

(exercício 2.11). Arora et al. [A GK

+

98] apresen taram um esquema de

apro ximação p olinomial para o TSPM restrito a grafos planares.

O so�sticado algoritmo de Edmonds [Edm65a , Edm65b , LP86 ] para

encon trar um emparelhamen to p erfeito de custo mínimo é um marco

na teoria algorítmica dos grafos e está ligado às origens da teoria de

complexidade (ap êndice E).



Capítulo 3

Méto do Primal

Vimos no capítulo an terior que técnicas b em conhecidas de pro jeto

de algoritmos, como a programação dinâmica e o méto do guloso, p o dem

resultar em b ons algoritmos de apro ximação. Neste capítulo e nos pró-

ximos três, mostramos como programação linear (ap êndice C) p o de ser

usada na criação de b ons algoritmos de apro ximação.

Programação linear é uma ferramen ta útil p ois existem b ons algo-

ritmos para resolv er programas lineares. Além disso, ela p o de fornecer

b oas delimitaçõ es para o v alor ótimo do problema em questão e, como

já vimos, tais delimitaçõ es são essenciais para a análise da qualidade da

solução pro duzida p or um algoritmo de apro ximação.

P ara criar um algoritmo de apro ximação baseado em programação

linear, necessitamos de um programa linear que seja uma relaxação do

problema de otimização: cada solução viá v el do problema com binatório

dev e corresp onder a uma solução viá v el do programa linear.

3.1 Técnica do arredondamen to

Uma técnica simples mas às v ezes e�caz é a do arredondamen to .

Esta técnica consiste em arredondar uma solução ótima de um progra-

ma linear que represen te o problema original. A técnica p o de dar b ons

resultados não só com programas lineares, como v eremos no capítulo 7.

Nesta seção, v amos aplicar a técnica do arredondamen to ao problema da

cob ertura mínima p or conjun tos, já discutido na seção 2.2.

23
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Problema MinCC ( E ; S ; c ) : Dados um conjun to �nito E , uma

coleção �nita S de conjun tos �nitos que cobre E e um custo c

S

em Q

�

para cada S em S , encon trar uma cob ertura T de E que

minimize c ( T ) .

P ara aplicar a técnica do arredondamen to, precisamos form ular um

programa linear que represen te o MinCC . Considere o seguin te programa

linear: encon trar um v etor x indexado p or S que

minimize c x

sob as restriçõ es

P

S : e 2 S

x

S

� 1 para cada e em E ;

x

S

� 0 para cada S em S :

(3.1)

Neste programa, tem-se uma v ariá v el x

S

para cada S em S e, para cada

e em E , uma restrição que corresp onde à exigência de que e seja co-

b erto. O programa linear (3.1) é limitado, p ois c x � 0 para qualquer

solução viá v el x de (3.1), e é viá v el já que o v etor característico de S

satisfaz as restriçõ es de (3.1). Assim, p elo teorema forte da dualidade

(teorema C.3, ap êndice C), o programa (3.1) tem uma solução ótima ra-

cional. Como o v etor característico de qualquer cob ertura de E é viá v el

em (3.1), temos a seguin te delimitação inferior para o v alor ótimo do

problema MinCC ( E ; S ; c ) :

opt( E ; S ; c ) � c ^x (3.2)

para to da solução ótima ^x de (3.1).

Se to dos os comp onen tes de uma solução ótima ^x são in teiros, a sub-

coleção f S 2 S : ^x

S

> 0 g é uma solução ótima do MinCC , ou seja, é uma

cob ertura de E de custo mínimo. Em geral, p orém, v ários comp onen tes

de ^x são fracionários. A o arredondarmos os v alores desses comp onen tes

de maneira apropriada, p o demos obter uma cob ertura de E . A seguir,

analisamos uma p ossív el maneira de realizar este arredondamen to.

P ara cada e em E , seja f

e

a freqüência de e em S , isto é, o n úmero

de elemen tos de S aos quais e p ertence. Seja � a maior das freqüências.�

Como S cobre E , temos que � > 0 . O pró ximo algoritmo, pro jetado

p or Ho c h baum [Ho c82], escolhe um conjun to S em S para fazer parte da

cob ertura se e somen te se o v alor da v ariá v el ^x

S

é p elo menos 1 =� .
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Algoritmo MinCC-Hochba um ( E ; S ; c )

1 seja ^x uma solução ótima racional de (3.1)

2 pa ra cada e em E faça f

e

 jf S 2 S : e 2 S gj

3 �  max

e 2 E

f

e

4 T  f S 2 S : ^x

S

� 1 =� g

5 devolva T

A coleção T é uma cob ertura, como passamos a mostrar. Cada e em

E p ertence a no máximo � conjun tos de S . Este fato, jun tamen te com

a restrição

P

S : e 2 S

x

S

� 1 , garan te que ^x

S

� 1 =� para algum S que

con tém e . P ortan to, T con tém algum S que con tém e , ou seja, T é uma

cob ertura de E .

T eorema 3.1 : O algoritmo MinCC-Hochba um é uma � -apro-

ximação p olinomial para o MinCC ( E ; S ; c ) , onde � é o n úmero

máximo de v ezes que um elemen to de E aparece em conjun tos

de S .

Demonstração: O custo da cob ertura T pro duzida p elo algoritmo é

c ( T ) =

P

S 2 T

c

S

� �

P

S 2 T

c

S

^x

S

� � c ^x � � opt( E ; S ; c ) ;

onde a primeira desigualdade v ale p ois � ^x

S

� 1 para to do S em T e a

última v ale p or (3.2).

O programa linear (3.1) tem j S j v ariá v eis e j E j restriçõ es (as restri-

çõ es x

S

� 0 são implícitas) e, p ortan to, o tamanho do sistema (3.1) é

( j S j + 1) j E j + h c i . Como programas lineares p o dem ser resolvidos em

temp o p olinomial (fato C.4), a linha 1 do algoritmo p o de ser executa-

da em temp o p olinomial. As demais linhas claramen te tam b ém p o dem

ser executadas em temp o p olinomial em j E j e j S j . Assim, o algoritmo é

p olinomial. 2

3.2 Técnica métrica

Como na seção an terior, usaremos uma solução ótima ^x de um pro-

grama linear asso ciado ao problema com binatório. Desta v ez, ^x é um

v etor indexado p elas arestas de um grafo e cada comp onen te ^x

e

será

in terpretado como o comprimen to da aresta e .

V amos descrev er a aplicação dessa técnica ao problema do m ulticorte

mínimo. Dados um grafo G e um conjun to K de pares de v értices,
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dizemos que um caminho de s a t é um K - caminho se f s; t g 2 K . Um

conjun to M de arestas é um K - m ulticorte se não existe K -caminho no

grafo G � M . O problema do m ulticorte mínimo ( minimum multicut

pr oblem ) consiste no seguin te:

Problema MinMCut ( G; K ; c ) : Dados um grafo G , um con-

jun to K de pares de v értices e um custo c

e

em Q

�

para cada

aresta e , encon trar um K -m ulticorte M que minimize c ( M ) .

Há um b em conhecido algoritmo p olinomial [AMO93] para o caso

em que j K j = 1 . P ara o caso em que j K j = 2 , tam b ém existe um

algoritmo p olinomial [Hu63, Ita78]. Dahlhaus et al. [DJP

+

94 ] mostraram

que o problema é NP-difícil mesmo quando restrito às instâncias em

que j K j = 3 .

Denote p or P o conjun to de to dos os K -caminhos e considere o se-P

guin te problema de programação linear: encon trar um v etor x indexado

p or E

G

que

minimize c x

sob as restriçõ es x ( E

P

) � 1 para cada P em P ;

x

e

� 0 para cada e em E

G

:

(3.3)

O v etor característico de E

G

é viá v el em (3.3) e c x � 0 para qualquer

solução viá v el x de (3.3). P ortan to, de acordo com o teorema forte da

dualidade, o programa (3.3) tem uma solução ótima racional. A relação

en tre este programa e o MinMCut é simples: o v etor característico de

qualquer K -m ulticorte é viá v el em (3.3) e p ortan to

opt ( G; K ; c ) � c ^x (3.4)

para qualquer solução ótima ^x de (3.3).

O algoritmo abaixo foi concebido p or Garg, V azirani e Y annak a-

kis [GVY96] e fornece a melhor razão de apro ximação conhecida para

o MinMCut . Ele sup õ e que K 6= ; ; em caso con trário, o problema é

trivial.

Algoritmo MinMCut-GVY ( G; K ; c )

1 seja ^x uma solução ótima racional de (3.3)

2 k  j K jk

3 M  Central ( G; k ; K ; c; ^x )

4 devolva M
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O algoritmo Central , que detalhamos adian te, pro duz um K -

m ulticorte M tal que

c ( M ) � (4 ln 2 k ) c x : (3.5)

T eorema 3.2 : O algoritmo MinMCut-GVY é uma (4 ln 2 k ) -

aproximação p olinomial para o MinMCut ( G; K ; c ) , sendo k :=

j K j > 0 .

Demonstração: Em virtude de (3.5) e (3.4), o custo c ( M ) do m ulti-

corte M que o algoritmo dev olv e satisfaz

c ( M ) � (4 ln 2 k ) c ^x � (4 ln 2 k ) opt ( G; K ; c ) :

O n úmero de restriçõ es do programa (3.3) p o de ser exp onencial em j V

G

j .

Ainda assim, a linha 1 do algoritmo MinMCut-GVY p o de ser execu-

tada em temp o p olinomial em h G i + h c i , já que temos um algoritmo de

separação (ap êndice C) para (3.3): in terprete x

e

como comprimen to da

aresta e , calcule um caminho de comprimen to mínimo de s a t para cada

f s; t g em K . Se algum destes caminhos, digamos P , tiv er comprimen to

menor que 1, o v etor x não satisfaz a restrição de (3.3) corresp onden te

a P . Do con trário, x satisfaz to das as restriçõ es de (3.3). Esse algorit-

mo de separação consome temp o p olinomial em h G i (use o algoritmo de

Dijkstra [AMO93], p or exemplo) e p ortan to a linha 1 do algoritmo p o de

ser executada em temp o p olinomial em h G i + h c i .

A solução ^x é racional e h ^x i é limitado p or um p olinômio em h G i (fa-

to C.4). Como mostraremos ao analisar o algoritmo Central , a linha 3

consome temp o p olinomial em h G i + h c i + h ^x i e p ortan to p olinomial em

h G i + h c i . Assim, p o demos concluir que o algoritmo MinMCut-GVY é

p olinomial. 2

Algoritmo cen tral

O algoritmo Central receb e um grafo G , um in teiro k � 1 , um

conjun to K de no máximo k pares de v értices, um v etor racional c e um

v etor racional não-negativ o x tal que x ( E

P

) � 1 para to do K -caminho P .

Dado o caráter recursiv o do algoritmo, é necessário re�nar a esp eci�ca-

ção (3.5): o algoritmo Central pro duz um K -m ulticorte M tal que

c ( M ) � (2 ln 2 k )(1 +

1

k

j K j ) c x : (3.6)

P ara obter um tal m ulticorte, Central calcula uma partição ( S; T ) de S

T
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V

G

que separe os dois v értices de algum par em K de mo do a man-

ter c ( � ( S )) razoa v elmen te p equeno. A partição ( S; T ) induz a partição

( A; � ( S ) ; B ) de E

G

, onde A é o conjun to das arestas que têm am b os osA

extremos em S e B é o conjun to das arestas que têm am b os os extremosB

em T . O algoritmo é en tão aplicado, recursiv amen te, ao grafo ( V

G

; B ) .

P ara descrev er o algoritmo Central , precisamos de alguma nota-

ção. P ara quaisquer v értices s e u , seja x ( s; u ) := min

P

x ( E

P

) , ondex ( s; u )

o mínimo é tomado sobre to dos os caminhos P de s a u (é claro que

x ( s; u ) = 1 se não existe caminho de s a u ). P o demos in terpretar

x ( s; u ) como a distância de s a u . P ara qualquer n úmero � , denotamos

p or V ( s; � ) o conjun to de to dos os v értices à distância no máximo � de s ,V ( s; � )

ou seja,

V ( s; � ) := f v 2 V

G

: x ( s; v ) � � g :

Imagine que as arestas do grafo são tub os, sendo x

e

o comprimen to e

c

e

a área da secção transv ersal do tub o e . Com essa in terpretação em

men te, denote p or # ( s; � ) o v olume da parte da tubulação que dista no# ( s; � )

máximo � de s :

# ( s; � ) := c

A

x

A

+

P

uv 2 � ( S ) ; u 2 S

c

uv

( � � x ( s; u )) ;

onde S := V ( s; � ) e c

A

e x

A

são as restriçõ es de c e x , resp ectiv amen te,

ao conjun to de arestas A := E

G [ S ]

. É claro que # ( s; � ) � c x qualquer

que seja � .

Agora estamos pron tos para descrev er o algoritmo Central .

Algoritmo Central ( G; k ; K ; c; x )

1 se K = ;

2 então devolva ;

3 senão se c x = 0

4 então devolva f e 2 E

G

: x

e

> 0 g

5 senão sejam s e t os extremos de um K -caminho

6 seja v

1

; : : : ; v

n

uma o rdenação dos vértices

7 tal que x ( s; v

1

) � � � � � x ( s; v

n

)

8 pa ra i de 1 a n faça p

i

 x ( s; v

i

)p

i

9 j  1 + max f i : p

i

= 0 g

10 enquanto # ( s; p

j

) > ((2 k )

2 p

j

� 1)

1

k

c x

11 faça j  j + 1

12 S  V ( s; p

j � 1

)
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13 T  V

G

n S

14 B  E

G [ T ]

15 G

B

 ( V

G

; B ) G

B

16 K

B

 K n ff s

0

; t

0

g : S sepa ra s

0

de t

0

g

17 M

B

 Central ( G

B

; k ; K

B

; c

B

; x

B

)

18 devolva � ( S ) [ M

B

Na linha 16, dizemos que S separa s

0

de t

0

se S con tém exatamen te

um de s

0

e t

0

. Na linha 17, os v etores c

B

e x

B

são as restriçõ es de c e x

a B , resp ectiv amen te.

No �m da linha 9, temos 2 � j � n p ois p

1

= x ( s; s ) = 0 e p

n

�

x ( s; t ) � 1 . Ap ós as linhas 10 e 11, como p

n

� 1 e k � 1 ,

((2 k )

2 p

n

� 1)

1

k

c x � ((2 k )

2

� 1)

1

k

c x > (2 k � 1)

1

k

c x � c x � # ( s; p

n

) :

Na linha 17, as condiçõ es de aplicabilidade do algoritmo Central estão

satisfeitas: j K

B

j � j K j � k , x

B

é não-negativ o e x

B

( E

P

) � 1 para to do

K

B

-caminho P em G

B

.

Lema 3.3 : A o �m da linha 12 do algoritmo Central , temos

que

c ( � ( S )) � (2 ln 2 k )

�

c

A

x

A

+ c

� ( S )

x

� ( S )

+

1

k

c x

�

;

onde c

A

e x

A

são as restriçõ es de c e x ao conjun to A := E

G [ S ]

enquan to c

� ( S )

e x

� ( S )

são as restriçõ es de c e x a � ( S ) .

Demonstração: É preciso v eri�car que, ap ós as linhas 10 e 11,

p

j � 1

< p

j

; (3.7)

# ( s; p

j � 1

) � ((2 k )

2 p

j � 1

� 1)

1

k

c x e (3.8)

# ( s; p

j

) � ((2 k )

2 p

j

� 1)

1

k

c x : (3.9)

Como já vimos acima, 2 � j � n ap ós as linhas 10 e 11. Sup onha p ois

que j = 2 . En tão, em virtude da linha 9, temos que p

j � 1

= p

1

= 0 < p

j

.

Além disso, ainda sup ondo j = 2 , temos que

# ( s; p

j � 1

) = # ( s; p

1

) = # ( s; 0) = 0 = ((2 k )

0

� 1)

1

k

c x ;

enquan to que # ( s; p

j

) � ((2 k )

2 p

j

� 1)

1

k

c x em virtude das linhas 10 e 11.

Agora analisemos o caso em que j > 2 . Claramen te, (3.8) e (3.9) v alem

em virtude das linhas 10 e 11. Disso segue que p

j � 1

6= p

j

. Como p

j � 1

�

p

j

, p elas linhas 6 e 7, temos que (3.7) v ale.
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Agora prosseguimos com a pro v a do lema. De (3.8) e (3.9) temos

que

# ( s; p

j

) +

1

k

c x

# ( s; p

j � 1

) +

1

k

c x

� (2 k )

2( p

j

� p

j � 1

)

: (3.10)

T omando-se o logaritmo natural do lado esquerdo de (3.10) e

desen v olv endo-o, obtemos

ln ( # ( s; p

j

) +

1

k

c x ) � ln ( # ( s; p

j � 1

) +

1

k

c x ) =

=

Z

p

j

p

j � 1

d

d�

ln ( # ( s; � ) +

1

k

c x ) d�

=

Z

p

j

p

j � 1

c ( � ( S ))

# ( s; � ) +

1

k

c x

d� ;

p ois a deriv ada de # ( s; � ) +

1

k

c x em relação a � no in terv alo ( p

j � 1

; p

j

) é

c ( � ( S )) . F azendo-se o mesmo com o lado direito de (3.10), obtemos

2( p

j

� p

j � 1

) ln 2 k =

Z

p

j

p

j � 1

(2 ln 2 k ) d� :

Como o logaritmo é uma função crescen te, concluímos de (3.10) que

Z

p

j

p

j � 1

c ( � ( S ))

# ( s; � ) +

1

k

c x

d� �

Z

p

j

p

j � 1

(2 ln 2 k ) d� :

En tão, para algum � no in terv alo ( p

j � 1

; p

j

) , que não é v azio em virtude

de (3.7), temos que c ( � ( S )) = ( # ( s; � ) +

1

k

c x ) � (2 ln 2 k ) .

P ara concluir o lema, resta mostrar que # ( s; � ) � c

A

x

A

+ c

� ( S )

x

� ( S )

.

P ara isso, note que, para to do uv em � ( S ) com u em S , temos que

x ( s; v ) > � e x ( s; v ) � x ( s; u ) + x

uv

, donde � � x ( s; u ) < x

uv

. Como

S = V ( s; p

j � 1

) = V ( s; � ) , segue que

# ( s; � ) = c

A

x

A

+

P

uv 2 � ( S ) ; u 2 S

c

uv

( � � x ( s; u ))

� c

A

x

A

+

P

uv 2 � ( S )

c

uv

x

uv

= c

A

x

A

+ c

� ( S )

x

� ( S )

;

como queríamos demonstrar. 2

Finalmen te, estamos preparados para apresen tar a análise do algo-

ritmo Central .
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T eorema 3.4 : O algoritmo Central ( G; k ; K ; c; x ) pro duz um

K -m ulticorte M tal que

c ( M ) � (2 ln 2 k )(1 +

1

k

j K j ) c x (3.11)

e consome temp o p olinomial em h G i + h c i + h x i .

Demonstração: V amos começar pro v ando que, ap ós a execução das

linhas 10 e 11,

p

j � 1

<

1

2

: (3.12)

P ara isso, seja h o menor natural tal que p

h

�

1

2

. T al h existe e é

maior que 1 já que p

n

� x ( s; t ) � 1 e p

1

= 0 . Como # ( s; p

h

) � c x e

(2 k )

2 p

h

� 1 � k , p ois k � 1 e p

h

�

1

2

, en tão # ( s; p

h

) � ((2 k )

2 p

h

� 1)

1

k

c x .

Assim, j � h dep ois da execução da linha 11 e, como p

h � 1

<

1

2

p ela

escolha de h e p orque p

1

= 0 , a desigualdade (3.12) v ale.

Agora v amos v eri�car que o conjun to dev olvido p elo algoritmo é de

fato um K -m ulticorte. Se K = ; , en tão o conjun to v azio que o algoritmo

dev olv e é um m ulticorte. Se c x = 0 , o conjun to f e 2 E

G

: x

e

> 0 g é

um K -m ulticorte: como x ( E

P

) � 1 para to do K -caminho P , to do K -

caminho tem p elo menos uma aresta e com x

e

> 0 . Sup onha agora que

K 6= ; e c x > 0 . Neste caso, o algoritmo dev olv e M := � ( S ) [ M

B

;

p o demos sup or, p or hip ótese de indução, que M

B

é um K

B

-m ulticorte

no grafo G

B

. V amos v eri�car que M é um K -m ulticorte em G . P ara

quaisquer dois v értices u e v em S ,

x ( u; v ) � x ( u; s ) + x ( s; v ) < 1 ; (3.13)

p ois distâncias satisfazem a desigualdade triangular e v ale (3.12). Sup o-

nha agora que P é um K -caminho em G . Como x ( E

P

) � 1 , a desigual-

dade (3.13) garan te que P tem p elo menos um extremo fora de S . Se

P tem um v értice em S , en tão tam b ém tem p elo menos uma aresta em

� ( S ) . Se P não tem v értices em S , en tão tam b ém é um K

B

-caminho e,

p ortan to, tem p elo menos uma aresta em M

B

. Logo, � ( S ) [ M

B

é um

K -m ulticorte.

Se K = ; ou c x = 0 , claramen te (3.11) v ale. Sup onha en tão que

K 6= ; e c x > 0 . Neste caso, o algoritmo dev olv e M := � ( S ) [ M

B

.

Como f s; t g está em K mas não em K

B

, temos j K

B

j < j K j . Isso garan te

o sucesso da recursão na linha 17 e, p ortan to, (3.11) v ale com M

B

, c

B

,

x

B

e K

B

no lugar de M , c , x e K . Disso, e do lema 3.3, concluímos que
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c ( � ( S ) [ M

B

) =

= c ( � ( S )) + c

B

( M

B

)

� (2 ln 2 k )( c

A

x

A

+ c

� ( S )

x

� ( S )

+

1

k

c x + (1 +

1

k

j K

B

j ) c

B

x

B

)

= (2 ln 2 k )( c

A

x

A

+ c

� ( S )

x

� ( S )

+ c

B

x

B

+

1

k

c x +

1

k

j K

B

j c

B

x

B

)

= (2 ln 2 k )( c x +

1

k

c x +

1

k

j K

B

j c

B

x

B

) (3.14)

� (2 ln 2 k )( c x +

1

k

c x +

1

k

( j K j � 1) c

B

x

B

) (3.15)

� (2 ln 2 k )(1 +

1

k

j K j ) c x : (3.16)

Como no lema 3.3, A := E

G [ S ]

. A igualdade (3.14) v ale p ois ( A; � ( S ) ; B )

é uma partição de E

G

e p ortan to c

A

x

A

+ c

� ( S )

x

� ( S )

+ c

B

x

B

= c x . A

desigualdade (3.15) v ale p ois j K

B

j � j K j � 1 . Finalmen te, a desigualdade

(3.16) v ale p ois c

B

x

B

� c x .

Quan to ao temp o de execução do algoritmo Central , não é difí-

cil v er que as linhas 1 a 16 consomem temp o p olinomial em h G i , j K j

e h x i . Em esp ecial, as linhas 10 e 11 do algoritmo consomem temp o

O ( j V

G

j ) . Com estas informaçõ es, é fácil mostrar, p or indução em j K j ,

que o algoritmo consome temp o p olinomial em h G i + h c i + h x i . 2

Exercícios

3.1 Mostre que o algoritmo MinCC-Hochba um não tem uma razão de

apro ximação menor que o n úmero máximo de v ezes, � , que um ele-

men to de E aparece em conjun tos de S . Em outras pala vras, exiba

uma instância ( E ; S ; c ) do problema MinCC para a qual o algoritmo

dev olv e uma cob ertura de custo não inferior a � opt ( E ; S ; c ) ,

3.2 O problema da cob ertura mínima p or v értices ( minimum

vertex c over pr oblem ) consiste no seguin te:

Problema MinCV ( G; c ) : Dados um grafo G e um custo

c

v

em Q

�

para cada v értice v , encon trar um conjun to S de

v értices que con tenha p elo menos um dos extremos de cada

uma das arestas de G e minimize c ( S ) .

Esse problema p o de ser visto como um caso particular do MinCC .

Escrev a uma v ersão esp ecializada do MinCC-Hochba um para o

MinCV . Qual a menor razão de apro ximação do algoritmo?

3.3 Considere a v arian te do MinCC ( E ; S ; c ) , conhecida como proble-

ma da m ulticob ertura mínima p or conjun tos ( minumum set
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multic over pr oblem ), em que cada elemen to e de E tem asso ciado a

ele um n úmero r

e

em Z

>

e a coleção almejada dev e con ter r

e

con-

jun tos que con tenham e . Descrev a uma H

n

-aproximação, n := j E j ,

para esta v arian te do MinCC .

3.4 Compare o algoritmo MinCC-Hochba um com o algoritmo

MinCC-Chv á t al . Qual tem melhor razão de apro ximação?

3.5 Aplique a técnica do arredondamen to ao problema Mochila , in tro-

duzido no capítulo 2, demonstrando a melhor razão de apro ximação

que v o cê puder para o algoritmo obtido.

Notas bibliográ�cas

A primeira v ersão deste capítulo baseou-se no livro editado p or Ho-

c h baum [Ho c97]. O exercício 3.3 foi tirado do livro de V azirani [V az01 ].

Sriniv asan [Sri99 ] obtev e um outro algoritmo para o MinCC usan-

do um tip o de arredondamen to probabilístico (capítulo 6). O problema

da m ulticob ertura p or conjun tos, apresen tado no exercício 3.3, foi con-

siderado e analisado p or Ra jagopalan e V azirani [R V99 ]. P ara v ários

outros problemas [CKR00, Shm98 ], a técnica de arredondamen to tem

demonstrado b ons resultados.

Leigh ton e Rao [LR99 ] in tro duziram a técnica métrica em seu ar-

tigo sobre o problema do m ulti�uxo uniforme( uniform multic ommo dity

�ow pr oblem ). Garg, V azirani e Y annak akis [GVY96], baseando-se na

ab ordagem feita p or Leigh ton e Rao, obtiv eram um algoritmo que é es-

sencialmen te o que apresen tamos na seção 3.2.

Técnicas métricas são usadas em v ários trabalhos [AR98, CKR00,

ENRS95, KRAR95, LLR95 ]. Alguns recorrem, de uma maneira m uito

so�sticada, a propriedades métricas de certas imersõ es no R

d

, às v e-

zes com binadas com técnicas probabilísticas. O leitor in teressado p o de

consultar a resenha de Shmo ys [Ho c97], onde resultados nessa linha são

apresen tados.

O algoritmo que resolv e o MinMCut ( G; K ; c ) quando j K j = 1

baseia-se no teorema do �uxo máximo e corte mínimo [AMO93, FF56].

Uma v arian te desse teorema v ale no caso em que j K j = 2 [Hu63 , Ita78 ] e,

como conseqüência, há um algoritmo p olinomial tam b ém para este caso.

O MinMCut é NP-difícil tam b ém quando restrito a árv ores biná-

rias com custos unitários [CFR98, DJP

+

94]. P ara árv ores, há uma 2 -

aproximação p olinomial [GVY97] (exercício 5.15). Uma � -aproximação
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p olinomial com � constan te e menor que 2 para o caso das árv ores resol-

v eria um problema b em-conhecido e em ab erto há anos: o de encon trar

um algoritmo de apro ximação com razão menor que 2 para o problema

MinCV da cob ertura mínima p or v értices (exercício 8.3).

Uma v arian te m uito in teressan te do MinMCut é conhecida como

multiterminal-cut ou multiway-cut : dados um grafo G , um conjun to L

de v értices e um custo c

e

em Q

�

para cada aresta e , encon trar um

conjun to de arestas de custo mínimo cuja remo ção deixa cada v értice de

L em um comp onen te diferen te. Dahlhaus et al. [DJP

+

94 ] mostraram

que o problema é NP-difícil mesmo quando j L j = 3 . (Esta v arian te p o de

ser reduzida ao MinMCut se substituirmos o conjun to L p elo conjun to

de to dos os pares de v értices em L . Disso segue que MinMCut ( G; K ; c )

é NP-difícil quando j K j = 3 .) Eles pro jetaram tam b ém uma (2 � 2 = j L j ) -

aproximação p olinomial para esse problema. A tualmen te a melhor razão

de apro ximação conhecida para esse problema é 1 ; 3438 [KKS

+

99].



Capítulo 4

Méto do Dual

Neste capítulo descrev emos como obter algoritmos de apro ximação

para um problema de otimização usando o dual de um programa linear

que represen ta o problema em questão. Esta estratégia de pro jeto de

algoritmos de apro ximação é c hamada de méto do dual.

4.1 Cob ertura p or v értices

O problema que v amos usar para apresen tar o méto do é o problema

da cob ertura mínima p or v értices. Dado um grafo G , uma cob ertura

p or v értices é um conjun to de v értices com p elo menos um dos extremos

de cada aresta. O problema da cob ertura mínima p or v értices

( vertex c over pr oblem ) consiste no seguin te:

Problema MinCV ( G; c ) : Dados um grafo G e um custo c

v

em

Q

�

para cada v értice v , encon trar uma cob ertura p or v értices S

que minimize c ( S ) .

O problema é NP-difícil mesmo quando o grafo é conexo, planar e

tem grau máximo 4 [GJ79 ]. P ara este e outros problemas semelhan tes,

o méto do dual se aplica de forma simples e direta. A sua simplicidade

não o imp ede de ser e�caz: o méto do dual pro duz o melhor algoritmo de

apro ximação conhecido para o MinCV .

O méto do consiste em obter uma solução ótima do dual de uma rela-

xação linear do problema original e, a partir desta solução, pro duzir uma

resp osta para o problema original. Considere, p ois, a seguin te relaxação

35
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linear do MinCV : encon trar um v etor x indexado p or V

G

que

minimize c x

sob as restriçõ es x

u

+ x

v

� 1 para cada uv em E

G

;

x

v

� 0 para cada v em V

G

:

(4.1)

O dual deste programa é encon trar um v etor y indexado p or E

G

que

maximize y ( E

G

)

sob as restriçõ es y ( � ( v )) � c

v

para cada v em V

G

;

y

e

� 0 para cada e em E

G

:

(4.2)

O programa (4.1) é viá v el p ois o v etor característico de V

G

satisfaz as

restriçõ es. O programa (4.2) é viá v el p ois o v etor n ulo satisfaz as restri-

çõ es. Assim, p elo teorema forte da dualidade (teorema C.3, ap êndice C),

o programa (4.2) tem solução ótima racional. Além disso, o v etor carac-

terístico de qualquer cob ertura p or v értices é viá v el em (4.1) e, p ortan to,

temos que

opt ( G; c ) � c ^x = ^y ( E

G

) ; (4.3)

para qualquer solução ótima ^x de (4.1) e qualquer solução ótima ^y

de (4.2).

Uma v ez obtida uma solução ótima ^y de (4.2), escolha to dos os v ér-

tices de G cuja restrição em (4.2) é satisfeita com igualdade p or ^y . É

fácil justi�car essa estratégia a partir das condiçõ es de folgas comple-

men tares (condição C.5) para (4.1) e (4.2): se ^x é uma solução ótima

do programa (4.1) en tão to do v értice v tal que ^x

v

> 0 é escolhido. O

algoritmo resultan te foi prop osto p or Ho c h baum [Ho c82] originalmen te

para o MinCC , que generaliza o MinCV .

Algoritmo MinCV -Hochba um ( G; c )

1 seja ^y uma solução ótima racional de (4.2)

2 C  f v 2 V

G

: ^y ( � ( v )) = c

v

g

3 devolva C

A pro v a do teorema abaixo é semelhan te à pro v a do lema das folgas

complemen tares (lema C.2).

T eorema 4.1 : O algoritmo MinCV -Hochba um pro duz uma

cob ertura p or v értices.

Demonstração: Seja C o conjun to dev olvido p elo algoritmo. Denote

p or d

v

a folga na restrição em (4.2) que corresp onde ao v értice v , ou seja,
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d

v

:= c

v

� ^y ( � ( v )) . Considere uma aresta arbitrária f = ij e seja " :=

min f d

i

; d

j

g . Queremos mostrar que " = 0 . De�na _y

f

:= ^y

f

+ " e _y

e

:= ^y

e

para to da aresta e distin ta de f . Note que _y ( � ( v )) = ^y ( � ( v )) � c

v

, para

to do v értice v distin to de i e j . Além disso, para v em f i; j g , temos que

_y ( � ( v )) = ^y ( � ( v )) + " � c

v

. Isso signi�ca que _y é viá v el em (4.2). Como

^y é uma solução ótima de (4.2) e _y ( E

G

) = ^y ( E

G

) + " , temos que " = 0 .

P ortan to, uma das restriçõ es em (4.2) que corresp ondem aos v értices i e

j não tem folga. Assim, C é uma cob ertura p or v értices. 2

A qualidade da solução pro duzida p or este algoritmo é atestada p elo

seguin te teorema.

T eorema 4.2 : O algoritmo MinCV -Hochba um é uma 2 -apro-

ximação p olinomial para o MinCV .

Demonstração: A o �nal do algoritmo, C é tal que

c ( C ) =

P

v 2 C

c

v

=

P

v 2 C

^y ( � ( v )) � 2 ^y ( E

G

) � 2 opt ( G; c ) :

A primeira desigualdade v ale p ois, para cada aresta e = ij , a v ariá v el ^y

e

aparece no máximo duas v ezes na soma: uma v ez se i está em C e outra

se j está em C . A segunda desigualdade v ale p or (4.3).

O programa linear (4.2) tem j E

G

j v ariá v eis e j V

G

j restriçõ es. Assim,

a linha 1 do algoritmo p o de ser executada em temp o p olinomial em

h G i + h c i (fato C.4). Claramen te os demais passos do algoritmo p o dem ser

executados em temp o p olinomial em h G i + h c i . P o demos en tão concluir

que o MinCV -Hochba um é p olinomial. 2

A melhor razão de apro ximação conhecida para o MinCV é 2, ou

seja, não se conhece um algoritmo para o MinCV melhor, em termos de

razão de apro ximação, que o MinCV -Hochba um .

Exercícios

4.1 Mostre que o algoritmo MinCV -Hochba um não tem uma razão de

apro ximação menor que 2 , ou seja, apresen te uma instância ( G; c )

do MinCV para a qual o algoritmo dev olv a uma cob ertura p or

v értices S em que c ( S ) = 2 opt ( G; c ) .

4.2 Mostre que o algoritmo MinCV -Hochba um é diferen te do algo-

ritmo sugerido no exercício 3.2, ou seja, exiba uma instância do
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problema onde os algoritmos pro duzem (ou p o dem pro duzir) co-

b erturas diferen tes.

4.3 Aplique o méto do dual ao problema da cob ertura mínima p or con-

jun tos ( MinCC ), de�nido na seção 2.2. Mostre que o algoritmo

resultan te é uma � -aproximação, onde � é o n úmero máximo de

conjun tos em que um elemen to aparece.

4.4 Considere o problema da cob ertura mínima p or arestas ( mi-

nimum e dge c over pr oblem ):

Problema MinCA ( G; c ) : Dados um grafo G e um custo

c

e

em Q

�

para cada aresta e , encon trar um conjun to S de

arestas tal que to do v értice p ertence a alguma aresta de S

e c ( S ) é mínimo.

O MinCA é um caso particular �fácil� do MinCC : existe um algo-

ritmo p olinomial que o resolv e [La w76 ]. Mostre que o méto do dual

dá uma � -aproximação p olinomial para o MinCA , onde � é o grau

máximo em G .

4.5 Dê uma pro v a alternativ a do teorema 2.2 que use o dual do pro-

grama (3.1). Mais precisamen te, encon tre uma solução viá v el do

dual do programa (3.1) cujo v alor é igual ao da cob ertura pro duzi-

da p elo algoritmo MinCC-Chv á t al . Disso e do teorema fraco da

dualidade (lema C.1), deduza o teorema 2.2.

Notas bibliográ�cas

Como já mencionamos, o problema da cob ertura mínima p or v ér-

tices ( MinCV ) é um caso esp ecial do problema da cob ertura mínima

p or conjun tos ( MinCC ). Este último foi extensiv amen te in v estigado p or

Ho c hbaum [Ho c82] que apresen tou, como vimos no capítulo 3, uma � -

apro ximação p olinomial para o problema. A qui, � é o n úmero máximo

de v ezes que um elemen to de E aparece em conjun tos de S , quando se

considera uma instância ( E ; S ; c ) .

Além da ab ordagem primal, vista no capítulo 3, Ho c h baum apre-

sen tou uma � -apro ximação para o MinCC baseado na form ulação dual.

Esse algoritmo é essencialmen te uma generalização do que discutimos

para o MinCV . Mais recen temen te, Ho c h baum [Ho c97] escrev eu uma

resenha completa sobre algoritmos pro duzidos p elos méto dos primal e

dual para v ários problemas de cob ertura. Hall e Ho c h baum [HH86] ob-
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tiv eram algoritmos, baseados tan to no méto do primal quan to no dual,

para o problema da m ulticob ertura mínima p or conjun tos (exercício 3.3).

A pro v a alternativ a da razão de apro ximação do MinCC-Chv á t al

sugerida no exercício 4.5 dev e-se a Ch v átal [Ch v79 ] e Lo v ász [Lo v75 ].

O esquema de apro ximação p olinomial de Ho c h baum e Shmo ys

[HS87, HS88] para o Escalonamento , mencionado nas notas do ca-

pítulo 2, usa uma ab ordagem que eles c hamaram de dual appr oximation .

Essa ab ordagem difere do méto do dual aqui descrito. Ela consiste em

encon trar soluçõ es duais sup er-ótimas (in viá v eis, p ortan to) que são en tão

con v ertidas em b oas soluçõ es viá v eis.
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Capítulo 5

Méto do Primal-Dual

Este capítulo apresen ta o méto do primal-dual clássico e uma gene-

ralização dele que tem sido usada com bastan te sucesso no pro jeto de

algoritmos de apro ximação: o méto do de apro ximação primal-dual.

O méto do primal-dual reduz, ap oiando-se nas condiçõ es de folgas

complemen tares, um problema de programação linear a uma seqüência de

problemas de viabilidade, p otencialmen te mais simples. Nas aplicaçõ es

do méto do em otimização com binatória, esses problemas de viabilidade

são m uitas v ezes outros problemas de otimização com binatória para os

quais são conhecidos algoritmos e�cien tes, não raro puramen te com bina-

tórios . P or algoritmo puramen te com binatório en tenda-se um algoritmo

sem uma referência explícita a algum algoritmo de programação linear,

como os que vimos nos capítulos 3 e 4.

Neste capítulo, mostramos os algoritmo obtidos da aplicação do mé-

to do de apro ximação primal-dual ao problema da transv ersal mínima e

ao problema da �oresta de Steiner.

5.1 Méto do primal-dual clássico

Sejam M e N os conjun tos de índices de linhas e colunas de uma

matriz A . Sejam ainda b um v etor indexado p or M e c um v etor indexado

p or N . Considere o seguin te problema de programação linear, que será

denotado p or P( A; b; c ) : encon trar um v etor x indexado p or N que P( A; b; c )

minimize c x

sob as restriçõ es ( A x )

i

� b

i

para cada i em M ;

x

j

� 0 para cada j em N :

(5.1)

41
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O conjun to das soluçõ es viá v eis do problema P( A; b; c ) será denotado p or

X ( A; b ) . O problema P( A; b; c ) é viá v el se e somen te se X ( A; b ) não éX ( A; b )

v azio. O dual do problema P( A; b; c ) consiste em encon trar um v etor y

indexado p or M que

maximize y b

sob as restriçõ es ( y A )

j

� c

j

para cada j em N ;

y

i

� 0 para cada i em M :

(5.2)

Será usada a abreviatura D( A; c; b ) para denotar esse programa linear eD( A; c; b )

Y ( A; c ) para represen tar o conjun to de suas soluçõ es viá v eis. O problema

Y ( A; c )

D( A; c; b ) é viá v el se e somen te se Y ( A; c ) não é v azio. Dizemos que

D( A; c; b ) é o programa dual e P( A; b; c ) é o programa primal .

Dois v etores x e y , indexados p or M e N resp ectiv amen te, têm folgas

complemen tares se, para cada índice j em N , tem-se que

x

j

= 0 ou ( y A )

j

= c

j

e, para cada índice i em M , tem-se que

y

i

= 0 ou ( A x )

i

= b

i

:

O lema das folgas complemen tares (lema C.2, ap êndice C) a�rma que,

para to do x em X ( A; b ) e to do y em Y ( A; c ) , tem-se c x = y b se e somen te

se as folgas de x e y são complemen tares.

A idéia geral do méto do primal-dual é a seguin te. O méto do é itera-

tiv o e no início de cada iteração tem-se um v etor y viá v el no programa

dual. Cada iteração consiste na pro cura p or um v etor x viá v el no progra-

ma primal que tem folgas complemen tares às de y . Se um tal v etor x é

encon trado, o méto do pára, p ois x e y são soluçõ es ótimas dos programas

primal e dual, resp ectiv amen te. Se um tal v etor x não é encon trado, o

méto do mo di�ca y para obter um no v o v etor z viá v el no programa dual

e começa uma no v a iteração com z no pap el de y .

O méto do primal-dual receb e um sistema ( A; b; c ) tal que Y ( A; c )

não é v azio e dev olv e: (1) v etores x em X ( A; b ) e y em Y ( A; c ) tais que

c x = y b , ou (2) um v etor y

0

em Y ( A; 0) tal que y

0

b > 0 .

Cada iteração do méto do começa com um v etor y em Y ( A; c ) . No

início da primeira iteração, y é um elemen to qualquer de Y ( A; c ) . Cada

iteração consiste no seguin te. Sejam

I ( y ) := f i 2 M : y

i

= 0 g e J ( y ) := f j 2 N : ( y A )

j

= c

j

g :I ( y )

J ( y )
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Considere o problema restrito primal a seguir, denotado p or

RP ( A; b; y ) : encon trar um v etor x indexado p or N tal que RP( )

( A x )

i

� b

i

para cada i em I ( y ) ;

( A x )

i

= b

i

para cada i em M n I ( y ) ;

x

j

� 0 para cada j em J ( y ) ;

x

j

= 0 para cada j em N n J ( y ) :

(5.3)

Este é um problema de viabilidade: trata-se de encon trar x que satisfaz

as restriçõ es (5.3). Sup onha que o problema RP( A; b; y ) é viá v el e seja

x uma de suas soluçõ es. Um tal v etor x está em X ( A; b ) e tem folgas

complemen tares às de y , donde c x = y b . Nesta situação o méto do

pára ap ós dev olv er os v etores x e y que, de acordo com o teorema fraco

da dualidade (lema C.1, ap êndice C), são soluçõ es ótimas do problema

P( A; b; c ) e D( A; c; b ) , resp ectiv amen te.

Se o problema RP( A; b; y ) é in viá v el en tão, p elo lema de F ark as (le-

ma C.5, ap êndice C), o seguin te problema de viabilidade tem solução:

encon trar um v etor y

0

indexado p or M tal que

y

0

b > 0 ;

( y

0

A )

j

� 0 para cada j em J ( y ) ;

y

0

i

� 0 para cada i em I ( y ) :

(5.4)

Esse problema é c hamado de problema restrito dual e será denotado

p or RD( A; b; y ) . RD ( )

Seja y

0

uma solução do problema RD ( A; b; y ) . Se, para to do n úme-

ro p ositiv o � , o v etor y + � y

0

está em Y ( A; c ) , en tão o programa linear

D( A; c; b ) é ilimitado e o méto do pára ap ós dev olv er y

0

, v etor de in vi-

abilidade para P( A; b; c ) . Caso con trário, o méto do começa uma no v a

iteração com y + � y

0

no pap el de y , onde � é o maior n úmero tal que

y + � y

0

está em Y ( A; c ) . Abaixo encon tra-se a descrição do méto do.

Méto do Primal-Dual ( A; b; c )

1 seja y um veto r em Y ( A; c )

2 enquanto RP( A; b; y ) não tem solução faça

3 seja y

0

uma solução do RD ( A; b; y )

4 se y + � y

0

2 Y ( A; c ) pa ra to do � p ositivo

5 então devolva y

0

6 senão seja � o maio r número tal que y + � y

0

2 Y ( A; c )

7 y  y + � y

0

8 seja x uma solução do RP( A; b; y )

9 devolva x e y
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5.2 Méto do de apro ximação primal-dual

O méto do de apro ximação primal-dual é semelhan te ao méto do clás-

sico, com a diferença que o méto do pára assim que encon tra soluçõ es

viá v eis dos problemas P( A; b; c ) e D( A; c; b ) su�cien temen te pró ximas

das soluçõ es ótimas. Esta pro ximidade será medida atra v és de folgas

apro ximadas.

Sejam � e � dois n úmeros tais que 0 < � � 1 � � . Dizemos que x e

y têm folgas � -aproximadas no primal se, para cada índice j em N ,

tem-se que

x

j

= 0 ou ( y A )

j

� �c

j

:

Dizemos que x e y têm folgas � -aproximadas no dual se, para cada

índice i em M , tem-se que

y

i

= 0 ou ( A x )

i

� � b

i

:

O lema a seguir é uma generalização do lema das folgas complemen tares.

Lema 5.1 (das folgas apro ximadas): Se os v etores não-negati-

v os x e y satisfazem as condiçõ es de folgas � -aproximadas no

primal e � -aproximadas no dual, en tão � c x � � y b .

Demonstração: Em virtude das folgas apro ximadas,

� c x � ( y A ) x = y ( A x ) � � y b ;

onde a primeira desigualdade segue da não-negatividade de x e a segunda

da não-negatividade de y . 2

Uma conseqüência imediata do lema das folgas apro ximadas é o se-

guin te. P ara to do x em X ( A; b ) e y em Y ( A; c ) satisfazendo as condiçõ es

de folgas � -aproximadas no primal e � -apro ximadas no dual, tem-se que

c x � ( � =� ) c ^x e y b � ( �=� ) ^y b ;

onde ^x e ^y são soluçõ es ótimas de P( A; b; c ) e D( A; c; b ) , resp ectiv amen te.

O méto do de apro ximação primal-dual receb e um sistema ( A; b; c )

tal que Y ( A; c ) não é v azio e dois n úmeros � e � tais que 0 < � � 1 � �

e dev olv e: (1) v etores x em X ( A; b ) e y em Y ( A; c ) tais que � c x � � y b

ou (2) um v etor y

0

em Y ( A; 0) tal que y

0

b > 0 .

Cada iteração do méto do começa com um v etor y em Y ( A; c ) . No

início da primeira iteração, y é um elemen to qualquer de Y ( A; c ) . Cada

iteração consiste no seguin te. Sejam
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I ( y )

I ( y ) := f i 2 M : y

i

= 0 g e J ( y ; � ) := f j 2 N : ( y A )

j

� �c

j

g : J ( y ; � )

Considere o seguin te problema restrito apro ximado primal : encon-

trar um v etor x indexado p or N tal que

( A x )

i

� b

i

para cada i em M ;

( A x )

i

� � b

i

para cada i em M n I ( y ) ;

x

j

� 0 para cada j em J ( y ; � ) ;

x

j

= 0 para cada j em N n J ( y ; � ) :

Será usada a abreviatura RAP( A; b; y ; �; � ) para denotar esse problema. RAP( )

Se o problema RAP( A; b; y ; �; � ) é viá v el, en tão, p elo lema das folgas

apro ximadas, x é um v etor em X ( A; b ) tal que � c x � � y b e o méto do

dev olv e x e y . Caso con trário, p elo lema de F ark as, o seguin te problema

restrito apro ximado dual , denotado p or RAD ( A; b; y ; � ) , é viá v el: RAD ( )

encon trar um v etor y

0

indexado p or M tal que

y

0

b > 0 ;

( y

0

A )

j

� 0 para cada j em J ( y ; � ) ;

y

0

i

� 0 para cada i em I ( y ) :

Seja y

0

uma solução do problema RAD( A; b; y ; � ) . Se para to do n úmero

p ositiv o � tem-se que y + � y

0

está em Y ( A; c ) , en tão o programa linear

D( A; c; b ) é ilimitado e o méto do pára ap ós dev olv er y

0

, v etor de in via-

bilidade para P( A; b; c ) . Caso con trário, seja � o maior n úmero tal que

y + � y

0

está em Y ( A; c ) . O méto do começa um no v a iteração com y + � y

0

no pap el de y . Abaixo encon tra-se a descrição do méto do.

Méto do Apr o xima çã o-Primal-Dual ( A; b; c ; � ; � )

1 seja y um veto r em Y ( A; c )

2 enquanto RAP( A; b; y ; �; � ) não tem solução faça

3 seja y

0

uma solução do RAD ( A; b; y ; � )

4 se y + � y

0

2 Y ( A; c ) pa ra to do � p ositivo

5 então devolva y

0

6 senão seja � o maio r número tal que y + � y

0

2 Y ( A; c )

7 y  y + � y

0

8 seja x uma solução do RAP( A; b; y ; �; � )

9 devolva x e y

Sup onha que o méto do pare ap ós dev olv er os v etores x e y . É fácil

v eri�car que x está em X ( A; b ) , que y está em Y ( A; c ) e que os v etores x e
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y têm folgas � -aproximadas no primal e � -aproximadas no dual. Donde,

p elo lema das folgas apro ximadas, tem-se � c x � � y b . Assim, o v etor y

é um certi�cado da qualidade de x como solução viá v el de P( A; b; c ) , já

que

c x � ( � =� ) y b � ( � =� ) ^y b = ( � =� ) c ^x ;

onde ^x e ^y são soluçõ es ótimas de P( A; b; c ) e D( A; c; b ) , resp ectiv amen te.

Da mesma forma, o v etor x certi�ca que y b � ( �=� ) ^y b .

5.3 T ransv ersal mínima

Seja S uma coleção �nita de sub conjun tos de um conjun to �nito E .

Um sub conjun to T de E é uma transv ersal de S se T \ S é não-v azio

para cada S em S . O problema da transv ersal mínima ( hitting set

pr oblem ) consiste no seguin te:

Problema MinTC ( E ; S ; c ) : Dados um conjun to �nito E , uma

coleção �nita S de sub conjun tos de E e um custo c

e

em Q

�

para

cada e em E , encon trar uma transv ersal T de S que minimize

c ( T ) .

Div ersos problemas com binatórios são casos particulares do MinTC ; v eja

os exercícios no �m do capítulo. Às v ezes, dizemos que c ( T ) é o custo

da transv ersal T . Com isso, o problema consiste em encon trar uma

transv ersal de S de custo mínimo.

O seguin te programa linear é uma relaxação de MinTC ( E ; S ; c ) :

encon trar um v etor x indexado p or E que

minimize c x

sob as restriçõ es x ( S ) � 1 para cada S em S ;

x

e

� 0 para cada e em E :

(5.5)

De fato, o v etor característico x de qualquer transv ersal T é um v etor

viá v el de (5.5) de custo c ( T ) . O corresp onden te programa dual consiste

em encon trar um v etor y indexado p or S que

maximize y ( S )

sob as restriçõ es

P

S : e 2 S

y

S

� c

e

para cada e em E ;

y

S

� 0 para cada S em S :

(5.6)

T ome � := max

S 2 S

j S j e seja y uma solução viá v el do problema (5.6).�
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Sejam ainda

I ( y ) := f S 2 S : y

S

= 0 g e J ( y ) := f e 2 E :

P

S : e 2 S

y

S

� c

e

g :

O problema restrito apro ximado relativ o a y , asso ciado ao proble-

ma (5.5), consiste em encon trar um v etor x indexado p or E tal que

x ( S ) � 1 para cada S em S ;

x ( S ) � � para cada S em S n I ( y ) ;

x

e

� 0 para cada e em J ( y ) ;

x

e

= 0 para cada e em E n J ( y ) :

P o demos tro car S p or J ( y ) \ S nas duas primeiras desigualdades p or

causa da última igualdade. Assim, esse problema p o de ser reescrito

como

x ( J ( y ) \ S ) � 1 para cada S em S ;

x ( J ( y ) \ S ) � � para cada S em S n I ( y ) ;

x

e

� 0 para cada e em J ( y ) ;

x

e

= 0 para cada e em E n J ( y ) :

(5.7)

Se o v etor característico x de J ( y ) é viá v el em (5.7), en tão J ( y ) é

uma transv ersal de S . Se J ( y ) não é uma transv ersal é eviden te que o

sistema (5.7) é in viá v el. Esta observ ação é su�cien te para obter uma

solução viá v el do seguin te problema restrito apro ximado dual: encon trar

um v etor y

0

indexado p or S tal que

y

0

( S ) > 0 ;

P

S : e 2 S

y

0

S

� 0 para cada e em J ( y ) ;

y

0

S

� 0 para cada S em I ( y ) :

(5.8)

Se J ( y ) \ R é v azio para algum R , en tão o v etor característico y

0

de f R g

é uma solução de (5.8).

O algoritmo resultan te da aplicação do méto do de apro ximação

primal-dual ao MinTC é devido a Bar-Y eh uda e Ev en [BYE81 ] e foi

originalmen te concebido para o problema da cob ertura mínima p or v ér-

tices. O algoritmo MinTC-BE receb e um conjun to �nito E , uma coleção

S de sub conjun tos não-v azios de E e um custo c

e

em Q

�

para cada e

em E e dev olv e uma transv ersal J de S tal que c ( J ) � � opt( E ; S ; c ) . A

descrição do algoritmo sup õ e que cada sub conjun to de S não é v azio, e

p ortan to o problema MinTC ( E ; S ; c ) é viá v el.
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Algoritmo MinTC-BE ( E ; S ; c )

1 J  f e 2 E : c

e

= 0 g

2 pa ra cada S em S faça y

S

 0

3 enquanto existe R em S tal que J \ R = ; faça

4 seja y

0

o veto r ca racterístico de f R g

5 seja � o maio r número tal que

6

P

S : e 2 S

( y + � y

0

)

S

� c

e

pa ra cada elemento e de R

7 seja f um elemento de R tal que

P

S : f 2 S

( y + � y

0

)

S

= c

f

8 y  y + � y

0

9 J  J [ f f g

10 devolva J

T eorema 5.2 : O algoritmo MinTC-BE é uma � -aproximação

p olinomial para o MinTC ( E ; S ; c ) , onde � := max

S 2 S

j S j .

Demonstração: Duran te a execução do algoritmo, y é uma solução

viá v el do programa linear (5.6). É eviden te que o conjun to J dev olvido

p elo algoritmo é uma transv ersal de S . A demais, p ela escolha de � , é

claro que j J \ S j � � para cada S em S . Logo, se x é o v etor característico

de J e ^x é uma solução ótima de (5.5), en tão

c ( J ) = c x � � y b � � c ^x � � opt( E ; S ; c ) ;

onde a primeira desigualdade segue do lema das folgas apro ximadas e a

segunda do teorema fraco da dualidade.

T emos que j J j cresce a cada execução da linha 9, donde o n úmero

de execuçõ es das linhas 3 a 9 do algoritmo é no máximo j E j . A demais,

a execução de cada linha consome temp o O ( j E jj S j ) . 2

A transv ersal J dev olvida p elo algoritmo p o de não ser minimal. É

concebív el que exista uma transv ersal propriamen te con tida em J de

custo menor que c ( J ) . Um p ós-pro cessamen to simples p o de extrair de J

uma transv ersal minimal. Um tal p ós-pro cessamen to é louv á v el do p on to

de vista prático, mas não resulta em uma melhor razão de apro ximação

para o algoritmo MinTC-BE .

A pró xima seção trata de um problema que é um caso particular do

MinTC . O méto do de apro ximação primal-dual aplicado a este problema

particular resultará em um algoritmo que, em b ora semelhan te em m uitos

asp ectos ao algoritmo desta seção, tem uma razão de apro ximação subs-

tancialmen te melhor. Esta melhora se dev e em parte à lib erdade que o
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méto do deixa para que estruturas esp eciais sejam exploradas para, p or

exemplo, determinar os parâmetros � e � e escolher o v etor y

0

. Curio-

samen te, como será visto, o mesmo p ós-pro cessamen to que é inop eran te

para o algoritmo MinTC-BE é crucial para o algoritmo da pró xima se-

ção; este fenômeno é compreensív el tendo em vista a maior estrutura da

coleção S .

5.4 Floresta de Steiner

Seja G um grafo e R uma coleção de sub conjun tos de V

G

. Uma

R - �oresta de G é qualquer �oresta geradora

1

F de G tal que to do

elemen to de R está con tido em algum comp onen te de F . Quando R está

sub en tendida, dizemos simplesmen te que F é uma �oresta de Steiner

de G . Se R tem um só elemen to, o conceito de �oresta de Steiner reduz-se

ao de árv ore de Steiner : uma árv ore (não necessariamen te geradora)

de G cujo conjun to de v értices con tém o único conjun to em R .

O problema da �oresta de Steiner ( Steiner for est pr oblem ) con-

siste no seguin te:

Problema MinFS ( G; c; R ) : Dados um grafo G , um custo c

e

em Q

�

para cada aresta e e uma coleção R de sub conjun tos de

V

G

, encon trar uma R -�oresta F que minimize c ( F ) .

P o demos dizer que c ( F ) é o custo da �oresta F . Assim, o problema

consiste em encon trar uma �oresta de Steiner de custo mínimo.

O problema MinFS é NP-difícil, mesmo quando restrito a árv ores

de Steiner, ou seja, mesmo quando a coleção R con tém um só conjun-

to [GJ79 ].

Dada uma instância ( G; c; R ) do problema, adotamos as abreviaturas

V := V

G

e E := E

G

e dizemos que um sub conjun to S de V é ativ o se

R \ S 6= ; e R n S 6= ; :

para algum R em R . A coleção de to dos os conjun tos ativ os será denotada

p or S . É fácil v eri�car que uma �oresta geradora F de G é uma R -�oresta S

se e somen te se

�

F

( S ) 6= ; para to do S em S : (5.9)

1

A rigor, não há necessidade de exigir que a �oresta seja geradora; mas essa

condição é con v enien te.
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P ortan to, to da �oresta de Steiner é uma transv ersal da coleção de to dos

os cortes da forma � ( S ) com S em S . Um sub conjun to de V que não

p ertence a S é inativ o . É claro que uma �oresta geradora F é uma

R -�oresta se e somen te se V

T

é inativ o para cada comp onen te T de F .

O seguin te programa linear é uma relaxação de MinFS ( G; c; R ) :

encon trar um v etor x indexado p or E que

minimize c x

sob as restriçõ es x ( � ( S )) � 1 para cada S em S ;

x

e

� 0 para cada e em E :

(5.10)

Dada uma �oresta de Steiner F , é eviden te que o v etor característico de

E

F

é uma solução viá v el de (5.10). P ortan to, se ^x é uma solução ótima

de (5.10) en tão c ^x � opt( G; c; R ) .

O dual do programa (5.10) consiste em encon trar um v etor y inde-

xado p ela coleção S dos sub conjun tos ativ os de V que

maximize y ( S )

sob as restriçõ es

P

S : e 2 � ( S )

y

S

� c

e

para cada e em E ;

y

S

� 0 para cada S em S :

(5.11)

Se y é uma solução viá v el de (5.11) e ^x é uma solução ótima de (5.10)

en tão y ( S ) � c ^x , de acordo com o teorema fraco da dualidade. P ortan to,

y ( S ) � opt ( G; c; R ) : (5.12)

Essa delimitação inferior de opt ( G; c; R ) é fundamen tal para o cálculo da

razão de apro ximação do algoritmo que discutimos mais abaixo, devido

a Go emans e Williamson [GW95a].

Considere agora as condiçõ es de folgas apro ximadas. A condição de

folgas 1 -aproximadas no primal exige que

P

S : e 2 � ( S )

y

S

= c

e

sempre que x

e

> 0 (5.13)

e a condição de folgas 2 -aproximadas no dual exige que

x ( � ( S )) � 2 sempre que y

S

> 0 : (5.14)

Se soub éssemos encon trar uma solução viá v el x de (5.10) e uma solução

viá v el y de (5.11) que satis�zessem as duas condiçõ es de folgas apro-

ximadas, teríamos uma 2 -aproximação para o MinFS . Sab emos como

satisfazer a condição (5.13), mas não sab emos como satisfazer (5.14).

Ainda assim, é p ossív el obter uma 2 -aproximação se resp eitarmos a con-

dição (5.14) em um certo sen tido �médio�.
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Descrição do algoritmo

No início de cada iteração, temos uma �oresta geradora F de G e

um v etor y indexado p or S . O v etor y é viá v el em (5.11) e o par ( F ; y )

satisfaz a condição de folgas 1 -aproximadas

P

S : e 2 � ( S )

y

S

= c

e

para cada e em F ; (5.15)

que corresp onde a (5.13). Em cada iteração, dizemos que um comp onen te

T de F é ativ o se V

T

2 S , e inativ o em caso con trário. Denotamos p or

S

F

a coleção dos conjun tos de v értices dos comp onen tes ativ os de F . S

F

Abusando um p ouco da terminologia, dizemos que S

F

é a coleção dos

comp onen tes ativ os de F . Cada elemen to S de S

F

viola a restrição

x ( � ( S )) � 1 de (5.10), onde x é o v etor característico de F ; isso sugere

que dev emos acrescen tar à F alguma das arestas de � ( S ) . Qualquer

aresta desse tip o liga dois comp onen tes distin tos de F . Dizemos que

uma tal aresta é externa à F . Dev emos, en tão, escolher uma aresta

externa e acrescen tá-la à F . Resta esclarecer como escolher essa aresta.

Como o programa dual (5.11) tem o ob jetiv o de maximizar a soma

das v ariá v eis y

S

, pro curamos aumen tar uniformemen te os v alores das

v ariá v eis y

S

com S em S

F

de mo do a não violar as restriçõ es do programa

dual. Esse aumen to gradativ o de alguns comp onen tes de y pára quando

a restrição

P

y

S

� c

e

corresp onden te a alguma aresta externa e for

satisfeita com igualdade. A aresta e é en tão acrescen tada à �oresta F .

O pro cesso iterativ o pára quando F não tem comp onen tes ativ os.

O algoritmo dev olv e en tão uma R -�oresta minimal de F , ou seja, uma

�oresta F

1

tal que, para cada aresta e , a �oresta F

1

� e tem algum

comp onen te ativ o.

A seguir, descrev emos o algoritmo formalmen te, ainda que de ma-

neira p ouco detalhada. O algoritmo sup õ e que a instância ( G; c; R ) é

viá v el, ou seja, que cada conjun to em R está con tido em algum comp o-

nen te de G .

Algoritmo MinFS-GW ( G; c; R )

1 F  ( V ; ; )

2 pa ra cada S em S faça y

S

 0

3 enquanto S

F

6= ; faça

4 seja y

0

o veto r ca racterístico de S

F

5 seja � o maio r número tal que

6

P

S : e 2 � ( S )

( y + � y

0

)

S

� c

e

pa ra cada a resta externa e
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7 seja f uma a resta externa tal que

P

S : f 2 � ( S )

( y + � y

0

)

S

= c

f

8 y  y + � y

0

9 F  F + f

10 F

0

 F

11 seja F

1

uma R -�o resta minimal de F

0

12 devolva F

1

A cardinalidade da coleção S não é limitada p or uma função p oli-

nomial de j V j (p or exemplo, j S j p o de ser da ordem de 2

j V j = 2

). Assim, o

n úmero de comp onen tes do v etor y não será p olinomial. É p ossív el con-

tornar essa di�culdade se registrarmos ap enas os comp onen tes não-n ulos

de y . O n úmero total de tais comp onen tes é limitado p or um p olinômio

em j V j ; de fato, o n úmero de iteraçõ es não sup era j V j , o n úmero de com-

p onen tes que assumem v alores não-n ulos em cada iteração é limitado p or

j S

F

j e j S

F

j < j V j .

2

V ale a mesma observ ação para o v etor y

0

na linha 4,

indexado p or S e de�nido p or y

0

S

= 1 se e somen te se S 2 S

F

.

O cálculo de � nas linhas 5 e 6 p o de ser organizado da seguin te

maneira. P ara cada v értice v , seja d ( v ) :=

P

S : v 2 S

y

S

. P ara cada aresta

uv externa a F , de�na �

uv

:= 1 se uv liga dois comp onen tes inativ os de

F , de�na �

uv

:= c

e

� d ( u ) � d ( v ) se uv liga um comp onen te ativ o de F

a um comp onen te inativ o, e de�na �

uv

:=

1

2

( c

e

� d ( u ) � d ( v )) se uv liga

dois comp onen tes ativ os. Finalmen te, adote � := min

e

�

e

, com o mínimo

tomado sobre to das as arestas externas.

Deixamos a cargo do leitor a descrição p olinomial do algoritmo

MinFS-GW . É p ossív el implemen tá-lo de mo do que seu consumo de

temp o seja O ( j V j

2

log j V j ) [GW95a].

Lema 5.3 : O algoritmo MinFS-GW admite uma implemen ta-

ção p olinomial. 2

Análise do algoritmo

No início de cada iteração, F é uma �oresta geradora de G . A o

�nal do pro cesso iterativ o, a �oresta F

0

não tem comp onen tes ativ os e

p ortan to é uma R -�oresta. A �oresta F

1

que o algoritmo dev olv e tam b ém

é uma R -�oresta.

2

O n úmero de comp onen tes não-n ulos de y é limitado p or 2 j V j � 1 (exercício 5.17).
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Figura 5.1: A �gura represen ta uma instância ( G; c; f R

1

; R

2

; R

3

g ) do MinFS .

O grafo G é completo e tem 9 v értices. As arestas estão implícitas; o custo c

e

de cada aresta e é a distância euclidiana en tre os extremos de e . Os elemen tos

de R

1

, R

2

e R

3

estão represen tados p or triângulos, losangos e quadrados.

Figura 5.2: A �gura mostra o início da segunda iteração do algoritmo MinFS-

GW . Os círculos represen tam comp onen tes ativ os. O raio de cada círculo S é

prop orcional ao v alor da v ariá v el dual y

S

.

Figura 5.3: Situação no início da quarta iteração. As arestas da

�oresta F são indicadas p or linhas sólidas. (Con tin ua na pró xima

�gura.)

An tes de delimitar c ( F

1

) , é preciso estab elecer uma relação funda-

men tal en tre F

1

e a coleção S

F

dos comp onen tes ativ os de F em uma

iteração arbitrária do algoritmo.
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Lema 5.4 : No início de cada iteração, v ale a desigualdade

P

S 2 S

F

j �

F

1

( S ) j � 2 j S

F

j ;

onde F

1

é a �oresta de Steiner que o algoritmo dev olv e.

Demonstração: Digamos que o grau em F

1

de um comp onen te S de F

é o n úmero de arestas de F

1

em � ( S ) , ou seja, j �

F

1

( S ) j . Os comp onen tes

de F de grau 1 em F

1

são to dos ativ os: para qualquer comp onen te S

de F ,

se j �

F

1

( S ) j = 1 en tão S 2 S

F

: (5.16)

P ara pro v ar essa a�rmação, tome um comp onen te S de F tal que �

F

1

( S )

con tém uma única aresta, digamos uw ; a juste a notação de mo do que

u 2 S . Sejam U e W os conjun tos de v értices dos comp onen tes de

F

1

� uw que con têm u e w resp ectiv amen te. Como uw é a única aresta

de F

1

em � ( S ) , temos U � S e W � V n S . Como F

1

é uma R -�oresta

minimal, existe R em R tal que

R � U [ W ; R \ U 6= ; e R \ W 6= ; :

Segue daí que R \ S 6= ; e R n S 6= ; . Assim, S está em S e p ortan to em

S

F

. Isso conclui a pro v a de (5.16).

Seja Z

F

o conjun to de to dos os comp onen tes inativ os de F cujo grauZ

F

em F

1

não é n ulo, ou seja, to dos os comp onen tes inativ os S para os

quais j �

F

1

( S ) j � 1 . Digamos que dois elemen tos S e S

0

de S

F

[ Z

F

são

adjacen tes se existe uma aresta de F

1

com um extremo em S e outro

em S

0

. Esse conceito de adjacência de�ne um grafo, digamos H , sobre oH

conjun to de v értices S

F

[ Z

F

. Como F e F

1

são subgrafos de F

0

, qualquer

circuito em H corresp onderia, de maneira natural, a um circuito em F

0

,

o que é imp ossív el, p ois F

0

é uma �oresta. P ortan to, H é uma �oresta.

Segue daí imediatamen te que

P

S 2 V

H

j �

H

( S ) j = 2 j E

H

j � 2( j V

H

j � 1) ,

donde

P

S 2 S

F

[ Z

F

j �

F

1

( S ) j � 2( j S

F

j + j Z

F

j � 1) :

Em virtude de (5.16), temos que j �

F

1

( S ) j � 2 para cada S em Z

F

.

P ortan to,

P

S 2 S

F

j �

F

1

( S ) j =

P

S 2 S

F

[ Z

F

j �

F

1

( S ) j �

P

S 2 Z

F

j �

F

1

( S ) j

� 2( j S

F

j + j Z

F

j � 1) � 2 j Z

F

j

< 2 j S

F

j :

P o deríamos in terpretar essa desigualdade dizendo que o grau médio dos

v értices ativ os do grafo H não é maior que 2 . 2
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Figura 5.4: Situação no início da quin ta iteração.

Figura 5.5: Início da sexta iteração.

Figura 5.6: Início da sétima iteração.

V amos mostrar agora que o custo da �oresta de Steiner pro duzida

p elo algoritmo difere do custo de uma �oresta de Steiner ótima p or um

fator inferior a 2 .

T eorema 5.5 : O algoritmo MinFS-GW é uma 2 -aproximação

para o MinFS .

Demonstração: Como já observ amos no início da presen te seção, o

subgrafo F

1

que o algoritmo dev olv e é uma R -�oresta. No início de cada

iteração, v ale a desigualdade

P

S 2 S

j �

F

1

( S ) j y

S

� 2 y ( S ) ; (5.17)
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Figura 5.7: Fim da última iteração. As linhas indicam as arestas da

�oresta F

0

.

Figura 5.8: As linhas indicam a �oresta �nal F

1

.

como passamos a mostrar. É eviden te que a desigualdade é v álida no

início da primeira iteração, quando y = 0 . Sup onha agora que a de-

sigualdade seja v álida no início de uma iteração qualquer. Duran te a

iteração, y

S

é acrescido de � se e somen te se S 2 S

F

. P ortan to, o lado

esquerdo de (5.17) é acrescido de

P

S 2 S

F

j �

F

1

( S ) j �

enquan to o lado direito é acrescido de 2 j S

F

j � . O lema 5.4 garan te que

o incremen to do lado esquerdo não é maior que o do lado direito. P or-

tan to a desigualdade (5.17) v ale no início da iteração seguin te. Isso

pro v a (5.17).

No �m do pro cesso iterativ o, o v etor y é viá v el no programa (5.11).

Além disso, a condição (5.15) de folgas 1 -aproximadas v ale com F

0

no

pap el de F e p ortan to tam b ém com F

1

no pap el de F :

P

S : e 2 � ( S )

y

S

= c

e

para cada e em F

1

:

P ara mostrar que o algoritmo é uma 2 -aproximação, resta ap enas v eri�-

car que c ( F

1

) � 2 opt ( G; c; R ) :

c ( F

1

) =

P

e 2 F

1

c

e
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=

P

e 2 F

1

P

S : e 2 � ( S )

y

S

=

P

S 2 S

j �

F

1

( S ) j y

S

(5.18)

� 2 y ( S ) (5.19)

� 2 opt ( G; c; R ) : (5.20)

A linha (5.18) segue da an terior p or mera reorganização da soma. A

desigualdade (5.19) segue de (5.17). Finalmen te, a desigualdade (5.20)

é conseqüência da delimitação inferior (5.12). 2

Exercícios

5.1 Utilize o lema de F ark as para mostrar que exatamen te um dos pro-

blemas RP( A; b; y ) e RD( A; b; y ) é viá v el.

5.2 Seja y um v etor em Y ( A; c ) e y

0

um v etor tal que y + � y

0

está em

Y ( A; c ) para to do � p ositiv o. Mostre que y

0

está em Y ( A; 0) . Con-

clua que o v etor y

0

dev olvido na linha 5 dos méto dos Primal-Dual

clássico e Apr o xima çã o-Primal-Dual é um v etor de in viabilida-

de de P( A; b; c ) e que D( A; c; b ) é ilimitado.

5.3 Como � p o de ser calculado na linha 6 dos méto dos Primal-Dual

clássico e Apr o xima çã o-Primal-Dual ? Conclua que � é p ositi-

v o.

5.4 Como determinar, na linha 4 dos méto dos Primal-Dual clássico

e Apr o xima çã o-Primal-Dual , se y + � y

0

está em Y ( A; c ) para

to do � p ositiv o?

5.5 Considere o méto do Apr o xima çã o-Primal-Dual . Mostre que

um dos problemas restritos apro ximados é viá v el. Am b os problemas

p o dem ser sim ultaneamen te viá v eis?

5.6 Seja y um v etor em Y ( A; c ) e x uma solução de RAP( A; b; y ; �; � ) .

Mostre que x e y têm folgas � -aproximadas no primal e � -aproxi-

madas no dual. Conclua que � c x � � y b .

5.7 V eri�que que o méto do Primal-Dual clássico é o méto do

Apr o xima çã o-Primal-Dual para � = 1 = � .

5.8 F orm ule o problema do caminho mínimo como um problema

da transv ersal mínima equiv alen te.
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Problema MinP a th ( G; s; t; c ) : Dados um grafo G , dois

v értices s e t de G e um custo c

e

em Q

�

para cada aresta

e , encon trar um caminho P de s a t de custo mínimo.

5.9 F orm ule o problema da árv ore geradora mínima como um pro-

blema da transv ersal mínima equiv alen te.

Problema MST ( G; c ) : Dados um grafo G e um custo c

e

em Q

�

para cada aresta e , encon trar uma árv ore geradora

de custo mínimo.

5.10 Dados um conjun to T de v értices e um conjun to F de arestas de

um grafo G , dizemos que F é uma T - junção se T é o conjun to

dos v értices de grau ímpar do grafo G [ F ] . F orm ule o problema

da T - junção mínima como um problema da transv ersal mínima

equiv alen te.

Problema MinTJ ( G; T ; c ) : Dados um grafo G , um sub-

conjun to T de V

G

tal que j T j é par e um custo c

e

em Q

�

para cada aresta e , encon trar uma T -junção F que minimize

c ( F ) .

5.11 F orm ule o problema do corte mínimo como um problema da

transv ersal mínima equiv alen te.

Problema MinCut ( G; c ) : Dados um grafo G e um custo

c

e

em Q

�

para cada aresta e , encon trar um corte R que

minimize c ( R ) .

5.12 P ara cada um dos problemas nos quatro exercícios an teriores, des-

crev a um algoritmo que, dados um grafo G e um sub conjun to T

de E

G

, decide se T é uma transv ersal da resp ectiv a coleção S . O

consumo de temp o de cada algoritmo dev e ser p olinomial em h G i e

não dev e dep ender de j S j .

5.13 Mostre que o programa linear (5.5) é uma relaxação linear do

MinTC ( E ; S ; c ) .

5.14 F orm ule o problema da cob ertura mínima p or v értices ( MinCV )

como um problema da transv ersal mínima MinTC ( E ; S ; c ) equiv a-

len te. Mostre que o algoritmo MinTC-BE é uma 2 -aproximação

p olinomial para o MinCV .

5.15 F orm ule o problema do m ulticorte mínimo ( MinMCut ) como um

problema da transv ersal mínima MinTC ( E ; S ; c ) equiv alen te. Mos-

tre que, se as linhas a seguir são inseridas en tre as linhas 9 e 10
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do algoritmo MinTC-BE , en tão o algoritmo resultan te é uma 2 -

aproximação p olinomial para o MinMCut quando restrito a árv o-

res [GVY97].

9a sejam f

1

; : : : ; f

k

os elementos de J , na o rdem em que

9b fo ram incluídos em J

9c pa ra i de k até 1 faça

9d se J n f f

i

g é uma transversal então J  J n f f

i

g

5.16 No problema MinFS ( G; c; R ) , não há p erda de generalidade se su-

pusermos que G é completo e os custos satisfazem a desigualdade

triangular. Discuta essa a�rmação.

5.17 Uma coleção L de sub conjun tos de um conjun to �nito X é laminar

se L

1

� L

2

ou L

1

� L

2

ou L

1

\ L

2

= ; para cada par ( L

1

; L

2

) de

elemen tos de L . Mostre que se L é laminar en tão j L j � 2 j X j � 1 .

Mostre que no algoritmo MinFS-GW a coleção f S 2 S : y

S

> 0 g é

laminar.

5.18 Mostre que a razão de apro ximação do algoritmo MinFS-

GW ( G; c; R ) é 2 � 2 =n , onde n := j V

G

j .

5.19 Exiba uma instância do problema MinFS para a qual o algoritmo

MinFS-GW pro duz uma árv ore de Steiner de custo essencialmen te

igual ao dobro do ótimo.

5.20 Aplique o algoritmo MinFS-GW ao problema da árv ore geradora

mínima (exercício 5.9). Mostre que ele se comp orta como o algo-

ritmo de Krusk al [CLR92 ] (e p ortan to pro duz uma árv ore geradora

mínima).

5.21 Escrev a o algoritmo MinFS-GW de maneira mais detalhada. Em

particular, escrev a uma implemen tação que, para uma instância

( G; c; R ) , consuma temp o p olinomial em h G i .

Notas bibliográ�cas

Este capítulo foi escrito com base nos livros de Sc hrijv er [Sc h86 ],

P apadimitriou e Steiglitz [PS82 ], Ho c h baum [Ho c97] e no artigo de Go-

emans e Williamson [GW95a].

O livro de P apadimitriou e Steiglitz [PS82 ] apresen ta div ersos algo-

ritmos com binatórios clássicos que p o dem ser en tendidos como uma mí-

mica do méto do primal-dual, incluindo o algoritmo de Dijkstra [Dij59]
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para encon trar caminhos de custo mínimo, o algoritmo de F ord e F ul-

k erson [FF56] para encon trar um �uxo máximo, algoritmos primal-

dual para o problema do �uxo de custo mínimo, o méto do h úngaro de

Kuhn [Kuh55 ] para encon trar um emparelhamen to de custo máximo em

um grafo bipartido, e o algoritmo de Edmonds [Edm65a ] para encon trar

um emparelhamen to de custo máximo em um grafo.

O primeiro algoritmo de apro ximação gen uinamen te primal-dual, ou

seja, o primeiro a usar uma solução dual viá v el para obter, iterativ a-

men te, uma solução apro ximada do problema primal, foi o algoritmo de

Bar-Y eh uda e Ev en [BYE81 ] para o problema da cob ertura mínima p or

v értices. T rata-se, essencialmen te, do algoritmo descrito na seção 5.3. A

análise dessa ab ordagem aparece em um artigo de Ho c h baum [Ho c82],

que obtev e um algoritmo com a mesma razão de apro ximação usando o

méto do dual.

A primeira 2 -aproximação para o problema da �oresta de Stei-

ner foi obtida p or Agra w al, Klein e Ra vi [AKR95]. Esse traba-

lho in tro duziu mo di�caçõ es p o derosas no méto do primal-dual bási-

co, e com isso deu um grande impulso às p esquisas sobre problemas

de pro jetos de redes ( network design pr oblems ), como atestam os di-

v ersos algoritmos de apro ximação primal-dual obtidos p or essa ép o-

ca [A G94 , GGW98, GGP

+

94 , GW95a, Ra v94 , R W95 , W GMV95]. Se-

gundo Go emans e Williamson [Ho c97], esse trabalho de Agra w al, Klein

e Ra vi foi o primeiro a fazer uso altamen te so�sticado do méto do primal-

dual para pro jetar algoritmos de apro ximação.

O problema da �oresta de Steiner p o de ser classi�cado como um

problema de pro jeto de redes. Esse tip o de problema consiste em exigir

um certo grau de conexão en tre certos pares de v értices de um grafo. O

conceito de funçõ es próprias uni�ca v ários desses problemas: o proble-

ma da �oresta de Steiner, o problema do caminho mínimo, o problema

da conexão p on to-a-p on to, o problema da T -junção mínima, o proble-

ma do emparelhamen to p erfeito de p eso mínimo, etc. Usando ap enas

as propriedades que caracterizam funçõ es próprias, Go emans e Willi-

amson [GW95a , Ho c97] mostraram que to dos esses problemas admitem

uma 2 -apro ximação p olinomial.

O melhor resultado que se conhece para o problema da árv ore de

Steiner é uma 1 ; 55 -apro ximação que não se baseia em programação line-

ar, obtido recen temen te p or Robins e Zelik o vsky [RZ00].

Exp erimen tos computacionais realizados com alguns algoritmos de

apro ximação obtidos p elo méto do primal-dual mostram que eles têm

b om desemp enho na prática. Segundo Go emans e Williamson [W G94 ],
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a 2 -aproximação para o problema do emparelhamen to p erfeito de p eso

mínimo em que os custos satisfazem a desigualdade triangular encon tra

soluçõ es a 2 % do ótimo na maioria dos casos (em mais de 1400 exp e-

rimen tos, o resultado n unca foi pior do que 4 %). Os mesmos autores

relatam b ons resultados práticos para o problema da �oresta de Steiner

e alguns outros problemas de redes.

Gab o w, Go emans e Williamson [GGW98] obtiv eram uma implemen-

tação mais e�cien te de v ários algoritmos para problemas de pro jetos de

redes, incluindo o problema da �oresta de Steiner. Finalmen te, há v ários

trabalhos recen tes [CR W01, GVY97, JMVW99, JV00, GW98, R V99 ] a

resp eito de méto dos de apro ximação primal-dual, indicando que se trata

de um tema de in teresse atual e aparen temen te m uito promissor.
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Capítulo 6

Algoritmos Probabilísticos

Neste capítulo v amos sup or que temos à nossa disp osição um gera-

dor de bits aleatórios ( r andom bits gener ator ), ou seja, um algoritmo

ideal Rand que receb e um n úmero racional � no in terv alo fec hado [0 ; 1] , Rand

dev olv e 1 com probabilidade � e 0 com probabilidade 1 � � . Existem

implemen taçõ es apro ximadas do algoritmo Rand (v eja Kn uth [Kn u98 ]).

Um algoritmo que utiliza Rand é c hamado de probabilístico ( r an-

domize d ). O comp ortamen to de um algoritmo probabilístico dep ende

não ap enas da instância do problema mas tam b ém dos n úmeros dev olvi-

dos p or Rand . Dizemos que um algoritmo probabilístico é p olinomial

se existe um p olinômio p tal que, para to da instância I do problema,

o n úmero de c hamadas ao algoritmo Rand e o consumo de temp o das

demais op eraçõ es são limitados p or p ( h I i ) .

V amos generalizar a de�nição de algoritmos de apro ximação (se-

ção 1.2) para englobar algoritmos probabilísticos. Considere um algo-

ritmo probabilístico A para um problema de otimização. P ara qualquer

instância I do problema, seja X

I

a v ariá v el aleatória (ap êndice D) cujo

v alor é o v alor da solução pro duzida p or A para esta instância

1

. Di-

zemos que A é uma � - apro ximação probabilística para o problema

em questão se E [ X

I

] � � opt( I ) no caso de problema de maximização

e E [ X

I

] � � opt( I ) no caso de problema de minimização. No presen te

capítulo, � é um n úmero que não dep ende de I , em b ora em geral � p ossa

1

Os algoritmos ab ordados neste capítulo, para cada instância do problema, pro v o-

cam um n úmero �xo t de c hamadas de Rand , que não dep ende dos v alores dev olvidos

p or Rand , sendo que a i -ésima c hamada de Rand tem como parâmetro sempre um

mesmo n úmero, digamos �

i

. Denotando p or 
 o conjun to f 0 ; 1 g , seja P

i

a medida de

probabilidade sobre 
 dada p or P

i

(1) = �

i

e P

i

(0) = 1 � �

i

. O espaço de probabilidade

no qual X

I

está de�nida neste caso é o espaço pro duto (
 ; P

1

) � � � � � (
 ; P

t

) .

63
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ser uma função de I . Dizemos que � é uma razão de apro ximação

esp erada de A .

V amos mostrar que, em certas condiçõ es, uma � -aproximação pro-

babilística A p o de ser usada para pro duzir, com alta probabilidade, so-

luçõ es apro ximadas do problema. Sup onha que o problema é de minimi-

zação e que a v ariá v el aleatória X

I

não assume v alores negativ os (esse

é o caso na grande maioria dos problemas com binatórios). P ara cada "

p ositiv o, a desigualdade de Mark o v (lema D.1, ap êndice D) garan te que

Pr [ X

I

� ( � + " )opt ( I )] �

E [ X

I

]

( � + " )opt ( I )

�

� opt( I )

( � + " )opt ( I )

=

�

� + "

:

P ara um dado � no in terv alo ab erto (0 ; 1) , seja k := d log

�

� e , onde

� =

�

� + "

. Sup onha que A é aplicado k v ezes à instância I e escolha

o resultado de menor v alor. Se Y

I

é esse menor v alor

2

, en tão Pr [ Y

I

�

( � + " )opt ( I )] � � . P ara � p equeno, este esquema pro duz, p ortan to,

com probabilidade alta (p elo menos 1 � � ), uma solução viá v el com v alor

menor que ( � + " )opt ( I ) .

O mesmo racio cínio p o de ser aplicado a problemas de maximização,

desde que se conheça uma delimitação sup erior para o v alor ótimo do

problema.

6.1 Satisfatibilidade máxima

V amos usar o problema da satisfatibilidade máxima para exempli-

�car algoritmos probabilísticos. P ara de�nir o problema, precisamos

in tro duzir alguma notação.

Sup onha dado um conjun to �nito V de ob jetos que c hamamos v a-

riá v eis . Uma cláusula b o oleana sobre V , ou simplesmen te cláusula ,

é um par ordenado de sub conjun tos de V disjun tos, um dos quais p elo

menos não é v azio. Se C é uma cláusula, denotamos o primeiro comp o-

nen te de C p or C

1

e o segundo p or C

0

. Em terminologia tradicional, C

0

é o conjun to das v ariá v eis �complemen tadas� e C

1

é o conjun to das v ariá-

v eis �não-complemen tadas�. O n úmero de v ariá v eis em uma cláusula

C é j C

1

j + j C

0

j .

2

Y

I

é uma v ariá v el aleatória. Denotando p or (


0

; P

0

) o espaço de probabilidade

de X

I

, o espaço no qual Y

I

está de�nida é o pro duto (


0

; P

0

) � � � � � (


0

; P

0

) de k

cópias de (


0

; P

0

) .
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Uma v aloração das v ariá v eis de V é um v etor x indexado p or V

com v alores em f 0 ; 1 g . Uma v aloração x satisfaz uma cláusula C se

x

v

= 1 para algum v em C

1

ou x

v

= 0 para algum v em C

0

.

V ejamos um exemplo. Sup onha que V = f a; b; c; d g e sejam C , D

e E as cláusulas ( f a; d g ; f b g ) , ( f c g ; f a; b g ) e ( ; ; f b; c; d g ) . Na notação

tradicional, a coleção f C ; D ; E g seria denotada p or f a _ d _

�

b; c _ �a _

�

b;

�

b _ �c _

�

d g .

O problema da satisfatibilidade máxima ( maximum satis�abi-

lity pr oblem ), denotado p ela sigla MaxSa t , consiste no seguin te:

Problema MaxSa t ( V ; C ) : Dada uma coleção C de cláusulas

sobre um conjun to V de v ariá v eis, encon trar uma v aloração x de

V que satisfaça o maior n úmero p ossív el de cláusulas de C .

O problema é NP-difícil mesmo quando cada cláusula em C tem duas

v ariá v eis [GJ79 ].

Algoritmo de Johnson

Eis um algoritmo probabilístico para o problema MaxSa t . O algo-

ritmo é atribuído a Johnson [Joh74 ]. Ele é tão simples que ignora C :

Algoritmo MaxSa t-Johnson ( V )

1 pa ra cada v em V faça

2 _x

v

 Rand (

1

2

)

3 devolva _x

No algoritmo acima, o n úmero de c hamadas a Rand e o consumo

de temp o das demais op eraçõ es é O ( j V j ) . Seja X

C

a v ariá v el aleatória X

C

cujo v alor é o n úmero de cláusulas de C satisfeitas p or uma v aloração

pro duzida p or MaxSa t-Johnson ( V ) . O espaço de probabilidade de

X

C

é o espaço pro duto (
 ; P ) � � � � � (
 ; P ) , onde (
 ; P ) aparece j V j

v ezes no pro duto, 
 é o conjun to f 0 ; 1 g e P é a medida de probabilidade

sobre 
 dada p or P (1) = P (0) =

1

2

.

T eorema 6.1 : Se ( V ; C ) é uma instância do problema MaxSa t

na qual cada cláusula tem p elo menos k v ariá v eis e X

C

é a v ariá v el

aleatória acima de�nida, en tão

E [ X

C

] �

�

1 �

1

2

k

�

opt( V ; C ) :
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Demonstração: P ara cada cláusula C , de�na uma v ariá v el aleatória

Z

C

da seguin te maneira: Z

C

:= 1 se a v aloração pro duzida p elo algorit-

mo satisfaz C e Z

C

:= 0 em caso con trário. Como C tem p elo menos

k v ariá v eis e no algoritmo _x

v

é 0 com probabilidade 1 = 2 , a probabili-

dade do ev en to [ Z

C

=0] é no máximo 1 = 2

k

e a probabilidade do ev en to

[ Z

C

=1] é p elo menos 1 � 1 = 2

k

. P ortan to, como X

C

é a soma das v ariá v eis

aleatórias Z

C

,

E [ X

C

] = E [

P

C

Z

C

] =

P

C

E [ Z

C

] � (1 �

1

2

k

) j C j

e concluímos a pro v a do teorema, já que opt ( V ; C ) � j C j . 2

Como to das as cláusulas em C têm p elo menos uma v ariá v el, p o de-

mos aplicar o teorema acima a ( V ; C ) com k = 1 e concluir o seguin te

resultado.

T eorema 6.2 : O algoritmo MaxSa t-Johnson é uma 0 ; 5 -

aproximação probabilística p olinomial para o MaxSa t .

Algoritmo do arredondamen to probabilístico

Descrev emos a seguir um algoritmo de apro ximação para o proble-

ma MaxSa t que en v olv e o �arredondamen to probabilístico� ( r andomize d

r ounding ) de uma solução ótima de um programa linear. O arredon-

damen to probabilístico de um n úmero � do in terv alo ab erto (0 ; 1)

consiste em arredondar � �para cima� com probabilidade � e �para bai-

xo� com probabilidade 1 � � .

Considere o seguin te problema de programação linear: dada uma

coleção C de cláusulas sobre um conjun to V , encon trar um par ( x; z ) de

v etores, com x indexado p or V e z indexado p or C , que

maximize

P

C 2 C

z

C

sob as restriçõ es

P

v 2 C

0

(1 � x

v

) +

P

v 2 C

1

x

v

� z

C

para cada C em C ;

0 � z

C

� 1 para cada C em C ;

0 � x

v

� 1 para cada v em V :

(6.1)

Note a seguin te relação en tre este programa linear e o problema MaxSa t .

Sup onha que temos uma solução ótima x

�

do MaxSa t ( V ; C ) . P ara cada

cláusula C em C , faça z

�

C

:= 1 se x

�

satisfaz C e z

�

C

:= 0 em caso
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con trário. É claro en tão que o par ( x

�

; z

�

) é uma solução viá v el de (6.1)

e o v alor dessa solução é igual ao n úmero de cláusulas de C satisfeitas

p or x

�

. P ortan to, o programa linear (6.1) é uma relaxação do problema

MaxSa t ( V ; C ) e

P

C

^z

C

� opt( V ; C ) ; (6.2)

para qualquer solução ótima ( ^ x; ^z ) de (6.1).

O seguin te algoritmo de arredondamen to probabilístico, desen v olvido

p or Go emans e Williamson [GW94], é um algoritmo de apro ximação para

o MaxSa t .

Algoritmo MaxSa t-GW ( V ; C )

1 seja ( ^ x ; ^z ) uma solução ótima racional de (6.1)

2 pa ra cada v em V faça

3 _x

v

 Rand ( ^ x

v

)

4 devolva _x

O algoritmo acima p o de ser implemen tado de mo do que a execução

da linha 1 consuma temp o limitado p or um p olinômio em j V j e j C j ,

e pro duza uma solução ótima racional ( ^ x; ^z ) com o tamanho de ^x e ^z

limitados p or um p olinômio em j V j e j C j (fato C.4, ap êndice C). Como,

além disso, o n úmero de c hamadas a Rand é j V j , o algoritmo M axSat-

GW é um algoritmo probabilístico p olinomial.

T eorema 6.3 : Se ( V ; C ) é uma instância do problema MaxSa t

na qual cada cláusula tem no máximo k v ariá v eis, com k � 1 ,

e X

C

é a v ariá v el aleatória

3

cujo v alor é o n úmero de cláusu-

las de C satisfeitas p or uma v aloração pro duzida p elo algoritmo

MaxSa t-GW ( V ; C ) , en tão

E [ X

C

] �

�

1 � (1 �

1

k

)

k

�

opt( V ; C ) :

Demonstração: P ara cada cláusula C , de�na Z

C

da maneira usual:

Z

C

v ale 1 se a v aloração pro duzida p elo algoritmo satisfaz C e 0 em caso

con trário. A probabilidade de que Z

C

seja 0 é o pro duto de termos da

forma ^x

v

, para v em C

0

, e (1 � ^x

v

) , para v em C

1

. Se t é o n úmero de

3

O espaço de probabilidade é (
 ; P

1

) � � � � � (
 ; P

j V j

) , onde 
 = f 0 ; 1 g e P

i

é

dado p or P

i

(1) = ^x

i

e P

i

(0) = 1 � ^x

i

para cada i em V .



68 Algoritmos Pr obabilísticos

v ariá v eis de C en tão t � 1 e

Pr [ Z

C

= 1] = 1 �

Q

v 2 C

0

^x

v

Q

v 2 C

1

(1 � ^x

v

)

� 1 � ( ( t � ^z

C

) =t )

t

(6.3)

= 1 � (1 � ^z

C

=t )

t

� (1 � (1 � 1 =t )

t

) ^ z

C

(6.4)

� (1 � (1 � 1 =k )

k

) ^ z

C

: (6.5)

P ara justi�car (6.3), note que a média geométrica de n úmeros não-

negativ os não ultrapassa a sua média aritmética. Disso temos que

Q

v 2 C

0

^x

v

Q

v 2 C

1

(1 � ^x

v

) � ((

P

v 2 C

0

^x

v

+

P

v 2 C

1

(1 � ^x

v

)) =t )

t

= (( t �

P

v 2 C

0

(1 � ^x

v

) �

P

v 2 C

1

^x

v

) =t )

t

� (( t � ^z

C

) =t )

t

:

P ara v eri�car (6.4), considere a função f ( z ) := 1 � (1 � z =t )

t

. Observ e

que f é cônca v a no in terv alo fec hado [0 ; 1] , p ois f

0

( z ) � 0 e f

00

( z ) � 0

nesse in terv alo. En tão, como f (0) = 0 , temos que f ( z ) � z f (1) , que se

traduz em (6.4). Finalmen te, (6.5) v ale p ois (1 � 1 =t )

t

é crescen te para

t � 1 e, p or hip ótese, t � k .

P o demos agora calcular o v alor esp erado de X

C

:

E [ X

C

] = E [

P

C

Z

C

]

=

P

C

E [ Z

C

]

=

P

C

Pr [ Z

C

= 1]

�

P

C

(1 � (1 � 1 =k )

k

) ^ z

C

� (1 � (1 � 1 =k )

k

) opt ( V ; C ) ;

onde a última desigualdade segue de (6.2). 2

Como (1 � 1 =k )

k

é não passa de 1 =e para to do k � 1 , onde e é a

base dos logaritmos naturais, temos que (1 � 1 =k )

k

< 1 =e < 0 ; 37 . Desse

fato, e do teorema an terior, é imediato o seguin te resultado.

T eorema 6.4 : O algoritmo MaxSa t-GW é uma 0 ; 63 -aproxi-

mação probabilística p olinomial para o MaxSa t . 2

Algoritmo com binado

O teorema 6.1 p ermite deduzir uma razão de apro ximação melhor do

algoritmo MaxSa t-Johnson quando to das as cláusulas têm p elo menos
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duas v ariá v eis. Já para o algoritmo MaxSa t-GW obtêm-se resultados

melhores quando as cláusulas têm no máximo duas v ariá v eis, p elo te-

orema 6.3. P arece razoá v el, p ortan to, com binar os dois algoritmos. O

algoritmo abaixo dev e-se a Go emans e Williamson [GW94] tam b ém.

Algoritmo MaxSa t-Combinado-GW ( V ; C )

1 _x  MaxSa t-Johnson ( V )

2 •x  MaxSa t-GW ( V ; C )

3 seja _s o número de cláusulas de C satisfeitas p o r _x

4 seja •s o número de cláusulas de C satisfeitas p o r •x

5 se _s � •s

6 então devolva _x

7 senão devolva •x

T eorema 6.5 : O algoritmo MaxSa t-Combinado-GW é uma

0 ; 75 -aproximação probabilística p olinomial para o MaxSa t .

Demonstração: Seja C

k

a coleção das cláusulas de C que têm exata-

men te k v ariá v eis. Sejam X

C

,

_

X

C

e

•

X

C

v ariá v eis aleatórias cujos v alo-

res são o n úmero de cláusulas de C satisfeitas p or uma v aloração pro-

duzida p or MaxSa t-Combinado-GW ( V ; C ) , MaxSa t-Johnson ( V )

e MaxSa t-GW ( V ; C ) , resp ectiv amen te. Note que X

C

�

1

2

(

_

X

C

+

•

X

C

) .

Se re�zermos as partes apropriadas das demonstraçõ es dos teoremas 6.1

e 6.3 temos

E [ X

C

] � E [

1

2

(

_

X

C

+

•

X

C

)]

=

1

2

( E [

_

X

C

] + E [

•

X

C

])

�

1

2

P

k

P

C 2 C

k

( (1 � 2

� k

) + (1 � (1 � k

� 1

)

k

) ^ z

C

)

�

1

2

P

k

P

C 2 C

k

( 1 � 2

� k

+ 1 � (1 � k

� 1

)

k

) ^ z

C

�

1

2

P

k

P

C 2 C

k

3

2

^z

C

(6.6)

�

3

4

opt( V ; C ) : (6.7)

onde a desigualdade (6.6) p o de ser concluída analisando-se os casos

k = 1 , k = 2 e k � 3 e (6.7) v ale em virtude de (6.2). 2

6.2 Desaleatorização

Em m uitos casos, é p ossív el con v erter um algoritmo de apro xima-

ção probabilístico em um determinístico com uma razão de apro ximação
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igual à razão esp erada do algoritmo probabilístico. Isso p o de ser fei-

to atra v és do méto do das esp eranças condicionais [AS92, ES74 , Sp e87].

P ara aplicá-lo, precisamos sab er calcular e�cien temen te certas esp eran-

ças condicionais, que dep endem do problema em fo co. É esse o cerne

do pro cesso de desaleatorização de um algoritmo probabilístico p or es-

se méto do. Ilustramos o méto do aplicando-o ao algoritmo MaxSa t-

Johnson . Obtemos como resultado a seguin te 0 ; 5 -aproximação p olino-

mial determinística, que utiliza um pro cedimen to EspCond , detalhado

p osteriormen te.

Algoritmo MaxSa t-Johnson-Desalea torizado ( V ; C )

1 D  C

2 pa ra cada v em V faça

3 se EspCond ( v ; 1 ; D ) � EspCond ( v ; 0 ; D )

4 então _x

v

 1

5 pa ra cada C em D faça

6 se v 2 C

1

7 então D  D n f C g

8 senão C

0

 C

0

n f v g

9 senão _x

v

 0

10 pa ra cada C em C faça

11 se v 2 C

0

12 então D  D n f C g

13 senão C

1

 C

1

n f v g

14 devolva _x

No algoritmo acima, D é um m ulticonjun to (um conjun to em que ca-

da elemen to aparece com uma certa m ultiplicidade). No início de cada

iteração, D con tém, além de pares f; ; ;g , que c hamaremos de pseudo-

cláusulas , ap enas as cláusulas de C que a �v aloração parcial� _x do algo-

ritmo ainda não satisfez. A demais, de cada cláusula de C em D , foram

eliminadas as v ariá v eis cujos v alores _x já �xou.

O pro cedimen to auxiliar EspCond receb e uma v ariá v el v , um ele-

men to i de f 0 ; 1 g e um m ulticonjun to D de cláusulas e pseudo-cláusulas.

Seja X

D

a v ariá v el aleatória cujo v alor é o n úmero de cláusulas em D , le-

v ando em con ta a m ultiplicidade, satisfeitas p or uma v aloração pro duzida

p elo algoritmo MaxSa t-Johnson ( V ) . Se i = 1 en tão o pro cedimen to

dev olv e o v alor esp erado de X

D

sob a condição que _x

v

=1 no algoritmo
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MaxSa t-Johnson . Este v alor esp erado é denotado p or E [ X

D

j _x

v

= 1] .

Se i = 0 en tão o pro cedimen to dev olv e E [ X

D

j _x

v

=0] , que é de�nido de

maneira análoga.

Pro cedimen to EspCond ( v ; i; D )

1 esp  0

2 pa ra cada C em D faça

3 k  j C

1

j + j C

0

j

4 se v 2 C

i

5 então esp  esp + 1

6 senão se v 2 C

1 � i

7 então esp  esp + (1 � 2

� k +1

)

8 senão esp  esp + (1 � 2

� k

)

9 devolva esp

T eorema 6.6 : O algoritmo MaxSa t-Johnson-Desaleato-

rizado é uma 0 ; 5 -aproximação p olinomial para o MaxSa t .

Demonstração: Seja X

C

a v ariá v el aleatória cujo v alor é o n úmero

de cláusulas em C satisfeitas p or uma v aloração pro duzida p elo algorit-

mo MaxSa t-Johnson ( V ) . Como, no algoritmo MaxSa t-Johnson ,

_x

v

= 1 com probabilidade 1 = 2 e _x

v

= 0 com probabilidade 1 = 2 , te-

mos que E [ X

C

] =

1

2

E [ X

C

j _x

v

= 1] +

1

2

E [ X

C

j _x

v

=0] , e disso concluímos que

E [ X

C

] não ultrapassa o maior en tre as duas esp eranças condicionais,

E [ X

C

j _x

v

= 1] e E [ X

C

j _x

v

= 0] . Logo, E [ X

C

] � E [ X

C

j _x

v

1

] , onde o último

termo denota o v alor esp erado de X

C

sob a condição que, no algorit-

mo MaxSa t-Johnson , atribua-se a _x

v

1

o mesmo v alor atribuído no

algoritmo MaxSa t-Johnson-Desaleatorizad o . Uma v ez �xado o

v alor de _x

v

1

, o mesmo racio cínio v ale para as demais v ariá v eis e, disso,

concluímos que

E [ X

C

] � E [ X

C

j _x

v

1

] � E [ X

C

j _x

v

1

; _x

v

2

] � : : : � E [ X

C

j _x

v

1

; : : : ; _x

v

n

] :

O último termo é o n úmero de cláusulas de C satisfeitas p ela v aloração _x

pro duzida p elo algoritmo MaxSa t-Johnson-Desaleatorizado . Esse

n úmero é p elo menos 0 ; 5 opt( V ; C ) , p ois E [ X

C

] � 0 ; 5 opt ( V ; C ) .

Quan to ao temp o de execução do algoritmo, basta observ ar que o

pro cedimen to EspCond ( v ; i; D ) consome temp o O ( j V j ) . Disso, é fá-

cil concluir que o algoritmo MaxSa t-Johnson-Desalea torizado é

p olinomial. 2
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É um p ouco surpreenden te que desaleatorizaçõ es pro duzam, mesmo

sem lev ar em con ta como as v ariá v eis aleatórias se distribuem em torno do

v alor esp erado, um algoritmo com razão de apro ximação igual à razão

esp erada do algoritmo probabilístico. No caso do algoritmo acima, o

pro cedimen to para o cálculo das esp eranças condicionadas é b em simples.

Em outros problemas, esses cálculos p o dem ser bastan te complicados,

in viabilizando o pro cesso de desaleatorização.

6.3 Geradores de n úmeros aleatórios

Uma maneira mais geral de de�nir algoritmos probabilísticos parte

de um gerador de n úmeros aleatórios no in terv alo [0 ; 1) . Nessa de�ni-

ção alternativ a, substitui-se o algoritmo Rand p or um algoritmo ideal

RandUni que dev olv e um n úmero real aleatório com distribuição uni-RandUni

forme no in terv alo [0 ; 1) (ap êndice D). Existem implemen taçõ es apro xi-

madas desse algoritmo Rand [Kn u98 ].

Os conceitos in tro duzidos no início deste capítulo (algoritmo de apro-

ximação probabilístico, algoritmo probabilístico p olinomial, etc.) p o dem

ser naturalmen te adaptados a esta outra de�nição. Em particular, os al-

goritmos vistos neste capítulo são probabilísticos p olinomiais tam b ém de

acordo com esta no v a de�nição, p ois é fácil implemen tar Rand ( � ) com

uma c hamada a RandUni : o algoritmo Rand dev olv e 1 se o n úmero

dev olvido p or RandUni for menor que � e dev olv e 0 em caso con trário.

P or outro lado, não se sab e, em geral, con v erter um algoritmo que

c hama RandUni um n úmero p olinomial de v ezes em um que c hama

Rand um n úmero p olinomial de v ezes. P or isso é razoá v el dizer que esta

no v a de�nição é uma generalização da original. A desv an tagem da no v a

de�nição é que ela requer manipulação n úmeros reais.

Exercícios

6.1 Considere o seguin te algoritmo para o MaxSa t ( V ; C ) .

Algoritmo MaxSa t-CaraCor o a ( V )

1 b  Rand (

1

2

)

2 pa ra cada v em V faça _x

v

 b

3 devolva _x

Mostre que o algoritmo acima é uma 0 ; 5 -aproximação probabilística

p olinomial para o MaxSa t .
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6.2 Inspire-se no algoritmo MaxSa t-Johnson e pro jete uma 0 ; 5 -apro-

ximação probabilística p olinomial para o problema do corte má-

ximo :

Problema MaxCut ( G; w ) : Dado um grafo G e um p eso

w

e

em Q

�

para cada aresta e de G , encon trar um corte R

que maximize w ( R ) .

Apresen te uma v ersão desaleatorizada do seu algoritmo.

6.3 Pro jete uma 0 ; 5 -aproximação probabilística p olinomial para a se-

guin te v arian te do MaxCut (exercício 6.2), que denotamos p or

Max k Cut : dados um grafo G , um p eso w

e

em Q

�

para cada ares-

ta e e um in teiro k � 2 , determinar uma partição de V

G

em k partes

que maximize a soma do p eso das arestas com extremos em partes

distin tas da partição.

6.4 Pro jete uma 0 ; 5 -aproximação probabilística p olinomial para o pro-

blema da cob ertura máxima (exercício 2.4). Mostre que a v ersão

desaleatorizada deste algoritmo é exatamen te o algoritmo guloso

sugerido no exercício 2.4.

6.5 Escrev a uma v ersão desaleatorizada do algoritmo MaxSa t-GW .

Apresen te-a da forma mais simples que puder omitindo, se p ossív el,

to dos os v estígios �probabilísticos� do algoritmo original. Pro v e,

sem usar argumen tos probabilísticos, que o algoritmo obtido é uma

0 ; 63 -aproximação para MaxSa t .

6.6 Considere o seguin te algoritmo probabilístico para o MaxSa t :

Algoritmo MaxSa t-Combinado-Pr obabilístico ( V ; C )

1 b  Rand (

1

2

)

2 se b = 0

3 então _x  MaxSa t-Johnson ( V )

4 senão _x  MaxSa t-GW ( V ; C )

5 devolva _x

Pro v e que esse algoritmo é uma 0 ; 5 -aproximação probabilística p o-

linomial para o MaxSa t . Escrev a e comen te a v ersão desaleatori-

zada deste algoritmo. O que m uda se alterarmos o

1

2

da linha 1 do

algoritmo para um outro v alor no in terv alo (0 ; 1) ?

6.7 Considere a seguin te v ersão p onderada do MaxSa t . Além do con-

jun to V e da coleção C de cláusulas sobre V , é dado tam b ém um

p eso w

C

em Q

�

para cada cláusula C em C ; o problema consiste em

encon trar uma v aloração que maximize a soma dos p esos das cláu-
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sulas satisfeitas. Mo di�que os três algoritmos apresen tados neste

capítulo, b em como suas análises, para o MaxSa t p onderado. Que

razão de apro ximação tem cada um dos algoritmos mo di�cados?

6.8 Considere o seguin te algoritmo para o Escalonamento (se-

ção 2.1): escolha aleatoriamen te a pró xima tarefa a ser escalonada

e aplique o critério de Graham. Estime o v alor esp erado da solução

assim obtida.

Notas bibliográ�cas

A discussão do algoritmo MaxSa t-GW é um resumo de um arti-

go de Go emans e Williamson [GW94]; resumos semelhan tes aparecem

no livro de Mot w ani e Ragha v an [MR95b] e no livro editado p or Ho c h-

baum [Ho c97]. Os exercícios 6.1, 6.3 e 6.4 foram extraídos do livro de

V azirani [V az01 ].

O livro de Mot w ani e Ragha v an [MR95b] é um texto abrangen te

sobre algoritmos probabilísticos, com m uitos exercícios e problemas de

p esquisa.

O algoritmo MaxSa t-Johnson é atribuído a Johnson [Joh74 ], em-

b ora este tenha escrito a v ersão não-probabilística do algoritmo. A pri-

meira 0 ; 75 -apro ximação p olinomial para o MaxSa t dev e-se a Y annak a-

kis [Y an94 ]. Zwic k [Zwi99 ] pro jetou um algoritmo de apro ximação para

um caso particular do MaxSa t e conjecturou, baseando-se em exp eri-

men tos n úmericos, que seu algoritmo é uma 0 ; 797 -apro ximação para o

problema. Recen temen te, Asano e Williamson [A W00] pro jetaram uma

0 ; 784 -apro ximação, com binando v ários algoritmos conhecidos para o pro-

blema [GW94, F G95 , KZ97]. No momen to, esse é o melhor algoritmo

de apro ximação conhecido para o MaxSa t . Utilizando o algoritmo de

Zwic k [Zwi99 ], Asano e Williamson obtêm uma 0 ; 833 -apro ximação para

o MaxSa t , desde que a conjectura de Zwic k seja con�rmada.

A técnica de arredondamen to probabilístico foi in tro duzida p or

Ragha v an e Thompson [R T87 , Rag88 ] e v em sendo aplicada com bas-

tan te sucesso a v ários problemas [BTV99 , CKR00, F ei99 , JV00].

O méto do das esp eranças condicionais aparece implicitamen te em um

artigo de Erd®s e Selfridge [ES73 ]. A conexão com algoritmos p olinomiais

determinísticos foi feita p or Sp encer [Sp e87 ].

Uma outra técnica b em sucedida de desaleatorização de algorit-

mos probabilísticos foi desen v olvida p or Lub y [Lub86 ] e p or Alon et

al. [ABI86]. Uma sucessão de c hamadas ao algoritmo Rand pro duz
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uma seqüência de bits aleatórios. P o demos imaginar en tão que, além

dos dados do problema, um algoritmo probabilístico receb e uma seqüên-

cia de bits aleatórios, de comprimen to con v enien te. F reqüen temen te,

basta que os bits nessa seqüência sejam k -m utuamen te indep enden tes.

P ara explicar este conceito, denote p or b

1

; : : : ; b

n

os bits pro duzidos p or

n c hamadas de Rand . Dizemos que b

1

; : : : ; b

n

são k - m utuamen te in-

dep enden tes se, para qualquer subseqüência b

i

1

; : : : ; b

i

k

de b

1

; : : : ; b

n

, a

probabilidade de que b

i

1

; : : : ; b

i

k

coincida com qualquer das 2

k

seqüênci-

as de k bits é 2

� k

. Enquan to indep endência plena requer um espaço de

probabilidade comp osto de 2

n

v etores binários, p o de-se construir espaços

de probabilidade com n

k = 2

v etores binários cujos bits são k -m utuamen te

indep enden tes. Se k é constan te, um algoritmo probabilístico p o de ser

desaleatorizado da seguin te forma: executa-se o algoritmo para cada

um dos v etores neste espaço de probabilidade e dev olv e-se a melhor das

soluçõ es pro duzidas. Isso resulta em um algoritmo p olinomial, determi-

nístico, e com razão de apro ximação igual à razão esp erada do algoritmo

probabilístico original. P ara sab er mais sobre isso, v eja o artigo de Chor

e Goldreic h [CG89 ], b em como o relatório técnico de Lub y e Wigder-

son [L W95 ].

A resp eito de geradores de n úmeros pseudo-aleatórios, v eja os livros

de Johnson [Joh87 ], Devro y e [Dev86] e Kn uth [Kn u98 ]. Kn uth descrev e

implemen taçõ es apro ximadas do algoritmo RandUni que fornecem n ú-

meros pseudo-aleatórios satisfatórios em temp o probabilístico constan te:

o temp o esp erado de execução de tais implemen taçõ es é limitado p or

uma constan te.
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Capítulo 7

Programação Semide�nida

Como vimos nos últimos capítulos, relaxaçõ es lineares são m uito

usadas na obtenção de algoritmos de apro ximação para problemas de

otimização com binatória. A utilização de relaxaçõ es lineares dev e-se à

sua simplicidade e à existência de algoritmos e�cien tes para resolv er pro-

gramas lineares. Neste capítulo, utilizamos outra classe de relaxaçõ es �

os programas semide�nidos � para a qual tam b ém existem b ons al-

goritmos. V amos ilustrar esse méto do aplicando-o ao problema do corte

máximo.

7.1 Corte máximo

O problema do corte máximo ( maximum cut pr oblem ), denotado

p or MaxCut , é de�nido como

Problema MaxCut ( G; w ) : Dados um grafo G e um p eso w

e

em Q

�

para cada aresta e , encon trar um corte R que maximize

w ( R ) .

Chamamos o n úmero w ( R ) de p eso do corte R . Assim, MaxCut con-

siste em encon trar um corte de p eso máximo.

O problema é NP-difícil, mesmo quando restrito às instâncias em

que w

ij

= 1 para to da aresta ij e o grau de cada v értice de G não

excede 3 [GJ79 ].

O problema p o de ser form ulado da seguin te maneira: dados G e w

como acima, encon trar um v etor x indexado p or V que

maximize

1

2

P

ij 2 E

w

ij

(1 � x

i

x

j

)

sob as restriçõ es x

i

x

i

= 1 para cada i em V ;

(7.1)

77
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onde V := V

G

e E := E

G

. V eri�quemos que esse programa é ap enas

uma reform ulação do MaxCut . Sup onha que x é uma solução viá v el

de (7.1), e p ortan to x

i

2 f� 1 ; 1 g para cada i . T ome S := f i : x

i

= 1 g .

É claro que 1 � x

i

x

j

= 2 se ij 2 � ( S ) e 1 � x

i

x

j

= 0 em caso con trário.

P ortan to,

1

2

P

ij 2 E

w

ij

(1 � x

i

x

j

) = w ( � ( S )) : (7.2)

Sup onha agora que S é um conjun to de v értices e de�na o v etor x p or

x

i

:= 1 se i 2 S e x

i

:= � 1 em caso con trário. Esse v etor é viá v el

em (7.1) e satisfaz a relação (7.2). Dian te disso, concluímos que

opt ( G; w ) =

1

2

P

ij 2 E

w

ij

(1 � x

�

i

x

�

j

) (7.3)

para qualquer solução ótima x

�

de (7.1).

O problema (7.1) é um programa quadrático: ele pro cura um v e-

tor que maximize uma função quadrática sujeita a restriçõ es quadráti-

cas. Ob viamen te não sab emos resolv er este programa quadrático e�ci-

en temen te, do con trário teríamos um algoritmo exato p olinomial para o

MaxCut . Consideremos en tão uma relaxação de (7.1).

Relaxação v etorial

Uma relaxação v etorial de (7.1) consiste em tro car cada comp onen te

de x p or um v etor, e p ortan to tro car x p or uma matriz. Mais preci-

samen te, uma relaxação v etorial é o seguin te problema: encon trar uma

matriz real Y indexada p or

1

V � V que

maximize

1

2

P

ij 2 E

w

ij

(1 � ( Y Y

>

)

ij

)

sob as restriçõ es ( Y Y

>

)

ii

= 1 para cada i em V :

(7.4)

Diz-se que a relaxação (7.4) é v etorial p ois suas incógnitas são v etores:

as linhas da matriz Y . A relação en tre (7.4) e (7.1) é fácil p erceb er:

cada comp onen te x

i

de x corresp onde à linha Y

i?

de Y e cada restrição

x

i

x

i

= 1 corresp onde à restrição ( Y Y

>

)

ii

= 1 , que p o deria ser escrita

como Y

i?

Y

i?

= 1 .

É fácil p erceb er a relação en tre as soluçõ es de (7.4) e (7.1). Con-

sidere uma solução viá v el x de (7.1). Seja k um v értice qualquer e Y

1

Em princípio, o conjun to de índices de colunas de Y , digamos N , p o deria ser

diferen te de V . Se j N j = 1 , p or exemplo, os programas (7.4) e (7.1) seriam idên ticos.

Mas, aparen temen te [Lo v01 ], o problema (7.4) é NP-difícil se j N j é constan te em

relação a j V j .
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a matriz de�nida p or Y

?k

= x e Y

?i

= 0 para cada i diferen te de k .

É eviden te que ( Y Y

>

)

ij

= Y

i?

Y

j ?

= x

i

x

j

para cada i e cada j . Em

particular, ( Y Y

>

)

ii

= x

i

x

i

= 1 e p ortan to Y é viá v el em (7.4). A de-

mais,

P

ij

w

ij

(1 � ( Y Y

>

)

ij

) =

P

ij

w

ij

(1 � x

i

x

j

) . Assim, para qualquer

solução ótima

^

Y de (7.4) e qualquer solução ótima x

�

de (7.1), tem-se

P

ij

w

ij

(1 � x

�

i

x

�

j

) �

P

ij

w

ij

(1 � (

^

Y

^

Y

>

)

ij

) . A relação (7.3) garan te en tão

a delimitação sup erior

opt( G; w ) �

1

2

P

ij 2 E

w

ij

(1 � (

^

Y

^

Y

>

)

ij

) : (7.5)

Resta discutir a existência de uma solução ótima do programa v e-

torial (7.4). O conjun to das soluçõ es viá v eis de (7.4) é um sub conjun to

fec hado e limitado do espaço de to dos os v etores reais indexados p or

V � V . O conjun to é fec hado p ois é a in tersecção dos conjun tos fec hados

determinados p or cada restrição de (7.4). O conjun to é limitado, p ois

para qualquer Y viá v el tem-se k Y k

2

=

P

i

Y

i?

Y

i?

=

P

i

( Y Y

>

)

ii

= j V j .

Como

P

ij

w

ij

(1 � ( Y Y

>

)

ij

) é função con tín ua de Y , o programa (7.4)

tem solução ótima.

Algoritmo de Go emans e Williamson

O seguin te algoritmo probabilístico, devido a Go emans e William-

son [GW95b], utiliza uma solução ótima do programa v etorial (7.4) para

obter uma solução viá v el do problema MaxCut .

O algoritmo de Go emans e Williamson dep ende de um algoritmo que

c hamamos RandEsfera : ele pro duz um p on to aleatório com distribui- Rand

Esferação uniforme na esfera unitária, que é o conjun to de to dos os v etores

reais r indexados p or V tais que k r k = 1 . P or exemplo, cada linha de

qualquer matriz Y que satisfaz as restriçõ es de (7.4) é um p on to dessa

esfera.

Algoritmo MaxCut-GW ( G; w )

1 seja

^

Y uma solução ótima de (7.4)

2 s  RandEsfera ( V )

3 S  f i 2 V : s

^

Y

i?

> 0 g

4 devolva � ( S )

An tes de calcular uma razão de apro ximação do algoritmo, é preciso

estab elecer o seguin te lema.
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Figura 7.1: Uma �fatia� de uma esfera no R

3

.

Lema 7.1 : P ara os ob jetos S e

^

Y de�nidos p elo algoritmo e para

quaisquer dois v értices i e j de G ,

Pr [ ij 2 � ( S ) ] �

1

�

arccos ((

^

Y

^

Y

>

)

ij

) :

Demonstração: A dote as abreviaturas ^y e ^z para os v etores

^

Y

i?

e

^

Y

j ?

,

resp ectiv amen te. Claramen te,

Pr [ ij 2 � ( S ) ] = Pr [ s ^y > 0 e s ^z � 0 ] + Pr [ s ^y � 0 e s ^z > 0 ] :

O primeiro termo do lado direito é a probabilidade de que s p ertença à

região da esfera unitária na in tersecção dos semi-espaços f r : r ^y > 0 g e

f r : r ^z � 0 g . T al região é a �fatia� da esfera (v eja a �gura 7.1) de ângulo

igual ao ângulo en tre os v etores ^y e ^z , que denotamos p or � . Graças

à distribuição uniforme (ap êndice D), a probabilidade de tal região é

prop orcional à área da região, e p ortan to prop orcional ao ângulo � :

Pr [ s ^y > 0 e s ^z � 0 ] =

�

2 �

:

De forma semelhan te, p o demos concluir que Pr [ s ^y � 0 e s ^z > 0 ] =

� = 2 � , terminando assim a pro v a do lema, já que � = arccos ( ^ y ^z ) . 2

Alguns cálculos elemen tares mostram que (v eja �gura 7.2), para to do

x no in terv alo [ � 1 ; 1] ,

1

�

arccos ( x ) � 0 ; 878

1

2

(1 � x ) : (7.6)
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0

0 ; 2

0 ; 8

1

� 1 � 0 ; 5 0 0 ; 5 1

0 ; 6

0 ; 4

Figura 7.2: Grá�co das funçõ es f ( x ) :=

1

�

arccos ( x ) e g ( x ) :=

0 ; 878

1

2

(1 � x ) . V eri�ca-se que f ( x ) � g ( x ) no in terv alo [ � 1 ; 1] .

T eorema 7.2 : Se X é a v ariá v el aleatória

2

cujo v alor é o p eso

de um corte pro duzido p elo p elo algoritmo MaxCut-GW ( G; w )

en tão

E [ X ] � 0 ; 878 opt ( G; w ) :

Demonstração: Em virtude do lema 7.1 e de (7.6), temos que

E [ X ] =

P

ij 2 E

w

ij

Pr [ ij 2 � ( S ) ]

�

P

ij 2 E

w

ij

1

�

arccos ((

^

Y

^

Y

>

)

ij

)

� 0 ; 878

1

2

P

ij 2 E

w

ij

(1 � (

^

Y

^

Y

>

)

ij

)

� 0 ; 878 opt ( G; w ) ; (7.7)

onde (7.7) segue de (7.5). 2

O algoritmo MaxCut-GW sup õ e um mo delo de computação (ap ên-

dice E) m uito mais p o deroso e menos realista que o dos capítulos an te-

riores: o mo delo é capaz de manipular n úmeros reais arbitrários e sup õ e

que cada op eração aritmética consome uma quan tidade de temp o que

não dep ende dos v alores dos op erandos. V eremos na pró xima seção que

a linha 1 do algoritmo MaxCut-GW p o de ser executada em temp o

p olinomial em h G i + h w i no mo delo de computação que estamos ado-

tando. A linha 2 en v olv e uma execução do algoritmo RandEsfera ,

2

O espaço de probabilidades é de�nido p ela distribuição uniforme sobre a esfera

unitária (exemplo D.3).
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que é probabilístico p olinomial (seção 6.3), p ois p o de ser implemen tado

com O ( j V j ) c hamadas à função RandUni . A linha 3 consome temp o

O ( j V j

2

) . Assim, o algoritmo é probabilístico p olinomial.

T eorema 7.3 : O algoritmo MaxCut-GW é uma 0 ; 878 -apro-

ximação probabilística p olinomial para o MaxCut . 2

7.2 Programas semide�nidos

Um programa v etorial consiste no seguin te: dada uma matriz W

indexada p or V � V , uma matriz A indexada p or M � ( V � V ) e um

v etor b indexado p or M , encon trar uma matriz Y indexada p or V � V

que

minimize

P

ij 2 V � V

W

ij

( Y Y

>

)

ij

sob as restriçõ es

P

ij 2 V � V

A

k ij

( Y Y

>

)

ij

= b

k

para cada k em M :

V amos denotar esse programa v etorial p or PV ( W ; A; b ) . É fácil p erceb erPV ( )

que o problema (7.4) é uma instância de PV.

Como mostraremos a seguir, qualquer programa PV p o de ser re-

solvido

3

em temp o p olinomial, no mo delo de computação que estamos

adotando. O algoritmo dos elipsóides (mencionado no ap êndice C em

conexão com programas lineares) p o de ser usado para resolv er progra-

mas não-lineares cujo conjun to das soluçõ es viá v eis seja fec hado e con-

v exo

4

[GLS93 , Sc h86 ]. O conjun to das soluçõ es viá v eis do programa

v etorial PV ( W ; A; b ) não é con v exo, mas o programa p o de ser con v erti-

do, como v eremos em seguida, em um programa semide�nido equiv alen te

cujo conjun to das soluçõ es viá v eis é con v exo.

Dizemos que uma matriz quadrada X é p ositiv a semide�nida , o

que denotamos p or X � 0 , se X = Y Y

>

para alguma matriz quadradaX � 0

real Y . Um programa semide�nido consiste no seguin te: dada uma

matriz W indexada p or V � V , uma matriz A indexada p or M � ( V � V )

e um v etor b indexado p or M , encon trar uma matriz X indexada p or

3

Mais precisamen te, é p ossív el encon trar uma solução �apro ximada� com qualquer

precisão pre�xada.

4

Um conjun to Y de v etores é con v exo se, para quaisquer y e y

0

em Y e qualquer

� no in terv alo fec hado [0 ; 1] , o v etor �y + (1 � � ) y

0

está em Y . O conceito de conjun to

con v exo de matrizes é análogo.
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V � V que

minimize

P

ij

W

ij

X

ij

sob as restriçõ es

P

ij

A

k ij

X

ij

= b

k

para cada k em M e

X � 0 :

Denotamos esse problema p or PSD ( W ; A; b ) . Se o conjun to das soluçõ es PSD ( )

viá v eis de PSD ( W ; A; b ) for limitado, o problema tem solução ótima.

5

Há uma corresp ondência simples en tre soluçõ es viá v eis do

PV ( W ; A; b ) e soluçõ es viá v eis do PSD ( W ; A; b ) . Se X é uma solução

viá v el do PSD ( W ; A; b ) , en tão a equação Y Y

>

= X de�ne uma matriz Y

que é solução viá v el do PV ( W ; A; b ) ; e recipro camen te. Em particular, se

X é uma solução ótima do PSD ( W ; A; b ) , en tão Y é uma solução ótima

do PV ( W ; A; b ) .

Existem algoritmos elemen tares (ap êndice B) que determinam, pa-

ra qualquer matriz p ositiv a semide�nida X , uma matriz real Y tal que

Y Y

>

= X . Assim, é p ossív el resolv er um programa v etorial da seguin te

maneira: obtenha uma solução ótima X do programa semide�nido; cal-

cule uma matriz Y tal que Y Y

>

= X ; essa Y é uma solução ótima do

problema v etorial.

O conjun to das soluçõ es viá v eis de qualquer programa semide�nido é

con v exo e fec hado. A demais, o programa semide�nido deriv ado do Max-

Cut (b em como os programas deriv ados de m uitos outros problemas de

otimização com binatória) é limitado e assim p o de ser resolvido em tem-

p o p olinomial p or meio do algoritmo dos elipsóides, desde que tenhamos

um algoritmo de separação apropriado. Um tal algoritmo de separação é

parte do algoritmo de decomp osição de matrizes p ositiv as semide�nidas

a que aludimos acima: se a matriz simétrica X dada não é p ositiv a se-

mide�nida, o algoritmo exib e uma violação da restrição X � 0 , ou seja,

um v etor real y para o qual y X y < 0 .

7.3 Consideraçõ es práticas

Neste capítulo usamos, até agora, um mo delo de computação p ouco

realista. O algoritmo MaxCut-GW p o de ser con v ertido, de maneira

ób via, em um algoritmo �apro ximado� para um mo delo de computação

5

Via de regra, as soluçõ es ótimas não são racionais, mesmo que W , A e b sejam

racionais.
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mais realista: basta executar to dos os cálculos com alguma precisão �ni-

ta. (Determinar uma precisão dos cálculos que pro duza razão de apro xi-

mação pró xima de 0 ; 878 não é tarefa fácil.) O algoritmo RandEsfera

p o de tam b ém ser implemen tado [Joh87 , Dev86 , Kn u98 ] de maneira apro-

ximada a partir de um gerador de n úmeros aleatórios com distribuição

uniforme no in terv alo [0 ; 1) (exercícios D.3 e D.4, ap êndice D).

O algoritmo dos elipsóides, b em como qualquer outro algoritmo usa-

do para resolv er programas semide�nidos, fornece ap enas soluçõ es apro-

ximadas de tais programas. Isso é inevitá v el, já que as soluçõ es ótimas

de PSD ( W ; A; b ) p o dem ter comp onen tes irracionais [Go e97 ]. O algorit-

mo dos elipsóides p o de ser usado para pro duzir [GLS93 ], para qualquer

" p ositiv o, uma matriz X que satisfaz, a menos de " , as restriçõ es de

PSD ( W ; A; b ) .

Exercícios

7.1 V eri�que que o conjun to das soluçõ es viá v eis do programa v etori-

al (7.4) não é, em geral, con v exo.

7.2 Escrev a o programa semide�nido corresp onden te a (7.4). V eri�que

que o conjun to das soluçõ es viá v eis deste programa semide�nido é

con v exo.

7.3 V eri�que que o conjun to das soluçõ es viá v eis do programa semide-

�nido corresp onden te a (7.4) é fec hado e limitado.

7.4 Descrev a um programa v etorial cuja solução ótima tem v alor irra-

cional.

7.5 Pro v e a desigualdade (7.6).

7.6 A restrição do MaxSa t (capítulo 6) a instâncias ( V ; C ) em que cada

cláusula em C tem exatamen te duas v ariá v eis é conhecida como

Max2Sa t . F orm ule o Max2Sa t como um programa quadrático.

7.7 F orm ule o Max k Cut (exercício 6.3) como um programa quadráti-

co. Exiba uma relaxação v etorial deste programa e uma relaxação

semide�nida dele.

7.8 Considere o problema MaxCut com a seguin te restrição adicional:

são dados dois conjun tos de v értices S

1

e S

2

e queremos um corte de

p eso máximo que deixe os v értices de S

1

em um mesmo comp onen-

te e separe quaisquer dois v értices em S

2

. F orm ule esse problema
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como um programa quadrático e exiba uma relaxação v etorial dele.

Mostre que o algoritmo MaxCut-GW p o de ser adaptado para esse

problema, conserv ando a mesma razão de apro ximação esp erada.

Notas bibliográ�cas

A apresen tação desse capítulo inspirou-se no artigo de Go emans e

Williamson [GW95b ], nas notas de aula de Williamson [Wil98 ], no Hand-

b o ok of Combinatorics [GGL95 ] e no texto de Lo v ász [Lo v01 ]. Os exer-

cícios 7.6, 7.7 e 7.8 foram extraídos do livro do V azirani [V az01 ].

Programação semide�nida e suas aplicaçõ es à otimização com bina-

tória são discutidas p or Deza e Lauren t [DL97 ] e p or Lo v ász [Lo v01 ].

An tes do aparecimen to do algoritmo MaxCut-GW , a melhor razão

de apro ximação conhecida para o problema MaxCut era 0 ; 5 (algoritmo

de Erd®s [Erd67 ], exercício 6.2). Karlo� [Kar96 ] apresen tou uma família

de instâncias ( G; w ) do MaxCut para as quais o algoritmo MaxCut-

GW pro duz cortes de p eso arbitrariamen te pró ximo de 0 ; 878 opt ( G; w ) .

Maha jan e Ramesh [MR95a] mostraram como desaleatorizar o algoritmo

MaxCut-GW . A desaleatorização é b em mais complexa que aquela

apresen tada no capítulo 6.

Go emans e Williamson aplicaram o méto do de programação se-

mide�nida a v ários problemas [GW95b]. Eles obtiv eram uma 0 ; 758 -

apro ximação para o MaxSa t , uma 0 ; 878 -apro ximação para o Max2Sa t ,

de�nido no exercício 7.6, e uma 0 ; 796 -apro ximação para a v ersão do

MaxCut em grafos orien tados, conhecida p or MaxDiCut .

F eige e Go emans [F G95 ] obtiv erem uma 0 ; 931 -apro ximação para

o Max2Sa t e uma 0 ; 859 -apro ximação para o MaxDiCut . Karlo�

e Zwic k [KZ97 ] propuseram uma 0 ; 875 -apro ximação para o problema

Max3Sa t , análogo ao Max2Sa t .

Skutella [Sku98] aplicou programação semide�nida a uma v arian te do

problema Escalonamento , discutido na seção 2.1. Karger, Mot w ani

e Sudan [KMS98 ] apresen taram uma ( n

1 � 3 = ( k +1)

log

1 = 2

n ) -apro ximação

para o problema de coloração de v értices em grafos com n v értices e n ú-

mero cromático é no máximo k . Vários outros trabalhos recen tes [AK98,

BKR V98 , CS98 , CR W01, FJ97 , GW01, Hal00 , K G98 , Sku99, Zwi99 ]

tam b ém usam programação semide�nida.

De acordo com Alizadeh [Ali95], méto dos de p on tos in teriores p o-

dem ser mais e�cien tes que o algoritmo dos elipsóides na resolução de

programas semide�nidos. Mais informaçõ es sobre programação semide-
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�nida p o dem ser encon tradas no livro de W olk o wicz, Saigal e V anden-

b erghe [WSV00 ].



Capítulo 8

Inapro ximabilidade

P or que alguns problemas de otimização parecem ser mais difíceis

de apro ximar do que outros? Como p o demos medir ou compro v ar estes

diferen tes graus de di�culdade? O presen te capítulo trata de questõ es

desse tip o.

Co ok [Co o71] mostrou que a classe NP con tém problemas completos,

ou seja, problemas que são p elo menos tão difíceis quan to qualquer ou-

tro problema na classe. Estes são os c hamados problemas NP-completos

(ap êndice E). Logo ap ós, Karp [Kar72 ] apresen tou uma grande cole-

ção de problemas NP-completos, que incluía v ários problemas de decisão

corresp onden tes a problemas de otimização com binatória b em conheci-

dos. É crença geral que não existem algoritmos p olinomiais para resolv er

problemas NP-completos, ou seja, acredita-se que P 6= NP.

Assim como problemas de decisão são classi�cados conforme a sua di-

�culdade computacional, problemas de otimização são classi�cados con-

forme o seu grau de apro ximabilidade p or algoritmos p olinomiais. Neste

capítulo são de�nidas as classes PO, FPT AS, PT AS, APX e NPO de

problemas de otimização.

Nos capítulos an teriores foram estudados div ersos algoritmos de

apro ximação para v ários problemas NP-difíceis. P ara nenh um dos pro-

blemas estudados foi apresen tada evidência de que não existem algorit-

mos com melhor razão de apro ximação. Neste capítulo mostramos que,

freqüen temen te, a di�culdade em se obter uma melhor razão de apro xi-

mação está in trinsecamen te ligada à questão � P 6= NP ? �. Apresen tamos

resultados de inapro ximabilidade que têm tipicamen te a seguin te forma:

se existe uma � -aproximação p olinomial para � , en tão P = NP ,

onde � é um problema de otimização. Um tal resultado indica que a

87
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existência de uma � -aproximação p olinomial para � é impro v á v el. P or

outro lado, ap esar de não se acreditar que este seja o caso, se P = NP

en tão, em particular, existe um algoritmo exato p olinomial para cada

problema tratado no presen te texto e to da a discussão sobre algoritmos

de apro ximação p erde parte de seu sen tido.

8.1 Classes de problemas de otimização

Um problema de otimização tem três ingredien tes, a sab er, um

conjun to de instâncias, um conjun to Sol ( I ) de soluçõ es viá v eis de cadaSol ( I )

instância I e uma função v al que asso cia a cada instância I e solução

S em Sol ( I ) um v alor racional não-negativ o v al ( I ; S ) . Se o problema év al( I ; S )

de minimização o ob jetiv o é encon trar, para qualquer instância dada,

uma solução viá v el de v alor mínimo. Se o problema é de maximização

o ob jetiv o é encon trar uma solução viá v el de v alor máximo. Em suma,

um problema de otimização � consiste no seguin te:

Problema � ( I ) : Dada uma instância I , encon trar S em Sol ( I )

que minimize (maximize) v al( I ; S ) .

Uma solução ótima para um problema de otimização é uma solução

viá v el que maximize ou minimize, dep endendo do caso, o v alor da função

v al . Denotamos p or opt( I ) o v alor de uma solução ótima da instância I .

A classe de problemas NPO, que é a extensão de NP a problemas deNPO

otimização, é formada p elos problemas de otimização para os quais:

� existe uma função p olinomial p tal que h S i � p ( h I i ) para to da

instância I do problema e to da solução viá v el S de I ;

� existe um algoritmo p olinomial que decide se uma dada pala vra é

uma represen tação v álida de uma instância do problema;

� existe um algoritmo p olinomial que decide se um dado ob jeto é

solução viá v el de uma dada instância do problema;

� existe um algoritmo p olinomial que calcula v al ( I ; S ) , dados I e S .

Denotamos p ela sigla PO o conjun to dos problemas em NPO paraPO

os quais existe um algoritmo exato p olinomial. Esta é, p ortan to, uma

extensão da classe P a problemas de otimização. A classe APX é for-APX

mada p elos problemas em NPO para os quais existe uma � -aproximação

p olinomial para alguma constan te � .



8.1 Classes de pr oblemas de otimiza çã o 89

Um esquema de apro ximação ( appr oximation scheme ) para um

problema de otimização é um algoritmo A que receb e um n úmero racional

p ositiv o " e uma instância I e dev olv e uma solução viá v el A ( "; I ) com

um erro relativ o de no máximo " , ou seja,

(1 � " ) opt( I ) � v al( I ; A ( "; I )) � (1 + " ) opt( I ) :

No caso de problema de maximização, somen te a desigualdade esquerda

é relev an te; ela só faz sen tido para " no in terv alo (0 ; 1) . Se o problema

é de minimização, somen te a desigualdade direita in teressa.

1

Dizemos

que A é um esquema de apro ximação p olinomial ( p olynomial-time

appr oximation scheme ) se o algoritmo A ( "; � ) é p olinomial para to do "

�xo. A demais, quando a quan tidade de temp o consumida p elo algoritmo

A é limitada p or p ( h I i ; 1 =" ) para alguma função p olinomial p , en tão A

é esquema de apro ximação plenamen te p olinomial ( ful ly p olynomial-

time appr oximation scheme ). P ara o problema da mo c hila ( Mochila ),

tratado no capítulo 2, o algoritmo Mochila -IK

"

é um esquema de apro-

ximação plenamen te p olinomial.

2

A classe PT AS é comp osta p elos problemas em NPO que p ossuem PT AS

um esquema de apro ximação p olinomial e a classe FPT AS, p elos que FPT AS

admitem um esquema de apro ximação plenamen te p olinomial. Das de-

�niçõ es, segue imediatamen te que

PO � FPT AS � PT AS � APX � NPO :

Como será observ ado na pró xima seção, se alguma das inclusõ es acima

não for estrita, en tão P = NP. P or outro lado, se P = NP , en tão

PO = NPO.

Como p o de ser v eri�cado, to dos os problemas de otimização estu-

dados ao longo do presen te texto estão em NPO. Assim, os algoritmos

de apro ximação vistos distribuem esses problemas nas classes de�nidas

acima. Com exceção do teorema 8.2, to dos os teoremas a seguir estão,

essencialmen te, demonstrados nos capítulos an teriores.

T eorema 8.1 : O problema Mochila está em FPT AS . 2

T eorema 8.2 (Ho c h baum e Shmo ys [HS88 ]): O problema Es-

calonamento está em PT AS . 2

1

Se o problema é de maximização e " está �xo, temos uma (1 � " ) -aproximação.

Se o problema é de minimização, temos uma (1 + " ) -aproximação.

2

A quan tidade de temp o consumida p elo algoritmo Mochila -IK

"

é prop orcional

a n

3

=" , onde n é o n úmero de ob jetos.



90 Inapr o ximabilid ade

T eorema 8.3 : Os problemas Emp a cot amento , MaxCut ,

MaxSa t , MinCV , MinFS e TSPM estão em APX . 2

T eorema 8.4 : Os problemas MinCC , MinMCut , MinTC e

TSP estão em NPO . 2

8.2 NP-completude e inapro ximabilidade

Nesta seção, mostramos que a di�culdade em obter-se uma melhor

razão de apro ximação para alguns problemas tratados ao longo do texto

é herdada da teoria de NP-completude e da clássica questão � P 6= NP ? �.

T eorema 8.5 : Se APX = NPO , en tão P = NP .

Demonstração: P elo teorema 8.4, o problema TSP está em NPO.

Logo, é su�cien te mostrar o seguin te teorema de Sahni e Gonzalez [SG76 ]:

se o problema TSP está em APX, en tão P = NP.

Seja A uma � -aproximação p olinomial para o TSP , onde � é uma

constan te. Utilizando A , p o de-se criar um algoritmo p olinomial que

resolv e o problema do circuito hamiltoniano, denotado p or PCH . O al-

goritmo é o seguin te. Dado um grafo G , instância arbitrária do PCH ,

construa a instância ( K ; c ) do TSP , onde K é o grafo completo com con-

jun to V

G

de v értices e custo c

e

= 1 se a aresta e está em G e c

e

= � j V

G

j

se e não está em G . Uma solução viá v el da instância ( K ; c ) do TSP

é um circuito hamiltoniano em K e o v alor da solução viá v el é o custo

do circuito. Aplique o algoritmo A à instância ( K ; c ) . A execução do

algoritmo consome uma quan tidade de temp o limitada p or uma função

p olinomial de h G i .

Se G é hamiltoniano en tão opt ( K ; c ) = j V

G

j e, se G não é hamiltoni-

ano, en tão opt( K ; c ) > � j V

G

j . Donde, v al(( K ; c ) ; A ( K ; c )) � � j V

G

j se e

somen te se G é hamiltoniano. A existência de um tal algoritmo p olino-

mial mostra que PCH está em P. Como PCH é NP-completo [Kar72 ],

temos que P = NP. 2

T eorema 8.6 : Se PT AS = APX , en tão P = NP .

Demonstração: P elo teorema 8.3, o problema Emp a cot amento es-

tá em APX. P ortan to, basta pro v ar que se o problema Emp a cot amento

está em PT AS, en tão P = NP .

Seja A um esquema de apro ximação p olinomial para o problema
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Emp a cot amento . Utilizando o algoritmo

3

A (1 = 3 ; � ) , p o de-se pro jetar

um algoritmo p olinomial o problema da partição ( p artition ).

Problema P ar tiçã o ( n; v ) : Dados um in teiro p ositiv o n e,

para cada i em f 1 ; : : : ; n g , um n úmero v

i

em Q

�

, decidir se existe

uma partição f B

1

; B

2

g de f 1 ; : : : ; n g tal que v ( B

1

) = v ( B

2

) .

O algoritmo p olinomial para P ar tiçã o é m uito simples. Dada uma ins-

tância arbitrária ( n; v ) do problema, calcule � := (

P

i

v

i

) = 2 . P o demos

sup or que � 6= 0 e que v

i

� � para to do i . Seja c

i

:= v

i

=� para ca-

da i . Utilize o algoritmo A (1 = 3 ; � ) para resolv er Emp a cot amento ( n; c ) .

Isso tudo consome uma quan tidade de temp o limitada p or uma função

p olinomial de h n i + h v i .

Se a resp osta a P ar tiçã o ( n; v ) é sim en tão o v alor ótimo opt( n; c )

de Emp a cot amento ( n; c ) é 2; caso con trário é p elo menos 3. Como

v al(( n; c ) ; A (1 = 3 ; ( n; c ))) é um n úmero in teiro e

v al(( n; c ) ; A (1 = 3 ; ( n; c ))) � (1 + 1 = 3) opt ( n; c ) = (4 = 3) opt( n; c ) ;

a resp osta do problema P ar tiçã o ( n; v ) é sim se e somen te se

v al(( n; c ) ; A (1 = 3 ; ( n; c ))) = 2 . Logo, o algoritmo prop osto resolv e P ar-

tiçã o em temp o p olinomial. Como P ar tiçã o é NP-completo [Kar72 ],

temos que P = NP. 2

Se I é uma instância de um problema, en tão Max ( I ) é de�nido co- Max ( I )

mo o maior n úmero in teiro em v alor absoluto que o corre em I ; de�na

Max ( I ) := 0 se nenh um n úmero in teiro o corre em I ( MaxSa t é um

exemplo em que isso o corre). Estamos sup ondo que os n úmeros racio-

nais são represen tados como quo cien te en tre dois n úmeros in teiros. As-

sim, p or exemplo, se o n úmero 3 = 17 o corre em I temos que Max ( I ) � 17 .

T eorema 8.7 (Garey e Johnson [GJ78]): Seja � um problema

de otimização NP -difícil no sen tido forte tal que v al( I ; S ) é um

n úmero in teiro não-negativ o para to da instância I e to do S em

Sol ( I ) . Seja ainda p ( n; m ) uma função p olinomial tal que

opt( I ) � p ( h I i ; Max ( I ))

para to da instância I de � . Se � está em FPT AS , en tão P = NP .

3

Na pro v a, 1 = 3 p o de ser substituído p or qualquer racional no in terv alo (0 ; 1 = 2) .
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Demonstração: Sup onha que � é um problema de minimização (ar-

gumen tos simétricos se aplicam a problemas de maximização) e seja A

um esquema de apro ximação plenamen te p olinomial para � . Utilizan-

do o esquema A , p o de-se pro jetar um algoritmo pseudop olinomial para

resolv er o problema � , pro v ando assim que P = NP.

Dada uma instância I , compute " := 1 = ( p ( h I i ; Max ( I )) + 1) e aplique

o algoritmo A aos argumen tos " e I . Em uma quan tidade de temp o

limitada p or uma função p olinomial em h I i e 1 =" , e p ortan to em temp o

pseudop olinomial, o algoritmo A dev olv e um elemen to A ( "; I ) em Sol ( I )

que satisfaz v al( I ; A ( "; I )) � (1 + " ) opt( I ) ; ou seja,

v al( I ; A ( "; I )) � opt( I ) � " opt ( I )

=

opt ( I )

p ( h I i ; Max ( I )) + 1

< 1 ;

para to da instância I . Como v al( I ; A ( "; I )) e opt( I ) são in teiros,

v al( I ; A ( "; I )) = opt ( I ) . Ou seja, o algoritmo pseudop olinomial pro jeta-

do resolv e � exatamen te. Como � é NP-difícil no sen tido forte, temos

que P = NP. 2

No teorema 8.7, a hip ótese dos v alores das soluçõ es viá v eis serem

n úmeros in teiros é ap enas aparen temen te restritiv a. T o dos os problemas

form ulados ao longo do texto en v olv em n úmeros racionais. En tretan to,

cada um desses problemas p o de ser reform ulado como um problema em

que os v alores das soluçõ es viá v eis são n úmeros in teiros e que é p olino-

mialmen te equiv alen te ao problema original. Mais ainda, um algoritmo

de apro ximação para um dos problemas p o de ser transformado em um

algoritmo de mesma razão de apro ximação para o outro. Considere, p or

exemplo, a reform ulação abaixo do problema Escalonamento .

Problema EscalonamentoInt ( m; n; t ) : Dados in teiros p osi-

tiv os m e n e um temp o t

i

em Z

�

para cada i em f 1 ; : : : ; n g ,

encon trar uma partição f M

1

; : : : ; M

m

g de f 1 ; : : : ; n g que mini-

mize max

j

t ( M

j

) .

Os problemas Escalonamento e EscalonamentoInt são p olinomi-

almen te equiv alen tes. A demais, uma � -aproximação p olinomial para um

dos problemas p o de ser transformada em uma � -aproximação p olinomi-

al para o outro. Logo, p elo teorema 8.2, EscalonamentoInt tam b ém

está em PT AS.



8.3 Completude p ara pr oblemas de otimiza çã o 93

As hip óteses principais do teorema 8.7 são que as soluçõ es viá v eis

de � têm v alor in teiro �não m uito grande� e que � é NP-difícil no sen-

tido forte. Estas hip óteses se aplicam a v ários problemas vistos neste

texto, tais como, MaxSa t , MaxCut , MinCV e o recém de�nido Es-

calonamentoInt , que estão em APX. Desta forma, se algum desses

problemas admitir um esquema de apro ximação plenamen te p olinomial,

en tão P = NP . Como, em particular, EscalonamentoInt está em

PT AS, en tão é impro v á v el que existam esquemas de apro ximação plena-

men te p olinomiais para to dos os problemas em PT AS.

T eorema 8.8 : Se FPT AS = PT AS , en tão P = NP . 2

Como Mochila é um problema NP-difícil que está em FPT AS, en tão

é impro v á v el que existam algoritmos p olinomiais para to dos os problemas

em FPT AS.

T eorema 8.9 : Se PO = FPT AS , en tão P = NP . 2

Finalmen te, o teorema a seguir mostra que, com exceção do teore-

ma 8.7, v ale a recípro ca de cada teorema visto nesta seção.

T eorema 8.10 : Se P = NP , en tão PO = NPO . 2

Uma pro v a do teorema 8.10 p o de ser encon trada em Ausiello, Cres-

cenzi, Gam b osi, Kann, Marc hetti-Spaccamela e Protasi [A CG

+

99].

8.3 Completude para problemas de otimização

Informalmen te, problemas completos de uma certa classe são aque-

les p elo menos tão difíceis quan to qualquer outro da classe. P ara a

classe NP isto signi�ca que um algoritmo p olinomial para um problema

NP-completo p o de ser transformado em um algoritmo p olinomial para

resolv er qualquer outro problema em NP. P ortan to, se algum problema

NP-completo está em P, en tão P = NP . O conceito de completude p o de

ser estendido para problemas de otimização. Da mesma maneira que foi

con v enien te para a classe NP utilizar uma redução que preserv a p olino-

mialidade, para problemas de otimização é necessário um tip o de redução

que, além da p olinomialidade, preserv e tam b ém a razão de apro ximação.

Concretamen te, usaremos uma redução que preserv a a existência de um

esquema de apro ximação p olinomial.

Uma AP-redução de um problema de otimização � a um problema
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de otimização �

0

é um terno ( f ; g ; � ) em que f e g são algoritmos e � é

um n úmero racional p ositiv o tais que:

(AP1) f receb e um n úmero racional p ositiv o � e uma instância I de

� , e dev olv e uma instância f ( � ; I ) de �

0

;

(AP2) g receb e um n úmero racional p ositiv o � , uma instância I de � e

um elemen to S

0

em Sol ( f ( � ; I )) , e dev olv e g ( � ; I ; S

0

) em Sol ( I ) ;

(AP3) para to do n úmero racional p ositiv o � , os algoritmos f ( � ; � ) e

g ( � ; � ; � ) são p olinomiais; e

(AP4) para to da instância I de � , to do n úmero racional p ositiv o � , e

to do S

0

em Sol ( f ( � ; I )) , v ale que se

(1 � � ) opt( f ( � ; I )) � v al ( f ( � ; I ) ; S

0

) � (1 + � ) opt( f ( � ; I )) ;

en tão (1 � � � ) opt( I ) � v al ( I ; g ( � ; I ; S

0

)) � (1 + � � ) opt( I ) :

Será usada a notação � �

AP

�

0

para denotar a existência de uma AP-�

AP

redução de � a �

0

. Dizemos que � p o de ser AP-reduzido a �

0

signi�-

cando que � �

AP

�

0

.

T eorema 8.11 : Se �

1

�

AP

�

2

e �

2

�

AP

�

3

, en tão �

1

�

AP

�

3

. 2

T eorema 8.12 : Se � está em NPO , �

0

está em APX e � �

AP

�

0

, en tão � está em APX . 2

O pró ximo teorema mostra que AP-redução preserv a a existência de

um esquema de apro ximação p olinomial.

T eorema 8.13 : Se � está em NPO , �

0

está em PT AS e � �

AP

�

0

, en tão � está em PT AS .

Demonstração: Seja A

0

um esquema de apro ximação p olinomial para

�

0

e seja ( f ; g ; � ) uma AP-redução de � a �

0

. Utilizando o esquema A

0

e

os algoritmos f e g será criado um esquema de apro ximação p olinomial

A para � . O algoritmo A abaixo receb e um n úmero racional p ositiv o "

e uma instância I de � e dev olv e S em Sol ( I ) com erro relativ o de no

máximo " .
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Algoritmo A ( "; I )

1 �  "=�

2 I

0

 f ( � ; I )

3 S

0

 A

0

( � ; I

0

)

4 S  g ( � ; I ; S

0

)

5 devolva S

PSfrag replacemen ts

I I

0

S S

0

f ( � ; I )

g ( � ; I ; S

0

)

A

0

( � ; I

0

)A ( "; I )

De (AP3) e do fato de A

0

ser um esquema de apro ximação p olinomial,

segue que, para to do " , o algoritmo A ( "; � ) é p olinomial. As propriedades

(AP1) e (AP2) e a de�nição de esquema de apro ximação garan tem que

I

0

é uma instância de �

0

, que S

0

está em Sol ( I

0

) = Sol ( f ( � ; I )) , que S

está em Sol ( I ) , e que

(1 � � ) opt( I

0

) � v al ( I

0

; S

0

) = v al( f ( � ; I ) ; S

0

) � (1 + � ) opt( f ( � ; I )) :

Logo, de (AP4), tem-se que

(1 � " ) opt ( I ) � v al( I ; S ) � (1 + " ) opt( I ) ;

já que � � = " . Em suma, A ( "; � ) é um algoritmo p olinomial que receb e

uma instância I de � e dev olv e uma solução viá v el A ( "; I ) com erro

relativ o de no máximo " , como desejado. Como � está em NPO, tem-se

que � está em PT AS. 2

Um problema � em APX é APX-completo se cada problema em

APX p o de ser AP-reduzido a � . O primeiro problema que se demonstrou

ser APX-completo foi MaxSa t .

T eorema 8.14 (P apadimitriou e Y annak akis [PY91 ], Khanna,

Mot w ani, Sudan e V azirani [KMSV99 ]): O problema MaxSa t

é APX -completo. 2

Um problema � , não necessariamen te em APX, é APX-difícil se

a existência de um esquema de apro ximação p olinomial para � impli-

ca em P = NP . Assim, p or exemplo, MaxSa t é APX-difícil, já que,

p elos teorema 8.6 e 8.13, a existência de um esquema de apro ximação

p olinomial para qualquer problema APX-completo implica em P = NP.

Note que, se PT AS 6= APX, en tão to do problema APX-completo está

em APX n PT AS .

T eorema 8.15 : Os problemas Emp a cot amento , MaxCut ,

MaxSa t , MinCC , MinCV , MinFS , MinMCut , MinTC ,

TSPM e TSP são APX -difíceis. 2
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Um problema � em NPO é NPO-completo se cada problema em

NPO p o de ser AP-reduzido a � . Observ e que se APX 6= NPO , en tão

to do problema NPO-completo está em NPO n APX.

T eorema 8.16 (Orp onen e Mannila [OM87]): O problema

TSP é NPO -completo. 2

8.4 Limiares de apro ximação

O limiar de apro ximação ( appr oximation thr eshold ) de um pro-

blema de minimização é o maior limitan te inferior de to dos os � para os

quais existe uma � -aproximação p olinomial para o problema. No caso de

problema de maximização tro ca-se, na de�nição acima, maior limitan te

inferior p or menor limitan te sup erior.

É claro que se P = NP en tão o limiar de apro ximação de to do pro-

blema em NPO é 1. Na tab ela 8.1 são apresen tadas, sob a hip ótese de

P 6= NP, delimitaçõ es para os limiares de apro ximação de problemas

ab ordados nesse texto.

problema limiar de apro ximação

Mochila = 1 [IK75 ] (o problema está em FPT AS)

Escalonamento = 1 [HS88 ] (o problema está em PT AS)

Emp a cot amento � 3 = 2 [GJ79 ]

MaxCut � 16 = 17 [Hås97 ]

MaxSa t � 7 = 8 [Hås97 ]

MinCV � 7 = 6 [Hås97 ]

TSPM � 131 = 130 [EK00 ]

MinCC ( E ; S ; c ) > " log j E j , para alguma constan te " > 0 [RS97]

MinTC ( E ; S ; c ) > " log j E j , para alguma constan te " > 0

(equiv alen te ao MinCC [ADP80])

TSP ( G; c ) > f ( h G; c i ) , para to da função f computá v el

em temp o p olinomial [SG76]

T ab ela 8.1: Limiares de apro ximação de alguns problemas.

Exercícios

8.1 V eri�que que os problemas Escalonamento , Emp a cot amento ,

MaxCut , MaxSa t , Mochila , MinCC , MinCV , MinFS , MinM-

Cut , MinTC , TSPM , e TSP estão em NPO.
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8.2 Pro v e que o problema Escalonamento ( m; n; t ) com ap enas duas

máquinas (ou seja, com m = 2 ) é NP-difícil.

8.3 Uma estrela é uma árv ore em que no máximo um dos v értices

tem grau maior que 1 . O problema MinMCut é NP-difícil mesmo

quando restrito a estrelas, ou seja, mesmo para instâncias ( G; S; c )

em que G é uma estrela. Descrev a uma redução do MinCV para

o MinMCut em estrelas. O que se p o de dizer sobre algoritmos de

apro ximação para estes dois problemas?

8.4 Cada problema de otimização p o de ser asso ciado de maneira natural

a um problema de decisão sobre o mesmo conjun to de instânci-

as. Se � é um problema de minimização, o problema de decisão

asso ciado é

Problema �

D

( I ; 
 ) : Dados uma instância I e um n ú- �

D

mero racional 
 , decidir se existe S em Sol ( I ) tal que

v al( I ; S ) � 
 .

Em caso de � ser um problema de maximização, basta tro car

v al ( I ; S ) � 
 p or v al ( I ; S ) � 
 na de�nição de �

D

. Mostre que

se � está em NPO, en tão �

D

p o de ser reduzido a � .

8.5 Asso ciado a cada problema de otimização � temos o seguin te pro-

blema de v aloração :

Problema �

V

( I ) : Dada uma instância I de � , calcular �

V

opt( I ) .

Mostre que se � é um problema em NPO, en tão �

V

está em NPO

e �

V

p o de ser reduzido a � .

8.6 Mostre que se � é um problema em NPO, en tão �

D

e �

V

são p oli-

nomialmen te equiv alen tes [A CG

+

99].

8.7 Seja � um problema de minimização em NPO tal que �

D

( � ; 
 ) é NP-

completo para algum 
 �xo. Mostre que se existe uma (( 
 + 1) =
 ) -

aproximação p olinomial para � , en tão P = NP. Baseado neste fato,

o que se p o de dizer sobre o problema Emp a cot amento ?

8.8 Mostre que os problemas Emp a cot amento e Emp a cot amen-

toInt , de�nido a seguir, são p olinomialmen te equiv alen tes e que

uma � -aproximação p olinomial para um deles p o de ser transforma-

da em uma � -aproximação p olinomial para o outro.

Problema Emp a cot amentoInt ( 
 ; n; v ) : Dados in teiros
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p ositiv os 
 e n e, para cada i em f 1 ; : : : ; n g , um n úme-

ro in teiro v

i

em f 0 ; : : : ; 
 g , encon trar uma partição B de

f 1 ; : : : ; n g tal que v ( B ) � 
 para to do B em B e j B j seja

mínimo.

8.9 Mostre que os problemas Escalonamento e Escalonamen-

toInt são p olinomialmen te equiv alen tes e que uma � -aproximação

p olinomial para um dos problemas p o de ser transformada em uma

� -aproximação p olinomial para o outro.

8.10 V eri�que que os problemas Emp a cot amentoInt , Escalonamen-

toInt , MaxSa t , MaxCut e MinCV satisfazem as hip óteses do

teorema 8.7.

8.11 Pro v e o teorema 8.11.

8.12 Pro v e o teorema 8.12.

8.13 Mostre que se existe uma f ( h G; c i ) -aproximação p olinomial para o

TSP ( G; c ) , en tão P = NP, onde f é uma função computá v el em

temp o p olinomial.

Notas bibliográ�cas

A apresen tação deste capítulo baseou-se nos livros de Ausiello et

al. [A CP95 ] e de P apadimitriou [P ap94 ], b em como no texto de Ste-

ger [Ste01 ] e no livro de Garey e Johnson [GJ75 ].

Logo ap ós a de�nição das classes P e NP, já se sabia que a obtenção

de apro ximaçõ es para certos problemas de otimização é tão difícil quan to

a obtenção da solução exata [GJ79 ]:

se, para alguma constan te � , existe um algoritmo p olinomial A

tal que opt( I ) � v al ( I ; A ( I )) � � para to da instância I do pro-

blema Mochila , en tão P = NP .

Considerando as classes de complexidade de�nidas neste capítulo, o te-

orema acima mostra que o melhor que se p o de a�rmar do problema

Mochila é que ele está em FPT AS, já que é impro v á v el que o problema

esteja em PO.

Como vimos, usando de�niçõ es que surgiram p osteriormen te, o teo-

rema de Sahni e Gonzalez [SG76 ] p ô de ser escrito na demonstração do

teorema 8.5 como: se TSP está em APX , en tão P = NP .
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P ara outros problemas, resultados similares apareceram de forma

isolada, indicando a imp ossibilidade de certas apro ximaçõ es. P apadi-

mitriou e Y annak akis [PY91 ] de�niram duas classes de problemas de

otimização: as classes MAXNP e MAXSNP. Eles de�niram a c hamada MAXNP

MAXSNP

L-redução en tre problemas de otimização e pro v aram a existência de pro-

blemas completos para a classe MAXSNP. A característica dessas classes

é que se existir um esquema de apro ximação p olinomial para um pro-

blema completo de uma das classes, esse algoritmo p o de ser adaptado

para obter um esquema de apro ximação p olinomial para to dos os outros

problemas nessa classe. Como corolário dos resultados relativ os a pro v as

v eri�cá v eis probabilisticamen te, Arora, Lund, Mot w ani, Sudan e Sze-

gedy [ALM

+

92] mostraram que se os problemas completos para a classe

MAXSNP p o dem ser arbitrariamen te apro ximados, en tão P = NP. Hou-

gardy , Prömel e Steger [HPS94], K oha y ak a w a e Soares [KS95 ], e Ma yr,

Prömel e Steger [MPS98 ] apresen taram um tratamen to formal de pro-

v as v eri�cá v eis probabilisticamen te e resultados de inapro ximabilidade

deriv ados de tais pro v as.

Mais recen temen te, Ausiello, Crescenzi e Protasi [A CP95 ] de�niram

de forma diferen te classes de problemas de otimização e resp ectiv as redu-

çõ es que se mostraram, de alguma forma, equiv alen tes às mencionadas

acima [KMSV99]. Essas de�niçõ es são as usadas no presen te texto.

É sabido que o problema MinMCut é APX-dí�cil [DJP

+

94]; en-

tretan to, não se sab e se ele é APX-completo, ou seja, não se sab e se

MinMCut está em APX.

P apadimitriou e V empala [PV00 ] an unciaram recen temen te que, sob

a hip ótese de P 6= NP , o limiar de apro ximação do TSPM não é inferior

a 129 = 128 .

Um comp êndio de problemas de otimização, com indicação da classe

de complexidade a que p ertencem, p o de ser encon trado em Crescenzi e

Kann [CK00 ]. Este comp êndio faz parte do livro de Ausiello, Crescenzi,

Gam b osi, Kann, Marc hetti-Spaccamela e Protasi [A CG

+

99].
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Apêndice A

T eoria dos Grafos

Este ap êndice é um resumo da terminologia e notação básicas da

teoria dos grafos. A notação é consisten te com a de textos clássi-

cos [BM76, Die00 ] sobre o assun to.

Um grafo é um par ( V ; E ) , onde V é um conjun to �nito arbitrário

e E um conjun to de pares não-ordenados

1

de elemen tos de V . Os ele-

men tos de V são c hamados v értices e os de E são arestas ( e dges ). Se

v w é uma aresta, os v értices v e w são os extremos da aresta. Dois

v értices v e w de um grafo são adjacen tes se existe uma aresta com

extremos v e w . Se cada v értice é adjacen te a to dos os outros, en tão o

grafo é completo .

O conjun to de v értices de um grafo G é denotado p or V

G

e o conjun to V

G

de arestas p or E

G

. Se G é completo, en tão j E

G

j =

1

2

n ( n � 1) , onde E

G

n := j V

G

j . O tamanho (v eja ap êndice E) de um grafo G é o n úmero

h G i := j V

G

j + j E

G

j . h G i

Cortes e graus

P ara qualquer conjun to X de v értices de um grafo G , denotamos

p or �

G

( X ) , ou simplesmen te p or � ( X ) , o conjun to de to das as arestas � ( X )

que têm um extremo em X e outro em V

G

n X . Um corte ( cut ) é

qualquer conjun to da forma � ( X ) , onde X é um sub conjun to de V

G

.

Um conjun to X de v értices separa um v értice x de outro y se x 2 X

enquan to y 2 V

G

n X . Nessas condiçõ es, dizemos tam b ém que o corte

� ( X ) separa x de y .

1

Um par não-ordenado é um conjun to com exatamen te dois elemen tos. Um par

não-ordenado como f v ; w g é denotado, indiferen temen te, p or v w ou w v .

101
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Se v é um v értice, escrev emos � ( v ) no lugar de � ( f v g ) . O n úmero

j � ( v ) j é o grau de v . A soma dos graus de to dos os v értices de um grafo

é igual ao dobro do n úmero de arestas:

P

v 2 V

G

j � ( v ) j = 2 j E

G

j .

Um v értice é isolado se tem grau 0 . O grau máximo em G é o

n úmero �( G ) := max

v

j � ( v ) j .�

Subgrafos

Um grafo H é subgrafo de um grafo G se V

H

� V

G

e E

H

� E

G

. Se

uma das inclusõ es é própria, H é subgrafo próprio de G . Se V

H

= V

G

,

dizemos que H é um subgrafo gerador ( sp anning sub gr aph ) de G .

P ara qualquer conjun to F de arestas de G , denotamos p or G � F oG � F

subgrafo gerador de G cujo conjun to de arestas é E

G

n F . Se F = f f g ,

p o demos escrev er G � f .

Dizemos que H é um subgrafo induzido de G se E

H

é o conjun to

de to das as arestas de G que têm am b os os extremos em V

H

. O subgrafo

induzido de G que tem X p or conjun to de v értices é denotado p or G [ X ] .G [ X ]

P ara qualquer sub conjun to Y de V

G

, denotamos p or G � Y o grafoG � Y

G [ V

G

n Y ] . Se Y = f y g , p o demos escrev er G � y .

O subgrafo de G induzido p or um sub conjun to F de E

G

é o grafo

( V ( F ) ; F ) , onde V ( F ) é o conjun to de to dos os v értices que são extremo

de algum elemen to de F . P o demos denotar esse subgrafo p or G [ F ] .G [ F ]

Se F é um conjun to de pares não-ordenados de elemen tos de V

G

,

denotamos p or G + F o grafo ( V

G

; E

G

[ F ) de G . Se F = f f g , p o demosG + F

escrev er G + f .

P asseios, ciclos, caminhos e circuitos

Um passeio ( walk ) é uma seqüência ( v

0

; e

1

; v

1

; e

2

; v

2

; : : : ; e

k

; v

k

) em

que v

0

; : : : ; v

k

são v értices e cada e

i

é uma aresta com extremos v

i � 1

e v

i

. Dizemos que v

0

é a origem e que v

k

é o término do passeio. P ara

simpli�car, p o demos omitir as arestas e represen tar um passeio p or sua

seqüência de v értices, ( v

0

; v

1

; : : : ; v

k

) . O passeio é fec hado se v

k

= v

0

e

ab erto em caso con trário.

Uma trilha é um passeio cujas arestas são distin tas duas a duas, ou

seja, um passeio sem arestas rep etidas. Um caminho ( p ath ) é um passeio

cujos v értices são distin tos dois a dois, ou seja, um passeio sem v értices

rep etidos. A origem e o término do caminho são os seus extremos .

Um ciclo ( cycle ) é uma trilha fec hada com p elo menos três arestas.
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Um circuito é um ciclo ( v

0

; v

1

; : : : ; v

k

) tal que v

i

6= v

j

sempre que i < j ,

exceto se i = 0 e j = k .

Um passeio é gerador se con tém to dos os v értices do grafo. É claro

que a de�nição se aplica, em particular, a trilhas, caminhos, ciclos e

circuitos. Um caminho gerador é tam b ém conhecido como caminho

hamiltoniano . Analogamen te, um circuito gerador é conhecido como

circuito hamiltoniano .

O conjun to de arestas de um caminho ou circuito C é denotado

p or E

C

. O comprimen to de um caminho ou circuito C é j E

C

j , ou seja, E

C

o n úmero de arestas de C .

Conexão e comp onen tes

Um grafo é conexo se, para to do par ( v ; w ) de seus v értices, existe

um passeio com origem v e término w . É claro que um grafo G é conexo

se e somen te se �

G

( X ) 6= ; para to do sub conjun to não v azio e próprio X

de V

G

.

Um comp onen te de um grafo G é qualquer subgrafo conexo ma-

ximal

2

de G . Às v ezes con v ém confundir um comp onen te com o seu

conjun to de v értices.

Florestas e árv ores

Uma �oresta é um grafo sem ciclos. Se F é uma �oresta, en tão

j E

F

j = j V

F

j � c ( F ) , onde c ( F ) é o n úmero de comp onen tes de F .

Uma árv ore ( tr e e ) é uma �oresta conexa. P ortan to, cada comp onen-

te de uma �oresta é uma árv ore. Se T é uma árv ore, en tão j E

T

j = j V

T

j� 1 .

P ara qualquer par ( x; y ) de v értices em uma árv ore, existe um e um só

caminho de x a y .

Uma �oresta geradora de um grafo G é qualquer subgrafo gerador

de G que seja uma �oresta, isto é, qualquer �oresta F tal que V

F

= V

G

e E

F

� E

G

. Uma árv ore geradora ( sp anning tr e e ) de um grafo G é

qualquer subgrafo gerador de G que seja uma árv ore. T o do grafo conexo

tem uma árv ore geradora.

2

Um subgrafo H de G é maximal com relação a uma dada propriedade se H

não é subgrafo próprio de um outro subgrafo H

0

de G que tenha a propriedade em

questão. Subgrafos minimais são de�nidos de maneira análoga.
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Grafos bipartidos

Uma biparticão de um grafo G é qualquer partição f X ; Y g de V

G

tal que � ( X ) = E

G

. Um grafo admite uma bipartição se e somen te se

não tem circuito de comprimen to ímpar [BM76 ]. Um grafo bipartido

( bip artite gr aph ) é um grafo m unido de uma bipartição.

Grafos planares

Um grafo é planar se for isomorfo a um mapa. Mais precisamen te,

um grafo G é planar se existe um mapa ( V ; E ) e uma bijeção de  de V

G

em V tal que, para to do par ( v ; w ) de v értices de G , tem-se v w 2 E

G

se

e somen te se algum elemen to de E tem extremos  ( v ) e  ( w ) .

Um mapa é um par ( V ; E ) onde (1) V é um conjun to �nito de p on tos

do plano, (2) to do elemen to de E é um arco en tre dois elemen tos de V ,

(3) elemen tos diferen tes de E têm diferen tes conjun tos de extremos, (4) o

in terior de um elemen to de E não con tém elemen tos de V nem p on tos

que p ertençam a outro elemen to de E .

Um arco é a união de um n úmero �nito de segmen tos de reta no

plano que seja homeomorfa ao in terv alo fec hado [0 ; 1] da reta; as imagens

de 0 e 1 sob esse homeomor�smo são os extremos do arco.

Multigrafos

Às v ezes, con v ém admitir a existência de arestas m últiplas em um

grafo, ou seja, a existência de v árias �cópias� de uma mesma aresta. Di-

zemos nesse caso que temos um m ultigrafo. Mais explicitamen te, um

m ultigrafo consiste em um conjun to �nito V e um m ulticonjun to

3

E de

pares não-ordenados de elemen tos de V . A terminologia e notação de�ni-

das para grafos se estendem aos m ultigrafos com as devidas adaptaçõ es.

Assim, p or exemplo, o grau de um v értice é a somas das m ultiplicidades

das arestas que nele incidem. Outro exemplo: ciclos e circuitos p o dem

ter ap enas duas arestas (mas não menos que isso).

Custos e p esos

Sup onha que c é uma função que asso cia um n úmero c

e

a cada aresta

e de um grafo. P ara qualquer conjun to F de arestas do grafo, denotamos

3

Um m ulticonjun to p o de ter mais de uma cópia de cada um de seus elemen tos; o

n úmero de cópias é a m ultiplicidade do elemen to.
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p or c ( F ) a soma dos c

f

para f em F : c ( )

c ( F ) :=

P

f 2 F

c

f

:

Se F = ; , en tão c ( F ) = 0 . Se H é um subgrafo do grafo em questão,

de�nimos c ( H ) como c ( E

H

) . Se c

e

é in terpretado como custo da aresta e ,

dizemos que c ( F ) é o custo de F e c ( H ) o custo de H . Algo análogo

acon tece quando c

e

é in terpretado como p eso da aresta e .
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Apêndice B

V etores e Matrizes

Um v etor é uma função que lev a um conjun to �nito arbitrário � o

conjun to de índices � em um conjun to de n úmeros reais. Se o conjun to

de índices de um v etor x é N , dizemos que x está de�nido sobre N ou

é indexado p or N . Se x é um v etor sobre um conjun to N e j é um

elemen to de N en tão x

j

denota o comp onen te j de x , isto é, o v alor da

função x em j . Se Q é um sub conjun to de N en tão x

Q

denota a restrição x

Q

de x a Q , ou seja, o v etor cujo comp onen te q é x

q

para cada q em Q .

Se to dos os comp onen tes são n úmeros racionais, dizemos que o v etor

é racional . Se forem to dos in teiros, dizemos que o v etor é in teiro . Como

nossos in teresses são computacionais, quase to dos os v etores do texto

são racionais (a exceção �ca no capítulo 7, que trata de programação

semide�nida).

Um v etor x é n ulo se x

j

= 0 para cada índice j ; o v etor n ulo será

denotado p or 0 qualquer que seja o seu conjun to de índices. Se x e y

são v etores sobre um mesmo conjun to de índices e x

j

� y

j

para cada j ,

dizemos que x � y . A relação � é de�nida de mo do análogo. x � y

x � 0

O v etor característico de um sub conjun to P de N é um v etor x

sobre N tal que x

i

= 1 se i 2 P e x

i

= 0 em caso con trário.

Matrizes

Uma matriz é uma função que lev a o pro duto cartesiano de dois

conjun tos �nitos em um conjun to de n úmeros reais. Se uma matriz A

tem domínio M � N , dizemos que M é o conjun to de índices de linhas e

N o conjun to de índices de colunas de A . Dizemos tam b ém que A é uma

matriz sobre M � N ou indexada p or M � N . Se i e j são elemen tos de

M e N , resp ectiv amen te, en tão A

ij

denota o comp onen te ( i; j ) de A , ou

107
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seja, o v alor de A em ( i; j ) .

Uma linha de A é um v etor sobre N : a linha i de A é o v etor cujo

comp onen te j é A

ij

para cada j em N . A coluna j de A é de�nida

analogamen te. A coluna j de A será denotada p or A

M j

ou A

?j

e a linhaA

?j

i p or A

iN

ou A

i?

.

A

i?

Se P e Q são sub conjun tos de M e N , resp ectiv amen te, en tão A

P Q

éA

P Q

a restrição de A a P � Q , ou seja, a matriz sobre P � Q cujo comp onen te

( p; q ) v ale A

pq

para cada p em P e cada q em Q .

Dizemos que a matriz é racional se to dos os seus comp onen tes são

racionais e in teira se to dos os seus comp onen tes são in teiros.

A transp osta de uma matriz A sobre M � N é a matriz A

>

sobreA

>

N � M de�nida p or A

>

ij

= A

j i

. P ortan to, a linha i de A

>

é a coluna i

de A . É claro que a transp osta de A

>

é A . Uma matriz A é simétrica

se A

>

= A .

Uma matriz é quadrada se seus conjun tos de índices de linhas e

colunas são iguais. É claro que to da matriz simétrica é quadrada. Uma

matriz D é diagonal se for quadrada e se D

ij

= 0 sempre que i 6= j . É

eviden te que to da matriz diagonal é simétrica.

Uma matriz iden tidade é uma matriz diagonal I tal que I

ii

= 1

para cada i . Matrizes iden tidade são denotadas p or I , quaisquer queI

sejam seus conjun tos de índices.

Pro dutos

P ara quaisquer v etores x e y sobre um mesmo conjun to N , o pro duto

(in terno) de x p or y é o n úmero

x y :=

P

j 2 N

x

j

y

j

:

É ób vio que x y = y x . P or exemplo, se y é o v etor característico de um

sub conjun to Q de N , en tão x y é a soma

P

q 2 Q

x

q

, que con v encionamos

denotar p or x ( Q ) .

Sup onha agora que A é uma matriz sobre M � N . O pro duto de A

p or um v etor x sobre N é o v etor

A x

sobre M cujo comp onen te i é o pro duto da linha i de A p or x , ou seja,

o n úmero

P

j

A

ij

x

j

. O pro duto de um v etor y sobre M p or A é o v etor

y A
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cujo comp onen te j é o n úmero

P

i

y

i

A

ij

. Em suma, ( A x )

i

=

P

j

A

ij

x

j

e ( y A )

j

=

P

i

y

i

A

ij

, ou seja, y A é uma com binação linear das linhas de

A enquan to A x é uma com binação linear das colunas de A .

É eviden te que y A = A

>

y . É menos eviden te, mas não menos v er-

dadeira, a propriedade asso ciativ a y ( A x ) = ( y A ) x , ou seja, a in v ersão

da ordem das somas:

P

i

y

i

(

P

j

A

ij

x

j

) =

P

j

(

P

i

y

i

A

ij

) x

j

:

P ara qualquer matriz A sobre L � M e qualquer matriz B sobre M �

N , o pro duto de A p or B é a matriz

A B

sobre L � N cujo comp onen te ( i; k ) é o pro duto de v etores A

i?

B

?k

. É

eviden te que ( A B )

>

= B

>

A

>

. É menos eviden te que ( A B ) C = A ( B C ) ,

desde que cada pro duto faça sen tido.

Uma matriz quadrada A é in v ersív el se existe uma matriz B tal

que AB = B A = I . Uma tal matriz B é in v ersa de A .

Normas e tamanhos

Denotamos p or k x k a norma do v etor x . Assim, k x k :=

p

x x . k x k

Esse n úmero p o de ser in terpretado como o comprimen to geométrico do

v etor x .

O tamanho de um n úmero in teiro é o n úmero de caracteres (diga-

mos dígitos decimais) na represen tação do n úmero (v eja ap êndice E). O

tamanho de um n úmero in teiro � é denotado p or h � i . O tamanho de h � i

um n úmero racional com n umerador � e denominador � é a soma dos

tamanhos de � e � . O tamanho de �=� é denotado p or h �=� i . h �=� i

O tamanho de um v etor ou matriz racionais é a soma dos tamanhos

de seus comp onen tes. É claro que o tamanho de uma matriz não é inferior

ao n úmero de comp onen tes da matriz. O tamanho de uma matriz A é

denotado p or h A i . h A i

O tamanho de um conjun to de v etores e matrizes racionais é a

soma dos tamanhos dos elemen tos do conjun to. Assim, o tamanho de

um sistema ( A; b; c ) é h A i + h b i + h c i .

Essas de�niçõ es de tamanho são casos particulares do conceito geral

de tamanho a que se refere a seção 1.2 e o ap êndice E.
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Matrizes p ositiv as semide�nidas

A caracterização de matrizes p ositiv as semide�nidas que descrev emos

a seguir é usada no capítulo 7.

Uma matriz quadrada X é p ositiv a semide�nida se existe uma

matriz quadrada Y tal que

X = Y Y

>

:

É claro que to da matriz p ositiv a semide�nida é simétrica. O seguin te

lema caracteriza tais matrizes.

Lema B.1 : P ara to da matriz simétrica X v ale uma e ap enas

uma das seguin tes alternativ as: existe uma matriz quadrada Y

tal que X = Y Y

>

ou existe um v etor y tal que y X y < 0 .

A pro v a do lema dep ende de alguns conceitos que passamos a de�nir.

Uma matriz quadrada é elemen tar se coincide com a iden tidade na

diagonal e em to das as colunas, exceto talv ez uma. Mais precisamen te,

uma matriz E indexada p or M � M é elemen tar se existe m em M tal

que E

mm

= 1 e E

?j

= I

?j

para cada j distin to de m . T o da matriz

elemen tar E é in v ersív el e sua in v ersa, digamos H , tam b ém é elemen tar:

H

mm

= 1 e H

im

= � E

im

para cada i distin to de m e H

?j

= I

?j

para

cada j distin to de m .

Um pro duto de matrizes elemen tares é qualquer matriz da for-

ma E

(1)

� � � E

( p )

, onde cada E

( i )

é uma matriz elemen tar indexada p or

M � M . Se H

( i )

é a in v ersa de E

( i )

para cada i en tão o pro duto de

matrizes elemen tares H

( p )

� � � H

(1)

é a in v ersa de E

(1)

� � � E

( p )

.

Demonstração de B.1: A pro v a de que ap enas uma das alternativ as

v ale é simples: se X = Y Y

>

en tão

y X y = y ( Y Y

>

) y = ( y Y ) ( Y

>

y ) = ( y Y ) ( y Y ) � 0 :

P ara pro v ar que uma das alternativ as v ale, v amos descrev er um algoritmo

que receb e qualquer matriz simétrica X e dev olv e uma matriz real Y tal

que X = Y Y

>

ou um v etor y tal que y X y < 0 .

P ara qualquer matriz simétrica X indexada p or M � M e qualquer

m em M tal que X

mm

6= 0 , é fácil determinar uma matriz elemen tar E

tal que a matriz simétrica Z := E X E

>

tem a seguin te estrutura:

Z

mm

= X

mm

e Z

mj

= Z

j m

= 0
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P M n P

� 2 0 0 0 0 0

P 0 0 0 0 0 0

0 0 3 0 0 0

0 0 0 0

M n P 0 0 0 0

0 0 0 0

Figura B.1: Estrutura da matriz Z .

para cada j distin to de m . Basta tomar como E a matriz elemen tar

de�nida p or E

mm

= 1 , E

im

= � X

im

=X

mm

para cada i distin to de m e

E

?j

= I

?j

para cada j distin to de m .

Segue daí que para qualquer matriz simétrica X indexada p or M � M

existe um pro duto F de matrizes elemen tares tal que a matriz simétrica

Z := F X F

>

tem a seguin te estrutura: existe um sub conjun to P de M tal que Z

P P

é

uma matriz diagonal, Z

P ;M n P

= 0 e, para cada m em M n P , Z

mm

= 0

mas Z

m?

6= 0 . (V eja �gura B.1.)

Se P = M e Z

pp

� 0 para cada p em P en tão Z é diagonal e

X = G Z G

>

, onde G é a in v ersa de F . P ortan to,

X = Y Y

>

;

onde Y = G

_

Z e

_

Z é a matriz diagonal de�nida p or

_

Z

pp

=

p

Z

pp

.

Sup onha agora que Z

mm

< 0 para algum m em M . Seja u o v e-

tor de�nido p or u

m

= 1 e u

i

= 0 para cada i distin to de m . En tão

( u F ) X ( u F ) = u ( F X F

>

) u = u Z u = Z

mm

< 0 . Em suma,

y X y < 0 ;

para y = u F . Finalmen te, sup onha que P 6= M e seja m um elemen to

de M n P . En tão Z

mm

= 0 mas Z

mj

6= 0 para algum j . Seja u o

v etor de�nido da seguin te maneira: u

j

= 1 , u

i

= 0 para i distin to

de m e j e u

m

é escolhido de mo do que 2 u

m

Z

mj

+ Z

j j

< 0 . En tão

( u F ) X ( u F ) = u Z u < 0 e p ortan to

y X y < 0 ;

para y = u F . 2
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Con v ém observ ar que a matriz Y no lema B.1 p o derá não ser racional

mesmo que a matriz X seja racional.

Algoritmo PosSemidef ( X )

1 Z  X

2 F  G  I

3 pa ra m de 1 a n faça

4 se Z

mm

6= 0

5 então E  H  I

6 pa ra i de 1 a n faça E

im

 � Z

im

= Z

mm

7 pa ra i de 1 a n faça H

im

 � E

im

8 E

mm

 H

mm

 1

9 Z  E Z E

>

10 F  E F

11 G  G H � F G = G F = I

12 pa ra m de 1 a n faça

13 se Z

mm

< 0

14 então u  0

15 u

m

 1

16 devolva u F

17 se Z

mm

= 0

18 então j  1

19 enquanto j � n e Z

mj

= 0 faça j  j + 1

20 se j � n

21 então u  0

22 u

j

 1

23 u

m

 � Z

j j

= 2 Z

mj

24 se Z

mj

> 0

25 então u

m

 u

m

� 1

26 senão u

m

 u

m

+ 1

27 devolva u F

28 pa ra i de 1 a n faça Z

ii

 

p

Z

ii

29 devolva G Z

Figura B.2: O algoritmo PosSemidef receb e uma matriz quadrada

X indexada p or f 1 ; : : : ; n g � f 1 ; : : : ; n g e dev olv e uma matriz quadrada

Y tal que X = Y Y

>

ou um v etor y tal que y X y < 0 . Se a matriz

X é racional, o v etor y é racional e a matriz Y é racional exceto p ela

raiz quadrada na linha 28. Nessas condiçõ es, o consumo de temp o do

algoritmo é p olinomial, exceto p ela raiz quadrada.



Apêndice C

Programação Linear

Este ap êndice é um resumo da terminologia e de alguns fatos bási-

cos de programação linear [P ad99 , Ch v83 , Sc h86 , F eo01 ]. V eja nossas

con v ençõ es de notação no ap êndice B.

Problema de programação linear

Um problema de programação linear , ou programa linear , ou

simplesmen te pl , consiste no seguin te: Dada uma matriz A indexada

p or M � N , um v etor b indexado p or M , um v etor c indexado p or N

e partiçõ es

1

f M

1

; M

2

; M

3

g e f N

1

; N

2

; N

3

g de M e N resp ectiv amen te,

encon trar um v etor x indexado p or N que

minimize c x

sob as restriçõ es ( A x )

i

� b

i

para cada i em M

1

;

( A x )

i

= b

i

para cada i em M

2

;

( A x )

i

� b

i

para cada i em M

3

;

x

j

� 0 para cada j em N

1

;

x

j

� 0 para cada j em N

3

:

(C.1)

Usaremos a abreviatura P( A; b; c ) para denotar esse pl; a seqüência de P( A; b; c )

conjun tos M

1

; M

2

; M

3

; N

1

; N

2

; N

3

�ca sub en tendida nessa notação. Em-

b ora o pl tenha sido form ulado como um problema de minimização, nossa

de�nição inclui, implicitamen te, problemas de maximização, uma v ez que

minimizar c x é o mesmo que maximizar � c x .

1

A o con trário da de�nição usual, qualquer das partes de nossas partiçõ es p o de

ser v azia.
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A tradição imp õ e uma terminologia que, infelizmen te, desresp eita o

signi�cado da pala vra �solução�. Assim, uma solução viá v el ( fe asible

solution ) do problema é qualquer v etor x que satisfaz as restriçõ es; e

uma solução ótima é qualquer solução viá v el x que minimize c x .

O conjun to de to das as soluçõ es viá v eis do problema P( A; b; c ) será

denotado p or X ( A; b ) . Se X ( A; b ) é v azio, dizemos que o problema éX ( A; b )

in viá v el ( infe asible ). Caso con trário, o problema é viá v el ( fe asible ).

Dizemos que o problema é limitado ( b ounde d ) se existe um n úmero !

tal que c x � ! para to do x em X ( A; b ) ; caso con trário, o problema é

ilimitado ( unb ounde d ). É claro que problemas in viá v eis e ilimitados não

têm solução ótima.

Dualidade

Há uma imp ortan te relação de dualidade en tre pls. O dual do pl

P( A; b; c ) é o pl P( � A

>

; � c; � b ) , onde A

>

é a transp osta de A e os

conjun tos de índices são N

1

; N

2

; N

3

; M

1

; M

2

; M

3

. É claro que esse pl

tam b ém p o de ser escrito assim: encon trar um v etor y indexado p or M

que

maximize y b

sob as restriçõ es ( y A )

j

� c

j

para cada j em N

1

;

( y A )

j

= c

j

para cada j em N

2

;

( y A )

j

� c

j

para cada j em N

3

;

y

i

� 0 para cada i em M

1

;

y

i

� 0 para cada i em M

3

:

(C.2)

Con v ém usar uma notação esp ecí�ca para o dual: o pl (C.2) será deno-D( A; c; b )

tado p or D( A; c; b ) e seu conjun to de soluçõ es viá v eis p or Y ( A; c ) .

Y ( A; c )

Em discussõ es sobre um par dual de pls, é com um dizer que um

deles � digamos (C.1) � é �o primal� e o outro � digamos (C.2) �

é �o dual� . A dotada essa con v enção, cada comp onen te de um v etor x

indexado p or N é uma �v ariá v el primal� e cada comp onen te de um v etor

y indexado p or M é uma �v ariá v el dual� .

Problemas canônicos

Se M

1

= M e N

1

= N , o problema P( A; b; c ) se reduz a encon trar

um v etor x que

minimize c x

sob as restriçõ es A x � b ;

x � 0 :

(C.3)
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Diz-se, às v ezes, que esse é o pl canônico primal , p ois qualquer pl é

equiv alen te a um pl que tem essa forma, e p ortan to qualquer algoritmo

que resolv a o pl canônico primal p o deria ser usado para resolv er um pl ar-

bitrário. É claro que p o deríamos en unciar (C.3), sem notação matricial,

dizendo

minimize

P

j

c

j

x

j

sob as restriçõ es

P

j

A

ij

x

j

� b

i

para cada i ;

x

j

� 0 para cada j :

O dual do pl (C.3) consiste em encon trar um v etor y que

maximize y b

sob as restriçõ es y A � c ;

y � 0 :

(C.4)

P o de-se dizer que esse é o pl canônico dual .

Lema da dualidade

Há uma relação fundamen tal en tre as soluçõ es viá v eis de um pl e as

soluçõ es viá v eis de seu dual.

Lema C.1 (da dualidade): P ara to do x em X ( A; b ) e to do y em

Y ( A; c ) tem-se c x � y b .

Demonstração: Se M

1

= M e N

1

= N en tão as restriçõ es de (C.3)

e (C.4) garan tem as desigualdades c x � ( y A ) x = y ( A x ) � y b . A pri-

meira v ale p orque c � y A e x � 0 ; a última, p orque y � 0 e A x � b . A

demonstração do caso geral é conceitualmen te análoga mas tip ogra�ca-

men te indigesta: em virtude das restriçõ es de (C.1) e (C.2),

c x = c

N

1

x

N

1

+ c

N

2

x

N

2

+ c

N

3

x

N

3

� ( y A )

N

1

x

N

1

+ ( y A )

N

2

x

N

2

+ ( y A )

N

3

x

N

3

= ( y

M

1

A

M

1

N

1

+ y

M

2

A

M

2

N

1

+ y

M

3

A

M

3

N

1

) x

N

1

+

( y

M

1

A

M

1

N

2

+ y

M

2

A

M

2

N

2

+ y

M

3

A

M

3

N

2

) x

N

2

+

( y

M

1

A

M

1

N

3

+ y

M

2

A

M

2

N

3

+ y

M

3

A

M

3

N

3

) x

N

3

= y

M

1

( A

M

1

N

1

x

N

1

+ A

M

1

N

2

x

N

2

+ A

M

1

N

3

x

N

3

) +

y

M

2

( A

M

2

N

1

x

N

1

+ A

M

2

N

2

x

N

2

+ A

M

2

N

3

x

N

3

) +

y

M

3

( A

M

3

N

1

x

N

1

+ A

M

3

N

2

x

N

2

+ A

M

3

N

3

x

N

3

)

= y

M

1

( A x )

M

1

+ y

M

2

( A x )

M

2

+ y

M

3

( A x )

M

3
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� y

M

1

b

M

1

+ y

M

2

b

M

2

+ y

M

3

b

M

3

= y b ;

onde A

M

1

N

1

, p or exemplo, denota a restrição de A a M

1

� N

1

. 2

O lema é às v ezes c hamado, um tan to p omp osamen te, de teorema

fraco da dualidade. Ele lev a à seguin te observ ação, ób via mas imp or-

tan te: para tornar eviden te que um certo v etor x em X ( A; b ) é solução

ótima do problema P( A; b; c ) , basta exibir um v etor y em Y ( A; c ) tal que

c x = y b :

Com isso, estaremos mostrando tam b ém que y é solução ótima do pro-

blema D( A; c; b ) . Eis outra conseqüência do lema C.1: para mostrar que

o problema P( A; b; c ) é limitado, basta exibir um elemen to de Y ( A; c ) .

F olgas complemen tares

A demonstração do lema C.1 sugere o seguin te conceito. Dois v etores

x e y , indexados p or M e N resp ectiv amen te, têm folgas complemen-

tares ( c omplementary slackness ) se, para cada j em N

1

[ N

3

, temos

x

j

= 0 ou ( y A )

j

= c

j

(C.5)

e, para cada i em M

1

[ M

3

, temos

y

i

= 0 ou ( A x )

i

= b

i

: (C.6)

Há quem diga que (C.5) dá as �condiçõ es de folgas complemen tares pri-

mais� e (C.6) as de �folgas complemen tares duais�.

Lema C.2 (das folgas complemen tares): P ara to do x em

X ( A; b ) e to do y em Y ( A; c ) , tem-se c x = y b se e somen te se as

folgas de x e y são complemen tares.

Demonstração: A demonstração do lema C.1 deixa claro que c x = y b

se e somen te se c x = ( y A ) x e y ( A x ) = y b . Mas c x = ( y A ) x equiv ale

a (C.5) e y ( A x ) = y b equiv ale a (C.6). 2

T eorema da dualidade

O teorema da dualidade dá as condiçõ es em que um pl tem solução

ótima e garan te que as soluçõ es ótimas do pl e de seu dual têm o mesmo

v alor:
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T eorema C.3 (da dualidade): P ara qualquer sistema ( A; b; c ) ,

se o problema P( A; b; c ) é viá v el e limitado en tão tem solução óti-

ma; mais esp eci�camen te, existem x em X ( A; b ) e y em Y ( A; c )

tais que c x = y b . Se A , b e c forem racionais en tão p o demos

sup or que x e y tam b ém são racionais.

Esse teorema, tam b ém conhecido como teorema forte da dualidade,

p o de ser resumido da seguin te maneira: a menos que os dois pls sejam

in viá v eis,

min

x

c x = max

y

y b

para x v ariando em X ( A; b ) e y em Y ( A; c ) . Esta iden tidade v ale mesmo

quando um dos pls é in viá v el, desde que estejamos disp ostos a dizer que

min c x = + 1 quando o pl primal é in viá v el, que max y b = + 1 quando

o pl dual é ilimitado, etc.

Algoritmos de programação linear

O célebre algoritmo Simplex resolv e qualquer par dual de pro-

gramas lineares. A o receb er um sistema racional ( A; b; c ) e os conjun-

tos M

1

; M

2

; M

3

; N

1

; N

2

; N

3

de índices, o Simplex decide se os problemas

P( A; b; c ) e D( A; c; b ) são viá v eis e em caso a�rmativ o pro duz soluçõ es

ótimas racionais, x e y , dos dois programas lineares. Cada comp onen te

desses v etores tem n umerador e denominador limitados sup eriormen te

p elo tamanho do sistema ( A; b; c ) .

Em b ora o Simplex seja e�cien te em média, seu consumo de temp o

não é limitado p or uma função p olinomial do n úmero de comp onen tes

do sistema ( A; b; c ) . O consumo de temp o não é limitado nem mesmo

p or uma função p olinomial do tamanho de ( A; b; c ) .

Mas existem algoritmos, m uito diferen tes do Simplex, capazes de

resolv er qualquer pl em temp o p olinomial.

2

O primeiro algoritmo desse

tip o foi publicado p or Khac hiy an [Kha79 , PS82 , Sc h86 , GLS93 ] e �cou

conhecido como algoritmo dos elipsóides ( el lipsoid metho d ). (Outra

família de algoritmos p olinomiais, conhecidos como méto dos de p on tos

in teriores , apareceu mais tarde [Kar84 , Gon89 , Gon92 ].) P ara resolv er

o problema P( A; b; c ) , esse algoritmo consome uma quan tidade de temp o

limitada p or um p olinômio no tamanho de ( A; b; c ) .

2

Esses algoritmos são p olinomiais mas não fortemen te p olinomiais. V eja ap êndi-

ce E.



118 Pr ograma çã o Linear

F ato C.4 : Existe um algoritmo p olinomial que, ao receb er um

sistema racional ( A; b; c ) , decide se o problema P( A; b; c ) tem

solução e, em caso a�rmativ o, dev olv e uma solução ótima raci-

onal x . O tamanho de x é limitado p or 2 h A i + 2 h b i . O con-

sumo de temp o do algoritmo é limitados p or um p olinômio em

h A i + h b i + h c i .

Programação linear e algoritmos de separação

Muitos problemas com binatórios p o dem ser represen tados, de manei-

ra apro ximada, p or problemas da forma P( A; b; c ) , com A , b e c racionais.

Numa tal classe de programas lineares, o n úmero de linhas de A p o de

ser uma função exp onencial do n úmero de colunas. Digamos que � é�

o tamanho da maior linha de ( A; b ) , ou seja, � := max

i

fh A

i?

i + h b

i

ig .

Mesmo que o n úmero de linhas de A não seja limitado p or um p olinômio

em � , é p ossív el resolv er o problema P( A; b; c ) em temp o limitado p or

um p olinômio em � e h c i se dispusermos de um b om algoritmo para o

seguin te

Problema da separação : Decidir se um dado v etor x está em

X ( A; b ) e, em caso negativ o, determinar uma restrição violada,

ou seja, uma linha i tal que ( A x )

i

< b

i

.

Sup onha que temos um b om algoritmo para esse problema, isto é, um

algoritmo cujo consumo de temp o é limitado p or um p olinômio em �

e h x i .

3

Grötsc hel, Lo v ász e Sc hrijv er mostraram [GLS93 , Sc h86 ] que um

tal algoritmo de separação p o de ser com binado com o algoritmo dos

elipsóides de mo do a resolv er o problema P( A; b; c ) em temp o limitado

p or uma função p olinomial de � e h c i ap enas.

Sup onha agora que o problema de otimização com binatória que deu

origem a P( A; b; c ) tem tamanho � . Se � e h c i são limitados p or um

p olinômio em � e temos um b om algoritmo de separação (v eja o exercí-

cio C.3) en tão o problema P( A; b; c ) p o de ser resolvido em temp o limitado

p or um p olinômio em � .

3

O consumo de temp o não dep ende, p ortan to, do n úmero de linhas do sistema.

V eja o exercício C.3.
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Problemas de viabilidade

O problema da viabilidade consiste em encon trar um v etor viá v el

do problema P( A; b; c ) , ou seja, encon trar um elemen to de X ( A; b ) . É

claro que o problema p o de não ter solução. P ara certi�car a inexistência

de solução, basta exibir um v etor de in viabilidade , isto é, um v etor

y

0

em Y ( A; 0) tal que y

0

b > 0 (v eja exercício C.4).

Lema C.5 (de F ark as): P ara qualquer sistema ( A; b; c ) , o con-

jun to X ( A; b ) é v azio se e somen te se existe um v etor y

0

em

Y ( A; 0) tal que y

0

b > 0 .

O problema da viabilidade equiv ale ao caso em que c = 0 no problema

P( A; b; c ) ; e esse caso é, às v ezes, computacionalmen te mais simples que

o caso geral. O méto do primal-dual, descrito no capítulo 5, tira pro-

v eito dessa observ ação para prop or um pro cedimen to de resolução de

programas lineares.

Exercícios

C.1 T ransforme um programa linear arbitrário n um programa canônico

equiv alen te.

C.2 Muitos problemas com binatórios en v olv em v etores não-negativ os b

e c e uma matriz A sem comp onen tes negativ os e sem linhas n ulas.

V eri�que que, nesse caso, os problemas (C.3) e (C.4) são viá v eis. O

teorema da dualidade garan te en tão que am b os os problemas têm

solução ótima.

C.3 Sejam s e t dois v értices de um grafo G e seja S a coleção de to dos

os sub conjun tos de V

G

que con têm s mas não con têm t . (O n úmero

de tais sub conjun tos é, tipicamen te, uma função exp onencial do

n úmero j V

G

j ). Seja A a matriz de incidência de S , isto é, a matriz

indexada p or S � E

G

cujos comp onen tes são de�nidos da seguin te

maneira: para cada S em S e cada e em E

G

, o comp onen te ( S; e )

de A v ale 1 se e 2 � ( S ) e v ale 0 em caso con trário. Agora considere

o problema de decidir se um dado v etor não-negativ o x indexado

p or E

G

satisfaz as restriçõ es

A x � 1 ; (C.7)

onde 1 denota o v etor cujos comp onen tes são to dos iguais a 1 . Es-

b o ce um algoritmo para o problema. O algoritmo dev e receb er o
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grafo G , v értices s e t e um v etor racional não-negativ o x e dev e de-

v olv er 1 se (C.7) estiv er satisfeita e 0 em caso con trário. O consumo

de temp o de seu algoritmo dev e ser limitado p or um p olinômio em

h G i + h x i . Sugestão: Limite-se, n uma primeira v ersão, ao caso em

que os comp onen tes de x estão to dos em f 0 ; 1 g .

C.4 Seja y

0

um elemen to de Y ( A; 0) tal que y

0

b > 0 . Mostre que X ( A; b )

é v azio. Mostre tam b ém que se Y ( A; c ) não é v azio en tão o problema

D( A; c; b ) é ilimitado. Pro v e a�rmaçõ es análogas dep ois de tro car

os pap éis de X ( A; b ) e Y ( A; c ) .



Apêndice D

T eoria das Probabilidades

Neste ap êndice resumimos os conceitos usados nas análises probabi-

lísticas apresen tadas nos capítulos 6 e 7.

Espaços discretos de probabilidade

Uma medida discreta de probabilidade sobre um conjun to 


é uma função P : 
 ! [0 ; 1] para a qual P (
) :=

P

! 2 


P ( ! ) = 1 .

Um espaço discreto de probabilidade é um par (
 ; P ) onde 
 é um

conjun to �nito e não-v azio e P é uma medida discreta de probabilidade

sobre 
 .

V ariá v eis aleatórias

Uma v ariá v el aleatória sobre 
 é uma função X : 
 !

f �

1

; : : : ; �

n

g , onde cada �

i

é um n úmero real. Um ev en to é o con-

jun to X

� 1

( S ) para algum sub conjun to S de f �

1

; : : : ; �

n

g . T radicional-

men te, um ev en to X

� 1

( S ) é denotado p or [ X 2 S ] ou simplesmen te

p or [ X = x ] , se S = f x g . De forma análoga, p o demos usar a notação

[ X 6= x ] , [ X < x ] , [ X � x ] , [ X > x ] e [ X � x ] .

A probabilidade do ev en to [ X 2 S ] é o n úmero P ( X

� 1

( S )) , denotado

p or Pr [ X 2 S ] . A esp erança (ou v alor esp erado) da v ariá v el aleatória X Pr [ ]

E [ ]

é o n úmero

E [ X ] :=

P

n

i =1

�

i

Pr [ X = �

i

] :

Lema D.1 (desigualdade de Mark o v): Se (
 ; P ) é um espaço

discreto de probabilidade e X é uma v ariá v el aleatória sobre 


cujos v alores são to dos não-negativ os, en tão

Pr [ X � � ] �

1

�

E [ X ]

121
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para to do n úmero p ositiv o � .

Demonstração: Se f �

1

; : : : ; �

n

g é o conjun to de v alores de X , en tão

E [ X ] =

P

i

�

i

Pr [ X = �

i

] �

P

�

i

� �

� Pr [ X = �

i

] = � Pr [ X � � ] : 2

Às v ezes é útil reescrev er a desigualdade de Mark o v assim:

Pr [ X � � E [ X ]] �

1

�

.

Espaço pro duto

Sejam P

1

; : : : ; P

n

medidas discretas de probabilidade sobre 
 . Como

é usual, denotamos p or 


n

o conjun to de to das as n -uplas ( !

1

; : : : ; !

n

)


n

de elemen tos de 
 . Seja P : 


n

! [0 ; 1] a função de�nida p or

P (( !

1

; : : : ; !

n

)) :=

Q

n

i =1

P

i

( !

i

) . T al P é uma medida discreta de proba-

bilidade sobre 


n

. O espaço discreto de probabilidade (


n

; P ) é c hamado

de espaço pro duto e denotado p or (
 ; P

1

) � � � � � (
 ; P

n

) .

Espaços con tín uos de probabilidade

A generalização da de�nição de medida de probabilidade para os

c hamados espaços con tín uos é in tuitiv a. Infelizmen te, sua formalização

dep ende de alguns conceitos não-triviais. V ale ressaltar que espaços con-

tín uos de probabilidade são usados ap enas no capítulo 7.

Uma coleção F de sub conjun tos de um conjun to 
 é uma � - álgebra

de 
 se ; 2 F , 
 n A 2 F para to do A em F e

S

i

A

i

2 F para to da família

A

1

; A

2

; : : : de conjun tos de F . P ara uma coleção B de sub conjun tos de

um conjun to 
 , a � - álgebra gerada p or B é a in tersecção de to das as

� -álgebras que con têm B . (V eja os exercícios D.1 e D.2.)

Seja F uma � -álgebra de 
 . Uma função P : F ! [0 ; 1] é F - aditiv a

se, para to da família A

1

; A

2

; : : : de conjun tos de F ,

P (

S

i

A

i

) =

P

i

P ( A

i

) :

Dizemos que P é uma medida con tín ua de probabilidade sobre (
 ; F )

se P é F -aditiv a e P (
) = 1 .

Um espaço con tín uo de probabilidade é um terno (
 ; F ; P ) on-

de F é uma � -álgebra de um conjun to 
 e P é uma medida con tín ua

de probabilidade sobre (
 ; F ) . É fácil concluir do con texto se estamos

tratando de medidas ou espaços con tín uos ou discretos; assim, o adjetiv o

p o de ser omitido.
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Os conceitos de�nidos para espaços discretos de probabilidade (ev en-

to, v ariá v el aleatória, esp erança, etc.) se estendem naturalmen te a espa-

ços con tín uos de probabilidade.

Nos pró ximos exemplos, f

A

denota a função característica de um

sub conjun to A de 
 , ou seja, a função tal que f

A

( ! ) = 1 se ! 2 A e

f

A

( ! ) = 0 se ! 62 A .

Exemplo D.2 : Seja 
 o in terv alo [0 ; 1) e F a � -álgebra gerada

p ela coleção de to dos os in terv alos da forma [ a; b ) com 0 � a <

b < 1 . Se, para to do conjun to A em F ,

P ( A ) :=

Z




f

A

( x ) dx ;

en tão (
 ; F ; P ) é um espaço de probabilidade.

1

Exemplo D.3 : Seja 
 a esfera unitária em R

n

cen trada na ori-

gem, isto é, o conjun to f x 2 R

n

: k x k =1 g . P ara quaisquer y e z

em 
 , considere a �fatia� F ( y ; z ) := f x 2 
 : x y > 0 e x z � 0 g

da esfera. Seja F a � -álgebra gerada p elo conjun to f F ( y ; z ) :

y ; z 2 
 g . A área �

n

:=

R




f




( x ) dx de 
 dep ende da paridade

de n :

�

2 k

=

2 �

k

( k � 1)!

e �

2 k +1

=

2

k +1

�

k

(2 k � 1)!!

;

onde (2 k � 1)!! := (2 k � 1)(2 k � 3)(2 k � 5) � � � (3)(1) . Se

P ( A ) :=

1

�

n

Z




f

A

( x ) dx

para to do conjun to A em F , en tão (
 ; F ; P ) é um espaço de

probabilidade.

1

Distribuição uniforme con tín ua

A qui v amos nos restringir a sub conjun tos de R

n

, p ois isso é su�cien te

para os casos tratados no texto e simpli�ca a de�nição.

1

A função P : 2




! [0 ; 1] , de�nida de maneira similar sobre a coleção 2




de to dos

os sub conjun tos de 
 , não é 2




-aditiv a. Na v erdade, não existe função P : 2




! [0 ; 1]

que seja 2




-aditiv a. P or isso, precisamos de � -álgebras.
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Se 
 é um sub conjun to de R

n

e F é uma � -álgebra de 
 , c hama-

mos de distribuição uniforme con tín ua (ou simplesmen te distribui-

ção uniforme) qualquer medida de probabilidade con tín ua P sobre (
 ; F )

de�nida p or

P ( A ) :=

R




f

A

( x ) dx

R




f




( x ) dx

para to do conjun to A em F . As medidas de probabilidade apresen tadas

nos exemplos D.2 e D.3 são exemplos de distribuiçõ es uniformes.

Distribuição normal

A distribuição normal sobre R é de�nida p or

P ( A ) :=

1

p

2 �

Z




e

� x

2

= 2

dx

para to do conjun to A na � -álgebra usual de R , que é de�nida de maneira

análoga à do exemplo D.2.

Exercícios

D.1 A coleção de to dos os sub conjun tos de um conjun to 
 é uma � -

álgebra de 
 .

D.2 Pro v e que a in tersecção de duas � -álgebras sobre um conjun to 


é uma � -álgebra. Pro v e que a in tersecção de in�nitas � -álgebras

sobre um conjun to 
 é uma � -álgebra.

D.3 Se u e v são v ariá v eis aleatórias indep enden tes com distribuição

uniforme no in terv alo [0 ; 1) , en tão x := cos(2 � v )

p

� 2 ln u é uma

v ariá v el aleatória com distribuição normal.

D.4 Se x

1

; : : : ; x

n

são v ariá v eis aleatórias indep enden tes com distribui-

ção normal, en tão o v etor s com comp onen tes s

1

; : : : ; s

n

de�nidas

p or

s

i

:=

x

i

p

x

2

1

+ � � � + x

2

n

tem distribuição uniforme na esfera unitária.



Apêndice E

Complexidade

Computacional

Este ap êndice de�ne a terminologia e os fatos básicos de comple-

xidade computacional usados no texto. Um tratamen to completo do

assun to p o de ser encon trado, p or exemplo, nos livros de Aho, Hop croft

e Ullman [AHU74], Cormen, Leiserson e Riv est [CLR92 ], Garey e John-

son [GJ79 ], Kn uth [Kn u68 ], P apadimitriou [P ap94 ] e P apadimitriou e

Steiglitz [PS82 ].

P ala vras

P ara resolv er um problema usando um computador é necessário des-

crev er os dados do problema p or meio de uma seqüência de caracteres.

Qualquer seqüência de caracteres será c hamada de uma pala vra .

Não é difícil represen tar n úmeros in teiros, n úmeros racionais, v etores,

matrizes, grafos, etc. p or meio de pala vras. P or exemplo, o grafo com

f a; b; c; d g como conjun to de v értices e ff a; b g ; f a; c g ; f a; d g ; f b; c g ; f c ; d g g

como conjun to de arestas p o de ser represen tado p ela pala vra

({a,b,c,d},{{a,b},{a,c},{a,d},{b,c},{c,d}}) :

Um v etor racional c indexado p or um conjun to �nito E p o de ser repre-

sen tado p or uma seqüência de pares ( e; c

e

) , onde e é um elemen to de E .

P or exemplo, a pala vra

(({a,b},-2),({a,c},12),({a,d},0),({b,c},3/2),({c,d},7))

co di�ca um v etor indexado p elo conjun to das arestas do grafo acima.

O tamanho de uma pala vra w , denotado p or h w i , é o n úmero de h w i

125
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caracteres usados em w (con tando-se m ultiplicidades). Essa de�nição é

um caso concreto do conceito geral de tamanho a que se refere a seção 1.2.

Em geral, não fazemos distinção en tre um ob jeto e uma pala vra que o

represen ta. P ara os nossos prop ósitos, não há mal em sub estimar o

tamanho de um ob jeto.

1

Assim, não é necessário con tar rigorosamen te

os caracteres ` { ', ` } ', ` ( ', ` ) ' e ` , ' dos exemplos an teriores. O tamanho

de um v etor reduz-se en tão à soma dos tamanhos de seus comp onen tes,

ou seja, h c i =

P

e

h c

e

i .

O tamanho dos n úmeros in teiros e racionais merece esp ecial atenção.

O tamanho de um in teiro � é essencialmen te

2

log j � j . Analogamen te, se

� é um n úmero in teiro e � é um n úmero in teiro não n ulo en tão o tamanho

do racional �=� é, essencialmen te, log j � j + log j � j .

Problemas

Informalmen te, um problema é uma questão ou tarefa. Exemplos

de problemas são: o problema do circuito hamiltoniano ( Hamiltoni-PCH

an cir cuit pr oblem ), denotado p ela sigla PCH e o problema da árv ore

geradora mínima ( minimum sp anning tr e e pr oblem ), denotado p elaMST

sigla MST .

Problema PCH ( G ) : Um dado grafo G p ossui um circuito ha-

miltoniano?

Problema MST ( G; c ) : Dados um grafo G e um custo c

e

em

Q

�

para cada aresta e , encon trar uma árv ore geradora de custo

mínimo.

Cada conjun to esp ecí�co de dados de um problema de�ne uma ins-

tância do problema. Assim, qualquer grafo de�ne uma instância do

problema PCH e qualquer grafo com custos asso ciados às suas arestas é

uma instância do problema MST . O tamanho de uma instância é o

tamanho de uma pala vra que represen ta a instância.

Um problema que p ede uma resp osta do tip o sim ou nã o é c hamado

de problema de decisão . Já um problema que pro cura um elemen to

de um conjun to de soluçõ es viá v eis que seja melhor p ossív el em relação

1

Como v eremos adian te, nossas estimativ as serão feitas �a menos de fatores cons-

tan tes� e p ortan to não fará diferença dizer que o tamanho de uma pala vra é, digamos,

metade do n úmero de caracteres.

2

Mais precisamen te, o tamanho de � é d log ( j � j + 1) e .
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a algum critério é um problema de otimização . Os problemas PCH

e MST são exemplos de problemas de decisão e otimização, resp ectiv a-

men te.

Algoritmos e mo delo de computação

Um algoritmo

3

é uma seqüência �nita de instruçõ es ou op eraçõ es

que resolv e um problema.

Um mo delo de computação é uma descrição abstrata e concei-

tual (não necessariamen te realista) de um computador que será usado

para executar um algoritmo. Um mo delo de computação esp eci�ca as

op eraçõ es elemen tares que um algoritmo p o de executar e o critério

empregado para medir a quan tidade de temp o que cada op eração conso-

me. Exemplo de op eraçõ es elemen tares típicas são op eraçõ es aritméticas

en tre n úmeros e comparaçõ es.

O mo delo de computação RAM ( r andom ac c ess machine ) [CR73] RAM

baseia-se na manipulação de caracteres. Esse mo delo é capaz de execu-

tar op eraçõ es en v olv endo n úmeros racionais. No critério logarítmico

o consumo de temp o de cada op eração dep ende do tamanho dos op eran-

dos ( lo garithmic c ost criterion ). P or exemplo, a m ultiplicação de dois

n úmeros � e � consome essencialmen te h � i h � i unidades de temp o.

Um outro critério para medir o consumo de temp o, aparen temen te

menos realista, é o critério uniforme , que sup õ e que cada op eração

elemen tar consome uma quan tidade de temp o constan te ( uniform c ost

criterion ), ou seja, o consumo de temp o de cada op eração elemen tar

indep ende do tamanho dos op erandos. Este mo delo é equiv alen te ao

an terior se o tamanho dos op erandos for limitado p or uma função p oli-

nomial do tamanho da instância do problema. Este critério de consumo

de temp o constan te p or op eração elemen tar, jun tamen te com op erandos

de tamanho limitado, é empregado em to do o texto, exceto no capítulo 7.

Finalmen te, é preciso mencionar um mo delo de computação que é

útil, em b ora não seja realista e fuja de nossa con v enção sobre repre-

sen tação de ob jetos p or pala vras. Esse mo delo, usado no capítulo 7, é

capaz de manipular n úmeros reais arbitrários. Sup õ e-se que cada op era-

ção en v olv endo n úmeros reais consome ap enas uma unidade de temp o,

mesmo uma op eração como raiz quadrada. Este mo delo é c hamado de

real-RAM [PS85 ]. real-RAM

3

A formalização matemática clássica de um algoritmo é a máquina de T uring.
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Análise de algoritmos e algoritmos p olinomiais

A o analisarmos um algoritmo em um determinado mo delo de com-

putação queremos estimar o seu consumo de temp o

4

como uma função

do tamanho da instância do problema. P or exemplo, exprimimos o con-

sumo de temp o de algoritmos para o MST ( G; c ) como uma função de

h ( G; c ) i .

A o expressar a quan tidade de temp o consumida p or um algoritmo,

ignoramos os fatores constan tes. Mais precisamen te, dizemos que um

algoritmo A resolv e um problema em temp o O ( f ( n )) , para uma funçãoO ( f ( n ))

f de Z

�

em Z

�

, se existe uma constan te c tal que a quan tidade de temp o

consumida

5

p or A para resolv er uma instância I do problema é limitada

p or c f ( h I i ) . Isto corresp onde à c hamada análise do pior caso ( worst-

c ase analysis ) do algoritmo. O algoritmo A é p olinomial se resolv e o

problema em temp o O ( p ( n )) para alguma função p olinomial p . É claro

que o conceito de algoritmo p olinomial dep ende não só do algoritmo mas

tam b ém do mo delo de computação.

Critério de e�ciência: classes P, NP e co-NP

P or um algoritmo e�cien te en tendemos um algoritmo p olinomi-

al. Este critério de e�ciência foi prop osto, indep enden temen te, p or

Cobham [Cob65 ] e Edmonds [Edm65b ]. A classe de to dos os problemas

de decisão que p o dem ser resolvidos p or algoritmos p olinomiais é denota-

da p or P. P or exemplo, a v ersão de decisão do problema

6

MST ( G; c ) estáP

em P, já que existem algoritmos p olinomiais para resolv ê-la [CLR92 ].

A classe NP (abreviação de nondeterministic p olynomial time ) éNP

comp osta p elos problemas de decisão para os quais uma resp osta a�rma-

tiv a p ossui um certi�cado que p o de ser v eri�cado em temp o p olinomial.

Mais precisamen te, a classe NP é formada p elos problemas de decisão �

para os quais existe um problema �

0

em P e uma função p olinomial p ( n )

tais que, para cada instância I do problema � , existe um ob jeto C com

h C i � p ( h I i ) tal que a resp osta a �( I ) é sim se e somen te se a resp osta

a �( I ; C ) é sim . O ob jeto C é dito um certi�cado p olinomial (ou

4

A quan tidade de espaço consumida p elo algoritmo é negligenciada no presen te

texto.

5

Está incluído aqui, implicitamen te, o temp o necessário para que o algoritmo

decida se a pala vra dada é uma represen tação v álida de uma instância do problema.

6

Dados um grafo G , um custo c

e

em Q

�

para cada aresta e de G e um n úmero

� em Q

�

, existe uma árv ore geradora em G de custo não sup erior a � ?
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certi�cado curto) da resp osta sim a �( I ) . Com um algoritmo p olinomial

para �

0

, um v eri�cador incrédulo p o de, ap ós gastar uma quan tidade de

temp o p olinomial, testar a v alidade de uma resp osta sim . P or exemplo,

se a resp osta a uma dada instância G do problema do circuito hamiltoni-

ano é sim en tão um circuito hamiltoniano em G é um ob jeto que certi�ca

a resp osta: dados um grafo G e um circuito H de G p o de-se v eri�car

em temp o O ( h G i ) se H é um circuito hamiltoniano. Logo, o problema

PCH , b em como �v ersõ es de decisão� de to dos os problemas no texto,

p ertence a NP.

Claramen te P � NP, já que se � é um problema em P, en tão p o de-se

tomar a seqüência de instruçõ es realizadas p or um algoritmo p olinomial

para resolv er �( I ) como certi�cado p olinomial da resp osta sim a �( I ) .

É crença de m uitos que a classe NP é maior que a classe P, ainda que

isso não tenha sido pro v ado até agora.

7

Este é o in trigan te problema

matemático conhecido p elo rótulo � P 6= NP ?� . P 6= NP?

A classe co-NP é de�nida tro cando-se sim p or nã o na de�nição de co-NP

NP, ou seja, um problema de decisão � está em co-NP se admite um

certi�cado p olinomial para a resp osta nã o . Os problemas em NP \

co-NP admitem certi�cados p olinomiais para as resp ostas sim e nã o .

Em particular, é eviden te que P � NP \ co-NP.

NP-completude

Uma redução

8

de um problema � a um problema �

0

é um algoritmo

A que resolv e � usando uma subrotina hip otética A

0

que resolv e �

0

, de

tal forma que, se A

0

é um algoritmo p olinomial, en tão A é um algoritmo

p olinomial. Usamos a notação � �

T

�

0

para denotar a existência de uma �

T

redução de � a �

0

. Dizemos que um problema � p o de ser reduzido a um

problema �

0

se � �

T

�

0

. Dois problemas são ditos p olinomialmen te

equiv alen tes se um p o de ser reduzido ao outro.

Um problema � em NP é NP-completo se cada problema em NP

p o de ser reduzido a � . É eviden te que se �

0

p ertence a P e � p o de ser

reduzido a �

0

, en tão � p ertence a P. Isto implica que existe um algoritmo

p olinomial para um problema NP-completo se e somen te se P = NP.

O primeiro problema que se demonstrou ser NP-completo é o pro-

blema da satisfatibilidade ( satis�ability pr oblem ). Este problema é

7

P ara uma in tro dução às classes P e NP baseada na fábula dos Ca v aleiros da

Tá v ola Redonda, v eja Lo v ász e Plummer [LP86 ] e K oha y ak a w a e Soares [KS95].

8

Conhecida como redução de T uring ou redução de Co ok [GJ79 ].
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uma simpli�cação do problema MaxSa t descrito no capítulo 6.

Problema Sa t ( C ) : Dada uma coleção C de cláusulas b o olea-

nas, existe uma v aloração que satisfaz to das as cláusulas em C ?

T eorema E.1 (Co ok [Co o71 ], Levin [Lev73 ]): O problema Sa t

é NP -completo. 2

Um problema � , não necessariamen te em NP, é NP-dí�cil se a exis-

tência de um algoritmo p olinomial para � implica em P = NP. Assim,

p or exemplo, MaxSa t é NP-difícil, já que um algoritmo p olinomial pa-

ra MaxSa t p o de ser adaptado para resolv er Sa t em temp o p olinomial;

como Sa t é NP-completo, a existência de um tal algoritmo implica em

P = NP . Co ok [Co o71 ] e Karp [Kar72 ] mostraram que v ários problemas

discutidos no presen te texto são NP-difíceis.

T eorema E.2 : Os problemas Escalonamento , Emp a co-

t amento , MaxCut , MaxSa t , MinCC , MinCV , MinFS ,

MinMCut , MinTC , Mochila , TSPM e TSP são NP -

difíceis. 2

Algoritmos fortemen te p olinomiais

Um algoritmo p olinomial é fortemen te p olinomial ou gen uina-

men te p olinomial se o n úmero de op eraçõ es elemen tares realizadas não

dep ende do tamanho dos n úmeros (caso exista algum) que de�nem uma

instância do problema. O algoritmo de Krusk al [CLR92 ] para o problema

MST ( G; c ) é um exemplo de algoritmo fortemen te p olinomial, já que o

n úmero de op eraçõ es elemen tares realizadas é prop orcional a h G i log h G i .

Vários algoritmos mencionados neste texto são fortemen te p olinomiais.

Um exemplo de algoritmo p olinomial que não é fortemen te p olinomial

é o algoritmo de Euclides [Sc h86 ] para encon trar o máximo divisor co-

m um en tre dois in teiros p ositiv os � e � , já que o n úmero de op eraçõ es

elemen tares realizadas p elo algoritmo é essencialmen te h � i + h � i . Outro

exemplo não fortemen te p olinomial é o algoritmo dos elipsóides de Kha-

c hiy an [Kha79 ] que resolv e problemas de programação linear e realiza um

n úmero de op eraçõ es elemen tares que dep ende do tamanho dos n úmeros

en v olvidos (ap êndice C).



131

Algoritmos pseudop olinomiais

Seja � um problema e I o seu conjun to de instâncias. P ara cada I

em I seja Max ( I ) o maior n úmero in teiro em v alor absoluto que o cor- Max ( I )

re em I ; de�na Max ( I ) := 0 se nenh um n úmero in teiro o corre em I .

A qui estamos sup ondo que cada n úmero racional é represen tados como

quo cien te en tre dois n úmeros in teiros. P or exemplo, Max (3 = 17) = 17 .

Um algoritmo pseudop olinomial para � é um algoritmo que conso-

me uma quan tidade de temp o limitada p or uma função p olinomial nas

v ariá v eis h I i e Max ( I ) . É claro que to do algoritmo p olinomial tam b ém

é pseudop olinomial. O algoritmo Mochila - Exa to do capítulo 2 é um

algoritmo pseudop olinomial que não é p olinomial.

Seja I

f

:= f I 2 I : Max ( I ) � f ( h I i ) g para alguma função f de Z

�

em Z

�

e seja �

f

o problema � restrito ao conjun to de instâncias I

f

. O

problema � é NP-completo no sen tido forte ou fortemen te NP-

completo se �

p

é NP-completo para alguma função p olinomial p . Em

particular, problemas como Sa t , que não en v olv em n úmeros, são NP-

completos no sen tido forte. Considere, p or exemplo, a v ersão a seguir do

problema do caixeiro via jan te ( TSP ) como problema de decisão.

Problema TSP

D

( G; c; � ) : Dados um grafo G , um custo c

e

em

Q

�

para cada aresta e de G e um n úmero racional � , existe um

circuito hamiltoniano em G de custo não sup erior a � ?

O problema TSP

D

é NP-completo no sen tido forte, já que o problema

PCH é essencialmen te esta v ersão de decisão do TSP restrita a instâncias

onde o custo c

e

de cada aresta e é 1 ou j V

G

j + 1 e � é j V

G

j (demonstração

do teorema 8.5).

Um problema � , não necessariamen te em NP, é NP-dí�cil no sen-

tido forte se a existência de um algoritmo pseudop olinomial para �

implica em P = NP. O TSP é um exemplo de problema NP-difícil no

sen tido forte. T o dos os problemas no en unciado do teorema E.2, com

exceção do problema Mochila , são NP-difíceis no sen tido forte.

T eorema E.3 : Os problemas Escalonamento , Emp a co-

t amento , MaxCut , MaxSa t , MinCC , MinCV , MinFS ,

MinMCut , MinTC , TSPM e TSP são NP -difíceis no sen ti-

do forte. 2

Mais sobre algoritmos pseudop olinomiais e NP-completude no sen ti-

do forte p o de ser encon trado em Garey e Johnson [GJ79 ] e em P apadi-

mitriou e Steiglitz [PS82 ].
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Exercício

E.1 Mostre que se �

1

�

T

�

2

e �

2

�

T

�

3

, en tão �

1

�

T

�

3

.

E.2 Mostre que se � é um problema de decisão, �

0

está em P e � �

T

�

0

,

en tão � está em P.

E.3 Mostre que se � é um problema de decisão, �

0

está em NP e � �

T

�

0

, en tão � está em NP.

E.4 Mostre que se �

0

é NP-completo e �

0

�

T

� , en tão � é NP-difícil.

E.5 Mostre que o problema TSP

D

está em NP e que os problemas TSP

e TSP

D

são p olinomialmen te equiv alen tes.



Bibliogra�a

[ABCC98] D. Applegate, R. Bixb y , V. Ch v átal e W. Co ok. On

the solution of tra v eling salesman problems. Do cumenta

Mathematic a , V ol. Extra I I I:645�656, 1998. Pro ceedings

of the In ternational Congress of Mathematicians. URL:

http://www.mathematik.uni-bielefeld.de/documenta/

xvol-icm/17/17.html . [p. 21]

[ABI86] N. Alon, L. Babai e A. Itai. A fast and simple randomized

parallel algorithm for the maximal indep enden t set problem.

Journal of A lgorithms , 7(4):567�583, 1986. [p. 74]

[A CG

+

99] G. Ausiello, P . Crescenzi, G. Gam b osi, V. Kann, A.

Marc hetti-Spaccamela e M. Protasi. Complexity and Appr o-

ximation: Combinatorial Optimization Pr oblems and Their

Appr oximability Pr op erties . Springer, 1999. [p. iii, 2, 93,

97, 99]

[A CP95] G. Ausiello, P . Crescenzi e M. Protasi. Appro ximate solu-

tion of NP optimization problems. The or etic al Computer

Scienc e , 150(1):1�55, 1995. [p. 98, 99]

[ADP80] G. Ausiello, A. D'Atri e M. Protasi. Structure preserving

reductions among con v ex optimization problems. Journal of

Computer and System Scienc es , 21:136�153, 1980. [p. 96]

[A G94] M. Aggarw al e N. Garg. A scaling tec hnique for b etter

net w ork design. In Pr o c e e dings of the Fifth A nnual A CM-

SIAM Symp osium on Discr ete A lgorithms (SOD A) , p. 233�

240, 1994. [p. 60]

133



134 BIBLIOGRAFIA

[A GK

+

98] S. Arora, M. Grigni, D.R. Karger, P .N. Klein e A. W o-

loszyn. A p olynomial-time appro ximation sc heme for w eigh-

ted planar graph tsp . In Pr o c e e dings of the Nineth A CM-

SIAM Symp osium on Discr ete A lgorithms (SOD A) , p. 33�

41, 1998. [p. 22]

[AHU74] A.V. Aho, J.E. Hop croft e J.D. Ullman. The Design and

A nalysis of Computer A lgorithms . A ddison-W esley , 1974.

[p. 15, 125]

[AK98] N. Alon e N. Kahale. Appro ximating the indep endence n um-

b er via the � -function. Mathematic al Pr o gr amming , 80:231�

237, 1998. [p. 85]

[AKR95] A. Agra w al, P . Klein e R. Ra vi. When trees collide: an ap-

pro ximation algorithm for the generalizad Steiner problem

on net w orks. SIAM Journal on Computing , 24(2):440�456,

1995. [p. 60]

[Ali95] F. Alizadeh. In terior p oin t metho ds in semide�nite pro-

gramming with applications to com binatorial optimization.

SIAM Journal on Optimization , 5:13�51, 1995. [p. 85]

[ALM

+

92] S. Arora, C. Lund, R. Mot w ani, M. Sudan e M. Szegedy .

Pro of v eri�cation and in tractabilit y of appro ximation pro-

blems. In Pr o c e e dings of the 33r d A nnual Symp osium on

F oundations of Computer Scienc e (F OCS) , p. 24�27, 1992.

[p. 2, 99]

[AMO93] R.K. Ah uja, T.L. Magnan ti e J.B. Orlin. Network Flows .

Pren tice-Hall, 1993. [p. 26, 27, 33]

[AR98] Y. Aumann e Y. Rabani. An O (log k ) appro ximate min-

cut max-�o w theorem and appro ximation algorithm. SIAM

Journal on Computing , 27(1):291�301, 1998. [p. 33]

[Aro94] S. Arora. Pr ob abilistic Che cking of Pr o ofs and Har dness of

Appr oximation Pr oblems . PhD Thesis, Princeton Univ er-

sit y , 1994. [p. 2]

[Aro95] S. Arora. Reductions, co des, PCPs, and inappro ximabilit y .

In Pr o c e e dings of the 36th A nnual Symp osium on F oundati-

ons of Computer Scienc e (F OCS) , p. 404�413, 1995. [p. 2]



BIBLIOGRAFIA 135

[Aro98] S. Arora. P olynomial time appro ximation sc hemes for Eu-

clidean tra v eling salesman and other geometric problems.

Journal of the A CM , 45(5):753�782, 1998. [p. 22]

[AS92] N. Alon e J. Sp encer. The Pr ob abilistic Metho d . John Wiley ,

1992. [p. 70]

[A W00] T. Asano e D.P . Williamson. Impro v ed appro ximation al-

gorithms for MAX SA T. In Pr o c e e dings of the Eleventh

A CM-SIAM Symp osium on Discr ete A lgorithms (SOD A) ,

p. 96�115, 2000. [p. 74]

[BKR V98] A. Blum, G. K onjev o d, R. Ra vi e S. V empala. Semi-

de�nite relaxations for minim um bandwidth and other

v ertex-ordering problems. In Pr o c e e dings of the 30th A n-

nual A CM Symp osium on The ory of Computing (STOC) ,

p. 100�105, 1998. [p. 85]

[Blu91] A. Blum. A lgorithms for Appr oximate Gr aph Coloring . PhD

Thesis, Massac h usetts Institute of T ec hnology , 1991. [p. 2]

[BM76] J.A. Bondy e U.S.R. Murt y . Gr aph The ory with Applic ati-

ons . Macmillan/Elsevier, 1976. [p. 15, 101, 104]

[Bru98] P . Bruc k er. Sche duling A lgorithms . Springer, 2. ed., 1998.

[p. 21]

[BTV99] D. Bertsimas, C. T eo e R. V ohra. On dep enden t rando-

mized rounding algorithms. Op er ations R ese ar ch L etters ,

24(3):105�114, 1999. [p. 74]

[BYE81] R. Bar-Y eh uda e S. Ev en. A linear time appro ximation al-

gorithm for the w eigh ted v ertex co v er problem. Journal of

A lgorithms , 2:198�203, 1981. [p. 47, 60]

[CFR98] G. C linescu, C.G. F ernandes e B. Reed. Multicuts in

un w eigh ted graphs with b ounded degree and b ounded tree-

width. In R.E. Bixb y , E.A. Bo yd e R.Z. Ríos-Mercado, edi-

tores, Pr o c e e dings of the 6th Confer enc e on Inte ger Pr o gr am-

ming and Combinatorial Optimization (IPCO) , v olume 1412

of L e ctur e Notes in Computer Scienc e , p. 137�152. Springer,

1998. [p. 33]

[CG89] B. Chor e O. Goldreic h. On the p o w er of t w o-p oin t sampling.

Journal of Complexity , 5:96�106, 1989. [p. 75]



136 BIBLIOGRAFIA

[Chr76] N. Christo�des. W orst-case analysis of a new heuristic for

the tra v eling salesman problem. T ec hnical Rep ort 388, Car-

negie Mellon Univ ersit y , 1976. [p. 17, 21]

[Ch v79] V. Ch v átal. A greedy heuristic for the set-co v ering pro-

blem. Mathematics of Op er ations R ese ar ch , 4(3):233�235,

1979. [p. 8, 39]

[Ch v83] V. Ch v átal. Line ar Pr o gr amming . F reeman, 1983. [p. 113]

[CJLL95] P . Chrétienne, E.G. Co�man Jr., J.K. Lenstra e Z. Liu, edi-

tores. Sche duling The ory and its Applic ations . John Wiley

& Sons, 1995. [p. 21]

[CK00] P . Crescenzi e V. Kann. A Comp endium of NP Optimization

Pr oblems , 2000. URL: http://www.nada.kth.se/�viggo

/wwwcompendium/ . [p. 99]

[CKR00] G. C linescu, H. Karlo� e Y. Rabani. An impro v ed appro xi-

mation algorithm for mul tiw a y cut . Journal of Computer

and System Scienc es , 60(3):564�574, 2000. [p. 33, 74]

[CLR92] T.H. Cormen, C.E. Leiserson e R.L. Riv est. Intr o duction to

A lgorithms . MIT Press, 1992. [p. 10, 15, 20, 59, 125, 128,

130]

[Cob65] A. Cobham. The in trinsic computational di�cult of functi-

ons. In Y. Bar-Hillel, editor, L o gic, Metho dolo gy and Philo-

sophy of Scienc e , p. 24�30. North-Holland, 1965. [p. 128]

[Co o71] S.A. Co ok. The complexit y of theorem-pro ving pro cedures.

In Pr o c e e dings of the 3r d A nnual A CM Symp osium on the

The ory of Computing (STOC) , p. 151�158, 1971. [p. 87,

130]

[CR73] S.A. Co ok e R.A. Rec kho w. Time-b ounded random access

mac hines. Journal of Computer and System Scienc e , 7:354�

375, 1973. [p. 127]

[CR W01] F. Ch udak, T. Roughgarden e D.P . Williamson. Appro xi-

mate k - mst s and k -Steiner trees via the primal-dual metho d

and Lagrangean relaxation. In Pr o c e e dings of the 8th Confe-

r enc e on Inte ger Pr o gr amming and Combinatorial Optimi-

zation Confer enc e (IPCO) , 2001. A ceito para publicação.

[p. 61, 85]



BIBLIOGRAFIA 137

[CS98] B. Chor e M. Sudan. A geometric approac h to b et w een-

ness. SIAM Journal on Discr ete Mathematics , 11(4):511�

523, 1998. [p. 85]

[Dev86] L. Devro y e. Non-uniform R andom V ariate Gener ation .

Springer, 1986. [p. 75, 84]

[Die00] R. Diestel. Gr aph The ory . Springer, 2. ed., 2000. [p. 101]

[Dij59] E.W. Dijkstra. A note on t w o problems in connexion with

graphs. Numerische Mathematik , p. 269�271, 1959. [p. 59]

[DJP

+

94] E. Dahlhaus, D.S. Johnson, C.H. P apadimitriou, P .D. Sey-

mour e M. Y annak akis. The complexit y of m ultiterminal

cuts. SIAM Journal on Computing , 23(4):864�894, 1994.

[p. 26, 33, 34, 99]

[DL97] M.M. Deza e M. Lauren t. Ge ometry of Cuts and Metrics .

Springer, 1997. [p. 85]

[Edm65a] J. Edmonds. Maxim um matc hing and a p olyhedron with

0 ; 1 -v ertices. Journal of R ese ar ch of the National Bur e au of

Standar ds B , 69:125�130, 1965. [p. 22, 60]

[Edm65b] J. Edmonds. P aths, trees, and �o w ers. Canadian Journal

of Mathematics , 17:449�467, 1965. [p. 22, 128]

[EK00] L. Engebretsen e M. Karpinski. Appro ximation hardness

of tsp with b ounded metrics. Eletr onic Col lo quium on

Computational Complexity , 7(89), 2000. URL: http://www.

eccc.uni-trier.de/eccc/ . [p. 96]

[ENRS95] G. Ev en, J. Naor, S. Rao e B. Sc hieb er. Divide-and-conquer

appro ximation algorithms via spreading metrics. In Pr o-

c e e dings of the 36th A nnual Symp osium on F oundations of

Computer Scienc e (F OCS) , p. 62�71, 1995. [p. 33]

[Erd67] P . Erd®s. Gráfok páros k örüljárású részgráfjairól (On bipar-

tite subgraphs of graphs, em h úngaro). Matematikai L ap ok ,

18:283�288, 1967. [p. 2, 85]

[ES73] P . Erd®s e J. Selfridge. On a com binatorial game. Journal

of Combinatorial The ory, Ser. A , 14:298�301, 1973. [p. 74]



138 BIBLIOGRAFIA

[ES74] P . Erd®s e J. Sp encer. The Pr ob abilistic Metho d in Combi-

natorics . A cademic Press, 1974. [p. 70]

[F ei99] U. F eige. Randomized rounding for semide�nite programs�

v ariations on the max cut example. In R andomization, Ap-

pr oximation, and Combinatorial Optimization , v olume 1671

of L e ctur e Notes in Computer Scienc e , p. 189�196. Springer,

1999. [p. 74]

[F eo01] P . F eo�lo�. A lgoritmos de Pr o gr amação Line ar . A ser pu-

blicado p ela EDUSP , 2001. [p. 113]

[FF56] L.R. F ord e D.R. F ulk erson. Maximal �o w through a

net w ork. Canadian Journal of Mathematics , 8:399�404,

1956. [p. 33, 60]

[F G95] U. F eige e M.X. Go emans. Appro ximating the v alue of t w o

pro v er pro of systems, with applications to max 2sa t and

max dicut . In Pr o c e e dings of the Thir d Isr ael Symp osium

on The ory of Computing and Systems (ISTCS) , p. 182�189,

1995. [p. 74, 85]

[FJ97] A. F rieze e M. Jerrum. Impro v ed appro ximation algorithms

for max k - cut and max bisection . A lgorithmic a , p. 67�

81, 1997. [p. 85]

[GGL95] R.L. Graham, M. Grötsc hel e L. Lo v ász, editores. Handb o ok

of c ombinatorics. Vol. 1, 2 . Elsevier Science B.V., Amster-

dam, 1995. [p. 85]

[GGP

+

94] M.X. Go emans, A.V. Goldb erg, S. Plotkin, D.B. Shmo ys,

É. T ardos e D.P . Williamson. Impro v ed appro ximation al-

gorithms for net w ork design problems. In Pr o c e e dings of the

Fifth A CM-SIAM Symp osium on Discr ete A lgorithms (SO-

D A) , p. 223�232, 1994. [p. 60]

[GGU72] M.R. Garey , R.L. Graham e J.D. Ullman. W orst-case analy-

sis of memory allo cation algorithms. In Pr o c e e dings of the

4th A nnual A CM Symp osium on the The ory of Computing

(STOC) , p. 143�150, 1972. [p. 2]

[GGW98] H.N. Gab o w, M.X. Go emans e D.P . Williamson. An e�cien t

appro ximation algorithm for the surviv able net w ork design

problem. Mathematic al Pr o gr amming , 82(1-2, Ser. B):13�40,

1998. [p. 60, 61]



BIBLIOGRAFIA 139

[GJ75] M.R. Garey e D.S. Johnson. Complexit y results for m ul-

tipro cessor sc heduling under resource constrain ts. SIAM

Journal on Computing , 4:397�411, 1975. [p. 98]

[GJ78] M.R. Garey e D.S. Johnson. Strong NP-completeness re-

sults: Motiv ations, examples and implications. Journal of

the A CM , 25:499�508, 1978. [p. 91]

[GJ79] M.R. Garey e D.S. Johnson. Computers and Intr actability:

a Guide to the The ory of NP-Completeness . F reeman, 1979.

[p. 6, 8, 12, 14, 19, 20, 35, 49, 65, 77, 96, 98, 125, 129, 131]

[GLS93] M. Grötsc hel, L. Lo v ász e A. Sc hrijv er. Ge ometric A lgo-

rithms and Combinatorial Optimization . Springer, 2. ed.,

1993. [p. 82, 84, 117, 118]

[Go e97] M.X. Go emans. Semide�nite programming in com binato-

rial optimization. Mathematic al Pr o gr amming , 79:143�161,

1997. [p. 84]

[Gon89] C.C. Gonzaga. An algorithm for solving linear program-

ming problems in O ( n

3

L ) op erations. In N. Megiddo, edi-

tor, Pr o gr ess in Mathematic al Pr o gr amming: Interior Point

and R elate d Metho ds , p. 1�28. Springer, 1989. [p. 117]

[Gon92] C.C. Gonzaga. P ath follo wing metho ds for linear program-

ming. SIAM R eview , 34(2):167�227, 1992. [p. 117]

[Gra66] R.L. Graham. Bounds for certain m ultipro cessor anomalies.

Bel l System T e chnic al Journal , 45:1563�1581, 1966. [p. 2,

6]

[Gra69] R.L. Graham. Bounds on m ultipro cessing timing anomalies.

SIAM Journal on Applie d Mathematics , 17:416�429, 1969.

[p. 21]

[Gui98] K.S. Guimarães. Algoritmos de apro ximação para proble-

mas de otimização. In H.P . de Moura, editor, XVII Jornada

de A tualização em Informátic a , v olume I I, p. 1�47. SBC,

1998. [p. v, 20]

[GVY96] N. Garg, V.V. V azirani e M. Y annak akis. Appro ximate max-

�o w and min-(m ulti)cut theorems and their applications.

SIAM Journal on Computing , 25:235�251, 1996. [p. 26,

33]



140 BIBLIOGRAFIA

[GVY97] N. Garg, V.V. V azirani e M. Y annak akis. Primal-dual ap-

pro ximation algorithms for in tegral �o w and m ulticut in tre-

es. A lgorithmic a , 18:3�20, 1997. [p. 33, 59, 61]

[GW94] M.X. Go emans e D.P . Williamson. New 3 = 4 -appro ximation

algorithms for the maxim um satis�abilit y problem. SIAM

Journal on Discr ete Mathematics , 7:656�666, 1994. [p. 67,

69, 74]

[GW95a] M.X. Go emans e D.P . Williamson. A general appro ximation

tec hnique for constrained forest problems. SIAM Journal on

Computing , 24(2):296�317, 1995. [p. 50, 52, 59, 60]

[GW95b] M.X. Go emans e D.P . Williamson. Impro v ed appro xima-

tion algorithms for maxim um cut and satis�abilit y pro-

blems using semide�nite programming. Journal of the A CM ,

42:1115�1145, 1995. [p. 79, 85]

[GW98] M.X. Go emans e D.P . Williamson. Primal-dual appro xi-

mation algorithms for feedbac k problems in planar graphs.

Combinatoric a , 18(1):37�59, 1998. [p. 61]

[GW01] M.X. Go emans e D.P . Williamson. Appro ximation algo-

rithms for max 3- cut and other problems via complex se-

mide�nite programming. In Pr o c e e dings of the 33th A nnual

A CM Symp osium on The ory of Computing (STOC) , 2001.

A ceito para publicação. [p. 85]

[Hal00] E. Halp erin. Impro v ed appro ximation algorithms for the

v ertex co v er problem in graphs and h yp ergraphs. In Pr o c e-

e dings of the Eleventh A CM-SIAM Symp osium on Discr ete

A lgorithms (SOD A) , p. 329�337, 2000. [p. 85]

[Hås97] J. Håstad. Some optimal inappro ximabilit y results. In Pr o-

c e e dings of the 29th A nnual A CM Symp osium on the The ory

of Computing (STOC) , p. 1�10, 1997. [p. 96]

[HH86] N.G. Hall e D.S. Ho c h baum. A fast appro ximation al-

gorithm for the m ultico v ering problem. Discr ete Applie d

Mathematics , 15(1):35�40, 1986. [p. 38]

[Ho c82] D.S. Ho c h baum. Appro ximation algorithms for the set co-

v ering and v ertex co v er problems. SIAM Journal on Com-

puting , 11(3):555�556, 1982. [p. 24, 36, 38, 60]



BIBLIOGRAFIA 141

[Ho c97] D.S. Ho c h baum, editor. Appr oximation A lgorithms for NP-

Har d Pr oblems . PWS Publishing, 1997. [p. iii, 2, 20, 33,

38, 59, 60, 74]

[Ho o91] J.A. Ho ogev een. Analysis of Christo�des' heuristic: some

paths are more di�cult than cycles. Op er ations R ese ar ch

L etters , 10:291�295, 1991. [p. 22]

[HPS94] S. Hougardy , H.-J. Prömel e A. Steger. Probabilistically

c hec k able pro ofs and their consequences for appro ximati-

on algorithms. Discr ete Mathematics , 136:175�223, 1994.

[p. 99]

[HS87] D.S. Ho c h baum e D.B. Shmo ys. Using dual appro ximation

algorithms for sc heduling problems: theoretical and prac-

tical results. Journal of the A CM , 34(1):144�162, 1987.

[p. 39]

[HS88] D.S. Ho c h baum e D.B. Shmo ys. A p olynomial appro ximati-

on sc heme for mac hine sc heduling on uniform pro cessors:

using the dual approac h. SIAM Journal on Computing ,

17:539�551, 1988. [p. 21, 39, 89, 96]

[Hu63] T.C. Hu. Multicommo dit y net w ork �o ws. Op er ations R ese-

ar ch , 9:898�900, 1963. [p. 26, 33]

[IK75] O.H. Ibarra e C.E. Kim. F ast appro ximation algorithms for

the knapsac k and sum of subset problems. Journal of the

A CM , 22:463�468, 1975. [p. 12, 96]

[Ita78] A. Itai. T w o-commo dit y �o w. Journal of the A CM ,

25(4):596�611, 1978. [p. 26, 33]

[JMVW99] K. Jain, I. M ndoiu, V.V. V azirani e D.P . Williamson.

A primal-dual sc hema based appro ximation algorithm for

the elemen t connectivit y problem. In Pr o c e e dings of the

T enth A nnual A CM-SIAM Symp osium on Discr ete A lgo-

rithms (SOD A) , p. 484�489, 1999. [p. 61]

[Joh74] D.S. Johnson. Appro ximation algorithms for com binatorial

problems. Journal of Computer and System Scienc es , 9:256�

278, 1974. [p. 2, 21, 65, 74]

[Joh87] M.E. Johnson. Multivariate Statistic al Simulation . John

Wiley , 1987. [p. 75, 84]



142 BIBLIOGRAFIA

[JRR95] M. Jünger, G. Reinelt e G. Rinaldi. The tra v eling salesman

problem. In M.O. Ball, T.L. Magnan ti, C.L. Monma e G.L.

Nemhauser, editores, Network Mo dels , p. 225�330. North-

Holland, 1995. [p. 21]

[JV00] K. Jain e V.V. V azirani. Primal-dual appro ximation algo-

rithms for metric facilit y lo cation and k -median problems.

17th International Symp osium on Mathematic al Pr o gr am-

ming (ISMP) , 2000. URL: http://www.cc.gatech.edu/

people/home/kjain/ . [p. 61, 74]

[Kan92] V. Kann. On the Appr oximability of NP-c omplete Optimiza-

tion Pr oblems . PhD Thesis, Ro y al Institute of T ec hnology ,

Sw eden, 1992. [p. 2]

[Kar72] R.M. Karp. Reducibilit y among com binatorial problems. In

R.E. Miller e J.M. Thatc her, editores, Complexity of Com-

puter Computations , p. 85�103. Plen um, 1972. [p. 87, 90,

91, 130]

[Kar84] N. Karmark ar. A new p olynomial-time algorithm for linear

programming. Combinatoric a , 4:373�395, 1984. [p. 117]

[Kar96] H. Karlo�. Ho w go o d is the Go emans-Williamson max cut

algorithm? In Pr o c e e dings of the 28th A nnual A CM Sym-

p osium on the The ory of Computing (STOC) , p. 427�434,

1996. [p. 85]

[K G98] J. Klein b erg e M.X. Go emans. The Lo v ász theta functi-

on and a semide�nite programming relaxation of v ertex co-

v er. SIAM Journal on Discr ete Mathematics , 11(2):196�204,

1998. [p. 85]

[Kha79] L.G. Khac hiy an. A p olynomial algorithm for linear pro-

gramming. Soviet Mathematic al Doklady , 20:191�194, 1979.

[p. 117, 130]

[KKS

+

99] D.R. Karger, P . Klein, C. Stein, M. Thorup e N.E. Y oung.

Rounding algorithms for a geometric em b edding of mini-

m um m ultiw a y cut. In Pr o c e e dings of the 31st A nnual A CM

Symp osium on The ory of Computing (STOC) , p. 668�678,

1999. [p. 34]



BIBLIOGRAFIA 143

[KMS98] D. Karger, R. Mot w ani e M. Sudan. Appro ximate graph

coloring b y semide�nite programming. Journal of the A CM ,

45(2):246�265, 1998. [p. 85]

[KMSV99] S. Khanna, R. Mot w ani, M. Sudan e U. V azirani. On syn-

tactic v ersus computational views of appro ximabilit y . SIAM

Journal on Computing , 28(1):164�191, 1999. [p. 95, 99]

[Kn u68] D.E. Kn uth. F undamental A lgorithms , v olume 1 of The A rt

of Computer Pr o gr amming . A ddison-W esley , 1968. [p. 125]

[Kn u98] D.E. Kn uth. Seminumeric al A lgorithms , v olume 2 of The

A rt of Computer Pr o gr amming . A ddison-W esley , 3. ed.,

1998. [p. 63, 72, 75, 84]

[KP99] H. Kellerer e U. Pfersc h y . A new fully p olynomial time

appro ximation sc heme for the knapsac k problem. Journal

of Combinatorial Optimization , 3(1):59�71, 1999. [p. 21]

[KRAR95] P . Klein, S. Rao, A. Agra w al e R. Ra vi. An appro xima-

te max-�o w min-cut relation for undirected m ulticommo-

dit y �o w, with applications. Combinatoric a , 15(2):187�202,

1995. [p. 33]

[KS95] Y. K oha y ak a w a e J. Soares. Demonstr açõ es T r ansp ar entes e

a Imp ossibilidade de Apr oximaçõ es . Livro do XX Colóquio

Brasileiro de Matemática. IMP A, 1995. [p. 99, 129]

[Kuh55] H.W. Kuhn. The Hungarian metho d for the assignmen t

problem. Naval R ese ar ch L o gistics Quarterly , 2:83�97, 1955.

[p. 60]

[KZ97] H. Karlo� e U. Zwic k. A 7 = 8 -appro ximation for max 3-sa t ?

In Pr o c e e dings of 38th A nnual Symp osium on F oundations

of Computer Scienc e (F OCS) , p. 406�415, 1997. URL:

http://www.math.tau.ac.il/�zwick/ . [p. 74, 85]

[La w76] E.L. La wler. Combinatorial Optimization: Networks and

Matr oids . Holt, Rinehart and Winston, 1976. [p. 38]

[Lev73] L.A. Levin. Univ ersal sorting problems. Pr oblems of Infor-

mation T r ansmission , 9:265�266, 1973. [p. 130]

[LK73] S. Lin e B.W. Kernighan. An e�ectiv e heuristic algorithm

for the tra v eling salesman problem. Op er ations R ese ar ch ,

21:498�516, 1973. [p. 21]



144 BIBLIOGRAFIA

[LLR95] N. Linial, E. London e Y. Rabino vic h. The geometry of

graphs and some of its algorithmic applications. Combina-

toric a , 15(2):215�245, 1995. [p. 33]

[LLRS90] E.L. La wler, J.K. Lenstra, A.H.G. Rinno o y Kan e D.B. Sh-

mo ys, editores. The T r aveling Salesman Pr oblem: A Guide d

T our of Combinatorial Optimization . John Wiley , 1990. Re-

prin t of the 1985 original. [p. 21]

[Lo v75] L. Lo v ász. On the ratio of optimal in tegral and fractional

co v ers. Discr ete Mathematics , 13(4):383�390, 1975. [p. 21,

39]

[Lo v01] L. Lo v ász. Semide�nite programs and com binatorial optimi-

zation. In Br azilian Summer Scho ol on Combinatorics and

A lgorithms , p. 1�58. CIMP A, 2001. A ser publicado p ela

Springer. [p. 78, 85]

[LP86] L. Lo v ász e M.D. Plummer. Matching The ory . Elsevier,

1986. [p. 17, 22, 129]

[LR99] T. Leigh ton e S. Rao. Multicommo dit y max-�o w min-cut

theorems and their use in designing appro ximation algo-

rithms. Journal of the A CM , 46(6):787�832, 1999. [p. 33]

[Lub86] M. Lub y . A simple parallel algorithm for the maximal

indep enden t set problem. SIAM Journal on Computing ,

15(4):1036�1053, 1986. [p. 74]

[L W95] M. Lub y e A. Wigderson. P airwise indep endence and deran-

domization. T ec hnical Rep ort TR-035, In ternational Com-

puter Science Institute, 1995. [p. 75]

[Mit99] J.S.B. Mitc hell. Guillotine sub divisions appro ximate p oly-

gonal sub divisions: a simple p olynomial-time appro xima-

tion sc heme for geometric tsp , k - mst , and related pro-

blems. SIAM Journal on Computing , 28(4):1298�1309,

1999. [p. 22]

[MPS98] E. Ma yr, H.J. Prömel e A. Steger, editores. L e ctur es on

Pr o of V eri�c ation and Appr oximation A lgorithms , v olume

1367 of L e ctur e Notes in Computer Scienc e . Springer, 1998.

[p. iii, 2, 99]



BIBLIOGRAFIA 145

[MR95a] S. Maha jan e H. Ramesh. Derandomizing semide�nite pro-

gramming based appro ximation algorithms. In Pr o c e e dings

of the 36th A nnual Symp osium on F oundations of Computer

Scienc e (F OCS) , p. 162�169, 1995. [p. 85]

[MR95b] R. Mot w ani e P . Ragha v an. R andomize d A lgorithms . Cam-

bridge Univ ersit y Press, 1995. [p. 74]

[MT90] S. Martello e P . T oth. Knapsack Pr oblems: A lgorithms and

Computer Implementations . John Wiley , 1990. [p. 21]

[OM87] P . Orp onen e H. Mannila. On appro ximation preserving

reductions: Complete problems and robust measures. T ec h-

nical Rep ort C-28, Univ ersit y of Helsinki, 1987. [p. 96]

[P ad99] M. P adb erg. Line ar Optimization and Extensions . Springer,

2. rev. exp. ed., 1999. [p. 113]

[P ap94] C.H. P apadimitriou. Computational Complexity . A ddison-

W esley , 1994. [p. 98, 125]

[PS82] C.H. P apadimitriou e K. Steiglitz. Combinatorial Optimi-

zation: A lgorithms and Complexity . Pren tice-Hall, 1982.

[p. 59, 117, 125, 131]

[PS85] F.P . Preparata e M.I. Shamos. Computational Ge ometry:

A n Intr o duction . Springer, 1985. [p. 127]

[PV00] C.H. P apadimitriou e S. V empala. On the appro ximabi-

lit y of the tra v eling salesman problem. In Pr o c e e dings of

the 32nd A nnual A CM Symp osium on The ory of Compu-

ting (STOC) , p. 126�133, 2000. [p. 99]

[PY91] C.H. P apadimitriou e M. Y annak akis. Optimization, appro-

ximation and complexit y classes. Journal of Computer and

System Scienc es , 43:425�440, 1991. [p. 95, 99]

[Rag88] P . Ragha v an. Probabilistic construction of deterministic al-

gorithms: Appro ximating pac king in teger programs. Jour-

nal of Computer and System Scienc es , 37:130�143, 1988.

[p. 74]

[Ra v94] R. Ra vi. A primal-dual appro ximation algorithm for the

Steiner forest problem. Information Pr o c essing L etters ,

50(4):185�189, 1994. [p. 60]



146 BIBLIOGRAFIA

[Rei00] G. Reinelt. TSPLIB � A Libr ary of Sample Instanc es for

the TSP , 2000. URL: http://www.iwr.uni-heidelberg.

de/groups/comopt/software/TSPLIB95/ . [p. 21]

[RS97] R. Raz e S. Safra. A sub-constan t error-probabilit y lo w-

degree test, and a sub-constan t error-probabilit y PCP c ha-

racterization of NP. In Pr o c e e dings of the 29th A nnual A CM

Symp osium on The ory of Computing (STOC) , p. 475�484,

1997. [p. 10, 96]

[RSL77] D.J. Rosenkran tz, R.E. Stearns e P .M. Lewis. An analysis of

sev eral heuristics for the tra v eling salesman problem. SIAM

Journal on Computing , 6:563�581, 1977. [p. 16]

[R T87] P . Ragha v an e C.D. Thompson. Randomized rounding.

Combinatoric a , 7:365�374, 1987. [p. 74]

[R V99] S. Ra jagopalan e V.V. V azirani. Primal-dual RNC appro-

ximation algorithms for set co v er and co v ering in teger pro-

grams. SIAM Journal on Computing , 28(2):526�541, 1999.

[p. 33, 61]

[R W95] R. Ra vi e D.P . Williamson. An appro ximation algorithm for

minim um-cost v ertex-connectivit y problems. In Pr o c e e dings

of the Sixth A CM-SIAM Symp osium on Discr ete A lgorithms

(SOD A) , p. 332�341, 1995. [p. 60]

[RZ00] G. Robins e A. Zelik o vsky . Impro v ed steiner tree appro xi-

mation in graphs. In Pr o c e e dings of the T enth A CM-SIAM

Symp osium on Discr ete A lgorithms (SOD A) , p. 770�779,

2000. [p. 60]

[Sc h86] A. Sc hrijv er. The ory of Line ar and Inte ger Pr o gr amming .

John Wiley , 1986. [p. 59, 82, 113, 117, 118, 130]

[SG76] S. Sahni e T. Gonzalez. P-complete appro ximation pro-

blems. Journal of the A CM , 23:555�565, 1976. [p. 90, 96,

98]

[Shm98] D.B. Shmo ys. Using linear programming in the design and

analysis of appro ximation algorithms: t w o illustrativ e pro-

blems. In K. Jansen e J. Rolin, editores, Pr o c e e dings of the

International W orkshop on Appr oximation A lgorithms for

Combinatorial Optimization , n um b er 1444 in Lecture Notes

in Computer Science, p. 15�32. Springer, 1998. [p. 33]



BIBLIOGRAFIA 147

[Sku98] M. Skutella. Semide�nite relaxations for parallel mac hine

sc heduling. In Pr o c e e dings of the 39th Symp osium on F oun-

dations of Computer Scienc e (F OCS) , p. 472�481, 1998.

[p. 85]

[Sku99] M. Skutella. Con v ex quadratic and semide�nite program-

ming relaxations in sc heduling, 1999. [p. 85]

[Sp e87] J. Sp encer. T en L e ctur es on the Pr ob abilistic Metho d . SIAM,

1987. [p. 70, 74]

[Sri99] A. Sriniv asan. Impro v ed appro ximation guaran tees for pac-

king and co v ering in teger programs. SIAM Journal on Com-

puting , 29(2):648�670, 1999. [p. 33]

[Ste01] A. Steger. Appro ximabilit y of NP-optimization problems. In

Br azilian Summer Scho ol on Combinatorics and A lgorithms ,

p. 59�115. CIMP A, 2001. A ser publicado p ela Springer.

[p. 98]

[T re96] L. T revisan. R e ductions and (Non-)Appr oximability . PhD

Thesis, Univ ersità di Roma �La Sapienza�, 1996. [p. 2]

[V az01] V.V. V azirani. Appr oximation A lgorithms . A ser publicado

p ela Springer, 2001. [p. iii, 2, 21, 33, 74, 85]

[W G94] D.P . Williamson e M.X. Go emans. Computational exp erien-

ce with an appro ximation algorithm on large-scale Euclide-

an matc hing instances. In Pr o c e e dings of the Fifth A nnual

A CM-SIAM Symp osium on Discr ete A lgorithms (SOD A) ,

p. 355�364, 1994. [p. 60]

[W GMV95] D.P . Williamson, M.X. Go emans, M. Mihail e V.V. V azi-

rani. A primal-dual appro ximation algorithm for generali-

zed Steiner net w ork problems. Combinatoric a , 15:435�454,

1995. [p. 60]

[Wil93] D.P . Williamson. On the Design of Appr oximation A lgo-

rithms for a Class of Gr aph Pr oblems . PhD Thesis, Massa-

c h usetts Institute of T ec hnology , 1993. [p. 2]

[Wil98] D.P . Williamson. Lecture notes on appro ximation algo-

rithms. T ec hnical Rep ort R C 21409, T.J. W atson Researc h

Cen ter (IBM Researc h Division), 1998. [p. 20, 85]



148 Índice

[WSV00] H. W olk o wicz, R. Saigal e L. V anden b erghe, editores. Hand-

b o ok of Semide�nite Pr o gr amming: The ory, A lgorithms, and

Applic ations . Klu w er, 2000. [p. 86]

[Y an94] M. Y annak akis. On the appro ximation of maxim um satis�-

abilit y . Journal of A lgorithms , 17(3):475�502, 1994. [p. 74]

[Zwi99] U. Zwic k. Out w ard rotations: a to ol for rounding solutions

of semide�nite programming relaxations, with applications

to max cut and other problems. In Pr o c e e dings of the 31st

A nnual A CM Symp osium on The ory of Computing (STOC) ,

p. 679�687, 1999. [p. 74, 85]



Índice

�

AP

, 94

�

T

, 129

� 0 , 82

h i (tamanho), 101, 109, 125

>

(transp osição), 108

� ( ) , 101

�( ) , 102




n

, 122

b x c , 13

k x k , 109

A y , 108

A B , 109

x y , 108

y A , 108

A

P Q

, 108

A

?j

, 108

A

i?

, 108

x

Q

, 107

G [ F ] , 102

G [ X ] , 102

G + F , 102

G � F , 102

G � Y , 102

T + F , 15

A

>

, 108

adjacen tes, 101

Agra w al, 60

Aho, 125

� -apro ximação, 3

probabilística, 63

� -álgebra, 122

algoritmo, 127

de apro ximação, 4, 63

de separação, 118

dos elipsóides, 82, 117

Edmonds , 17

e�cien te, 128

Euler , 15

exato, 4

fortemen te p olinomial, 130

gen uinamen te

p olinomial, 130

MST , 15

p olinomial, 4, 128

probabilístico, 63, 72

p olinomial, 63

pseudop olinomial, 131

Rand , 63

RandEsfera , 79

RandUni , 72

Simplex, 117

Alizadeh, 85

Alon, 74

análise de pior caso, 128

AP-redução, 93

Apr o xima çã o-Primal-Dual , 45

APX, 88

aresta, 101

m últipla, 104

Arora, 2, 22, 99

arredondamen to, 23

probabilístico, 66

árv ore, 103

149



150 ÍNDICE

de Steiner, 49

geradora, 103

Asano, 74

A t alho , 16

Ausiello, 2, 96, 98, 99

Babai, 74

Bar-Y eh uda, 47, 60

bin p acking , 19

bipartição, 104

Blum, 2

Bondy , 101

Bruc k er, 21

c ( ) , 4, 105

caixeiro via jan te, 14

métrico, 14

caminho, 102

hamiltoniano, 103

mínimo, 57

canônico

pl, 115

Central , 28

certi�cado

curto, 128

p olinomial, 128

Chor, 75

Chrétienne, 21

Christo�des, 17, 21

Ch v átal, 8, 39, 113

ciclo, 102

euleriano, 15

gerador, 103

circuito, 103

hamiltoniano, 103

classe

APX, 88

co-NP, 129

FPT AS, 89

MAXNP, 99

MAXSNP, 99

NP, 128

NPO, 88

P, 128

PO, 88

PT AS, 89

cláusula, 64

b o oleana, 64

satisfeita, 65

cob ertura, 8

máxima, 19

p or arestas, 38

p or conjun tos, 8

p or v értices, 35

Cobham, 128

cobre (coleção), 8

Co�man, 21

coleção laminar, 59

coluna de matriz, 108

comp onen te

ativ o, 51

de grafo, 103

de matriz, 107

de v etor, 107

comprimen to de

caminho, 103

circuito, 103

v etor, 109

conjun to

ativ o, 49

con v exo, 82

co-NP, 129

con v exo, 82

Co ok, 87, 129, 130

Cormen, 20, 125

corte, 101

máximo, 77

mínimo, 58

Crescenzi, 2, 98, 99

critério

logarítmico, 127

uniforme, 127

custo de

árv ore, 15

aresta, 105

caminho, 15

circuito, 15

cob ertura, 8

emparelhamen to, 15

escalonamen to, 5

�oresta de Steiner, 49

subgrafo, 105



ÍNDICE 151

transv ersal, 46

� ( ) , 101

�( ) , 102

D( A; c; b ) , 42, 114

Dahlhaus, 26, 34

D'A tri, 96

desigualdade

de Mark o v, 121

triangular, 14

Devro y e, 75

Deza, 85

Diestel, 101

Dijkstra, 27, 59

distribuição

normal, 124

dual, 114

de um pl, 114

v ariá v el, 114

dualidade

lema, 115

teorema, 117

teorema forte, 117

teorema fraco, 116

e ( = 2 ; 71828 : : : ) , 19, 68

E [ X ] , 121

E

G

, 101

Edmonds, 17, 22, 60, 128

Edmonds , 17

elipsóides, 117

Emp a cot amento , 19, 90

Emp a cot amento-Next-Fit , 20

empacotamen to unidimensional, 19

emparelhamen to, 17

p erfeito, 17

Engebretsen, 96

Erd®s, 2, 74, 85

Escalonamento , 5, 21

Escalonamento-Graham , 6

escalonamen to, 5

em máquinas idên ticas, 5

esfera unitária, 79, 123

espaço

de probabilidade, 121, 122

con tín uo, 122

discreto, 121

pro duto, 122

esp erança, 121

esquema de apro ximação, 89

plenamen te

p olinomial, 89

p olinomial, 89

estrela, 97

Euler , 15

euleriano, 15

Ev en, 47, 60

ev en to, 121

extremos de

aresta, 101

caminho, 102

F ark as, 43, 119

F eige, 85

�oresta, 103

de Steiner, 49

geradora, 103

minimal, 52

folgas

apro ximadas, 44

complemen tares, 42, 116

F ord, 60

fortemen te NP-completo, 131

FPT AS, 89

F ulk erson, 60

G [ X ] , 102

Gab o w, 61

Gam b osi, 2, 99

Garey , 2, 91, 96, 98, 125, 131

Garg, 26, 33

gerador, 103

Go emans, 50, 59�61, 67, 74, 79, 85

Goldreic h, 75

Gonzaga, 117

Gonzalez, 90, 96, 98

grafo, 101

bipartido, 104

completo, 101

conexo, 103

gerador, 102

planar, 104



152 ÍNDICE

Graham, 2, 6, 21

grau de v értice, 102

Grigni, 22

Grötsc hel, 117, 118

Guimarães, 20

H

n

, 9

Hall, 38

Hamiltonian cir cuit pr oblem , 126

hamiltoniano

caminho, 103

circuito, 103

Håstad, 96

hitting set pr oblem , 46

Ho c h baum, 2, 20, 21, 24, 33, 36, 38,

39, 59, 60, 74, 89, 96

Ho ogev een, 22

Hop croft, 125

Hougardy , 99

I (matriz iden tidade), 108

I ( y ) , 42, 45

Ibarra, 12, 96

ilimitado, 114

instância, 2, 126

in viá v el, 2

viá v el, 2

in viá v el, 2, 114

Itai, 74

J ( y ) , 42

J ( y ; � ) , 45

Jünger, 21

Johnson, 2, 21, 26, 34, 74, 75, 91,

96, 98, 125, 131

junção, 58

K -caminho, 26

K -m ulticorte, 26

Kann, 2, 99

Karger, 22, 85

Karlo�, 85

Karmark ar, 117

Karp, 87, 90, 91, 130

Karpinski, 96

Kellerer, 21

Kernighan, 21

Khac hiy an, 117, 130

Khanna, 95

Kim, 12, 96

Klein, 22, 60

knapsack pr oblem , 10

Kn uth, 63, 75, 125

K oha y ak a w a, 99, 129

Krusk al, 59, 130

Kuhn, 60

Lauren t, 85

La wler, 21

Leigh ton, 33

Leiserson, 20, 125

lema

da dualidade, 115

das folgas apro ximadas, 44

de F ark as, 119

Lenstra, 21

Levin, 130

Lewis, 16

limiar de apro ximação, 96

limitado, 114

Lin, 21

linha de matriz, 108

Liu, 21

Lo v ász, 21, 22, 39, 85, 117, 118, 129

Lub y , 75

Lund, 2, 99

Maha jan, 85

Mannila, 96

Marc hetti-Spaccamela, 2, 99

Mark o v, 121

Martello, 21

matriz, 107

elemen tar, 110

iden tidade, 108

indexada p or, 107

in teira, 108

in v ersa, 109

in v ersív el, 109

p ositiv a semide�nida, 82, 110

quadrada, 108

racional, 108

simétrica, 108



ÍNDICE 153

sobre, 107

transp osta, 108

Max ( I ) , 91, 131

MaxCC , 19, 73

MaxCut , 73, 77

MaxCut-GW , 79

maximal, 103

maximum

c over age pr oblem , 19

cut pr oblem , 77

MAXNP, 99

MaxSa t , 65

MaxSa t-GW , 67

MaxSa t-Combinado-GW , 69

MaxSa t-Johnson , 65

MAXSNP, 99

Ma yr, 2, 99

medida de probabilidade, 121, 122

con tín ua, 122

discreta, 121

méto do

das esp eranças

condicionais, 70, 74

de apro ximação

primal-dual, 44

dos p on tos in teriores, 117

dual, 35

primal, 23

primal-dual, 43

MinCA , 38

MinCC , 8, 23, 38

MinCC-Chv á t al , 8, 33

MinCC-Hochba um , 25

MinCut , 58

MinCV , 32, 34, 35, 58, 60, 97

MinCV -Hochba um , 36

MinFS , 49

MinFS-GW , 51

minimal, 103

minimum

e dge c over pr oblem , 38

multicut pr oblem , 26

set c over pr oblem , 8

set multic over pr oblem , 33

sp anning tr e e pr oblem , 126

vertex c over pr oblem , 35

MinMCut , 26

MinMCut-GVY , 26

MinP a th , 57

MinTC , 46

MinTC-BE , 48

MinTJ , 58

mo c hila, 10

Mochila , 10, 21, 89

Mochila-Exa to , 11

Mochila-IK

"

, 12

mo delo de

computação, 127

Mot w ani, 2, 74, 85, 95, 99

MST , 15, 126

m ulticorte, 26

mínimo, 26

m ultigrafo, 104

multiterminal-cut , 34

multiway-cut , 34

Murt y , 101

m utuamen te indep enden tes, 75

não-negativ o, 4

network design pr oblems , 60

norma, 109

NP, 128

NP-completo, 129

no sen tido forte, 131

NP-difícil, 130

no sen tido forte, 131

NP \ co-NP, 129

NPO, 88

n úmero harmônico, 9

O ( f ( n )) , 128




n

, 122

op eraçõ es elemen tares, 127

opt( I ) , 3

Orp onen, 96

P( A; b; c ) , 41, 113

P (classe de complexidade), 128

P 6= NP ? , 129

P adb erg, 113

pala vra, 125

tamanho, 125



154 ÍNDICE

P apadimitriou, 26, 34, 59, 95, 98,

99, 117, 125, 131

P ar tiçã o , 91

p artition , 91

passeio, 102

fec hado, 102

origem, 102

término, 102

PCH , 90, 126

PCP, 99

p eso de

aresta, 105

corte, 77

subgrafo, 105

�

D

, 97

�

V

, 97

pl, 113

canônico, 115

Plummer, 129

PO, 88

p ositiv o, 4

Pr [ ] , 121

Prömel, 99

primal, 114

v ariá v el, 114

problema, 126

APX-completo, 95

APX-difícil, 95

canônico, 115

dual, 114

fortemen te

NP-completo, 131

ilimitado, 114

in viá v el, 114

limitado, 114

NP-completo, 129

no sen tido forte, 131

NP-difícil, 130

no sen tido forte, 131

NPO-completo, 96

p olinomialmen te

equiv alen te, 129

restrito

apro ximado dual, 45

apro ximado primal, 45

dual, 43

primal, 43

viá v el, 114

problema de/do/da

árv ore geradora

mínima, 126

caixeiro via jan te, 14, 96

caminho mínimo, 57

circuito hamiltoniano, 126

cob ertura máxima, 19, 73

cob ertura mínima p or

arestas, 38

conjun tos, 8, 23, 38

v értices, 32, 34, 35, 47, 58,

60, 97

conexão p on to-a-p on to, 60

corte

máximo, 73, 77

mínimo, 58

decisão, 97, 126

empacotamen to

unidimensional, 19

emparelhamen to p erfeito

de p eso mínimo, 60

escalonamen to

em máquinas idên ticas, 5, 21

�oresta de Steiner, 49

maximização, 3, 88

minimização, 3, 88

mo c hila, 10, 21

m ulticob ertura mínima

p or conjun tos, 33

m ulticorte mínimo, 26

m ulti�uxo uniforme, 33

otimização, 3, 88, 127

programação linear, 113

satisfatibilidade, 129

máxima, 65

separação, 118

T -junção mínima, 58, 60

transv ersal mínima, 46

v aloração, 97

viabilidade, 119

pro duto de

matriz p or v etor, 108

matrizes, 108

v etor p or matriz, 108



ÍNDICE 155

v etores, 108

programa

dual, 42

linear, 113

primal, 42

quadrático, 78

semide�nido, 82

v etorial, 82

programação

dinâmica, 10

linear, 113

semide�nida, 77

Prömel, 2

Protasi, 2, 96, 98, 99

pro v as v eri�cá v eis

probabilisticamen te, 99

PSD ( W ; A; b ) , 83

pseudo-cláusulas, 70

PT AS, 89

PV ( W ; A; b ) , 82

Q , Q

�

, Q

>

, 4

R , R

�

, R

>

, 4

R -�oresta, 49

racionais

não-negativ os, 4

p ositiv os, 4

RAD( A; b; y ; � ) , 45

Ragha v an, 74

Ra jagopalan, 33

RAM, 127

real, 127

Ramesh, 85

Rand , 63

RandEsfera , 79, 84

r andomize d r ounding , 66

RandUni , 72

Rao, 33

RAP ( A; b; y ; �; � ) , 45

Ra vi, 60

Raz, 96

razão de apro ximação, 3

esp erada, 64

RD( A; b; y ) , 43

real-RAM, 127

redução, 129

Reinelt, 21

relaxação

v etorial, 78

restriçõ es

de programa linear, 113

resultados

de inapro ximabilidade, 87

Rinaldi, 21

Rinno o y Kan, 21

Riv est, 20, 125

Robins, 60

Rosenkran tz, 16

RP( A; b; y ) , 43

� -álgebra, 122

Safra, 96

Sahni, 90, 96, 98

Saigal, 86

Sa t , 129

satisfatibilidade, 129

máxima, 65, 73

satis�ability , 65, 129

sche duling , 5

Sc hrijv er, 59, 113, 117, 118

Selfridge, 74

semide�nida

matriz, 82, 110

programação, 77

separação

algoritmo de, 118

Seymour, 26, 34

Shmo ys, 21, 39, 89, 96

Simplex, 117

Skutella, 85

Soares, 99, 129

Sol ( I ) , 2, 88

solução

ótima, 3, 88, 114

viá v el, 2, 114

Sp encer, 74

Sriniv asan, 33

Stearns, 16

Steger, 2, 98, 99

Steiglitz, 59, 117, 125, 131

Steiner, 49



156 ÍNDICE

Steiner for est pr oblem , 49

subgrafo, 102

gerador, 102

induzido, 102

próprio, 102

Sudan, 2, 85, 95, 99

Szegedy , 2, 99

t ( ) , 4, 105

T -junção, 58

tamanho de

grafo, 101

instância, 4, 126

matriz racional, 109

n úmero in teiro, 109

n úmero racional, 109

pala vra, 125

v etor racional, 109

teorema

da dualidade, 117

do �uxo máximo

e corte mínimo, 33

forte

da dualidade, 117

fraco

da dualidade, 116

Thompson, 74

T oth, 21

transp osta, 108

transv ersal, 46

mínima, 46

tr aveling salesman pr oblem , 14

T revisan, 2

TSP , 14, 90, 96

métrico, 14

TSPLIB , 21

TSPM , 14

TSPM-Christofides , 17

TSPM-RSL , 16

T uring, 129

Ullman, 2, 125

uniform multic ommo dity

�ow pr oblem , 33

V

G

, 101

v ( ) , 4, 105

v al( S ) , 2

v al( I ; S ) , 88

v alor, 2

de uma solução, 2

esp erado, 121

ótimo, 3

v aloração, 65

V anden b erghe, 86

v ariá v el, 64

aleatória, 121

de cláusula b o oleana, 64

dual, 114

primal, 114

V azirani, 2, 21, 26, 33, 74, 85, 95

V empala, 99

vertex c over pr oblem , 35

v értice, 101

isolado, 102

v értices

adjacen tes, 101

v etor, 107

característico, 107

de in viabilidade, 119

indexado p or, 107

in teiro, 107

n ulo, 107

racional, 107

sobre, 107

viabilidade, 119

viá v el, 2, 114

w ( ) , 4, 105

Wigderson, 75

Williamson, 2, 20, 50, 59�61, 67,

74, 79, 85

W olk o wicz, 86

W oloszyn, 22

X � 0 , 82

x ( ) , 4, 105

X ( A; b ) , 42

y ( ) , 4, 105

Y ( A; c ) , 42

Y annak akis, 26, 33, 34, 74, 95, 99

Z , Z

�

, Z

>

, 4



ÍNDICE 157

Zelik o vsky , 60

Zwic k, 74, 85


