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Resumo. O advento da Internet trouxe nao s6 novas formas de se fazer computacao,
mas também maneiras diferentes de se realizar varias atividades, como comunicacao,
busca por informagoes, educagao, lazer, propaganda, etc. Por se tratar de um ambi-
ente descentralizado, muitas destas atividades envolvem colaboragao ou disputa pelos
recursos, e com isso pode motivar que usuarios atuem guiados por interesses proprios,
buscando maximizar seus beneficios seja de maneira direta ou através de seus progra-
mas. Uma das teorias usadas para modelar estas situacoes de maneira formal é a Teoria
dos Jogos. Trata-se de um ramo da matematica aplicada que tem sido aplicada a va-
rias 4reas (como economia, biologia, sociologia, etc) onde ha conflito e/ou cooperagao
entre individuos. Por outro lado, a aplicagao desta teoria pode esbarrar na grandeza
das instancias envolvidas, principalmente nas aplicagoes da Internet. Com isso, muitas
solugoes obtidas na area de Teoria dos Jogos nao sao aplicaveis diretamente por serem
inviaveis computacionalmente. Tais solu¢oes podem esbarrar na representagao do jogo,
na forma como os usuarios fazem suas escolhas ou na intratabilidade computacional dos
varios problemas necessarios para sua resolucao. Com isso, surge a area de Teoria dos
Jogos Algoritmica, que investiga solugoes algoritmicas e a complexidade computacional
destes problemas. O texto é uma breve introducao a Teoria dos Jogos Algoritmica, que
como a Internet, tem crescido muito nos tltimos anos. Com isso, nao sera possivel apre-
sentar os varios aspectos e abordagens que vem sendo tratados nesta area e esperamos

que este texto motive o leitor a um estudo mais detalhado.
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1 Introducao

A Teoria dos Jogos é uma area da matematica aplicada usada para modelar fendémenos onde dois ou
mais agentes interagem entre si. £ usada em situacoes onde as decisdes de um agente (ou jogador)
dependem ou influenciam as escolhas de outros. Se popularizou apés a publicacao do livro Theory
of Games and Economic Behavior por von Neumann e Morgenstern em 1944, e teve como base
trabalhos anteriores de von Neumann. De fato, von Neumann criou teorias que tiveram grande
impacto em vérias areas. Uma delas é na Computagao, para a qual algumas das contribuigoes
incluem a arquitetura de computadores, principios de programacao, analise de algoritmos, entre
outras [25].

Com o advento da Internet, houve uma transformacao rapida na forma como as informacoes
sao divulgadas e trabalhadas. Seu crescimento rapido e descentralizado, permitiu disponibilizar
e compartilhar informagdes de maneira nunca antes vista. Gerou varias formas alternativas de
comércio, relacionamentos e maneiras como a computacao ¢é realizada. Com isso, surgiram também
varios problemas computacionais onde nao ha um controle centralizado dos agentes envolvidos.
Além disso, muitas das acoes destes agentes sao guiados por interesses individuais, onde a decisao
de um agente pode mudar a decisao de outros. Fomentados principalmente pelas aplicagoes e
problemas da Internet, surgiu a area de Teoria dos Jogos Algoritmica, que é a combinacao de
outras duas, que tiveram grande contribui¢ao de von Neumann: a Teoria dos Jogos e a Computacao.
Nesta area, estamos interessados em investigar, analisar e projetar algoritmos e regras associadas
a ambientes onde véarios agentes tem interesses proprios, com impactos em outros.

Por jé ter sido bastante investigada, muitos dos conceitos e solu¢oes apresentados dentro da area
de Teoria dos Jogos se encaixam aos problemas computacionais que veremos. Porém, muitas nao
consideram nem tratam de maneira adequada os modelos computacionais e suas restrigoes. Estas
restricoes sao muitas vezes inviaveis de serem tratadas, dado que as aplicacoes, principalmente ad-
vindas da Internet, envolvem um volume de dados e quantidade de usuarios extremamente grandes.

Neste texto, estamos preocupados em analisar o uso dos recursos em jogos envolvendo algorit-
mos computacionais bem como projetar jogos com regras que incentivem os jogadores a declararem
informagoes vitais para o bom funcionamento do jogo. Por ser uma area bem consolidada, deman-
dariamos uma boa parte do texto apenas para descrever os varios tipos de jogos e modelos nesta
area. Assim, optamos por focar nossa atencao em poucos modelos que permitam que o leitor aprecie
algumas analises e preocupacgoes algoritmicas que aparecem na area. Uma excelente introducao a
Teoria dos Jogos ¢ apresentada em [10], que apresenta varios modelos e exemplos diferentes com
aplicagoes na area da Computagao.

A seguir, apresentaremos um breve resumo da organizagao do texto. Na Segao 2 veremos alguns
jogos cléssicos e introdutorios na area de teoria dos jogos, com alguns exemplos para a Computagao.

Em seguida, veremos defini¢des mais formais sobre jogos puros e mistos e suas estratégias.



Na Secao 3, comentamos aspectos sobre a complexidade computacional de se obter uma con-
figuracao em equilibrio de Nash. Tais configuracoes sao resultados do jogo onde nenhum jogador
tem interesse em mudar de escolha, atingindo assim uma configuragao estavel.

Na Secgao 4, veremos algumas medidas de importancia que aparecem no estudo algoritmico de
jogos puros. Para isso, consideramos jogos que convergem para equilibrios de Nash e comparamos
resultados do jogo que estao em equilibrio com um resultado 6timo, nao necessariamente em equi-
librio, mas com o melhor beneficio global (social). Veremos sobre as duas principais medidas do
equilibrio nesta linha: o preco da anarquia e o preco da estabilidade. Nesta secao sao considerados
dois jogos, o jogo de balanceamento de carga, onde o preco da anarquia ¢ mais interessante, e o
jogo de roteamento global, onde o preco da estabilidade nos leva a analises e técnicas de maior
interesse. Este segundo problema é abordado como um jogo potencial e também é um exemplo de
jogo colaborativo, onde os jogadores que usam um mesmo recurso compartilham seu custo (cost
sharing).

Na Segao 5, veremos sobre o projeto de mecanismos de jogos. Aqui estamos interessados em
fazer escolhas sociais baseadas nas preferéncias dos jogadores. Para isso, o mecanismo deve ter
regras que incentivem os jogadores a declarar informacoes verdadeiras para que a escolha social
seja feita adequadamente. Nos restringiremos a casos onde o projeto de mecanismos considera uma
valoracao dos beneficios e custos por parte dos jogadores. Veremos um exemplo de leilao de item
tinico e da construgao de um caminho de custo minimo.

Na Secao 6, apresentaremos mecanismos para problemas de leiloes combinatoriais. Veremos
alguns casos trataveis computacionalmente e outro caso, cuja busca do resultado 6timo social é
intratavel computacionalmente. Seu tratamento serd feito por algoritmos nao necessariamente
6timos, mas que obtém resultados de maneira eficiente e dentro de uma aproximacao do resultado
6timo social.

Neste texto consideramos questoes importantes do lado computacional, como a eficiéncia e a
complexidade computacional de se resolver os problemas. Boa parte deste texto foi baseada em
capitulos do livro Algorithmic Game Theory [32|. Este foi o primeiro livro a tratar da Teoria dos
Jogos Algoritmica e cada capitulo trata de um topico e foi escrito por um ou mais pesquisadores

especialistas da area.

2 Jogos Classicos e Conceitos Basicos

A Teoria dos Jogos modela situagoes onde hé dois ou mais agentes (também chamados de jogado-
res), cada um fazendo escolhas que podem afetar os resultados dos outros agentes. Nesta segao,
apresentaremos alguns jogos classicos da area de Teoria dos Jogos, comecando com um dos mais

importantes, conhecido como o Dilema dos Prisioneiros. Posteriormente, veremos outros jogos cléas-



sicos e algumas aplica¢oes na computacgao. Esta segao foi baseada no artigo [36]. Por limitagao
de espaco, nao foi possivel apresentar os diversos tipos de jogos e suas aplicagoes na computacao.

Para mais detalhes, recomendamos que o leitor interessado veja [10, 32, 3].

Dilema dos Prisioneiros. Dois prisioneiros, que chamaremos de A e B, estao sendo julgados por
um crime. A cada um sao apresentadas duas escolhas: confessar o crime ou permanecer em siléncio.
Se ambos confessarem, eles terao suas penas reduzidas por colaborarem e cumprirao quatro anos
cada um. Se A confessar e B ficar em siléncio, entao A sera usado como testemunha contra B, que
terd uma pena de cinco anos, enquanto A tera sua pena reduzida para um ano. Da mesma forma,
se B confessar e A ficar em siléncio, A tera pena de cinco anos e B de um ano. Se ambos ficarem
em siléncio nao seré possivel julgar por todos os crimes e cada um ficara dois anos preso, por crimes

menores. As penas de cada prisioneiro sdo esquematizadas pela matriz da Figura 1-(a). Cada

B B
Confessa  Siléncio Confessa  Siléncio
A A
4 5
Confessa Confessa ~T
4 1 . T
I | |
Siléncio Siléncio D
5 2
(a) (b)

Figura 1: Dilema dos Prisioneiros.

célula representa um possivel resultado do jogo, conforme as escolhas dos prisioneiros, e contém
dois valores: o do canto inferior esquerdo é a pena do prisioneiro A e do canto superior direito é
do prisioneiro B. Uma matriz deste tipo é chamada de matriz de custos (resp. ganhos), quando
os valores representam custos (resp. ganhos). Na matriz da Figura 1-(b) as setas representam as
preferéncias dos prisioneiros de um resultado para outro. A analise deste e dos outros jogos depende
muito das regras envolvidas nele. Para ilustrar, vamos considerar primeiro que cada jogador deve
fazer uma escolha sem o conhecimento das escolhas dos outros jogadores. Neste caso, temos um

jogo com escolhas simultaneas, que exemplificaremos com o Dilema dos Prisioneiros a seguir.

Jogos com Escolhas Simultaneas. Considere o jogo do Dilema dos Prisioneiros. Vamos analisar
a escolha do prisioneiro A de acordo com as possiveis escolhas do prisioneiro B. Caso o prisioneiro
B escolha Confessa, é preferivel ao prisioneiro A também escolher Confessa pois com isso ficara
quatro anos preso, em vez de cinco. Caso o prisioneiro B escolha Siléncio, também é preferivel para
o prisioneiro A escolher Confessa, pois ficard um ano preso, em vez de dois. A mesma analise pode
ser feita para o prisioneiro B. Assim, é sempre preferivel para um prisioneiro escolher Confessa,

independente da escolha do outro prisioneiro. Com estas escolhas, cada prisioneiro fica quatro anos



preso. Por outro lado, se ambos ficassem em siléncio, cada um ficaria apenas dois anos preso.
Porém, este nao é um resultado estavel, mesmo que os prisioneiros combinem previamente, ja que
no momento da escolha, um prisioneiro tem motivacao para trair e ficar menos tempo preso. A

analise de resultados estaveis estao entre os principais interesses na area de Teoria dos Jogos.

Roteamento por Provedores de Servigo. Este é um exemplo de roteamento em provedores
de servigo de Internet (ISP - Internet Service Providers) onde a mesma situagdo do Dilema dos
Prisioneiros pode ocorrer. Suponha que temos dois provedores de servigos ISP-A e ISP-B, cujas
redes estao ilustradas na Figura 2 (rede ISP-A do lado esquerdo e ISP-B do lado direito). As duas
redes possuem dois pontos por onde podem transmitir dados de uma para outra rede, chamados
pontos de troca, que sao os pontos C' e S. Quando h& uma requisi¢ao de transmissao com origem
em um ponto a; (na rede ISP-A) para um ponto b3 (que esté na rede ISP-B) o provedor ISP-A deve
fazer esta transmissao através de uma rota (caminho) necessariamente passando por um dos pontos
C ou S. A rota percorrida dentro de uma mesma rede é determinada pelo seu respectivo provedor
e uma vez que o pacote atinge a rede de destino, todo o trajeto restante sera feito na mesma rede.

Posto isso, uma transmissao de a; para by pode seguir pela rota (aj,C,by,bs,S,b3) ou pela rota
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Figura 2: Roteamento por provedores de servico de Internet.

(ay,as,S,b3) e como é o provedor ISP-A que define em qual ponto de troca ele chega (se primeiro
em C ou em S), é a decisdo do provedor ISP-A que define qual a rota o pacote seguird. Como os
provedores tem comportamento racional, eles tentam minimizar o trafego em sua rede e enviam o
trafego pela rota que chegar primeiro a um ponto de troca. Vamos supor que cada aresta da rede
tem custo unitario, exceto pelas ligagoes S—as e S—b3, que terao custo 0 por ligarem pontos muito
proximos. Assim, se o provedor ISP-A escolher a rota passando por C, ele tera custo 1, porém
fard com que ISP-B tenha custo 3. Caso ele escolha a outra rota, tera custo 2 e nao acarretara
custos para ISP-B. Para deixar esta situacao igual ao do Dilema dos Prisioneiros, suponha que
haja uma requisicao para transmitir do ponto b; para o ponto az. Com isso, se ambos provedores

se comportarem de maneira racional (fazem suas respectivas transmissoes passarem por ('), cada
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provedor tera um custo total de 4. Se ambos nao enviarem o pacote por C', cada provedor tera
custo 2. Quando apenas um servidor for racional, ele tera custo 1 e o outro 5. Assim, a matriz de
custo é exatamente a mesma matriz apresentada para o exemplo do Dilema do Prisioneiro (com
C'=Confessa e S=Siléncio).

A partir do exemplo do Dilema do Prisioneiro, é facil fazer outras variacoes de jogos, simples-

mente alterando os valores na matriz de custos do jogo, como veremos a seguir.

Batalha dos Sexos. Um rapaz e uma garota estao decidindo uma atividade de lazer e consideram
duas possibilidades: Assistir um jogo de futebol ou um de volei. Ambos gostam dos jogos, mas o
rapaz prefere futebol e a garota volei. Por outro lado, ambos preferem ficar juntos que separados.
A Figura 3, mostra um exemplo de uma possivel matriz de ganho (preferéncia) para esta situagao.

Este é um jogo de coordenag¢ao com dois resultados estaveis e seus participantes terao mais vantagens

Garota
Rapaz Futebol  Volei
4 2
Futebol
5 2
1 5
Volei
1 4

Figura 3: Batalha dos Sexos.

se houver um acordo entre eles para um melhor uso dos recursos. Na Secao 2.3 veremos uma forma

de escolha mais flexivel que permitira que este jogo tenha mais um resultado estével.

Jogo de Congestionamento 1. Para ilustrar este comportamento, considere um jogo de controle
de congestionamento em uma rede. Suponha que dois usuarios A e B podem transferir seus dados
por dois pontos de conexao, P e (). O ponto P permite transferir os dados com uma velocidade
um pouco maior que o ponto (). Assim, é natural que ambos prefiram fazer suas conexoes pelo
ponto P, porém se ambos transferirem os dados por um mesmo ponto de conexao, havera um
congestionamento no ponto e o tempo de transmissao para cada um serd muito maior. Para
enriquecer um pouco mais este exemplo, vamos supor que o jogador A tem um pouco mais de
urgéncia que o jogador B. Uma possivel matriz de ganho (satisfacao do jogador) neste jogo poderia
ser a representada pela Figura 4.

Note que neste jogo também hé dois resultados estaveis. Em um a soma dos ganhos é igual
a 12 e no outro a soma dos ganhos é igual a 10. Com isso, se medirmos a satisfacao média dos
jogadores (que nos da um valor social), vemos que é preferivel ter o resultado onde o jogador A

estd na maquina P e o jogador B estd na maquina ().



Figura 4: Congestionamento em Redes.

Cara ou Coroa. Neste jogo, conhecido em inglés por Matching Pennies, temos dois jogadores,
cada um controla uma moeda e pode mostrar Cara ou Coroa. O jogador A ganha se os dois mostram
as moedas com as mesmas faces e o jogador B ganha se as faces das duas moedas forem diferentes.

A matriz deste jogo é dada na Figura 5 e o valor 1 representa ganho e -1 representa derrota. Quando

B
A Cara Coroa
-1 1
Cara
1 -1
1 -1

Coroa

-1 1

Figura 5: Cara ou Coroa.

todos os resultados de um jogo tiverem soma das utilidades iguais a uma constante, temos um jogo
de soma constante. Note que a soma das utilidades de cada resultado no jogo Cara ou Coroa é
igual a zero, e neste caso temos um jogo de soma zero. Da forma como estamos considerando até
agora, este jogo nao tem um um resultado estéavel. Para ver isso, note que em qualquer resultado
h& um vencedor e um perdedor, porém o perdedor pode mudar sua alternativa para um resultado

onde vence.

Jogo de Congestionamento 2. O exemplo do jogo de controle de congestionamento pode ser
adaptado para uma situacao parecida com o jogo Cara ou Coroa, onde nao ha resultado estavel.
Considere a situagao onde os jogadores A e B podem fazer suas transmissoes de dados pelos pontos

P e (). Suponha agora que ambos pontos tem a mesma taxa de transmissao e o preco cobrado



pela empresa que controla estes pontos depende do tempo que levou para transmitir os dados. Se
a empresa transmitir os dados em pouco tempo, ela cobra uma valor fixo e se ela demora para
transmitir, ela nao cobra pelo servigo. Agora, suponha que o jogador A precisa fazer a transmissao
rapidamente e nao pode transmitir a partir de um ponto congestionado, e consequentemente quer
pagar por este servigo. Ja o jogador B nao tem dinheiro nem pressa e portanto s6 pode se conectar
por um ponto congestionado. Se considerarmos que um ponto fica congestionado quando ha dois

jogadores transmitindo por ele, entao este jogo nao tem um resultado estavel.

Tragédia dos Comuns. Neste jogo, temos varios jogadores que obtém mais vantagens atuando

de maneira racional, mas tal comportamento levara o jogo a um resultado com beneficio muito

aquém daquele obtido se todos fizessem um acordo para uma melhor utilizagao dos recursos.
Exemplificaremos esta situagao com um problema de compartilhamento de largura de banda

em um canal de transmissao.

Compartilhamento de Largura de Banda. Suponha que n jogadores querem transmitir dados
por um cabo de transmissdo que tem capacidade maxima 1 (largura de banda). O fluxo de dados
usados por um jogador ¢ a quantidade de largura de banda usada por ele durante a transmissao.
Denotaremos por N o conjunto de jogadores e por z; € [0, 1] o fluxo do jogador i € N. A medida
que o fluxo total se aproxima da capacidade do cabo, a qualidade da transmissao se deteriora e com
isso diminui o beneficio dos jogadores. Neste modelo, se a banda total requisitada é > jen i >1
entdo o beneficio para cada jogador é nulo. Caso jenZj<1lo beneficio do jogador ¢ é dado por
zi(1 — > en xj)- Esta fungdo de beneficio mostra que cada jogador deve fazer um balango entre
seu fluxo e o fluxo total de transmissao.

Agora, considere um jogador i e sua escolha por um valor para o seu fluxo considerando que os
outros jogadores ja definiram seus fluxos. Vamos supor que ¢ = > jen\(iy i < 1 é a quantidade de
fluxo total usada pelos outros jogadores. Como o interesse de i € maximizar seu beneficio, ele escolhe
seu fluxo como o valor x que maximiza x(1—t—x). Resolvendo isso, ele obtém o valor z; = (1—t)/2.
Por outro lado, como todos os jogadores sao racionais e desejam maximizar seu beneficio, todos
fardo estas mesmas contas e portanto teremos um resultado estavel se z; = (1 — X2,y (3 25)/2
para todo i. Estas equagoes nos levam a um sistema com solu¢ao tnica dada por z; = 1/(n + 1),
para todo jogador .

Portanto, o beneficio de cada jogador i é z;(1 — 3"y x;) = 1/(n + 1)* 0 que da um beneficio
total de n/(n + 1)> ~ 1/n. Por outro lado, se cada jogador definir seu fluxo como x; = 1/(2n)
temos um fluxo viavel onde cada jogador tem beneficio de 1/(4n) resultando em um beneficio total
de 1/4, que s@o valores muito melhores que os obtidos no resultado estavel (aproximadamente n /4

vezes maior).

Jogos Sequenciais. Até agora, consideramos que cada jogador faz sua escolha sem o conhecimento

das escolhas dos outros jogadores. Uma outra forma de jogo é quando os jogadores se alternam na



escolha de suas decisoes. Para exemplificar esta situacao, considere o jogo de Compartilhamento
de Largura de Banda, visto anteriormente. Suponha que, por restrigoes no sistema, nao é possivel
ou fica muito custoso para o jogador saber a quantidade de fluxo que cada jogador esta enviando,
mas ele sabe apenas o fluxo total que esta sendo enviado pelo canal em cada momento. Além disso,
suponha que um jogador possa modificar a quantidade de fluxo a cada momento para obter um
melhor beneficio individual. Por simplicidade, vamos supor que as atualizagoes dos jogadores sao
realizadas em alguma ordem (i.e., dois jogadores nao atualizam seus fluxos ao mesmo tempo).
Sabendo o valor do fluxo atual, um jogador i pode facilmente calcular o fluxo total dos outros
jogadores, dado por t = > jen\{i} Ti- Neste momento o jogador calcula o valor do fluxo = que
maximiza seu beneficio, de z(1 —t — x), obtendo o valor x; = (1 — t)/2. Naturalmente, a mudanga
feita pelo jogador ¢ pode ser considerada pelos proximos jogadores, que farao também mudancas
nos seus fluxos para obter um maior beneficio. Se os jogadores forem ajustando seus fluxos um apoés
o outro, de maneira sequencial, o fluxo final convergira na mesma solugao vista anteriormente, com

beneficio global proximo de 1/n e portanto muito aquém daquela solugao de beneficio total 1/4.

Jogos Repetidos. Podemos também considerar jogos que sao repetidos entre os jogadores varias
vezes. Isto é, hé varias partidas de um mesmo jogo entre os mesmos jogadores. Além disso, os
jogadores podem manter um histérico das partidas anteriores que poderiam ser usadas para a
tomada de suas decisdes. O custo obtido neste jogo é o custo total obtido em todas as partidas.
Considere por exemplo o jogo do Dilema dos Prisioneiros. Note que se o niimero de partidas é
fixo, é sempre preferivel para um prisioneiro confessar na tltima partida, pois diminuira o ntimero
de anos na cadeia nesta partida. Isto também pode ser aplicado a pentltima partida, assim por
diante. Com isso, se o numero de partidas for repetido um ntmero finito de vezes, temos um
resultado estavel também onde os prisioneiros apenas confessam. Por outro lado, se o numero
de partidas for infinito ou nao for conhecido, pode valer a pena aos jogadores ficar em siléncio.
Isto ocorre pois o histérico de escolhas forma uma reputacao do jogador que poderad ser usada
pelo outro prisioneiro para decisoes futuras. Com isso, pode valer a pena um prisioneiro ficar em
siléncio, sabendo que se trair confessando o crime ele podera ser retaliado nas proximas partidas.
Uma regra de escolha interessante que um jogador pode tomar é escolher cooperar na primeira
partida e para as proximas partidas escolher exatamente a escolha do outro prisioneiro na partida
imediatamente anterior. Neste caso, se ambos prisioneiros escolherem inicialmente ficar em siléncio,
ambos continuarao em siléncio para sempre. Se um prisioneiro escolher confessar e o outro nao,
o prisioneiro que nao confessou iré retaliar na proxima partida. Esta estratégia é conhecida como
Olho por Olho, ou em inglés Tt for Tat, e foi adaptada em protocolos de redes distribuidas par-a-par

(peer-to-peer), exemplificado a seguir.

Transferéncias em sistemas Peer-to-Peer. Neste tipo de sistema, um usuario pode transferir

arquivos da Internet para seu computador mas também tem incentivo a disponibilizé-los a partir
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de seu computador, minimizando o trafego no geral, ja que outros usuarios terao mais alternativas
de onde obter este arquivo. Naturalmente um usuério pode nao querer disponibilizar o arquivo de
seu computador, tornando-se assim, um aproveitador do sistema. Para incentivar que os usuarios
também disponibilizem os arquivos, muitos protocolos mantém uma reputacao dos usuarios que
melhora quando o usuario disponibiliza os arquivos do seu computador e piora quando ele nao
disponibiliza o arquivo. Além disso, sempre que o nimero de usuarios chegar ao méaximo o sistema
darad preferéncia a um novo usuério com melhor reputacao e interrompera a transmissao de um
usuario com reputacao pior. Com isso, usuarios tentarao cooperar, para nao sofrerem retaliacoes

no futuro.

2.1 Conceitos basicos em Teoria dos Jogos

Os exemplos vistos sao problemas modelados na area de Teoria dos Jogos. Apesar de existirem jogos
com quantidade infinita de jogadores, nos restringiremos neste texto a jogos onde ha quantidade
finita de jogadores.

Durante um jogo, cada jogador ¢ possui um conjunto de escolhas possiveis que pode fazer,
digamos dado pelo conjunto S;. E uma convencao da area de Teoria dos Jogos chamar cada escolha
em S; de estratégia do jogador i. Quando o conjunto de jogadores, digamos N, estiver bem definido
e claro pelo contexto, muitas vezes omitiremos o conjunto N em somatorias e produtorios, entre
outros, para nao sobrecarregar a notagao. Com isso, os termos ) . z; e II,x; sdo iguais aos termos
Zie NZTie€ II;cyz;, respectivamente.

Denotaremos por S = x;5; o conjunto de vetores de escolhas dos jogadores. Assim, se o
conjunto de jogadores ¢ dado pelo conjunto N = [n], onde [n] = {1,...,n}, o conjunto S ¢ dado
pelo conjunto S; x...xS,. Cada elemento s € S representa um resultado do jogo, também chamado
de vetor de estratégias (ou perfil de estratégias) do jogo. Além disso, cada jogador deve ter uma
ordem de preferéncia, que deve ser uma relagao completa, transitiva, reflexiva e binaria sobre os
possiveis resultados do jogo. E esta relacdo que dira que o jogador prefere mudar sua estratégia, e
com isso o resultado do jogo muda de um vetor de estratégias para outro. Uma maneira simples
de representar isso sera através de uma funcdo de utilidade (ou beneficio) w; : S — R para cada
jogador 7, que devolve um valor numérico para cada vetor de estratégias. Assim, se ¢ mudou de
estratégia, migrando de um vetor de estratégias s para um vetor s, entao isso s6 ocorreu porque
u;i(s") > ui(s). Observe que a func¢ao de utilidade de um jogador esté definida para cada s € S e
portanto a utilidade ou beneficio de um resultado para um jogador depende também das escolhas
dos outros jogadores. Naturalmente, podemos também reescrever isto usando uma funcao de custo
(ou penalidade), em vez da fungao de utilidade. Dado uma fungao de utilidade u, podemos definir
uma fungao de custo ¢ : S — R fazendo ¢;(s) = —u;(s). Neste caso, o jogador deseja minimizar seu

custo.
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Definicao 1 Um jogo J consiste de um conjunto N de jogadores e conjunto de estratégias S; e

funcao de utilidade u; sobre o conjunto de vetores de estratégias do jogo, para cada jogador 1.

Na definicao acima, os conjuntos de estratégias nem sempre serao dados listando todos seus ele-
mentos, como fizemos por matrizes de utilidade e custo. No jogo Compartilhamento de Largura
de Banda, por exemplo, cada jogador tem infinitas estratégias. Mesmo quando o conjunto de es-
tratégias de cada jogador for finito, pode ser inviavel representar todos os vetores de estratégia
explicitamente, como veremos na Segao 3.

Quando um vetor v estiver indexado no conjunto de jogadores N, a notagao padrao na area é
definir v; como o elemento do vetor v para o jogador i e por v_; o vetor v removendo se a posi¢ao de

i. Dado estratégia v; do jogador i, denotamos por (v}, v_;) o vetor obtido de v trocando o elemento

v; por vi. Assim, se o conjunto de jogadores é dado por N = {1,...,n} e temos dois vetores de
estratégia s = (s1,...,8,) er = (r1,...,7,), entdo as seguintes igualdades sao validas: s = (s;, s_;),
S_; = (Sla ey S, Si+17 ety 5n> (S (T’i7 S*i) - (817 ey Si—1, T4, Si+17 ety Sn)'

Exemplo 1 No jogo Dilema dos Prisioneiros, temos:
(i) Um conjunto com dois jogadores N = {A, B}.

(i) Conjuntos de estratégias para cada jogador:

Sa = {Confessa, Siléncio},
Sp = {Confessa, Siléncio}.

(11i) As preferéncias de cada preso sao dadas pelas fungoes de custo c4 e cg, que dao a quantidade

de anos que ficarao presos em cada resultado, apresentadas na matriz de custo da Figura 1-(a).

Assim, se o par (sa,sp) representa a célula onde o jogador A escolhe a estratégia s, e o jogador
B escolhe a estratégia sp, entao, dados os vetores de estratégias s = (Siléncio, Confessa) e s’ =
(Confessa, Confessa) temos, que ca(s) =5, cp(s) =1, ca(s’) =4, cg(s’) = 4. Com isso, o jogador

A prefere o vetor de estratégias s' ao vetor de estratégias s, pois ca(s) > ca(s').

Vimos que no jogo Dilema dos Prisioneiros, é sempre preferivel um jogador escolher a estratégia
Confessa. Quando um jogador possuir uma estratégia que é sempre preferivel, independente das
escolhas dos outros jogadores, a chamaremos de estratégia dominante. Quando cada jogador possuir
uma estratégia dominante, o jogo é dito ser com estratégias dominantes. Apesar de ser uma situacao

desejavel, muitos jogos nao sao com estratégias dominantes.

12



2.2 Equilibrio de Nash em jogos com estratégias puras

Nos jogos que vimos até agora, cada jogador faz a cada momento a escolha de apenas uma estratégia.
Cada uma destas estratégias é chamada de estratégia pura e estes jogos sao chamados de jogos com
estratégias puras. Quando os jogadores atingem um resultado onde cada jogador nao tem interesse
em mudar sua estratégia, atingimos um resultado estavel. Diremos que um vetor de estratégias
que representa tal resultado é um equilibrio de Nash em estratégias puras. Por exemplo, no Dilema
dos Prisioneiros, o resultado onde ambos confessam é um equilibrio de Nash, pois estando neste
resultado, nenhum deles diminui seus anos de cadeia ao mudarem (individualmente) suas escolhas.

Formalmente temos:

Definicao 2 Um vetor de estratégias s € S € dito estar em equilibrio de Nash em estratégias

puras, se para todo jogador i e estratégia s; € S;, temos u;(s;, s_;) > u;(s}, $_;).

Isto ¢, um vetor de estratégias s esta em equilibrio de Nash em estratégias puras, se para todo joga-
dor i a mudanga da sua estratégia s; para uma estratégia s; nao melhora sua utilidade (mantendo
fixas as estratégias s_; dos outros jogadores). Durante um jogo, vamos dizer que um jogador i esta
satisfeito em relagdo a um vetor de estratégias atual s se u(s}, s_;) < u(s), para todo s; € S;. Caso
contrério, diremos que ¢ esté insatisfeito. Claramente, em um equilibrio de Nash em estratégias

puras, todos os jogadores estao satisfeitos.

2.3 Equilibrio de Nash em jogos com estratégias mistas

Uma outra maneira de definir o jogo é usando probabilidades para as estratégias puras de cada
jogador. Com isso, a escolha do jogador ¢ feita aleatoriamente dentre uma das estratégias puras, de
acordo com uma distribuicao de probabilidade. Neste caso, em vez de escolher uma das estratégias
puras, cada jogador escolhe uma distribuicao de probabilidade para suas estratégias puras. A partir
da distribuicao dos jogadores, temos também uma distribuicao de probabilidade para os vetores
de estratégias do jogo e a utilidade de cada jogador é obtida pelo valor esperado dada por esta
distribuicao.

Vamos formalizar isso para o caso de jogos com niimero finito de estratégias. Considere que os
jogadores sdo dados pelo conjunto N = {1,...,n} e seja S; o conjunto de estratégias do jogador
i e p; sua distribuigdo de probabilidade para os elementos de S; (isto é, temos p;(s;) > 0 para
todo s; € S; e temos que Y o pi(si) = 1). Sep = (p1,...,pn) € o vetor das distribuigoes de
probabilidade dos jogadores, entao o valor esperado da utilidade do jogador i é dada por E[U;(p)],
onde

E[Ui(p)] = > Tp;(s)ui(s).

seS
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Definicao 3 Um wvetor p = (p1,...,pn) das distribuicées de probabilidade dos jogadores é um
equilibrio de Nash em estratégias mistas, se para todo jogador i, temos que E[U;(p}, p—i)] < E[U;(p)],
para toda distribuicao de probabilidade p), sobre S;.

Assim, se um vetor p das distribui¢oes de probabilidade dos jogadores esta em equilibrio de Nash,

entao nao adianta o jogador ¢ trocar sua distribuicao p; pois seu beneficio esperado nao ird aumentar.

Exemplo 2 Vamos exemplificar esta defini¢io com o jogo Cara ou Coroa (Matching Pennies).
Vamos supor que os jogadores A (ganha se faces sao iguais) e B (ganha se faces sao diferentes)

usam as distribui¢oes de probabilidade pa e pg, respectivamente, onde
pa(Cara) =1/3, pa(Coroa) = 2/3,

pe(Cara) =1/4, pp(Coroa) = 3/4.

Se p = (pa, pB), a utilidade esperada de A, dada por E[Ua(p)| € igual a

11 13 21 23 1
EU =——(4+1)+-=(-1)+ ==(-1 ——(+1) = -.
sl = 2+ e+ 2 2y =
Fazendo as contas da utilidade esperada de B, temos E[Up(p)] = %+ Note que com estas distri-

buigoes, a chance do jogador A ganhar € maior.

Agora, considere o caso onde o jogador A escolhe cada uma de suas estratégias com probabilidade
% e o jogador B escolhe uma outra distribuicao qualquer, digamos dado pelas probabilidades p e
(1 —p), onde 0 < p < 1 de escolher cara e coroa, respectivamente. Neste caso, pa = (1/2,1/2),

pe = (p,1—p) e p= (pa,pB). A utilidade de A dada por esta distribui¢io € igual a

E[UAW)] = 2p(+1) + (1= p)(~1) + 3p(~1) + 5(L = p)(+1) = 0.

Assim, ao usar pa = (1/2,1/2), nao importa qual a distribui¢ao escolhida por B que a utilidade
esperada do jogador A € igual a 0. O mesmo ocorre se B também escolher pg = (1/2,1/2). Com
1850, se ambos jogadores escolherem estas distribuicoes pa e pg, nenhum dos jogadores ird consequir
melhorar a utilidade esperada com outra distribui¢do, e portanto o vetor p = (pa, pg) € um equilibrio

de Nash em estratégias mistas.

Note que um jogo com estratégias puras é um caso particular de jogo com estratégias mistas,
onde a distribuicao de cada jogador é definida dando probabilidade 1 para a estratégia escolhida pelo
jogador e 0 para as demais. Assim, notamos que o jogo Cara ou Coroa apresenta um equilibrio de
Nash em estratégias mistas, mas o mesmo nao é verdade em estratégias puras. O préoximo teorema,

provado por Nash, é um dos resultados de maior impacto na area de Teoria dos Jogos [29].
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Teorema 1 Todo jogo com niumero finito de jogadores e estratégias possui um equilibrio de Nash

em estratégias mistas.

3 Complexidade Computacional de se Encontrar um Equili-

brio

3.1 Preliminares

Existem diversas classes de complexidade computacional investigadas na literatura. Tais classes
foram definidas considerando-se o que é computavel a partir de um certo modelo e em quantos
passos computacionais. Nesta se¢ao, iremos considerar modelos de computagao e notagao usual em
analise e projeto de algoritmos.

Quando medimos a complexidade computacional de algoritmos, a maneira padrao é defini-la
em termos do tamanho (e.g. namero de bits) da instancia. No caso da complexidade de tempo
computacional, deve-se apresentar uma func¢ao que dado o tamanho da instancia nos dé4 o namero
de passos do algoritmo dentro do modelo computacional considerado. No desenvolvimento da area,
os algoritmos de tempo polinomial apresentam na sua grande maioria um bom desempenho compu-
tacional e com isso sao chamados de algoritmos eficientes; apesar de algoritmos com complexidades

100) "nao serem praticos (felizmente eles

de tempo dadas por um polindémio de grau alto, como O(n
raramente ocorrem na pratica). Por outro lado, h& problemas para os quais ninguém conseguiu
produzir algoritmos de tempo polinomial para resolvé-los.

Nesta busca, duas importantes classes de complexidade computacional se destacam: as classes
P e NP. A classe P contempla os problemas de decisao (problemas com resposta SIM ou NAO) para
os quais héa algoritmo de tempo polinomial para resolvé-lo. A classe NP s@o os problemas de decisao
para os quais a resposta SIM pode ser verificada por um algoritmo de tempo polinomial usando
um certificado de tamanho polinomial. Sabe-se que P C NP, mas ha grandes indicativos de que
estes dois conjuntos sejam diferentes. Um dos motivos disto é a existéncia da classe NP-completo
dentro da classe NP, para os quais os tnicos algoritmos conhecidos para resolvé-los sao algoritmos
de tempo exponencial. Além disso, a classe NP-completo contém muitos problemas e caso um deles
seja resolvido por um algoritmo de tempo polinomial, entao todos os problemas de NP também
serao resolvidos em tempo polinomial. A questao “P = NP 7?7 é um dos principais problemas em
aberto da Ciéncia da Computacao.

Para dar uma idéia de como fungoes exponenciais crescem rapido, comparados com fungoes
polinomiais, vamos supor que temos um computador com velocidade de 1 Terahertz (mil vezes
mais rapido que um computador de 1 Gigahertz) e fungdes que para cada tamanho n nos dao o

namero de instrugoes executadas neste computador. A Tabela 1 mostra os tempos obtidos para
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algumas fungoes polinomiais e exponenciais, onde os tempos sdo dados em segundos (seg), dias e

séculos (séc). Nota-se, para este exemplo, que o tempo computacional dado pelas fungdes de tempo

exponencial crescem muito mais rapidamente que as fungoes de tempo polinomial.

f(n] n=20 | n=40 | n=60 | n=80 | n=100 |
n 2,0x10"tseg 4,0x10~ Hsegh,0x10~ seg8,0x10~ Hsegl,0x10~ Vseg
n? 14,0x10"%seg|1,6x10 seg|3,6x10 “seg|6,4x10 Yseg|1,0x10 Bseg
n3 | 8,0x10 %seg [6,4x10 8seg|2,2x10 "seg|5,1x10~ "seg|1,0x10 Oseg
2" 1 1,0x10 %seg 1,0 seg 13,3 dias | 1,3x10%séc | 1,4x10séc
3" |3,4x10 3seg | 140,7dias | 1,3x107séc | 1,7x10%séc | 5,9x10%8séc

Tabela 1: Comparagao de algumas fungdes de tempo computacional.

Uma possibilidade para tratar algoritmos com alta complexidade de tempo é usar computadores
muito mais potentes para obter a resolucao de instancias maiores. Mesmo assim, esta estratégia nao
nos leva a resolver instancias muito maiores quando executamos algoritmos de tempo exponencial.
Suponha por exemplo que um problema esta sendo resolvido em um computador atual, mas para
tentar resolver instancias maiores, compramos um supercomputador mil vezes mais rapido. Se um
algoritmo com tempo de execucao n? conseguir resolver instancias de tamanho N no computador
atual, ele conseguira resolver instancias de tamanho 31,6 /N no supercomputador, no mesmo tempo.
Por outro lado, se o algoritmo tiver tempo de execugao 2", entao ele s6 conseguira executar instan-
cias de tamanho N + 9,97 (apenas uma constante aditiva a mais) no supercomputador. Para mais
detalhes, veja |17, 28|.

Diante disso, mostrar que um problema é NP-completo ¢ um bom indicativo de que ele é
intratavel computacionalmente (para instancias grandes), dado que o tempo computacional cresce
muito rapido em relagdo ao tamanho da instancia. Apesar desta comparacao ter sido feita com
tempo computacional, ela também vale para outros tipos de recursos, como quantidade de memoria,
processadores, etc. Depois que Cook provou que o problema SAT é NP-completo |7], varios outros
foram provados serem NP-completos, veja [8, 17, 2|. Além disso, muitos destes problemas sao
simplificagoes de problemas praticos da area. A seguir, listamos alguns destes problemas, que
usaremos posteriormente e cujas provas podem ser encontradas em [17].

Uma férmula booleana ¢(z1, ..., z,) sobre variaveis booleanas z1, . .., z, estd em forma normal
conjuntiva se ¢ € uma conjuncao de clausulas, onde cada clausula é uma disjuncao de literais. Uma
literal &€ uma variavel ou sua negagio. Por exemplo, a formula ¢(x,y, 2) = (xVy)A(TVYV2)A(yVZ)

esta em forma normal conjuntiva.

Problema 1 (Sat) Dada uma férmula booleana ¢(xy, ..., x,) em forma normal conjuntiva, deci-

dir se hd atribuicao para as varidveis 1, ..., x, de maneira a tornar ¢(xy, ..., ,) verdadeira.
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Problema 2 (MaxSat-D) Dado uma férmula booleana ¢(x1,...,x,) em forma normal conjun-

tiva e um inteiro k, decidir se a formula contém uma atribuicao que satisfaz pelo menos k clausulas.

Dado grafo nao-orientado G = (V, E), um conjunto de vértices S C V é dito ser um conjunto

independente de G se nenhum par de vértices u,v € S é ligado por uma aresta em G.

Problema 3 (Conjunto Independente-D) Dado grafo G = (V, E) nao-orientado e inteiro k,

decidir se existe conjunto independente S CV' de cardinalidade k.

Problema 4 (Particao) Dado conjunto de inteiros S, decidir se hd conjunto T C S tal que

Z:cGT L= ZyGS\T Y.
Teorema 2 Os problemas Sat, MaxSat-D, Conjunto Independente-D e Particao sao NP-completos.

Apesar da classe NP ser de problemas de decis@o, ela contempla varios problemas que sao
simplificagoes de problemas de busca e de otimizagao combinatéria. Convencionou se chamar de
problemas NP-dificeis os problemas que sao tao dificeis quanto os problemas NP-completos usando
redugoes de tempo polinomial. Assim, o problema de se encontrar uma atribuicao para variaveis
booleanas de maneira a satisfazer uma férmula em forma normal conjuntiva é um problema NP-
dificil. Note que no problema de decisao s6 queremos decidir se existe alguma atribuicao que satisfaz
a formula, sem se preocupar em qual atribuicao de fato a satisfaz. O problema de otimizac¢ao do

conjunto independente é definido como:

Problema 5 (Conjunto Independente) Dado grafo G = (V, E) nao-orientado, encontrar um

conjunto independente S C V' de cardinalidade mdxima.

Este é um tipico problema de otimizacao combinatéria, onde queremos encontrar uma certa es-
trutura (no caso um conjunto independente) que minimiza ou maximiza certa fungao (no caso a
cardinalidade do conjunto independente). Certamente se soubermos qual o tamanho de um con-
junto independente de cardinalidade méaxima, entao saberemos também responder a pergunta se
existe algum conjunto independente de cardinalidade k. Para mais detalhes sobre modelos de
computagao, classes de complexidade e otimiza¢ao combinatoria, veja [8, 17, 33].

Na pratica existem diversos problemas NP-dificeis, como problemas de escalonamento de tarefas,
balanceamento de carga, projeto de redes de telecomunicacoes e circuitos VLSI, roteamento de vei-
culos, empacotamento de objetos em containers, localizacao de centros distribuidores, alinhamento
de DNA e proteinas, classificagao de dados, etc [38, 5].

Uma vez que um problema ¢é identificado ser NP-dificil sabemos que as chances de existir um
algoritmo eficiente (de tempo polinomial) para resolvé-lo é remota. Com isso, podemos de maneira

mais conciente, fazer algoritmos exatos mas sabendo que dificilmente eles resolverao instancias
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grandes. Para instancias maiores um algoritmo de tempo exponencial pode ser inviavel e nos
sugere que devemos procurar por algoritmos eficientes, mas que nao necessariamente cobrem todas
as restricoes do problema. No caso dos problemas de otimizacao é comum fazer algoritmos eficientes
que encontram “solucoes” que satisfazem todas as restrigoes do problema, exceto possivelmente de
ser uma com valor da fungao objetivo minimo, para problemas de minimizagao, ou de valor méximo,
para problemas de maximizagao. Chamaremos estas solucoes de solugoes vidveis do problema. Por
outro lado, é desejado que tal solucao nao se distancie muito de uma solucao exata. Uma das

principais abordagens neste caso ¢ desenvolver um algoritmo de aproximagao.

Definicao 4 Dizemos que um algoritmo A para um problema de otimizacao tem um fator de

aprorimacao a se a sequinte desigualdade vale

A(I) OPT(I)
OPT(I)" A(I)

a > max{ } ,  para toda instincia I,
onde A(I) (resp. OPT(I)) € o valor da solu¢ao obtida pelo algoritmo A (resp. de uma solugdo

dtima) para a instancia I.

Assim, se um algoritmo é uma 2-aproximacao para um problema de minimizacao, ele devolve
solugoes que sao no pior caso duas vezes a 6tima, para toda instancia do problema.

E importante observar que provar que um algoritmo de aproximacdo é a-aproximado, nao
quer dizer que ele sempre ira devolver solugoes com valor proximos deste fator, mas sim que nunca
atingird um desempenho pior que este fator. Ademais, a busca por melhores fatores de aproximagao
forca que a estrutura combinatoria dos problemas seja melhor investigada, e com isso incentiva o
surgimento de técnicas e ferramentas capazes de explora-las. Um exemplo deste comportamento
pode ser visto no problema de alocagdo de recursos (facility location problem) para o qual foram
apresentados algoritmos com fatores de aproximacao 1,861 e 1,61 e que produziram resultados, em
poucos segundos, com distancia média do valor da solugao 6tima de 3% e 1%, respectivamente [22].
Para ver mais sobre algoritmos de aproximagao, sugerimos a leitura dos livros [8, 38, 5].

A partir desta introdugao, veremos nas préximas segoes sobre a complexidade de se encontrar
equilibrios de Nash em estratégias puras e mistas. No decorrer do texto, veremos que a abordagem
de aproximacao ¢ usada tanto nas medidas do equilibrio como no desenvolvimento de mecanismos

eficientes.

3.2 Jogos com estratégias puras

Considere um jogo com estratégias puras e n jogadores, onde cada jogador ¢ possui conjunto S; de
exatamente m estratégias. Se representarmos de maneira direta cada possivel vetor de estratégias,

entao teremos m™ possiveis resultados para o jogo. Nesta representagao, conhecida como forma

18



padrao, fica facil verificar a existéncia de um equilibrio. Para isto, basta verificar se algum vetor
de estratégias s estd em equilibrio para todos os jogadores. Para verificar se s estda em equilibrio
para um jogador i, basta percorrer os vetores de estratégias (s}, s_;), para todo s; € S; \ {s;}, e
verificar se uma destas m — 1 estratégias da a ele uma utilidade maior. Como temos n jogadores, a
verificagao de s pode ser feita facilmente em tempo O(nm). Com isso, a busca por um equilibrio de

Nash pode ser determinada com complexidade de tempo O(nm™*!)

. Uma vez que a representacao
do problema ja consumiu espago O(m"), a complexidade de tempo obtida para verificar se ha
equilibrio é polinomial em relacao ao tamanho da instancia. Por outro lado, tal representacao sé é
possivel para jogos que nao sao grandes. Note que mesmo quando cada jogador tem apenas duas
estratégias disponiveis, isto ja nos leva a uma complexidade de tempo de O(n2").

Assim, é natural que muitos jogos computacionais nao sejam dados na forma padrao, mas usem
alguma estrutura adicional compacta, de preferéncia de tamanho polinomial no nimero de jogadores
e estratégias. Nestes casos, a idéia é usar um algoritmo que para cada vetor de estratégias, use esta
estrutura para dizer se ele esta em equilibrio, ou apresente uma estratégia melhor se nao estiver.
Veremos alguns exemplos deste tipo posteriormente, como no jogo de balanceamento de carga e no
jogo de conexao global.

Para entender a complexidade computacional de se decidir a existéncia de um equilibrio, con-
sidere um jogo grafico (graphical games) onde os jogadores sao representados pelos vértices de um
grafo G = (V, F) e as utilidades de um jogador i dependem apenas de suas estratégias e das es-
tratégias dos vizinhos de i em . Esta é uma representacao interessante quando as escolhas de
cada jogador dependem de um grupo restrito de jogadores. Em alguns casos o nimero de jogadores
que influenciam um jogador é limitado por uma constante (i.e., o grau de cada vértice no grafo é
limitado por constante). Assim, se o grau de cada vértice é limitado por uma constante k e cada
jogador tem no maximo m estratégias, entao o niimero de valores de utilidades diferentes para um

k+1 o0 que é polinomial no niimero de estratégias. Portanto, o tamanho da

jogador é limitado por m
instancia neste jogo ¢ limitado a nm*. Contudo, apesar de ganharmos uma representacio compacta

para o jogo, mesmo quando m é constante o problema de se encontrar um equilibrio de Nash ¢é
dificil [18].

Teorema 3 Decidir a existéncia de equilibrio puro de Nash em jogos grificos € NP-completo,

mesmo quando o grau de cada vértice € limitado a 3.

Na literatura ha varias outras situacoes onde decidir a existéncia de equilibrio puro nos da um

problema NP-completo. Para uma discussdao mais profunda sobre isso, veja [13].
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3.3 Tempo de convergéncia em jogos com estratégias puras

Nesta se¢@o iremos considerar o nimero de passos (escolhas realizadas durante o jogo) para se
chegar a um equilibrio de Nash em jogos sequenciais, onde cada jogador sabe apenas o resultado
atual do jogo. Vimos na subsec¢ao anterior, que decidir a existéncia de um equilibrio ¢ um problema
NP-completo e ha jogos que nao terminam em um equilibrio de Nash. Um exemplo é o jogo Cara
ou Coroa, que nunca atingia um equilibrio de Nash em estratégias puras. Outro exemplo foi visto
no jogo de Compartilhamento de Largura de Banda, onde havia um equilibrio, mas os jogadores
poderiam fazer melhorias de valores cada vez menores que de fato convergiam para um equilibrio,
sem no entanto chegar a ele em nimero finito de passos. Assim, vamos considerar jogos que sempre
tém equilibrios de Nash e os jogadores chegam a um equilibrio em ntmero finito de passos. O
problema de atingir um equilibrio de Nash em jogos com estratégias puras tem relacao com a
classe PLS (Polynomial-time Local Search). Esta classe foi definida para problemas de otimizagao
combinatoéria que usam uma estrutura de vizinhanga entre as solugoes viaveis do problema [23]|. A
vizinhanga é definida em geral através de pequenas alteragoes de uma solugao vidvel para outra.
Um algoritmo de busca local comeca com uma solucao viavel e percorre suas solu¢oes vizinhas.
Caso uma das soluc¢oes vizinhas tenha valor estritamente melhor, entao o algoritmo abandona a
solugao corrente e passa a usar uma daquelas solugoes vizinhas com valor melhor. Este processo se
repete até que se encontre uma solugao sem vizinhos melhores; tal solucao é chamada de solugao
otima local. Por ser menos conhecida, mas de importancia para o estudo da complexidade de jogos
com estratégias puras, formalizaremos a classe PLS a seguir.

Em um problema de minimizagao 11 temos: (i) um conjunto de instancias Iy e algoritmo de
tempo polinomial que verifica se x € Iyj; (ii) para cada instancia z € Iy, temos um conjunto de
solugbes viaveis Fp(z); (44) para toda solugdo s € Fri(x) temos um custo ¢, (s); (iv) um algoritmo
de tempo polinomial que diz se s pertence ou nao a Fp(z) e em caso positivo, computa c,(s). O
problema consiste em dado x € Iy, encontrar s € Fyj(x) tal que ¢;(s) é minimo. Em um problema
de minimizagao local TI temos as propriedades (i)—(iv) e mais as seguintes: (v) h& uma vizinhanga
N.(s) C Fu(z) para cada = € Iy e s € Fyy(x); (vi) uma solugao s de Fy(z) é dita ser um minimo
local se c,(s) < ¢,(s') para todo s’ € N,(s). O objetivo é encontrar uma solu¢do que é minimo
local.

A definicao de problema de maximizacao e problemas de maximizagao local sao analogos e assim
deixaremos para o leitor sua descricao. Chamaremos de problemas de otimizag¢ao, os problemas de
minimiza¢ao ou maximizacao e por solucao dtima local as solugdes que sao minimos locais ou
maximos locais para os respectivos problemas.

Um problema de otimizacao local II pertence & classe PLS se temos um algoritmo com com-
plexidade de tempo polinomial que, para qualquer instancia x € I e solugao s € Fy(z), decide

se s é Otima local, e se nao for, devolve s' € N,(s) com c,(s") < ¢,(s), se for um problema de
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minimizagao, ou ¢,(s’) > c.(s) se for um problema de maximiza¢do. Uma PLS-reducdo de um
problema de otimizagao local () para outro P consiste de: (a) fungdes h e g computéaveis em tempo
polinomial tal que h mapeia instancias de x € I para instancias h(x) € Ip e g mapeia solugoes de
h(x) para solugbes de x; (b) para toda instancia x de @, se s é uma solugao 6tima local de h(x),
entdo ¢g(s,z) é uma solugao 6tima local de . Um problema P é PLS-completo se esta em PLS e se
para todo problema @) de PLS, ha uma PLS-redugao de @ para P [23].

O MAX2SAT COM VIZINHANGA FLIP é um problema PLS-completo e é definido através de uma
vizinhanga de solugoes para o problema de otimiza¢do MAX2SAT [35]. Definimos estes problemas

a seguir.

Problema 6 (Max2Sat) Dada formula booleana ¢ em forma normal conjuntiva, cada cldusula
com um peso associado, encontrar uma atribuicao logica das varidveis de maneira a marimizar o

peso total das clausulas satisfeitas.

Problema 7 (Max2Sat com vizinhanga Flip) Encontrar uma solugao détima local para o pro-

blema Maz2Sat, onde a vizinhanca € dada trocando o valor de uma das varidveis.

Além deste, varios outros problemas de busca local, definidos sobre problemas de otimizacao mais
gerais, como MAXSAT, MAXCuT, TSP, entre outros, foram provados serem PLS-completos. Se
existir um algoritmo que sempre obtém um 6timo local em tempo polinomial para um destes
problemas, entao sera possivel obter algoritmos eficientes para encontrar uma solucao 6tima local
para qualquer problema em PLS. Apesar de ser também uma classe grande, ninguém conseguiu
mostrar a existéncia de um algoritmo de tempo polinomial que garantidamente obtém solucoes
otimas locais para qualquer problema em PLS-completo. Para mais detalhes, veja [23, 35]. Isto
mostra de certa maneira a dificuldade de se obter solugoes 6timas locais eficientemente.

Na Subsecao 4.3, veremos uma classe de jogos que sempre possuem equilibrios de Nash, mas
encontra-los foi provado ser um problema PLS-completo. Assim, parece igualmente dificil obter
maneiras de se explorar os movimentos deste jogo e garantir uma convergéncia para um equilibrio
de Nash em tempo polinomial.

Uma tentativa interessante de se contornar esta situagao, é considerar que os jogadores escolhem,
dentre todas as estratégias que melhoram sua utilidade, uma que devolve o maior beneficio. Mais
formalmente, vamos definir os conceitos de resposta de melhoria e melhor-resposta. Dado jogador
i, sua funcao de utilidade u; e vetor de estratégias s, dizemos que s; é uma resposta de melhoria
para s se u;(s;, s_;) > u;(s). Isto é, se o jogador i mudar sua escolha de s; para s, sua utilidade
ird aumentar. Naturalmente, dentre todas as respostas de melhoria, deve haver uma que da a ele
o maior incremento na utilidade. Assim, uma estratégia s; ¢ uma melhor-resposta do jogador i se

u; (s, s—;) ¢ maximo dentre todas as estratégias de melhoria s, de 1.
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Apesar de ser uma escolha interessante, pois da ao jogador a chance de fazer o melhor possivel
dentro da sua visao local, pode haver jogos onde a melhor-resposta leva a um nimero exponencial
de passos. Em particular, o jogo da Subsecao 4.3 pode gastar uma quantidade exponencial de

passos, mesmo usando estratégias de melhor-resposta.

3.4 Jogos com estratégias mistas

Nesta sec¢ao, iremos considerar jogos com nimero finito de jogadores e estratégias. Quando con-
sideramos estratégias mistas, o Teorema de Nash nos garante que todo jogo nesta situacao tem
um equilibrio de Nash. Porém, as demonstracoes existentes deste resultado nao sao construtivas e
nao indicam como encontrar um equilibrio, muito menos por algoritmos eficientes. Vamos denotar
por NASH o problema de se encontrar um equilibrio de Nash em estratégias mistas em jogos com
nimero finito de jogadores e estratégias.

A teoria de NP-completude nao parece ser adequada para investigar a complexidade computa-
cional do problema NASH. Problemas da classe NP-completo pedem a existéncia de solugoes com
certas restrigoes e no caso do problema NASH, sempre ha um equilibrio de Nash.

O problema NASH foi provado ser PPAD-completo [9]. Nao iremos definir esta classe, pois ela é
pouco intuitiva e necessita de maior fundamentacéo teérica. E importante observar que a existéncia
de um algoritmo de tempo polinomial para resolver NASH (neste caso teriamos P = PPAD) nos
daria também algoritmos eficientes para varios outros problemas que sao PPAD-completo e tem
resistido a existéncia de tais algoritmos h& décadas. Alguns destes problemas sao os problemas de se
encontrar pontos fixos de Brouwer e Borsuk-Ulam, problema ham sandwich, busca de equilibrios de

Arrow-Debreu em mercados, etc. Para mais informagoes sobre argumentos nesta linha, veja [9, 32|.

4 Medidas do Equilibrio

Nesta se¢ao, iremos considerar jogos que sempre tém equilibrios de Nash e os jogadores sempre
chegam a um equilibrio. Com isso, cabe perguntar Como medir a qualidade de um equilibrio de
Nash ¢

No jogo Dilema dos Prisioneiros, o tnico equilibrio existente é quando ambos confessam, o
que dava a cada um uma pena de 4 anos. Por outro lado, se houvesse coordenacao entre eles
e ambos ficassem em siléncio, cada um ficaria preso por 2 anos. Nota-se facilmente a ineficiéncia
qualitativa do resultado em equilibrio, uma vez que ha outro resultado onde ambos jogadores obtém
maior beneficio. Este tipo de comparacao pode ser interessante quando comparamos quantidades
abstratas e preferéncias dos jogadores. Para muitos jogos, os custos e beneficios dos jogadores
representam gastos, lucro ou outros valores mensuraveis. Com isso, podemos usar funcoes para

medir a qualidade dos resultados, mesmo entre resultados que sao pareto 6timos. Vamos considerar
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que temos uma fungao de valoragao, chamada de fun¢ao social, que dado um resultado do jogo (vetor
de estratégias), nos devolve um valor numérico. Esta fungao social representa a utilidade social
(ou custo social) do resultado. Para diferir os casos onde queremos maximizar a utilidade social
ou minimizar o custo social, usaremos também os termos funcao de beneficio social ou funcao de
custo social.

No jogo de Congestionamento 1, da Se¢ao 2, havia dois equilibrios, um com utilidade total 10
e outro com utilidade total 12. Neste caso, poderia ser mais interessante para a sociedade que
fosse escolhido um equilibrio onde a satisfagdo média entre os jogadores é maior (é equivalente
a ter soma das utilidades maior). De fato, uma fungao social comum nestes jogos é a soma das
utilidades (ou custos) dos jogadores. Este tipo de fungdo é chamada de func¢ao utilitdria do jogo.
Um exemplo de fungao social que nédo é utilitaria é uma que devolve a maior insatisfa¢ao/custo
entre todos os jogadores (e nao a soma dos custos). Este tipo de func¢ao é chamada de fung¢dao
tgualitdria. Naturalmente, podemos definir fungoes diversas para cada jogo, e sua definicao tera

impactos diretos nas medidas usadas em cada situagao.

4.1 Preco da Anarquia e Preco da Estabilidade

Uma vez definida a fungao social do jogo, precisamos saber como os resultados em equilibrio se
comparam com os melhores resultados do jogo, definido por esta funcao social. Dada uma fungao
social, um resultado do jogo é chamado de resultado dtimo social se a fungao aplicada ao resultado
nos da a maior utilidade/beneficio (ou menor custo) dentre todos os possiveis resultados do jogo.
Um resultado 6timo social pode inclusive nao estar em equilibrio.

Por exemplo, se considerarmos a fun¢ao social do Dilema dos Prisioneiros, como a média dos
anos que os prisioneiros ficam presos, o resultado 6timo social é aquele onde a média é de 2 anos.
Ja o resultado em equilibrio tem a média de 4 anos, que é duas vezes maior que a solugao 6tima
social.

Baseado neste tipo de comparagao, definimos a seguir o pre¢o da anarquia e o prego da estabi-
lidade.

Se J é um jogo com conjunto de vetores de estratégias S e f : S — R é uma fungao de custo
social (resp. fungao de beneficio social), denotamos por £(.J) o conjunto de vetores de estratégias
de J que estao em equilibrio e OPT(J) = min{ f(s) : s € S} (resp. OPT(J) = max{f(s) : s € S}).
Com isso, s ¢ um resultado 6timo social se f(s) = OPT(J). O desejo, para o sistema como um
todo, é que o resultado em equilibrio atingido pelos jogadores esteja proximo do 6timo social, de
preferéncia que tenha o mesmo valor.

O preco da anarquia, PA, de um jogo de minimizacao .J é a maior razao entre o valor de um
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resultado em equilibrio e o valor de um resultado 6timo social [24]. Mais formalmente, temos que

PA:maX{O%S()J) . onde s € S(J)}.

Se J é um jogo de maximizacao a definigao é anédloga, e temos

OPT(J)
f(s)

O preco da estabilidade, PE, de um jogo de minimizacao J é a menor razao entre o valor de um

PA:maX{ : ondesEE(J)}.

resultado em equilibrio e o valor de um resultado 6timo social [1]. Formalmente, temos

PE = mm{o%sgj) : onde s € 8(J)}.

Se J é um jogo de maximizagao a defini¢ao é analoga, e temos

OPT(.J)
f(s)

Para todos os casos, temos que PA > 1 e PE > 1. O prego da anarquia, nos diz o quao longe

PE:min{ : ondesES(J)}.

o resultado em equilibrio pode estar de um resultado 6timo social e o preco da estabilidade diz o
quao perto ele pode estar deste resultado. Quando a instancia J do jogo estiver clara pelo contexto,

usaremos apenas OPT como o valor de um resultado 6timo social.

4.2 Jogo de Balanceamento de Carga

O problema de balanceamento é um problema bésico em sistemas computacionais e foi bastante
investigado na literatura como um problema de otimiza¢ao em escalonamento de tarefas. A versao
para jogos generaliza o problema de congestionamento, apresentado como exemplo do jogo Batalha
dos Sexos. Quando temos vérios jogadores e pontos de acesso, cada jogador procura transferir seus

dados a partir de um ponto menos congestionado. Esta segao foi baseada no artigo [40].

Jogo de Balanceamento de Carga. Temos um conjunto de m maquinas e um conjunto de n
tarefas, cada uma pertencente a um jogador. Para simplificar, usaremos um ntimero ¢ para indicar
tanto a tarefa como seu correspondente jogador. Cada jogador deve alocar sua tarefa i, que tem
um peso w;, em uma das m maquinas. Um vetor de estratégias neste caso é simplesmente uma
atribuicao de tarefas para maquinas, A : [n] — [m], onde A(j) nos da a méquina escolhida pelo
jogador j. Denotaremos por A; o conjunto de tarefas atribuidas & méaquina i e por ¢; o peso total

das tarefas em i, isto é, ¢; = ZjeAi w;. O custo do jogador da tarefa j é o peso da maquina onde
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j foi atribuido. J& o custo social de uma atribuicao A é uma funcao igualitaria dada pelo peso

méximo de uma maquina, i.e., ¢(A) = max{¢; : i € [m]}. Chamaremos este custo de makespan da

atribuicao.

Exemplo 3 Considere um resultado inicial do problema de balanceamento de carga dado na Figura
6-(a), onde o nimero dentro de cada item corresponde ao seu peso. Neste resultado o jogador do
item de peso 4 tem um custo de 6 e tem incentivo para migrar para a mdquina da direita, onde
pagaria 5. O resultado apds esta migragao € dado na Figura 6-(b). Agora, o jogador do item de peso
1, que inicialmente tinha custo 1, fica com custo 5 e faz a migracao para a mdquina da esquerda,

onde pagard 3. Apds esta migragdo, temos o resultado da Figura 6-(c), que é uma configura¢ao em
equilibrio.

(a) (b) (c)

Figura 6: Sequéncia de movimentos até o equilibrio.

Note que definimos este jogo de maneira sucinta onde a quantidade de dados de entrada é
linear no numero de jogadores (tarefas) e maquinas. Além disso, o custo de cada jogador, dada
uma atribuicao, é computada eficientemente em tempo linear. Se tivéssemos representado todos
os vetores de estratégia possiveis de maneira tabular, teriamos m™ possibilidades. Certamente
isso demandaria, para instancias de tamanho médio ou grande, uma quantidade de memoria e
processamento proibitivos.

A versao de otimizacao do problema de balanceamento de carga é o problema de se buscar
uma atribuicao com makespan minimo e é NP-dificil, mesmo para o caso onde ha apenas duas
méaquinas [17]. De fato, note que se existir um algoritmo que produza um balanceamento de carga
com makespan minimo em tempo polinomial, entao poderemos decidir o problema da Particao,
dado como NP-completo no Teorema 2.

Este jogo nao s6 tem um equilibrio de Nash, mas sempre converge para um [16].
Teorema 4 O jogo de balanceamento de carga sempre converge para um equilibrio de Nash.

Prova. No jogo de balanceamento de carga, uma atribuicao A estd em equilibrio de Nash se e

somente se todos os jogadores estiverem satisfeitos. Isto ¢,
Cajy < 0 +wj, para todo jogador j e maquina i # A(j).
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Considere uma atribuicao A qualquer. Seja ﬁ(A) = (M, ..., A\n) 0 vetor das cargas das méaquinas
da atribuigdo A, em ordem nao crescente de peso (A; > A2 > ... > )\,). Considere um movimento
de um jogador insatisfeito. Vamos mostrar que apos o movimento deste jogador, a nova atribuicao
A’ daré um vetor (A’) que é sempre lexicograficamente menor que w(A4). Como o nimero de
resultados possiveis é limitado (por m™) néo é possivel ter um namero infinito de passos, cada um
obtendo um vetor lexicograficamente menor. Portanto, o jogo deve chegar a um equilibrio de Nash
em estratégias puras em quantidade finita de passos.

Agora, considere o vetor %(A) = (A1,...,A\n) e um jogador j insatisfeito que estd em uma
méquina ¢. Para simplificar, vamos renomear as maquinas de maneira que a carga J\; é relativa
a maquina i. Ao fazer um passo de melhoria, o jogador j tira sua tarefa de ¢ e atribui para
uma maquina k. Certamente i > k, pois as cargas (e maquinas) estao ordenadas de maneira nao
crescente. Apenas as maquinas i e k terao suas cargas modificadas apds o movimento do jogador
j. A escolha de k foi tal que mesmo somando a carga de j, a maquina k ficou com carga menor
que a carga da maquina ¢ antes do movimento. Isto é&: A\, +w; < ;.

O movimento diminui a carga de ¢ e aumenta a carga de k, mas a nova carga de k é ainda
estritamente menor que a carga antiga de . Como o ntimero de maquinas com carga pelo menos
A; continua o mesmo e a carga \; diminui, temos que o novo vetor de cargas ordenado de maneira

nao crescente, é lexicograficamente menor. a

Note que na prova, assumimos apenas que em cada passo um jogador insatisfeito movia sua
tarefa para alguma maquina. Independente se o movimento era de melhoria ou melhor-resposta.

Além disso, note que se comecarmos o jogo com uma solugao 6tima para o problema de otimiza-
¢ao, obteremos um resultado em equilibrio com o mesmo makespan. Para isto, basta comecar o jogo
a partir de um resultado 6timo do problema de otimizagao. Note pela prova do teorema anterior,
que durante o jogo, o makespan nunca aumenta. Assim, encontrar um resultado em equilibrio com
makespan minimo é um problema NP-dificil. O seguinte teorema é uma consequéncia direta deste
fato.

Teorema 5 Encontrar um melhor balanceamento de carga em equilibrio é um problema NP-dificil.

Prova. Para provar este resultado, vamos reduzir o problema da parti¢ao (veja Teorema 2) colo-
cando cada inteiro da instancia da Particao como uma tarefa com o mesmo peso. O problema da
particao tem solucao se e somente se ha um balanceamento onde cada maquina tem o mesmo peso
total. Além disso, um balanceamento onde cada méquina tem o mesmo peso total certamente esté
em equilibrio. Portanto, a busca de um equilibrio de custo social minimo nos define também se o

problema da particao tem solugao. a
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Tempo de Convergéncia para o Equilibrio

Apesar do jogo de balanceamento de carga convergir para um equilibrio, este pode ser dado em
um tempo muito grande. Por enquanto sabemos apenas que o ntiimero de passos ¢ no maximo o
nimero de resultados, que ¢ m"™. Em alguns casos ¢ comum os jogadores usarem movimentos de
melhor-resposta. O proximo teorema mostra que mesmo nestas condi¢oes o nimero de passos pode

ser demasiadamente grande [12].

Teorema 6 FExiste uma instdncia do jogo balanceamento de carga com n tarefas e m mdquinas e
sequéncia de movimentos de melhor-resposta onde o equilibrio de Nash € alcancado em pelo menos

(g—g)k passos, onde k =m — 1.

Note que para instancias onde k = y/n/4 temos pelo menos 2V7™ passos. A prova do teorema envolve
bastante detalhes, assim, daremos um exemplo que ilustra sua idéia para o caso de duas maquinas,
onde todos os movimentos de melhoria sao também de melhor-resposta. Para este caso de duas

mAaquinas o jogo pode levar a uma sequéncia de n?/4 movimentos para atingir um equilibrio [12].

Exemplo 4 Considere um jogo com duas mdquinas e n tarefas dadas pelo conjunto {1,...,n},
para n par, onde as tarefas 2i — 1 e 2i tem peso 3', para i = 1,...,n/2. Considere um resultado
inictal onde todas as tarefas estao em uma das mdquinas e em cada passo, migre a tarefa de um
jogador insatisfeito que tiver o menor peso. Isto nos dard a quantidade total de n?/4 movimentos,
que deizaremos como exercicio para o leitor. A sequir, apresentamos uma simula¢do para n = 6.
O resultado inicial é dado pela Figura 7-(a). Neste resultado todos os jogadores estao insatisfei-
tos. Considerando que migramos sempre a tarefa do jogador insatisfeito com menor peso, migramos
inicialmente a tarefa de peso 1. Isto nos leva ao resultado da Figura 7-(b). Continuando com as
migragoes das tarefas de peso 1 e 3, chegamos no resultado da Figura 7-(e) com todos jogadores das
tarefas de peso 1 e 3 satisfeitos. Agora, note que ao migrar uma das tarefas de peso 9, Figura 7-(f),
todos os jogadores das tarefas de peso menor (pesos 1 a 3) ficam todos em uma mdquina e voltam
a ficar insatisfeitos. Nota-se que as tarefas de maior peso (peso 9) nunca mais voltardo a ficar
insatisfeitas e com isso, voltamos a ter um resultado como o inicial, mas com 4 tarefas insatisfeitas

(n — 2 para um caso geral).

Por outro lado, a ordem em que sao feitas as migracoes é importante. Notamos que para
qualquer resultado inicial podemos chegar a um equilibrio no jogo de balanceamento de carga
rapidamente [40]. A prova é relativamente simples e considera uma sequéncia onde a cada iteragao,

é feita a migragao de uma tarefa mais pesada e que pertence a um jogador insatisfeito.

Teorema 7 Para qualquer vetor de estratégias do jogo de balanceamento de carga com n tarefas e
m mdquinas, existe uma sequéncia de no madximo n passos de melhor-resposta para se atingir um

equilibrio de Nash.
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Figura 7: Sequéncia de pior movimentos em duas maquinas.

Como ja comentado, se comecarmos o jogo a partir de uma solucao 6tima para a versao de
otimizagao (que obtém o resultado de menor custo social) o jogo termina em equilibrio de Nash

sem aumentar o makespan. O seguinte resultado é uma consequéncia direta deste fato.
Teorema 8 O preco da estabilidade do jogo de balanceamento de carga € 1.

O jogo de balanceamento foi investigado como um problema de busca local e foi mostrado ter
prego da anarquia menor que 2 [15].

Teorema 9 O preco da anarquia do jogo de balanceamento com n tarefas e m mdquinas € no

. 2
mdaxrimo 2 r—

Prova. Seja A uma atribuigao em equilibrio e ¢(A) o custo social desta atribui¢ao. Seja i* uma
maquina mais carregada deste resultado (i.e., ¢(A) = ¢;+). Se ¢* tem apenas uma tarefa, o resultado
é claramente valido. Assim, vamos considerar que i* tem pelo menos duas tarefas. Seja 7 uma
tarefa de menor peso na maquina ¢*. Como hé pelo menos duas tarefas em * e j é de peso minimo,

£
temos que w; < -
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Agora, considere uma méquina ¢ diferente de ¢*. Como a atribuicao A esta em equilibrio, temos
que ¢; > {;+ —w; para toda maquina 7 (caso contrario, a tarefa j poderia migrar para ¢). Com isso,

temos que

1 1

Agora, usando o fato que OPT > %, temos

Zj Wi

orPT >
m
_ il bt 2 b
. om m
c(A) + Zi;ﬁz’* %C<A)
B m
_ (m+1)c(4)
N 2m '
Isolando ¢(A), temos o limitante para o pre¢o da anarquia. a

Observamos também que o pre¢o da anarquia apresentado no Teorema 9 é justo [40]. Isto é,

para cada valor de m, existe uma instancia onde o preco da anarquia ¢ exatamente 2 — miﬂ

4.3 Jogo de Conexao Global e Jogos Potenciais

Para ilustrar os jogos potenciais, iremos considerar um problema de formacao de redes. Nestes
jogos, os equilibrios puros sempre existem e a dindmica de melhor-resposta também converge para
um equilibrio de Nash. Esta se¢ao foi baseada no artigo [37].

No jogo de conexdo global os jogadores querem construir ligagoes (links) entre nos distantes.
Cada jogador quer conectar um par de vértices de maneira barata e a cooperagao entre os jogadores
se d& quando uma mesma ligagao ¢ usada por vérios jogadores e o custo de uma ligacao ¢ dividido
igualmente entre seus usuarios. Este mecanismo de dividir igualmente o custo é chamado de

compartilhamento de custos de Shapley.

Exemplo 5 Considere dois jogadores que querem construir rotas de conexao de uwm vértice a outro,
cujas possiveis ligagoes sao dadas pelo grafo da Figura 8-(a). O jogador 1 quer construir uma
rota de ligacao de s para t1 e o jogador 2 quer construir uma rota de ligagcdo de s para ty. Se
uma conexao local, dada por uma aresta do grafo, € usada pelos dois jogadores, sua constru¢ao €
dividida igualmente entre os dois, caso contrdrio, sua construg¢ao € paga pelo jogador que usar a
aresta. Além disso, considere que cada jogador i comegou com um caminho (estratégia) de s para t;

apresentada pelas arestas grossas da Figura 8-(b), parai = 1,2. Neste resultado, o jogador 1 paga 4
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e nao € interessante mudar para outro caminho, que passa pelo vértice central, pois este custaria a
ele 6 (=5+1). Jd o jogador 2 estd pagando 8 neste resultado e nota que se trocar seu caminho por
outro que passa pelo vértice central, ele diminuird seu gasto para 6, e portanto faz esta mudanca,
como mostrado na Figura 8-(c). Uma vez que o jogador 2 estd usando o vértice central, € melhor
para o jogador 1 também mudar de estratégia, pois agora ele poderd compartilhar a aresta de valor
5 (pagando metade dela) e pagaria menos pelo novo caminho. Assim, este jogador faz a mudanga

e ambos ficam satisfeitos no resultado da Figura 8-(d), cada um pagando 3,5 (=5/2+1).

Figura 8: Evolugao de um jogo de roteamento.

Jogo de Roteamento Global. Neste jogo, sao dados k jogadores {1,...,k}, um grafo orientado
G = (V, E), custo nao negativo ¢, para cada aresta e € E e pares de vértices s; e t; para cada
jogador i. A estratégia do jogador ¢ é um caminho P; em G ligando s; a t;. Para simplificar a
nota¢ao, dado um vetor de estratégias P = (P, ..., Py), usaremos P; também como o conjunto de
arestas no caminho considerado. Se P é um vetor de estratégias, P = (P, ..., P), e ke é o nimero

de jogadores que usam a aresta e em P, entao o custo para o jogador i em P é

Ce

eePi €

Assim, o pagamento de cada aresta é dividida igualmente entre os usuarios da aresta e o custo de
um jogador é a soma dos pagamentos que realizou nas arestas do seu caminho. O custo social de

P = (Py,...,P) & o custo total de se construir as ligagdes de conexao, que é dado por

c(P) = Zce, onde Ep =P U...UDP,.

ecEp

Note que aqui também usamos uma representacao compacta para representar o jogo, o que
permitiu usar uma quantidade de memoria polinomial no nimero de jogadores e no tamanho do
grafo. Note que é inviavel representar (para grafos medianos ou grandes) uma lista de todas as

estratégias de um jogador explicitamente, pois cada estratégia de um jogador é um caminho que
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liga seu vértice de origem ao vértice destino. Portanto, se tivermos um grafo com arestas de ida
e volta entre cada par de vértices, qualquer sequéncia de vértices comecando em s; e terminando
em t; ¢ uma estratégia para o jogador 7. Armazenar todas estas estratégias certamente demandaria
demasiada quantidade de memoria e processamento.

Para este jogo, vamos considerar que a cada momento, um jogador realiza um movimento de
melhor-resposta para o jogo. Note que para isso, o jogador ¢ precisa resolver em cada passo do jogo
um problema de caminho minimo do vértice s; ao vértice t;. Este problema pode ser resolvido em
tempo polinomial [11, 8] usando o mesmo grafo de ligagdes e pondo a distancia de uma aresta como
o valor a ser pago pelo jogador ¢ ao usar esta ligagao. Desta maneira um caminho minimo de s; a
t; nos da o menor custo de uma rota em cada resultado.

Se temos k jogadores, é facil ver que o prego da anarquia deste jogo esta limitado a k.

Proposicao 10 O preco da anarquia do jogo de roteamento global é no mdximo o numero de
jogadores. Isto €, PA < k.

Prova. Seja P = (Py,..., Py) um vetor de estratégias em equilibrio, P* = (Py, ..., P}) um vetor
de estratégias onde P’ é um caminho minimo de s; a ¢; em G e O* um vetor de estratégias que
¢ um resultado 6timo social do jogo (P* e O* nao necessariamente estdo em equilibrio). Como
O* deve conectar o vértice s; ao vértice ¢;, temos que ) . prCe < c(O*). Além disso, temos que
ci(P) <> .c pr Ces pois caso contrario o jogador ¢ mudaria sua estratégia para o caminho P. Com

isso, temos

o(P) = ) c= Zci(P)

ecEp

<Yy

i ecP;

< Y e(0Y)

%

= ke(O*) = kOPT.
a

Exemplo 6 A Figura 9-(a) apresenta um exemplo que mostra que o limite da proposi¢ao 10 nao
pode ser melhorado. Neste exemplo temos k jogadores e todo jogador i quer obter uma conexao
do vértice s ao vértice t (todos jogadores tem a mesma origem e o mesmo destino). O resultado
otimo social € usar a aresta de peso 1, que estd claramente em equilibrio com cada jogador pagando
1/k. O resultado onde todos usam a aresta de peso k também € uma solu¢ao em equilibrio e cada
jogador paga 1 e portanto nao tem incentivo em mudar (individualmente) para a outra aresta.

E interessante observar que se houvesse uma coalizao de jogadores, estes poderiam migrar para o
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aresta de peso 1 e os demais fora da coalizao também migrariam para a aresta de peso 1, alcang¢ando
o0 menor equilibrio.

Agora, considere o exemplo da Figura 9-(b) onde o jogador i quer conectar o vértice s (todos
jogadores tém o mesmo vértice de origem) ao vértice t;. O resultado dtimo social € aquele onde
todos os jogadores usam a aresta de peso 1 + €, onde € € um valor positivo bem pequeno, e depois
sequem para as respectivas arestas de peso 0. Neste resultado cada jogador paga (14 €)/k. Apesar
de ter um custo baizo, este resultado nao estd em equilibrio, pois o jogador k estd insatisfeito e pode
pagar menos usando apenas a aresta de peso 1/k. Apds a migragao do jogador k, ele fica satisfeito
e os demais devem dividir o peso de 1+¢€ entre os k—1 jogadores restantes, pagando (1+¢€)/(k—1).
Neste momento, o jogador k — 1 fica insatisfeito, pois pode pagar menos usando apenas a aresta
de peso 1/(k — 1). Continuando desta maneira, vemos que o jogo termina em um resultado em

equilibrio de peso Hp = 1 + % +... 4+ % Este exemplo mostra que o preco da estabilidade deve ser

@

(¢) (b)

pelo menos Hy,.

Figura 9: (a) Instancia com PA = k. (b) Instancia com PE = Hy.

A seguir, mostraremos que o preco da estabilidade deste jogo é no maximo Hy, usando o método
da fungao potencial. Vamos definir o custo social de um vetor de estratégias s por ¢(s) e o custo

pago pelo jogador i ao participar do vetor de estratégias s como ¢;(s).

Definicao 5 Uma funcao potencial exata ® ¢ uma fun¢ao que mapeia cada vetor de estratégias s

para um valor real tal que para todo jogador i, temos
D(s;,5_4) — D(sh,53) = ci(si,s_5) — ci(sh,5-4), para todo s, € S;.
Neste caso dizemos que temos um jogo potencial.

Teorema 11 Se um jogo tem numero finito de estratégias e uma funcao potencial exata ®, o jogo

sempre converge para um equilibrio de Nash.
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Prova. Considere um vetor de estratégias s. Se s nao estd em equilibrio entao ha um jogador
insatisfeito . Considere a mudanga de estratégia de s; para s; pelo jogador i. Pela funcdo potencial,
temos P(s;,5_;) — P(s, 5-;) = ¢i(si,5-4) — ¢i(s}, s—;). Como o jogador ¢ diminuiu seu custo, temos
que D(s;,s_;) > P(s;,s_;) e portanto seu movimento fez o potencial do novo vetor de estratégias
do jogo ficar estritamente menor que o do potencial anterior. O potencial do vetor de estratégias
corrente sempre diminui a cada iteracao e o jogo nunca passara pelo mesmo vetor de estratégias
duas vezes. Portanto, se o jogo tem numero finito de estratégias, ele deve convergir em algum

momento para um equilibrio de Nash. a

Para mostrar que o jogo de roteamento global sempre tem um equilibrio de Nash, definimos
a seguinte fungdo potencial: Dado vetor de estratégias P = (Py,..., P;) do jogo de roteamento

global, definimos a fungao potencial

V(P) =) cH(k),

eceE

onde k. é o ntimero de caminhos de P que usam a aresta e e H(t) = 1 + % + -0+ % parat > 1e
H(0) =0.

Lema 12 A funcao V definida para o jogo de roteamento global é uma funcao potencial exata.
Prova. Seja P = (P, ..., P;) um vetor de estratégias e P’ = (P}, P_;) o vetor de estratégias obtido
ap6s um movimento de melhoria do jogador z. Isto é, o jogador i trocou o caminho P; pelo caminho
P!. Seja também k. e k., o nimero de caminhos usando a aresta e nos vetores de estratégia P e P,

respectivamente. Para toda aresta e que pertence a P e P’ ou que nao pertenga a P nem a P’, o

valor de k. é o mesmo de k. e portanto c.H(k.) = c.H(k.). Com isso, temos

U(P) = W(P) =) cH(k) =Y cH(K,)

eek eck
= Z (ceH (k) — ccH(K))
eclE
= Z(CeH(ke)_CeH<k::>)+ Z(CBH(]{:@)—CGH(/{:;)) (1)
EEPL'\PL-/ CGP{\Pi
Ce —c
"2 Rt 2y
eEPZ‘\Pi/ SEP{\PFL'

- XY E Y E @

€

e€P;\P/ e€PNP, ¢  ecP/\P, ¢ ecPNP)
O Ce Ce
k k!

ecp; ¢ ecP/ €

=¢;(P) — ¢;(P),
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onde (1) é valida pois k. = k., quando e nao pertence a P nem a P’ ou quando e pertence a P e P’

Y : . . o -
e (2) é valida pois somamos ) . p pr 7 € subtraimos Y eepn pr 7 € nestas duas somatorias temos

ke
também que k. = k.. a

Corolario 13 O jogo de roteamento global com a dindmica de melhor-resposta converge para um

equilibrio de Nash.

Prova. Pelo Lema 12 temos que ¥ é uma funcao potencial exata e portanto, pelo Teorema 11, o

jogo converge para um equilibrio de Nash. a

O seguinte lema mostra que a fungao ¥(P) esta proxima do valor do custo de S.

Lema 14 Se P = (Py,..., FPy) € um vetor de estratégias, entao
o(P) < U(P) < H(k)e(P). (3)

Prova. A primeira desigualdade de (3) segue direto da defini¢ao de ¥ e do fato que H(k.) é pelo

menos 1 se e pertence a P e 0 caso contrario. Isto é,

¢(Py=Y c< Y cH(k)=> cH(k)=U(P).

ecFEp ecFEp eck

A segunda desigualdade de (3) segue do fato que H(k.) < H(k), uma vez que o nimero de caminhos

que usam uma aresta é no maximo o numero de jogadores.

U(P) =) cH(k)=> cH(k) <> cH(Ek)=Hk)(P).

eck ecEp ecEp

Teorema 15 O prego da estabilidade do jogo de roteamento global é no mdzimo H (k).

Prova. Seja O* um vetor de estratégias 6timo (6timo social ndo necessariamente em equilibrio); O
um vetor de estratégias em equilibrio obtido a partir de O* e P um vetor de estratégia em Equilibrio

de Nash de menor custo. Com isso, temos

¢(P) < ¢(0) (4)
< W(0) (5)
< ¥(0) (6)
< H(k)c(O*) = H(k)OPT. (7)



A desigualdade (4) segue pois dentre os resultados em equilibrio, P é a de menor custo. A desigual-
dade (5) segue do Lema 14. A desigualdade (6) vale pois O foi obtido de O* ap6s movimentos de
melhoria, que s6 diminuem o valor do potencial. A dltima desigualdade segue novamente do Lema
14. |

O problema de busca do resultado 6timo social para o caso especial onde s; = s;, para 1 <
i,7 < k, &€ o problema da arvore de Steiner em grafos orientados, que além de ser NP-dificil [17] é
improvavel ter fator de aproximagao (1 — €)log |V| para qualquer € > 0 [14]|. Notamos também que
mesmo usando estratégias de melhor-resposta, o tempo de convergéncia do problema de roteamento
global pode ser exponencial no tamanho da entrada, como mostrado em [1]. O seguinte teorema
mostra a dificuldade de se obter um equilibrio de Nash em jogos potenciais, mesmo usando a

dindmica de melhor-resposta [13].

Teorema 16 O problema de encontrar um equilibrio puro de Nash em jogos potenciais, onde a

melhor-resposta € computada em tempo polinomial, é PLS-completo.

Por fim, observamos que para grafos nao-orientados, podemos definir outras formas de compar-

tilhamento de custos onde o prego da anarquia é limitado a 2 [37].

5 Projeto Algoritmico de Mecanismos

Nesta secao apresentamos uma introdugao ao projeto algoritmico de mecanismos. Um mecanismo
¢ um processo algoritmico que escolhe uma solucao social baseado nas preferéncias dos jogadores.
Para isso, o mecanismo deve ter regras de funcionamento que incentivem os jogadores a declarar
informagoes verdadeiras para que a escolha social seja feita adequadamente. Um problema quando
lidamos com jogadores que tem interesses proprios e independentes, é que eles podem nao dizer
seus verdadeiros beneficios sobre os resultados e mentir para que possivelmente o jogo termine com
um resultado mais favoravel a ele. Este tipo de situacao ocorre em varios problemas onde ha varios
participantes, como eleicoes e escolhas de lideres, definicao de prioridades, alocagao e pareamento
por preferéncias, leiloes, etc.

Neste texto nos restringiremos aos mecanismos cujos resultados, tanto de maneira social como
individual, podem ser medidos numericamente. O texto desta segdo foi baseado no artigo [30].
Primeiramente, veremos um problema de leilao que se encaixa neste tipo de jogo e apesar de

simples, contempla as principais idéias envolvidas no projeto de mecanismos.

5.1 Leilao de Vickrey

Considere um leildo de um item tnico, onde hé potenciais compradores (jogadores) que fazem lances

para possuir o item e nenhum jogador sabe até quanto os outros jogadores poderao pagar pelo item.
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Um possivel meio de se implementar tal leilao com apenas uma rodada de lances é fazendo com que
cada jogador declare um valor em um envelope fechado e leva o item o jogador que tiver o maior
valor, e este serd também o valor pago por ele. Note que cada jogador j deve ter um valor privado
v; (s6 conhecido pelo jogador j) que é o limite que ele podera pagar pelo item e ainda ter algum
beneficio ao adquiri-lo. Um dos problemas deste tipo de leilao, é que os jogadores tendem a mentir
sobre o valor a ser declarado no envelope. Suponha que o ganhador do item colocou um valor de
10 no envelope e o segundo maior valor foi 5. Assim, apesar do ganhador ainda ter beneficio ao
declarar seu valor privado de 10, ele nao fica contente, pois sabe que se tivesse declarado 6 também
teria ganho e seu beneficio seria ainda maior. Assim, este tipo de regra (mecanismo) pode levar os
jogadores a mentir sobre os valores declarados, na esperanga de aumentar seus beneficios.

Uma maneira de resolver isso, é fazer varias rodadas comegando com algum valor minimo,
possivelmente 0. Em cada rodada o leiloeiro pergunta se algum outro participante cobre o valor da
rodada anterior por um pequeno valor adicional. O primeiro a se manifestar é o ganhador daquela
rodada com o valor anterior acrescido do pequeno adicional. Este processo se repete, sempre
adicionando um pequeno valor ao definido na rodada anterior. Quando chegar a uma rodada onde
nao ha outro participante disposto a pagar pelo novo valor, o leiloeiro para e declara o ultimo
vencedor como ganhador do leilao pagando seu correspondente valor.

Se neste mecanismo o item foi vendido por um valor o para o jogador j*, entdao certamente
ainda compensa para o jogador j* pagar pelo item, e portanto v;« > o. E como nao sobrou nenhum
outro jogador disposto a pagar pelo item, o valor ¢ supera o valor privado dos outros jogadores,
e portanto v; < o, para todo j # j*. Além disso, como o leiloeiro foi aumentando o preco do
item de uma pequena quantia, entao o valor pago pelo jogador j* é pouco acima do segundo maior
valor privado. Se considerarmos que a quantia acrescida ao valor do item em cada rodada é bem
pequena, o jogador j* basicamente paga o valor do segundo maior valor privado. Este é conhecido
como um leildo inglés, ou ascendente e neste caso o comprador (vencedor) fica satisfeito, pois sabe
que por pouco menos que o, haveria um outro comprador que também poderia comprar o item.

Um mecanismo que simplifica o processo anterior usando apenas uma rodada pode ser definido
pelas seguintes regras [39]: (i) todos os jogadores declaram apenas um valor no envelope; (ii) o
ganhador é definido como o jogador do maior lance e (7ii) o valor a ser pago pelo ganhador é o
valor do segundo maior lance. Chamaremos este mecanismo de Leilao de Vickrey.

Por ser simples, o leilao de Vickrey ¢ empregado por muitos sites de leiloes eletronicos. Para
leiloar um item, comega-se com um valor baixo e os possiveis compradores fazem seus lances,
durante um certo intervalo de tempo. Cada possivel comprador pode ofertar um valor bem maior
que o atual valor do item, uma vez que o acordo oferecido pela empresa que controla o leilao é de
que nao divulgara seu valor privado e se ele for o maior lance, apenas parte suficiente dele sera usado

para cobrir, por alguma pequena graduagao monetéria, o segundo maior valor. Desta maneira, os
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possiveis compradores enviarao seus valores privados, sabendo que pagara apenas o suficiente para
cobrir o segundo maior lance.

Uma importante propriedade do Leilao de Vickrey é que os jogadores sao incentivados a decla-
rarem nos envelopes seus valores privados. Isto é, um jogador 7 maximiza seu beneficio se declarar

seu valor v;. Para cada jogador j, denote por b; o valor (lance) declarado.

Proposicao 17 No leilao de Vickrey, ao declarar o valor b; igual ao seu valor privado v;, o jogador

7 mazimizard seu beneficio.

Prova. Por simplicidade, vamos supor que neste jogo nao ocorrem empates. Deixaremos como
exercicio a extensao quando ha regras de desempates. Considere um jogador j e seja ¢ o maior
valor dos outros jogadores (i.e., 0 = max;,;b;). Vamos mostrar que o jogador j maximiza seu

beneficio se declarar o valor b; = v;, considerando os seguintes casos:

Caso 1: v; < 0. Se j declarar o valor b; igual a v;, entao ele nao leva o item e seu beneficio é 0.
De fato, isto ocorre para qualquer valor declarado b; < o. Se declarar b; > o ele ganhara o
leilao, porém devera pagar um valor p; > o e seu beneficio serd v; — p;. Como p; > o > v;,

seu beneficio sera negativo e portanto foi pior ter mentido.

Caso 2: v; > 0. Se j declarar o valor v;, entao ele ganhara o leilao e seu beneficio sera o valor
positivo v; — 0. Ele também terd o mesmo beneficio se declarar b; > v;. Caso declare um
valor b; < o, entao ele perde o leilao e seu beneficio é 0, em vez de um valor estritamente

positivo.

Em ambos os casos, o jogador j maximiza seu beneficio se declarar seu valor privado v;. a

Note que no leilao de Vickrey, pudemos fazer os jogadores declararem seus valores privados por
termos definido o pagamento do vencedor baseado nos valores declarados pelos outros jogadores.

De fato esta idéia é fundamental no mecanismo VCG, que veremos a seguir.

5.2 Definigoes e o Mecanismo VCG

Para deixar alguns termos mais uniformes, usaremos A como o conjunto de alternativas possiveis
para a escolha do mecanismo e V; como o conjunto de estratégias do jogador . A preferéncia
do jogador i é modelada por uma funcao de valoracao v; : A — R, onde v; € V;. Nesta secao,
V; € R4 ¢ o conjunto possivel das valoracdes (estratégias) que podem ser escolhidas pelo jogador
1. Baseado nas estratégias dos jogadores, um mecanismo deve escolher uma alternativa de um
conjunto A (escolha social) e deve definir quanto cada jogador deve pagar por esta escolha. Estamos
interessados em mecanismos para os quais cada jogador tem como estratégia dominante declarar a

sua informacao privada para cada resultado (mentir ndo o leva a ter mais vantagens).

37



Definigao 6 Um mecanismo (de revelagao direta) é dado por uma func¢ao de escolha social f :
Vix--xV,— A e fungoes de pagamento py,...,p, onde p; : Vi X --- XV, = R € o valor que o
jogador i paga.

Um jogador ¢ possui um valor privado v;(a) para cada alternativa a € A e sua utilidade é dada
por u;(a) = v;(a) — p;(v), que é o quanto a alternativa vale menos o quanto o jogador pagou por ela.
Nosso interesse é fazer mecanismos que incentivem o jogador a declarar o valor verdadeiro v;(a) e a

declaragao de um outro valor v(a) ndo o leva a ter um beneficio maior. Mais formalmente, temos:

Definigao 7 Um mecanismo (f,p1,...,pn) € dito ser incentivo-compativel (do inglés incentive-
compatible, também usado como truthful ou strategy-proof) se para todo jogador i, todo vy € V1, ...,
todo v, € V,, e todo v} € V; temos

vi(a) — pi(vi,v_;) > vi(a') — pi(vj,v_4),
onde a = f(v) ed = f(v],v_).

Definicao 8 Um mecanismo é dito ter uma func¢ao de utilidade (utilitarian function) se sua fun¢ao

de escolha social é a somatoria das declaragoes dos jogadores (isto €, Y. vi(a)).

Uma das principais abordagens para projetar mecanismos é aplicar o método VCG [39, 6, 19|,

que permite definir mecanismos incentivo-compativeis para fungoes de utilidade.

Definigao 9 Um mecanismo (f,p1,...,pn) € dito ser um mecanismo VCG (Vickrey-Clarke-Groves)
se

o f(vi,...,v,) € argmaxeea y_; v (a), isto é f mazimiza o beneficio social e

e para funcoes hy, ..., h,, onde h; : V_; = R para todo vy € Vi,..., para todo v, € V,, temos

pi(vr, .oy vn) = hi(v—i) = 325 0;(f(vr, . 00))-

No primeiro item acima temos que o mecanismo deve escolher uma alternativa que maximiza o
beneficio social dadas as escolhas dos jogadores; chamaremos estas alternativas de alternativas
economicamente eficientes. O segundo ponto diz que a fungao de pagamento de um usuario ¢
depende de uma fungdo h;(v-;) e da soma ., vi(f(v1,...,v,)) que & a soma total dos valores dos
outros jogadores. Note que o valor pago ao jogador ¢ nao depende do valor v;. Na visao do jogador
7, o0 termo h; é basicamente uma constante, pois s6 depende dos valores declarados pelos outros

jogadores.

Teorema 18 Todo mecanismo VCG € incentivo-compativel.

38



Prova. Sejav = (vy,...,v,) as declaragoes (fungoes) dos jogadores. Vamos mostrar que um jogador
i nao tem vantagens ao declarar v} em vez de v; (fixando a declaragao dos outros jogadores). Vamos
denotar por v' = (v},v_;) (declaragdes dos jogadores trocando v; por v}) e alternativas a = f(v) e
a' = f(v'). A utilidade de i, quando declarar v; é

ui(a) = vi(a) = p(v) = via) = hi(vi) + > vi(a).

Como no mecanismo VCG, v e a sdo tais que )_;v;(a) ¢ miximo, temos que >_;v;(a) >
>_;vj(a’). Assim,

ui(a) = wi(a) —hi(v=) + Zvj(a)
= —hi(v_y) + Z v;(a)
> —hi(v-) + EJ: vi(d')
= v(d) — hi(v;) + ) () (8)

i
= w;(d),

onde (8) vale pois v e v’ tem as mesmas estratégias para os jogadores que nao sao ¢. Com isso,

temos que a utilidade do jogador ¢ nao é melhor ao declarar v;. a

A funcao h usada na definicao do mecanismo VCG pode inclusive fazer situacoes onde alguns
jogadores recebem e outros pagam ao mecanismo, o que em muitos casos nao ¢ natural. Em geral,
também nao é normal os jogadores pagarem mais que o item vale para ele. Assim, é interessante
que todos os beneficios/utilidades sejam nao negativos e com isso nenhum jogador tenha prejuizo

ao participar do jogo. As seguintes defini¢coes formalizam o que queremos:

Definicao 10 Um mecanismo € dito ser individualmente racional se os jogadores sempre obtém
beneficio nao negativo. Isto €, se para todo vy, ...,v, temos v;(f(vi,...,v,)) — pi(vy,...,0,) >
0. Dizemos que um mecanismo nao tem transferéncias positivas se nenhum jogador recebe do
mecanismo (em vez de pagar). Isto €, se para todas fungoes vi,...,v, e todo jogador i, temos
pi(v1,...,v,) > 0.
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E possivel obter mecanismos VCG que atendam a estas duas condicdes definindo h; como sendo
hi(v—;) = maxpea D _;; v;(b) [6].

Note que no mecanismo VCG, a alternativa a = f(vq,...,v,) é tal que >, v;(a) é méxima.
Na regra de pagamento de Clarke para pagamento de um jogador ¢ fazemos p;(vi,...,v,) =
>z Vil f(v=i)) =32, vi(a). A primeira parte busca por um resultado com beneficio social méximo,
mas sem contar com o jogador i. A segunda somatoria nos dé o valor da alternativa que maximiza
o beneficio social, mas sem contar a contribuicao do jogador 7. Assim, o pagamento representado
pela regra de Clarke ao jogador 7 é igual ao prejuizo que ele causaria aos outros jogadores, caso nao
participe da solugao.

Lema 19 Um mecanismo VCG com regra de pagamento de Clarke nao faz transferéncias positivas.

Além disso, se vi(a) > 0 para todo v; € V; e a € A entao o mecanismo € individualmente racional.

Prova. Seja a = f(vi,...,v,) uma alternativa que maximiza }; v;(a) e b € A uma alternativa que
maximiza y ki v;j(b). Vamos mostrar que o mecanismo ¢é individualmente racional. A utilidade do

jogador ¢ é dada por

vi(a) —pi(v) = wvi(a) + Y vi(a) = > v;(b)

ji j#i
> 3 uila) =Y u0) (9)

> 0, (10)

onde a desigualdade (9) ¢é valida pois v;(b) > 0 e a desigualdade (10) ¢ valida pois a foi escolhida

como uma alternativa que maximiza » iV (a). Para mostrar que nao hé transferéncias positivas,

note que
pi(v1,. .., 0,) = Zvj(b) - Zvj(a) >0,
i#i J#i
ja que b foi escolhido como uma alternativa que maximiza » 2 Vi (b). ad

A regra de pagamento de Clarke nao se encaixa em muitas situagoes onde os valores sao negati-
vos, quando alternativas tem custos aos jogadores. No caso de custos, é o mecanismo que paga para
os jogadores. Podemos adaptar a regra de pagamento de Clarke para um jogador ¢, modificando a

regra que escolhe b como a alternativa que minimiza o custo social quando ¢ nao participa do jogo.

Exemplo 7 Considere novamente o Leilao de Vickrey. Vamos de fato mostrar que o mecanismo
definido no leilao de Vickrey ¢ VCG. Cada resultado do jogo indica que um dos jogadores € o
vencedor e os demais sao os perdedores. O vencedor paga pelo item e os demais pagam 0. Denote o
conjunto de jogadores por N = {1,...,n} e por A={1,...,n} o conjunto de possiveis resultados

do jogo. Assim, se o resultado do jogo € a € A, entao o jogador a € o vencedor do jogo.
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O wvalor da alternativa o’ para o jogador i é dado por v;(a’) que €0 se i # a' ou o valor privado
vi(a) sei=ad.

Aplicando o mecanismo de Vickrey, o resultado do jogo € uma alternativa a, que maximiza
> ;vi(a). Para cada alternativa hd apenas wm valor nao nulo, que € igual ao lance do jogador
correspondente a alternativa. Assim, a alternativa que maximiza esta soma € a alternativa do
jogador de maior lance.

Definido o vencedor, digamos i* com alternativa a, seu pagamento € definido como

+ =max » v;(b) — v;(a).

pi beA;]() ;J()
O primeiro termo do lado direito da igualdade € o maior valor de uma alternativa, quando o jogador
1* nao participa do jogo; e portanto € igual ao segundo maior lance. O sequndo termo do lado direito,
¢ a soma dos valores obtidos pelos outros jogadores quando i* venceu, que dd 0, pois vj(a) = 0 para
todo j # i*. Assim, o mecanismo VCG aplicado a este leilao de item tunico nos dd exatamente o

Leilao de Vickrey e portanto é um mecanismo incentivo-compativel.

5.3 Um Jogo de Caminho Minimo

Muitos projetos de mecanismos podem ser resolvidos usando o mecanismo VCG. Um exemplo é o
jogo do caminho minimo [31], que definimos a seguir.

Suponha que um grafo G = (V, E) representa os caminhos possiveis por onde podemos construir
um caminho de sat, onde s,t € V. Cada aresta e € E representa um trecho que pode ser construido
por um agente (jogador) distinto e sua construgdo demanda um valor ¢, > 0 por seu agente. Por
simplicidade, usaremos e para denotar tanto a aresta como seu agente. O objetivo é encontrar um
caminho de s a t em G e determinar pagamentos p, para cada agente e. O valor gasto pelo agente e
é 0 se sua aresta nao faz parte do caminho escolhido (pois néo precisara construir nada) e ¢, se for
escolhido (neste jogo é o sistema que paga para o agente €). Note que este exemplo é de custo (em
vez de utilidade). Assumiremos por simplicidade que o grafo ¢ 2-aresta conexo (isto é, a remogao
de uma aresta ainda deixa o grafo conexo).

Este problema tem aplicagoes na Internet, onde varias sub-redes pertencem a diferentes agentes e
busca-se uma rota para fazer uma transmissao de dados pela rede. A idéia é construir um mecanismo
que permita construir um caminho barato de s a t e defina pagamentos para os jogadores de maneira
que eles nao tenham vantagens ao declarar valores diferentes dos custos verdadeiros das construgoes
de suas arestas. Para isso, vamos usar o mecanismo VCG para definir o caminho e os pagamentos.
A eficiéncia econdémica é direta, pois o mecanismo VCG ja nos garante que o resultado escolhido

deve ser um que maximiza a utilidade social (minimiza custos). Com isso, seja P* um caminho
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minimo de s a t, em relacao aos custos declarados. Assim, o custo social do resultado é dado por

c(P)=> c. (11)

e€P*

Agora, continuando na definigdo do mecanismo VCG para este jogo, vamos definir os pagamentos
pe para cada agente e. Para isto, defina o conjunto Pg_. como o conjunto dos caminhos de s a t
que nao usam a aresta e. Assim, o pagamento do agente e é dado por

Pe = min cr— Z cr

P'ePg_
¢ efEP’ feP*—e

= min c¢(P") —c(P*) +ce. (12)
P'eEPqg_e

A definicao do resultado e dos pagamentos pode ser feita através de no maximo n execugoes de
um algoritmo de caminho minimo, sendo uma execugao para a obtencao do caminho P*, que sera
o resultado do jogo com valor dado em (11), e no maximo n — 1 execugdes para os pagamentos,
uma para cada aresta e € P* em (12). Para obter um caminho minimo P’ de s a t que nao passa
por e, basta executar um algoritmo de caminho minimo no grafo G — e. Como o grafo é 2-aresta
conexo, tal caminho sempre existe.

Assim, o mecanismo VCG para este jogo pode ser realizado com complexidade de tempo poli-
nomial, uma vez que a obtenc¢ao de um caminho minimo pode ser feita em tempo polinomial [11].
E interessante observar que em vez de fazer n — 1 execucdes do algoritmo de caminho minimo
para computar os pagamentos dos agentes no caminho 6timo, é possivel obter todos os pagamentos

computando apenas duas arvores de caminhos minimos [21].

Exemplo 8 Considere o grafo da Figura 10. O caminho minimo de s a t € dado pela sequéncia

(a)

Figura 10: Construgao de caminho minimo.

de vértices P* = (s,x,y,t) e tem custo 6. Para calcular o pagamento da aresta sx, obtemos um

caminho de s a t sem a aresta sx, o que nos dd o caminho P_s, = (s,y,t) de custo 8. Assim, o
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pagamento ps, da aresta sr € dado por
Psz = C(P_gp) — (c(P*) —cs) =8—(6—3) =5.

Note que se o custo da aresta sx fosse maior que b, o custo do caminho P* seria maior que 8 e
com isso seria melhor tomar o caminho (s,y,t) que tem custo 8. Analogamente, o pagamento das

arestas xy e yt sao dados por

Poy = C(Poay) = (c(P*) —ay) =7 —(6—1) =2,
Pyt = C(P—yt) - (C(P*) — Cyt) =7- (6 — 2) = 3.

Quando o problema de otimizagao subjacente para encontrar o resultado 6timo e os pagamentos
é resolvido de maneira eficiente, podemos ter uma implementacao do mecanismo VCG de maneira
eficiente. Em particular, podemos ter mecanismos eficientes para o correspondente jogo que busca
(constroi) uma arvore geradora de peso minimo [8] e o jogo que busca um emparelhamento de peso

maximo [27].

6 Lelloes Combinatoriais

As aplicagoes em leiloes tem motivado o estudo de varios problemas pelos pesquisadores da area
de Teoria dos Jogos Algoritmica. Leiloes pela Internet apresentam varias vantagens em relagao aos
leiloes realizados em salas fechadas. Algumas destas vantagens podem incluir flexibilidade de tempo,
sem limitacoes de presencga fisica, permite grande ntimero de possiveis compradores e vendedores,
maior nimero de vendas simultaneamente, etc. As aplicacoes de leiloes ocorrem em diversas areas
e produtos, desde venda de itens de pequeno valor como livros e discos de musica, como os grandes
leildes combinatoriais de espectros em telefonia celular na ordem de varios bilhoes de dolares [4].
Uma das aplicagoes de grande atencao na area ocorre na apresentacao de propagandas na Internet.
Motores de busca, como Google e Yahoo, reservam alguns trechos (slots) da pagina de busca onde
costumam apresentar links de propaganda [26]. Nesta aplicacao, anunciantes oferecem valores para
que seus links aparecam nos slots quando um certo conjunto de palavras for procurado. Com isso,
as empresas dos motores de busca devem resolver um problema de leilao, muito rapidamente, para
definir quais os vencedores dos slots para cada busca. A escolha dos vencedores deve considerar
também a chance do link ser clicado, uma vez que os anunciantes s6 pagam pelos links clicados
(pay-per-click).

Nesta secao, veremos um problema de leilao onde varios itens estao sendo leiloados e cada
possivel comprador pode dar valores diferentes para véarias combinagoes de itens. No exemplo

visto do Leilao de Vickrey, temos apenas um item sendo leiloado. Uma maneira para tratar o
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leilao de véarios itens é simplesmente fazer varios leiloes de item tnico, como no caso do Leilao de
Vickrey. Porém, isso nao retrata situagoes importantes, como o interesse do jogador comprar um
determinado conjunto de itens e nao ha interesse em comprar apenas um ou parte deles. Neste
caso, dizemos que os itens deste conjunto se complementam. Outra situacao é quando um certo
conjunto de itens pode ser substituido por outro. Isto é, um comprador poderia estar interessado
em pelo menos um dos conjuntos, mas se tiver os dois sua utilidade nao seréd maior que ter apenas

um deles.

Exemplo 9 Considere um leildo onde dois itens {a,b} estio sendo leiloados e hd trés potenciais

compradores (jogadores 1, 2 e 3). A Tabela 2 dd os pesos atribuidos por cada jogador a cada possivel

conjunto.
{a} | {b} | {a,b}
Jogador 1 | 5 4 15
Jogador 2 | 6 6 6
Jogador 3 | 2 10 12

Tabela 2: Exemplo de instancia para leilao combinatorial.

Nota-se que o Jogador 1, tem mais preferéncia pelo item a que pelo item b. Além disso, como
deu um lance muito maior (que a soma dos lances individuais) para o conjunto {a,b}, nota se que
a e b se complementam e resultam em um valor maior quando obtidos juntos para o jogador 1. Jd
para o jogador 2, os itens a e b possuem o mesmo valor, e além disso obter os dois itens nao € mais
interessante que obter apenas um. Assim, os itens a e b se substituem para o jogador 2. Jd para o
jogador 3, os itens sao independentes e o valor dos dois itens juntos é exatamente a soma dos dois

itens em separado.

6.1 Mecanismo VCG

Denotamos por I o conjunto dos itens sendo leiloados. Uma valoragao v; de um jogador i em um
leilao combinatorial dos itens de [ é uma funcao real para cada subconjunto S C I. Deve ser
mondtona (i.e., v;(S) < v;(T) para todo S C T) e normalizada (i.e., v;(0) = 0). As fungoes de
valoracao dos jogadores sdo dadas por um vetor de valoragao v = (vy, ..., v,) onde v; é a fungao de
valoracao do jogador 7. Uma alocagao para um leilao combinatorial dos itens de I para n jogadores,
¢ dado por uma sequéncia S = (51, ...,5,), onde S; é o conjunto de itens atribuido ao jogador i e
SiNS; =0 para i # j. Neste caso, o valor privado v;(S) é o valor v;(S;), que é o valor do conjunto
S; para o jogador i. O beneficio social desta alocacdo é dado pelo valor v(S) = ). v;(.5;), onde v

é o vetor de valoragao dos jogadores. Denotamos por A o conjunto de todas as alocagdes possiveis
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dos itens de I aos jogadores. Dizemos que uma alocagao é socialmente eficiente se seu beneficio
social é maximo (aqui eficiéncia ndo tem a ver com complexidade de tempo polinomial).

Neste jogo, os jogadores definem os valores para os conjuntos de itens e o mecanismo deve definir
quem sao os vencedores e para cada vencedor dizer o seu conjunto de itens e quanto ele ira pagar pelo
conjunto. Inicialmente, usaremos o mecanismo VCG de maneira a fazer os jogadores reportarem
seus valores privados, obtendo uma alocacao socialmente eficiente e definindo os pagamentos de

cada jogador.

Mecanismo CA
Entrada: Conjunto de itens I a serem leiloados.

Subrotina: Algoritmo R para obter uma alocagao socialmente eficiente.
1. Cada jogador ¢ submete um lance v;(S) para cada S C I.

2. Use R para obter uma alocagdo S = (51, ...,.5,) para o vetor de valoragao v = (vy,...,v,)

que maximiza v(S).

3. O pagamento do jogador 7 é definido como o valor p;, dado por

pi = max{v(8') : &' € S} = Y v;(S;),
Ji

onde S_; é o conjunto de todas as alocagoes que nao atribuem conjuntos a . Utilize a rotina

R para resolver o problema de maximizacao.

Note que o mecanismo acima é uma aplicagao do mecanismo VCG para o problema de leiloes
combinatoriais, uma vez que nos passos 2 e 3 buscamos por resultados 6timos sociais (que maxi-
mizam v(S), com e sem o jogador i) e o pagamento é o quanto a auséncia do jogador i causa de
prejuizo para os outros jogadores, ao se ausentar da solucgao.

Como o pagamento definido acima usa a regra de Clarke, veja Lema 19, segue pelo Teorema 18

que o mecanismo acima ¢ incentivo-compativel.
Teorema 20 O mecanismo CA € incentivo-compativel.

Para varios problemas, a resolugao de partes do jogo podem envolver problemas computacional-
mente dificeis de serem tratados e mesmo para problemas simples maximizar o beneficio social pode
ser um problema NP-dificil. No caso dos leiloes combinatoriais, um primeiro cuidado que devemos
ter é na definicao da funcao de valoracao, que como definido acima é dada para todo subconjunto
de itens. Assim, se o leilao tiver n itens, teremos 2" subconjuntos possiveis e portanto precisaremos
desta quantidade de valores para representar a valoracao de cada jogador. Porém, na prética os

jogadores se importam com poucas configuragoes de conjuntos e definem regras (algoritmos) para

45



valorar outras situacoes baseadas nestas configuragoes basicas. Por exemplo, um jogador pode estar
interessado em obter apenas o conjunto {a, b} e tem um certo valor de utilidade para ele. Para todos
os outros conjuntos que contém estes dois itens, a utilidade é a mesma; j& para os outros conjuntos
que nao contém estes dois itens sua utilidade é nula. Neste caso, basta armazenar o conjunto de
interesse deste jogador e a regra de valoracao para os demais. Naturalmente, a eficiéncia do jogo
também é dependente da forma como estes algoritmos avaliam os conjuntos.

Um segundo ponto que devemos tomar cuidado é na busca de uma alocagao socialmente eficiente.
Note que no mecanismo CA, o passo 2 é um problema de busca de uma alocacao socialmente
eficiente, e no passo 3 o pagamento do jogador i é calculado resolvendo se a busca de uma alocagao
socialmente eficiente sem o jogador 7. Com isso, o mecanismo CA deve resolver n+1 problemas de se
encontrar uma alocagao socialmente eficiente. A dificuldade aqui é que o problema de se obter uma
alocagao socialmente eficiente € um problema NP-dificil. Veremos alguns casos particulares para
os quais ha algoritmos eficientes e um outro que apesar de ser NP-dificil, apresenta um mecanismo
guloso que ¢ incentivo-compativel e obtém uma alocagao aproximada.

A vantagem de se usar o mecanismo VCG é que ele ja nos garante que obteremos uma alo-
cacao que é incentivo-compativel. Assim, para instancias pequenas do jogo, podemos utilizar um
algoritmo exato para resolver o problema de alocagao socialmente eficiente. Neste caso, ha um al-
goritmo por programacao dinamica com complexidade de tempo O(3") que poderia ser utilizado no
mecanismo CA para obter alocac¢ao e pagamentos de maneira incentivo-compativel [34]. O seguinte
teorema mostra que quando hé poucos itens em relagao ao ntiimero de compradores ou ha poucos
compradores em relagao ao nimero de itens, o problema de alocacao pode ser resolvido de maneira
eficiente [34].

Teorema 21 No jogo de leilao combinatorial com n itens e m jogadores, o mecanismo VCG pode

ser implementado em tempo polinomial se n < logm ou se m < logn.

Um caso particular que também pode ser resolvido obtendo um mecanismo eficiente, é quando
cada jogador 7 esta interessado em apenas um conjunto S; de cardinalidade méaxima 2. Neste caso,
o problema de alocagao pode ser resolvido através de um problema de emparelhamento de peso
maximo da seguinte forma: Seja I o conjunto de itens. Como um jogador i esté interessado em
apenas um conjunto S;, denotaremos por (S;,v;) seu lance e denotaremos simplesmente por v; o
valor v;(S;). Vamos construir um grafo inicialmente com cada vértice igual a um item. Para cada
lance (S;,v;) com |S;| = 1, coloque mais um vértice novo e ligue com o vértice em S; através de
uma aresta de peso v;. Para cada lance (S;,v;) com |S;| = 2, coloque uma aresta ligando os dois
vértices em S; através de uma aresta de peso v;. Seja G o grafo ponderado obtido desta forma.
Note que com isso, uma alocac¢ao no jogo nos define um emparelhamento de mesmo peso em G
(um emparelhamento é um conjunto de arestas que nao tem extremos em comum). O problema

de se obter um emparelhamento de peso total méaximo pode ser resolvido eficientemente [27] e
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consequentemente, hd uma rotina eficiente para obter uma alocagao socialmente eficiente neste
caso. Portanto, obtemos um mecanismo incentivo-compativel (usando esta rotina no mecanismo

CA) para este caso.

6.2 Leiloes Combinatoriais com Objetivo Unico

Uma tentativa de se obter mecanismos eficientes no mecanismo VCG é substituir os algoritmos
exatos de tempo exponencial por algoritmos eficientes (como algoritmos aproximados) na esperanga
que ainda continuem incentivo-compativeis. Infelizmente nao podemos simplesmente embutir uma
rotina direta, pois nem sempre hé garantias de que o mecanismo continue incentivo-compativel.

Para apresentar a utilizacao de um mecanismo aproximado neste caso, vamos considerar uma
versao mais restrita do jogo, onde o problema de alocacao associado ainda é intratavel. Neste
problema, que chamaremos de leilao combinatorial de objetivo tnico (Single-Minded Case), cada
jogador tem interesse em obter um determinado conjunto de itens. O texto que segue foi baseado
no artigo [4].

Uma valoracao v;, do jogador i, é chamada de valoracao de conjunto unico para o conjunto de
itens I se existe um conjunto S; C I e valor ¢; > 0 tal que v;(.S;) = ¢; para todo conjunto S que
contém S; e v;(.S;) = 0 caso contrario. Denotaremos um lance de conjunto tnico por um par (S;, v;)
e o valor v;(.S;) simplesmente por v;. Chamaremos apenas de problema de alocagio, o problema de
alocacao para o jogo de leilao combinatorial com objetivo tnico.

Apesar de ser um caso particular dos leiloes combinatoriais, o problema de se encontrar uma

alocacao socialmente eficiente para o caso de conjunto tnico ainda é NP-dificil.

Teorema 22 Dado um inteiro k e uma instancia do jogo de leilao combinatorial com objetivo inico,
o problema de se decidir se existe uma alocagao socialmente eficiente de valor k € um problema

NP-completo.

Prova. A prova que este problema estd em NP é direta. Assim, vamos mostrar que é NP-dificil. Para
isso, vamos reduzir o problema do conjunto independente, enunciado como problema NP-completo
no Teorema 2, para o problema de alocagao de valor k.

Dados grafo G = (V, E) e inteiro k, instancia do problema do conjunto independente, defina o
conjunto de itens como sendo o conjunto E e o conjunto de jogadores como o conjunto V. Para
cada jogador i € V', defina S; = {e € E : e é incidente a i}, v; = 1 e seu lance como o par (S;, v;).
A prova segue do fato que um conjunto independente de tamanho k£ em G nos da uma alocagao de

valor k£ no jogo, e vice-versa. a

Note que a prova de reducao do problema do conjunto independente para o problema de alocagao
socialmente eficiente preserva aproximacao, na versao de otimizacao destes dois problemas. Como

hé& um resultado de inaproximabilidade para o problema do conjunto independente, este se transfere
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para o problema da alocagao por valoragdo de conjunto tnico. O seguinte teorema mostra a

dificuldade de se obter solugoes aproximadas para o problema de conjunto independente [41, 20)].

1—

Teorema 23 Nao existe um algoritmo de aproximag¢ao com fator n'—¢, para qualquer € > 0, para

o problema do conjunto independente, a menos que P = NP.

Através deste teorema, obtemos o mesmo resultado de inaproximabilidade para o nimero de joga-
dores. Para adaptar o problema para niimero de itens, note que em um grafo, o nimero de arestas
(que na reducao sao os itens) é no maximo n?. Portanto, temos m < n? e o seguinte corolario segue

do teorema anterior.

1/2—¢

Corolario 24 Nao existe um algoritmo de aproximacao com fator m , para qualquer € > 0,

para o problema de alocagao socialmente eficiente, a menos que P = NP.

Agora, vamos considerar um mecanismo de aproximacao incentivo-compativel para o jogo de
leilao combinatorial com objetivo tinico. Este é um mecanismo guloso que privilegia conjuntos
que tenham um equilibrio entre quantidade de elementos e valor do conjunto. Posteriormente,
mostraremos que este mecanismo é uma +/m-aproximagao para o problema de alocagao, e de certo

modo é o melhor possivel, considerando o Corolario 24.

Mecanismo Guloso

Entrada: Conjunto de itens I a serem leiloados.

1. Cada jogador i submete um lance (S;, v;), onde S; C I.

2. Reordene os lances tal que —A—= > —2— > ... > —2_,
|51 |52 |Sn|

3. W10

4. Para i < 1 até n faca

5. se S; N (UjewS;) = 0 entdo W « W U {i}.

6. Para i < 1 até n faca

7. p; — \/ﬁ, onde j é o menor indice tal que S; N S; # (0 e para

8. todo k < j,k #1i, Sy NS; = 0. Se nao existir tal j entdo p; < 0.
9. Devolva a alocagao (T1,...,T,), onde T, = S; se i € W e T; = () caso

10. contrario, e pagamentos (p1,...,Dn)-
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E facil ver que este mecanismo é eficiente (de tempo polinomial). Para provar que este meca-

nismo ¢ incentivo-compativel, vamos usar as seguintes propriedades para um mecanismo:

Definicao 11 Um mecanismo para o leilao combinatorial de objetivo inico satisfaz a propriedade
de Monotonicidade se todo jogador i que ganha com um lance (S;,v;) continua ganhando para

qualquer v} > v; e para qualquer conjunto S; C S; (fitando os lances dos outros jogadores).

Definicao 12 Um mecanismo para o leilao combinatorial de objetivo inico satisfaz a propriedade
de Pagamento Critico se todo jogador i que vence, paga o menor valor necessdrio para vencer. Isto

é, o infimo de todos os valores v, tal que (S;,v}) continua vencendo.

Lema 25 Um mecanismo para leilao combinatorial de objetivo unico no qual os perdedores pagam

0 e que satisfaz as propriedades de monotonicidade e de pagamento critico é incentivo-compativel.

Prova. Note que nas condi¢oes dadas, um jogador que declara seu valor privado nunca ira receber
uma utilidade negativa: sua utilidade é zero enquanto for perdedor (perdedores nao pagam), e se
vencer, seu valor deve ser pelo menos o valor critico, que é exatamente seu pagamento.

Vamos mostrar que cada jogador i nunca melhora sua utilidade ao declarar um lance (57, v}) em
vez dos valores verdadeiros (S;,v;). Se (S!,v) é um lance perdedor ou se S nao contém S;, entao
claramente declarando (S;, v;) s6 pode ajudar (no sentido de nao ser pior). Portanto, assumiremos
que (S7,v;) é um lance vencedor e que S} D S;.

Primeiro, vamos mostrar que o jogador nunca estara pior declarando (.S;, v}) em vez de (S}, v}).
Denote o pagamento do jogador pelo lance (S, v]) por p/, e para o lance (S;,v}) por p. Para todo
x < p, o lance (S;, z) é um lance perdedor, uma vez que p é um valor critico. Pela monotonicidade,
(S',x) também serd um lance perdedor para todo x < p, e portanto o valor critico p’ é pelo menos
p. Segue que o lance (5;,v}), em vez de (S;,v}), também ganha e seu pagamento ndo aumenta.

Resta mostrar que o lance (S;,v;) ndo é pior que o lance vencedor (S;,v}). Assuma primeiro
que (S;,v;) € um lance vencedor com um pagamento (de valor critico) p. Enquanto v é maior que
P, o jogador continuara ganhando com o mesmo pagamento; assim, declarando um valor diferente
nao tera maior beneficio. Quando v, < p o jogador ira perder, ganhando utilidade zero, e ele nao
se dard melhor neste caso também.

Se (S;,v;) € um lance perdedor, v; deve ser um valor menor que o correspondente valor critico.
Assim, o pagamento para qualquer lance vencedor (S;,v)) sera maior que v;, fazendo este desvio

nao lucrativo. a0

Note que o mecanismo guloso se encaixa nas condi¢oes do Lema 25, e portanto é incentivo-
compativel. Para isso, vamos mostrar que satisfaz as condi¢oes de monotonicidade e de pagamento-

critico.

Lema 26 O mecanismo guloso para o leilao combinatorial de objetivo unico € incentivo-compativel.
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Prova. A monotonicidade é garantida, uma vez que aumentando v; ou decrescendo S; s6 pode
mover o jogador ¢ para o inicio da ordenacao, e portanto melhora as chances de i ser ganhador. A
condicao de pagamento-critico é satisfeita, uma vez que i ganha se aparecer na ordem antes de j
(veja passo 7) que é o primeiro jogador a ser impedido pela entrada de i. O pagamento computado
¢é exatamente o valor da transi¢ao entre ¢ ocorrer antes e depois de j na ordenacao do mecanismo

guloso. a

A seguir, mostramos a razao de aproximacao do mecanismo guloso.

Lema 27 Seja O* uma alocagio com ) . v; mdzimo e seja W a alocagdo gerada pelo mecanismo
guloso. Entdo, Y . .o. i < /MY Vi

Prova. Para cada i € W, seja Of = {j € O*: j >ie |S;NS;| # 0} o conjunto de jogadores de O*
que nao entraram em W por seus conjuntos interseptarem o conjunto de i, além de 7, se ¢+ € O*.

Claramente O* C U;eiwO; e portanto se provarmos a seguinte desigualdade, para cada i € W,

Z v; < v/muy, (13)

jeOr

temos o resultado desejado:

Zviﬁzzﬂjﬁz\/ﬁviZMZvi.

i€O* iEW jeO: iEw iEw

viy/ |S;]

Bl

Para provar (13), note que todo j € O} apareceu ap6s ¢ na ordem gulosa e portanto v; <

Somando para todo j € O}, temos

ZUJS\/%Z\/@' (14)

je0; jeor
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, podemos limitar a tltima somatoria em (14) como
PIRVIETESVAZN S
jeo; jEO]

Todo S para j € O} intersepta S;. Como O* é uma alocagao, estas interse¢coes devem ser todas
disjuntas, e portanto |O7| < [S;|. Como O* ¢ uma alocagdo, temos ). .. |S;| < m. Portanto,
obtemos > o v/[S;] < 1/[Si[v/m e substituindo na desigualdade (14), temos a desigualdade (13).
O

O préximo teorema segue direto dos lemas 26 e 27.
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Teorema 28 O mecanismo guloso € eficientemente computdvel, incentivo-compativel e produz um

resultado que € uma /m-aproximacao da alocagao socialmente eficiente.

7 Consideracoes Finais

Neste texto, apresentamos uma pequena introdugao & Teoria dos Jogos Algoritmica, uma area
com intensa atividade nos tltimos anos. Apesar de dar uma pequena visao da area, apresentamos
vérias preocupagoes que se destacam quando os jogos sao analisadas pelo lado algoritmico. O texto
foi baseado principalmente no primeiro livro da area [32]. Sugerimos ao leitor ver este livro que
além dos topicos considerados no texto, também versa sobre a abordagem algoritmica de outros
problemas em Teoria dos Jogos, como equilibrio de mercados, criptografia, elei¢oes e escolhas sociais,
computacao distribuida, compartilhamento de custos, mecanismos online, sistemas de reputacao,

leiloes em motores de busca, entre outros.

Agradecimentos. Agradeco ao revisor do JAI e & Ana Bazzan pelas leituras e pelas sugestoes que
melhoraram a apresentacao do texto. Agradeco também ao André Vignatti, que fez o mestrado e o
doutorado nesta area e possibilitou termos valiosas discussoes em vérios problemas desta fascinante
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