
Complexidade de se encontrar Ótimos Locais

Problema de Otimização Local

◮ Grafo de vizinhanças G entre soluções

◮ Encontrar uma solução ótima local s tal que c(s) ≤ c(s′) para

toda solução s′ que é vizinha de s

I1 I2 I3

BL(I3)

BL(I1)
BL(I2)

Ótimos Locais Ótimo Global
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Algoritmo Metropolis

Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller, Teller’53

◮ Simula um sistema fı́sico, de acordo com princı́pios da mecânica

estatı́stica.

◮ Baseado em passos de buscas locais.

◮ Passos buscando melhorar a solução, mas pode obter soluções

piores para sair de ótimos locais, com alguma probabilidade.

◮ Usa conceito de temperatura e estados de energia

(Gibbs-Boltzmann).

Sem perda de generalidade, vamos supor problemas de minimização
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Função de Gibbs-Boltzmann

Função de Gibbs-Boltzmann

◮ A probabilidade de encontrar um sistema fı́sico em um estado de

energia E é proporcional a

e−
E
kT ,

onde T > 0 é uma temperatura e k é uma constante.

◮ Para qualquer temperatura T > 0, a função é monotonicamente

decrescente em E .

◮ Sistema tende a estar em um estado de baixa energia

◮ T grande: Estados de energia alta e baixa tem basicamente

mesma chance

◮ T pequeno: favorece estados de baixa energia
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Algoritmo Metropolis

Algoritmo Metropolis

Notação:

N = Conjunto de estados (no grafo de vizinhanças)

N (S) = Conjunto de estados vizinhos a S (no grafo de

vizinhanças)

E(S) = nı́vel de energia do estado S (custo de uma solução)

k = Parâmetro para calibrar estados (soluções)

T = Temperatura (controla busca por vizinhos

piores/melhores)

◮ Considera temperatura T fixa
◮ Mantém um estado corrente S durante a simulação
◮ Para cada iteração, obtém novo estado S′ ∈ N (S)
◮ Se E(S′) ≤ E(S), atualiza estado corrente para S′

◮ Caso contrário, atualiza estado corrente com probabilidade e−
∆E
kT ,

onde ∆E = E(S′)− E(S) > 0.
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Algoritmo Metropolis

Algoritmo Metropolis

ALGORITMO METROPOLIS - MINIMIZAÇÃO

1. Seja k e T (temperatura) parâmetros para calibrar problema

2. Obtenha uma solução inicial S

3. S+ ← S (mantém a melhor solução obtida)

4. Enquanto não atingir condição de parada, faça

5. Seja S′ ∈ N (S) solução vizinha escolhida aleatoriamente

6. ∆S ← c(S′)− c(S)

7. Se ∆S ≤ 0 então

8. S ← S′

9. Se c(S) < c(S+) faça S+ ← S

10. senão

11. com probabilidade e−
∆S
kT faça S ← S′

12. Devolva S+
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Simulated Annealing

Simulated Annealing

◮ T grande ⇒ probabilidade de aceitar uma solução pior é grande

(movimentos de subida do morro)

◮ T pequeno ⇒ probabilidade de aceitar uma solução pior é

pequena.

Analogia fı́sica: Não é esperado obter um sólido com estrutura

cristalográfica boa se

◮ o colocarmos em alta temperatura

◮ estiver quente e congelarmos abruptamente

Annealing: Cozimento de material em alta temperatura, permitindo

obter equilı́brio gradual sucessivo em temperaturas menores.

Idéia: Controlar o algoritmo Metropolis variando a temperatura
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Simulated Annealing

Simulated Annealing - Simplificado
SIMULATED ANNEALING - MINIMIZAÇÃO

1. Faça T ← T0 (temperatura inicial)

2. Seja S solução inicial

3. S+ ← S (mantém a melhor solução obtida)

4. Enquanto não atingiu condição de parada faça (loop externo)

5. Enquanto não atingir condição de parada, faça (loop interno)

6. S′ ← Obtenha-Solução-Vizinha(S)

7. ∆S ← c(S′)− c(S)

8. Se ∆S ≤ 0 então

9. S ← S′

10. Se c(S) < c(S+) faça S+ ← S

11. senão

12. com probabilidade e−
∆S
kT faça S ← S′

13. Atualiza-Temperatura(T )

14. Devolva S+
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Simulated Annealing

Simulated Annealing

Possı́veis implementações das subrotinas:

OBTENHA-SOLUÇÃO-VIZINHA(S)

◮ Aleatória: Escolha vizinho S′ ∈ N (S) aleatoriamente

◮ Vizinho-Melhor: Escolha S′ ∈ N (S) com c(S′) mı́nimo

ATUALIZA-TEMPERATURA(T )

◮ Esfriamento geométrico:

◮ Faça T ← α · T , para parâmetro 0 < α < 1.
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Simulated Annealing

Simulated Annealing

Possı́veis Critérios de parada no loop externo

◮ Seja Tparada uma temperatura final

◮ Condição atingida se Tn ≤ Tparada

Possı́veis Critérios de parada no loop interno

◮ Seja N um inteiro positivo

◮ Condição atingida se número de iterações seguidas sem

melhorar solução atingiu N
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Simulated Annealing

Exemplo: TSP (D.S. Johnson e L.A. McGeoch’97)
S.A. com 2-OPT (Simulated Annealing com 2-OPT):

◮ Vizinhança 2-OPT
◮ Temperatura decrescendo de maneira geométrica (α = 0, 95)
◮ Temperaturas não calculadas de maneira exata (pelo

exponencial), mas aproximadas por valores em tabela.
◮ Média de 10 execuções para N = 100 e de 5 execuções para N

maiores.
N = 102 102.5 103

Apenas 2-OPT 4.5 4.8 4.9

S.A. com 2-OPT 5.2 4.1 4.1

S.A. com 2-OPT + Pós 2-OPT 3.4 3.7 4.0

S.A. sofisticado∗ 1.1 1.3 1.6

Excesso em relação ao limitante de Held-Karp

S.A. com 2-OPT + Pós 2-OPT = S.A. com 2-OPT aplicando 2-OPT

novamente no tour gerado.

∗ Veja mais detalhes em Johnson & McGeoch’97.
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Simulated Annealing

Simulated Annealing

Exercı́cios faça algoritmos Simulated Annealing para os seguintes

problemas:

1. Caixeiro Viajante: TSP

2. Corte de Peso Máximo: MaxCut

3. Satisfatibilidade de Peso Máximo: MaxSat

4. Subárvore de peso mı́nimo com exatamente k arestas
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