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Prefacio

Objetivos e escopo. Este livro pretende ser um texto introdutério a algumaasida matematica
discreta que sao de especial importancia para cursosndeutacao, ao nivel de graduacgao e de
mestrado.

Excluimos do escopo deste livro os fundamentos da maiearda continuo — calculo dife-
rencial e integral, equac0es diferenciais e integedgebra linear, e geometria analitica — pois
acreditamos que um bom curriculo de computacao devér @sses assuntos atraves de varias dis-
ciplinas especificas, ainda nos primeiros anos de gradu&gla mesma razao, excluimos calculo
numeérico, e limitamos nossa exposi¢ao de probabiligeelstatistica aos conceitos fundamentais.
Ainda pela mesma razao, evitamos completamente a ardgatéraos, computabilidade e com-
plexidade, bem como assuntos especificos (e quase abiigatie curriculos de computacgao,
como programacao inteira, autbmatos e linguagens isrma

Na verdade, cada um dos capitulos deste livro poderia bertoopor uma disciplina separada
do curriculo de computacao. Este livro deve ser visto peimeiro lugar, como um “ curso de
alfabetizacao”, que procura ensinar as definicdes egitms essenciais para comunicacao técnica
em teoria da computacgao.

Para atingir esse objetivo, tivemos que sacrificar a profian pela abrangéncia. Em um
livro ou artigo sobre um assunto especifico, & normal oragcolher um conjunto de definicdes
e notacoes, e usa-las consistentemente na obra todeaigio as outras escolhas possiveis. Mas
esta atitude nao seria adequada para este livro. Assingxganplo, dedicamos um bom espaco
as multiplas definicbes incompativeis de conceitoglfumentais, como “namero natural” (inclui
ou nao o zero?), “funcao”, “grafo”, e muitas outras, evagacoes de notacao que os estudantes
podem vir a encontrar na literatura. S6 depois dessassdi8es € que adotamos uma definicao ou
notacao especifica, para uso no resto do livro.

Por outro lado, nao nos preocupamos em enunciar, muito $r@ovar, os teoremas que sao
considerados fundamentais dessas areas — exceto adételoemplo de uso dos conceitos. As-
sim, nosso tratamento de grafos (capitulo 12) nao pretsndstituir disciplinas de teoria dos
grafos, onde esses resultados devem ser cobertos em d&alnebjetivo & apenas dar ao estu-
dante familiaridade com os conceitos e vocabulario da argara facilitar seu acompanhamento
dessas disciplinas, e para que ele consiga entender e usguagem de grafos em outras areas da
computacdo. O mesmo vale para todos os outros capitulos.

L 6gica matendatica. Professores de disciplinas computacdo com contelmtictefrequente-
mente observam a grande dificuldade que seus alunos tem emalifar seu raciocinio. A raiz
desse problema & a dificuldade que muitos alunos tem embeeraaliferenca entre uma prova
rigorosa e uma colecao de frases aleatorias e incomakjsmesmo que com vocabulario ma-

11



12 SUMARIO

tematico, que termina com a conclusao esperada.

Acontece que essa nao & uma habilidade nata. Seu apredézackr, além de anos de pratica,
0 conhecimento dos fundamentos da logica. Embora as démgdss que se encontram na li-
teratura (e que os professores esperam gque 0s alunos prgdgzase nunca sejaformais—
sequéncias de formulas logicas, encadeadas por dpdisae regras de inferéncia — o que carac-
teriza uma prova rigorosa € o fato de que ela podéosaralizada Assim, a logica &€ o esqueleto
invisivelque sustenta e caracteriza uma demonstracao valida.

Por esse motivo, optamos por iniciar nosso livro com umasgpo da l6gica matematica, nas
suas duas formulacdes classicas — a teoria de conjypdosim lado, e a logica proposicional e
calculo de predicados, pelo outro. Estamos supondo quetosels deste livro ja tiveram contato
com o conceito de conjuntos, gracas a disciplinas de naiesnanteriores; portanto nao julga-
mos necessario dedicar mais que algumas paginas a essag®r outro lado, acreditamos que
poucos leitores possuem conhecimento do céalculo de pg@iesse predicados (apesar do uso de
operacdes booleanas em programacao). Além disso,aceliminacao da geometria euclidiana
dos curriculos de ensino médio, os estudantes que irgnasa universidade dificilmente tiveram
contato com os conceitos de axiomas, teoremas, e demdrestrfacmais. Por essa razao, dedica-
mos trés capitulos inteiros (3, 4 e 5) a esses topicos -dosgme o Ultimo & inteiramente dedicado
a técnicas de prova por inducao.

Relages e fun@es. Outro topico ao qual resolvemos dedicar bastante espagoonceito de
relagdo. Rela¢des sao muito usadas em todas as @oeiasi$ e praticas da computagao, incluindo
autdmatos e circuitos logicos, estruturas e bancos desgeetles e comunicacdes digitais, etc..

Na literatura ha duas principais abordagens para esteiton8egundo uma abordagem, uma
relacao entre dois conjuntos &€ uma triphaB, R) ondeA e B sao conjuntos, B & um subconjunto
do produto cartesian® x B. Na outra abordagem, uma relacao emre B & apenas um sub-
conjunto deA x B. Esta diferenca tem inUmeras repercussdes em condeitivados, e inclusive
na linguagem. Por exemplo, na primeira abordagem a el um dominio “nominal” 4),
gue é distinto de seu dominio “efetivo” (os elementosAdgue aparecem no lado esquerdo de
pares deR). Na segunda abordagem, pelo contrario, existe apenammioefetivo. A mesma
observacao vale para o contra-dominio. Na primeiraddg®m existem infinitas relacdes vazias
(comR = 0), enquanto que na segunda so existe uma. Na primeira @gnjgaodemos dizer que
uma relacao € sobrejetora ou bijetora, enquanto queguenda temos que especificar os conjuntos
e dizer “sobrejetora erB” e “bijetora entreA e B”.

Cada abordagem tem suas vantagens e desvantagens. Goostatdusive que muitos livros
textos sao inconsistentes neste ponto, e adotam ora unmécdefiora outra, conforme as con-
veniéncias do momento. Debatemos muito qual destas doedagjens deveriamos adotar para 0s
capitulos seguintes (veja a figu?a.), e por fim resolvemos adotar a segunda (conjunto de pares,
sem dominio e contra-dominio).

Enfrentamos um dilema semelhante na secao sobre eslagdordem, pois para esse conceito
também ha varias escolhas incompativeis (ou mesmg@dé) de nomenclatura. Por exemplo, 0s
termos “ordem parcial” e “ordem total” ndo sao mutuamexeusivos (como se esperaria pelo
dicionario), mas um inclui o outro. E “relacao de ordermitss' ndo € um caso particular de relagao
de ordem, mas um conceito praticamente disjunto (uma &irefle a outra € irreflexiva). Alem
disso, os termos “elemento minimo” e “elemento maximad shganosos quando sao aplicados



SUMARIO 13

a relacao 2” (ou a outras relacdes sobre nUmeros que ni&d. “Mas nao cabe a este livro pro-
por nomenclaturas mais consistentes; tudo o que podemarséagdertar o estudante para essas
armadilhas.

Somabrias e produtorias. Dentro dos objetivos deste livro, nosso tratamento de smimaate

produtoérias (capitulo 8) da mais énfase a “linguagelm’que a resultados avancados da teoria.
Assim, tomamos cuidado de expor o leitor as varias cofdpesnda notacao, e procuramos ensinar
as principais técnicas de manipulacao de somator@aaddroca de indices e mudanca de ordem
de soma). Por outro lado, também procuramos desenvolveuigdo dos estudantes, apontando
as analogias entre somatorias e integrais (que eles supearste conhecem de calculos anteriores).

Seqlencias e recoréncias. Procuramos seguir a mesma filosofia no capitulo 9, que teata d
sequéncias definidas por recorréncias. Alem de apmasariinguagem, enfatizamos a técnica

geral de resolucao para recorréncias lineares honeagégue resolve muitos dos problemas en-
contrados em computacao.

Contagem. A analise combinatoria & fundamental tanto para a s@dlk algoritmos quanto para
inlmeras areas praticas, e deveria merecer uma disziplparte. Neste livro nos limitamos a
rever os conceitos de permutagdes, arranjos e congesae o teorema da inclusao e exclusao.
Embora esses assuntos sejam oficialmente vistos no seguawdacgnsideramos oportuno rever
as definicdes e formulas basicas, especialmente adszdnceitos de inducao e recorréncias
vistos nos capitulos anteriores. Uma vez que problemasrdagem raramente admitem formulas
simples e exatas, consideramos oportuno também apreadatenula de aproximacao de Stirling
para a fungao fatorial.

Cardinalidade de conjuntos infinitos. A rigor, a teoria das cardinalidades infinitas tem pouca
utilidade pratica em computacado. Porém, a distingdive infinidades enumeraveis e nao enu-
meraveis é relevante para a teoria da computacao. eor@g, a existéncia de fun¢cdes nao com-
putaveis decorre trivialmente da a observacao de quenumm de funcdes d&l paraN tem
cardinalidadeN!, enquanto que o conjunto de todos os algoritmos tem caidiacNC. Alem
disso, o argumento de diagonalizacao usado para proeaR quio &€ enumeravel &€ usado, por
exemplo, na demonstracao do teorema de Turing.

Consideramos também que essa area € um capitulo imfmoda historia da matematica, e
portanto & “cultura geral” quase que obrigatoria paraxgteam curso superior em ciéncia ou tec-
nologia. Por outro lado, esse assunto nem sempre € vistubas disciplinas de matematica dos
curriculos de computacao. Por essas razdes, optamoxhor um curto resumo desses conceitos
neste livro (capitulo 11).

Probabilidade. Optamos por incluir neste livro um capitulo sobre nocélesnentares de es-
tatistica e probabilidade. Embora esses topicos segpguéntemente excluidos de curriculos de
computacao, constatamos que eles sao essenciaisgpaadisciplinas teoricas e aplicadas, como
analise de algoritmos, criptografia, redes e servicasillisdos, sistemas operacionais, compi-
ladores, processamento de imagens, reconhecimento déepadrprocessamento de linguagens
naturais. A teoria da probabilidade & também a fundalgateoria da informacao (incluindo o



14 SUMARIO

conceito de bit!) e portanto para a analise de sistemas m@roacao, digitais ou nao. Além
disso, a teoria da probabilidade & parte da evolucaoglad matematica, o passo seguinte apos o
desenvolvimento do calculo de predicados.



Capitulo 1

Introduc ao a logica matenatica

1.1 Como ter certeza?

Vocé escreveu um programa, ou inventou um algoritmo, pesalver um certo problema. Como
pode vocé se convencer que ele funciona? Como pode voeéramaT 0s outros que ele funciona?

Uma maneira de adquirir confianca sobre um algoritmo @4estPorém, para a maioria dos
algoritmos, & impossivel montar testes que verifiquerolat@mente todos 0s casos possiveis que
podem ocorrer durante sua execucao. Muitos programsigodem citar exemplos de programas
gue funcionaram perfeitamente em todos os testes, masdalh@mediatamente quando usados na
pratica.

1.2 Ainvenco da logica

Essa questao — como ter certeza que nosso raciociniogtaae como transmitir aos outros essa
certeza — foi estudada pelos gregos séculos antes de.CHlgt® observaram que uma maneira
de conseguir esse tipo de certeza, e para passar essa eeoigras pessoas, & comecar por um
conjunto deaxiomas fatos simples que todos concordam que sao verdade; evdésgrum ra-
ciocinio a partir desses axiomas, usamegras de inferénciamaneiras de raciocinar que todos
concordam que sao validas. Com isso eles inventarfgiea, que eles consideravam um ramo
daretérica, a arte de discursar e convencer pessoas.

O filbsofo grego Aristoteles (384-322 A.C.), em particukstudou os chamadsgogismos
raciocinios em que, partindo de duas premissas cuja verglateita, obtém-se uma conclusao
nova gue & necessariamente verdadeira. Por exemplo, exditanros nas premissas “todos os
homens sao mortais” e “Socrates € um homem”, entao teu@acreditar também que “Socrates
e mortal.”. Ou entao, se acreditamos que “nenhum mamtéan penas”, e que “morcegos sao
mamiferos”, entao temos que acreditar que “morcegoseragenas”.

1.3 Euclides e demonstrages georgtricas

Enquanto isso, 0s arquitetos e engenheiros gregos tinhemoypacdes semelhantes em relacao
aos “algoritmos geomeétricos” — construgdes com régoarnepasso — que eles usavam em seus
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projetos. Por exemplo, a receita da figura 1.1 supostamengtroi um pentagono com todos os
lados e angulos iguais.

(U

diaVdR
P

NI
NS

1/
NN
LN

Figura 1.1:Construcdo de um penagono regular.

Como podemos ter certeza de que essa construcao realfaeigeo? Podemos efetua-la numa
folha de papel e medir os angulos; mas tanto os passos daugg@msquanto a medida final tem
sempre pequenos erros, e portanto esse teste nao vai eiaecastrucao € matematicamente
correta ou apenas aproximada. Se as diferencas entrgo®&isao despreziveis no papel, sera
gue serao despreziveis quando esse algoritmo for usactmsrucao de um anfiteatro?

O primeiro a descrever um sistema lo6gico completo para emg@ da época foi 0 gedbmetra
grego Euclides (que viveu por volta do século Il antes dist@, no seu livioElementos de
Geometrig9]. Euclides comecou enumerando dez axiomas sobre ¢oa@@omeétricos (pontos,
retas, circulos, distancias, angulos), como por exempl

e Por dois pontos distintos do plano passa uma Gnica reta.
¢ Qualquer segmento de reta pode ser prolongado indefinidenmars dois sentidos.
e E possivel contruir um circulo com quaisquer centro e Gaolos.

e Todos os angulos retos sao iguais.

Em seguida Euclides mostrou centenas de outras afirméig@eema$ que decorrem desses
axiomas, como por exemplo

e Se um triangulo tem os trés lados iguais, ele tem os tngsi®s iguais.
e Duas retas que sao perpendiculares a uma terceira saolpl@aaentre si.

e Num triangulo retangulo, o quadrado do maior lado é a somes quadrados dos outros
dois lados.
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Muitos desses teoremas sao afirmacdes de que certasugdest geométricas, como a da fi-
gura 1.1, produzem o resultado desejado. Principalmearta gada teorema, ele também escreveu
umaprovaou demonstracéde— uma sequéncia de passos l6gicos que, comecando Conoosaax
e teoremas ja provados, convence qualquer leitor de quemtaorema & verdadeiro.

1.4 Algebra

A logica de Euclides e outros fildosofos gregos foi exteresaten usada por mais de dois mil anos.
Entretanto, por muitos séculos o habito de provar as afidemfoi limitado apenas a geometria.
Embora os gregos conhecessem muitas propriedades deasifper exemplo, os conceitos de
divisor comum e nimero primo), para demonstrar tais peoiades eles geralmente convertiam
0S numeros em comprimentos de retas, e usavam a linguaggeodeetria. Esse € o caso, por
exemplo, dalgoritmo de Euclidepara calcular o maximo divisor comum de dois nUmeros — que
é considerado por muitos 0 mais antigo algoritmo naoariWa descri¢cao original de Euclides, o
problema é dividir dois segmentos de reta dados em padassig de maior tamanho possivel.

Na idade média, entretanto, o matematico arabe Al-Khiami inventou aalgebrg outra
maneira de provar afirmacdes sobre nimeros e convengsrgeede que uma dada sequéncia de
operacdes aritmeéticas alcanca o resultado desejadoaldébra, os nimeros sao representados
abstratamente por letras, e as operacdes ou afirmagbes esses numeros sao indicadas com
simbolos como+’ ou ‘>'. A algebra também fornece algumas formulas, comeB = B+ Ae
Ax (B+C) = (AxB) + (AxC), que representam afirmacdes que sao sempre verdadeiaaguer
gue sejam 0s humeros que vierem a substituir as varidvéilgiebra também fornece certas regras
fundamentais que permitem transformar uma formula emadatmula equivalente, ou combinar
formulas corretas para produzir novas formulas corrdtas exemplo, se sabemos qie- B e
B > C podemos concluir com certeza gie- C.

1.5 As linguagens dadgica matematica

Como resultado desse desenvolvimento historico, disgdmoge de dois principais sistemas de
notacao, odinguagens formaispara expressar raciocinios l6gicos de maneira mateamaéinte
clara, sucinta, e, principalmente, livre de ambiguida#ss$as linguagens sadeoria de conjuntos

e ocalculo de predicadas

A logica classica somente lida com afirmacfes que sédadeiras ou falsas. Essa carac-
teristica praticamente restringe o uso da logica parmafides matematicas. Mas no século 16 e
17 matematicos comecgaram a estudar o calculo de chamgeges de azar (dados, roletas, loteria,
etc.). No inico do século 20 estas investigacdes haelestuido para @eoria da probabilidade
gue permite expressar nosso grau de confianca a respeifiondacdes incertas, e raciocinar com
precisao sobre elas; e parastatisticaum conjunto de técnicas para analisar dados experinsentai
gue supostamente confirmam ou refutam tais afirmacoes.

Em meados do século XX, motivada pela expansao do radiédohe e outros meios eletrénicos
de comunicacao, a teoria da probabilidade por sua vez dgeno ateoria da informacapque
permite determinar, por exemplo, a capacidade real de a®acomunicacao na presenca de
distUrbios aleatorios no sinal recebido. Finalmente) cosurgimento do computador digital, sur-
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giram disciplinas matematicas especificas para ra@opiecisamente com programas e estruturas
de dados, incluindanalise de algoritmgdeoria da computabilidade e complexidade de fungcbes
criptografia digital e muitas outras.



Capitulo 2

Teoria dos Conjuntos

Acreditamos que o leitor ja teve contato com os conceigs$cos da teoria dos conjuntos, como
elementouniag, interseccaopetc.. Nesta secao vamos revisar esses conceitos.

Embora seja possivel desenvolver a teoria de conjuntosadeina axiomatica, como foi feito
por Georg Cantor (1845-1918) e Ernest Zermelo (1871-1858)prdagem informal apresentada
é suficiente para nossos propositos.

Um conjunto& um conceito primitivo, que informalmente pode ser erith@¢omo uma
colecaonao ordenadale entidades distintas, chamadahEnentoslio conjunto.

Dizemos que um elementopertencea um conjuntoA sex &€ um elemento dé. Denotamos
este fato pom € A. Para denotar que nao pertence A, ou seja, qu nao € um elemento do
conjuntoA, escrevemos ¢ A.

Sex pertence a um conjunt, diz-se também quA tem(ou possuj X, e escreve-sA 3 x. A
negacao desta afirmacaf Hao temou ndo possui xé denotada poA 3 x. Nao é correto dizer
gueA “contém” X, pois este termo & usado em matematica com um sentido herarde (veja a
secao 2.4)

2.1 Especificando conjuntos

Podemos especificar um conjunto de diversas formas. Se ujuntoriem poucos elementos,
podemos lista-los, um a um, em qualquer ordem, entre chgveBor exemplo, 0 conjunto cujos
elementos sao 0s numeros inteiros 2, 3 e 5 pode ser e}, Assim, por exemplo, temos
que 3e {2, 3,5}, mas 4¢ {2, 3, 5}.

Outra maneira de especificar um conjunto através das pagutes de seus elementos. Para
tanto, usamos a notacda : P(a) }, ondea &€ uma variavel arbitraria B(a) uma afirmacao ma-
tematica que pode ser verdadeira ou falsa dependendoatadeas. Por exempilo,

{a:aéumnimerointeiroe-5<a<5}

€ outra maneira de definir o conjurte4, -3, -2, -1, 0, +1, +2, +3, +4}.
Exercicio 2.1: Escreva explicitamente os elementos dos seguintes cosjunt

1. A={x:xezZex’-2x+1<0}.
2. A={x:xeZ, 2<x<20exéprimo}.

19
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3. A:{x: xeRexz—Zx:O}.

Existem alguns conjuntos de nUmeros que sao muito usadaosagematica, e tem notacdes
convencionais bem estabelecidas:

0 conjunto dos\imeros inteiroZ,

0 conjunto dos\imeros naturai® = {X: xe Zex > 0},

0 conjunto dos\imeros racionai® = { f.abeZeb# O}, e

0 conjunto dos\imeros reaiR.

2.1.1 Defini@es circulares e contradibrias

A definicdo de um conjunto pode usar outros conjuntos, cparcexemplo “sejaX o conjunto
de todos os elementos que estao no conjihtowas nao no conjuntd”. Porém, deve-se tomar
cuidado para evitar definicdes circulares, que podemte@sentido. Um exemplo classico é a
definicao “sejaX o conjunto de todos os elementos que nao pertencéiniasta “definicao” nao
faz sentido pois diz que um elemento que est&Xemao esta enX, e vice-versa.

Este contra-exemplo teve um papel muito importante no deseémento da teoria de con-
juntos. Ele & conhecido pelo norRaradoxo de Russgbor ter sido observado pelo matematico
inglés Bertrand Russel (1872—-1970). Ele & conhecido éamiomoParadoxo do Barbeirppois
foi exemplificado com uma anedota em que o barbeiro de umejuadebeu a ordem de fazer a
barba de todos os que nao fizessem sua propria barba, esasses — deixando o barbeiro na
dlvida sobre o que ele deveria fazer com a sua.

Por outro lado, ha defini¢cdes circulares de conjuntossgoegerfeitamente validas. Por exem-
plo, considere o conjunto de inteirdsque contém o inteiro 1, nao contém o inteiro 0, contém
X+ 2 ex — 2 qualquer que seja 0 elementae X. Pode-se verificar que o Unico conjurXa@om
estas propriedades € o conjunto dos inteiros imparea.dpéender porque esta definicao € valida
vamos precisar do conceito de inducao matematica, qaevsto no capitulo 5.

2.2 Igualdade de conjuntos

Por definicao, um conjunté & igual aum conjuntoB se, e somente se, todo elementoAde
elemento deB, e todo elemento dB €& elemento déA. Esta condi¢cao, denotada par= B,
significa queA, B sao o mesmo conjunto.

Dito de outra forma, dois conjunt@se B sao diferentesA # B) se, e somente se, existe um
elemento d&\ que nao pertenceB, ou um elemento dB que nao pertenceA

Observe que, como 0s conjuntos nao sao ordenados, o tofijul, 3} € igual ao conjunto
{3,2,1}.
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2.3 Conjunto vazio

E possivel definir conjuntos sem elementos. Dizemos queotglinto évazia Por exemplo,
considere o conjuntd = {X: Xxe Rex=x+1}. Pela regra da secao 2.2, todos 0s conjuntos
vazios sao iguais; ou seja existe um Unico conjunto vagie,e geralmente denotado [Gor

2.4 Rela@o de inclusio

SejamA e B dois conjuntos. Dizemos queé umsubconjuntale B se, e somente se, todo elemento
deA & um elemento dB. Neste caso, dizemos também duesta contido em Bu queB contém
A. Denotamos esta condicao pdc BouB 2 A.

Se existe um elemento deque nao pertenceB entacA nao é subconjunto d& e escrevemos
A ¢ B. De acordo com esta definicao, todo conjunto esta coetiusi proprio e contém o conjunto
vazio; ou sejaA C Ae( C A, para qualquer conjunté.

SeA C B masA # B, dizemos queéA & um sub-conjunt@roprio de B, que denotamos por
A c BouB > A. AnalogamenteA ¢ B significa queA nao & um subconjunto proprio &

2.5 Cardinalidade

Informalmente, dizemos que um conjurAce finito se ele tem um nimero finito € N de ele-
mentos. Este niumero écardinalidadede A, denotada pojA| ou#A. Observe qué¢Al = 0 se e
somente sé = 0.
Dizemos que um conjuntoigfinito se ele nao € finito. Os conjuntisZ, Q, eR sao infinitos.
Conjuntos infinitos ndo podem ter seus elementos listaxjoigceamente. Informalmente, é
comum usar ‘...’ nesses casos, por exemplo

e N=1(0,1,2,...}
e Z={...,-3,-2,-1,0,+1,+2,+3, ...}

Entretanto, esta notacao deve ser evitada pois pode ®égaan Por exemplo, o que &€ o conjunto
{2,3,5,7,...})?

2.6 Opera@es com conjuntos

Para os proximos conceitos sej@ne B dois conjuntos.

2.6.1 UnBo e intersec@o

A unidodeA e B, denotada poAU B, & o conjunto de todos os elementos que estao em pelo menos
um dos conjuntosi ou B.

Exemplo 2.1:SeA={1,2,3}eB={2,3,4,5  entaoAU B ={1,2,3,4,5}.
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A interseccaale A e B, denotada poA N B, & o conjunto de todos os elementos que estao em
ambos 0s conjuntog, e B.

Exemplo 2.2:SeA=1{1,2,3}eB={2,3,4,5} entaoAn B = {2, 3}.

SeAn B = 0 dizemos que os conjuntdse B saodisjuntos

2.6.2 Diferenca, universo, e complemento

A diferenca de A e B o conjunto de todos os elementosAdgue nao estao efd. Este conjunto
e também chamad& menos Bou ocomplemento de B em A & denotado pdk — Bou A\ B.

Em certos casos, & conveniente supor que todos os elententodos 0s conjuntos que nos
interessam pertencem a wuonjunto universabu universg que denotaremos pdd. SeA € o
conjunto universd{, entaold — B & chamado eomplementade B e denotado poB ou B°.

Observe que sAC BentaoAUB =B, An B=AeBCA.

Exercicio 2.2: Dé exemplos em quéAUB)-B=Ae (AUB)-B# A

Exercicio 2.3: SejamU ={neN:0<n<9},A={1234},
B:{xeR:(x—l)(x—3)3=0}eC:{neN:né’lmpar}. Calcule:

1. AuB.
2. An(BUCQC).
3.C-A
4. A cardinalidade d&, BeC.
5. AUC.
Exercicio 2.4: SejamA e B dois conjuntos finitos quaisquer. Encontre uma formulaematica

gue relacionaA|, |B|, AN Bl e|]AU B|.

2.6.3 Diferenca sinétrica

Outra operacao de conjuntos diterenca simétricadenotada poA® B ou A A B, que consiste de
todos os elementos que estao @matamenteim dos dois conjuntos. Isto &,

AaB=(A\B)U(B\A) (2.1)

A figura 2.1 mostra uma representacao grafica das opesalg conjuntos:
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Figura 2.1: Operagbes com conjuntos.

Esta representagao grafica para conjuntos é chamatiagtama de Venrpor ter sido introduzida
pelo matematico inglés John Venn (1834-1923).

2.6.4 Propriedades das operdges com conjuntos

A seguir listaremos algumas propriedades que sao s#isfaelas operagcdes com conjuntos.
e Propriedades da comutatividade

—AUB=BUA
—AnB=BnA

e Propriedades da associatividade

—~ AU(BUC) = (AUB)UC.
—~ An(BNC)=(ANB)NnC.

e Propriedades da distributividade

—Au(BNC)=(AuB) Nn(AUC).
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- ANn(BUC)=(ANnB)U(ANC).

Propriedades da idempoténcia

- AUA=A
-AnA=A

Leis de De Morgan
—~ AUB=ANB.
~-AnB=AUB.

Estas leis levam 0 nome do matematico inglés Augustus dganiq1806—-1871), mas eram
conhecidas desde a antiguidade.

Propriedades do complemento

Propriedades do conjunto universal

-AuU=U.
-AnU=A

Propriedades do conjunto vazio
—AUud=A
-—ANn0O=0.
Exercicio 2.5: Usando diagramas de Venn, verifique que a diferenca seagambém & uma

operacao associativa e comutativa; isto €, JueB=BArAe (AAB)AC = Aa (Ba C), para
quaiquer conjuntos, B eC.

2.7 Conjuntos de conjuntos

Conjuntos podem ser elementos de outros conjuntos. Pompdxeonconjunto
A=10,{2,3},{2,4},{2,4,7}}

€ um conjunto com quatro elementos. B& o conjunto{2, 3}, temos queB & elemento deA
(B € A), masB nao é sub-conjunto d& (B ¢ A). Note qued & elemento deA e também
subconjunto dé\, enquanto qué2} nao € nem uma coisa nem outra.

Em particular, o conjunté = {0} ndoé vazio, pois ele tem um elemento — o conjunto vazio.
Observe quéA| = 1, enquanto qui@| = 0.
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2.8 Conjunto poténcia

O conjunto de todos 0s subconjuntos de um conjénéochamado deonjunto poténciale A, e
denotado pop(A).

Exemplo 2.3:SeA = {1, 2, 3} entaoP(A) = {0,{1},{2},{3}.{1.2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Observe que sA = 0 entaoP(A) = {0}, e seA = {0} entacp(A) = {0, {0}}.
SeA & um conjunto finito, entaP(A)| = 2A. Este fato sera demonstrado no capitulo 5. Por
esta razao, muitos autores denotam o conjunto poténdade 2*.

2.9 Particao

SejaA um conjunto, € um conjunto cujos elementos sao sub-conjuntoA ¢isto €,P C P(A)).
Dizemos queP € umaparticidode A se 0s elementos d@sao nao vazios, disjuntos dois a dois, e
a uniao de todos os elementosklé A. Nesse caso, cada elementoRlé também chamado de
umaparteou blocoda particao.

Exemplo 2.4:SeA=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, 0 conjunto
P=1{{125,6,7},{3},{4,8 10}, {9}
€ uma particao da.

Observe que, para qualquer conjuAtoo conjunto{A} & sempre uma particao de Além
disso, seB & qualquer subconjunto proprio e nao vazioAlé) c B c A), entao o conjunto
{B, A\ B} também & uma particao de

O conjunto vazio tem apenas uma particao, que & o proprfuoto vazio (sem nenhuma
parte).

2.10 Produto cartesiano de dois conjuntos

2.10.1 Produto de dois conjuntos

Indicamos por 4, b) um par ordenadode elementos, no qual &€ o primeiro elemente b € o
segundo element®m par ordenado nao deve ser confundido com um conjuntoidetEmentos,
pois a ordem & importante (por exemplo, o par, 2IY) & diferente do par (2@0)) e os dois
elementos podem ser iguais (como por exemplo no parl@P Dois pares ordenados, b) e
(c,d) sao iguais (sao o mesmo par) se, e somen@se&, eb = d.

SejamA e B dois conjuntos. oroduto cartesianpdenotado poA x B, € o conjunto de todos
os pares ordenadosg, ) coma € Aeb € B. Como no produto cartesiano os pares sao ordenados,
temos queA x B # B x A (exceto quandé = BouA = 0 ouB = 0).
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2.11 Exerdcios

Exercicio 2.6: SejaR, o conjunto dos niUmeros reais. Considere 0s seguintesrgubtos deR:

e (a,b) = {x:a< x< b} (intervalo abert9;
e [ab] = {x:a< x< b} (intervalo fechadp
e (a,b] ={x:a< x<bj}(intervalo fechado a direifp
e [a,b) = {x:a< x< b} (intervalo fechado a esquerija
o (—c0,a)={X:Xx<al,
o (—c0,al ={x:x<a}l,
e (a,0)={x:a<xl}
e [a,0)={x:a<x},
o (-o0,) =R,
Calcule
1. [L3]n(24).
2. (~,2)Nn[-1,0].
3. (~,2)Nn[-1,3].
4. [0,10]U[1,11].

5. (0,00) N (=00, 1).
6. [-3,0]uU (0, 3].
7. (0,5].

Exercicio 2.7: Diagramas de Venn podem ser usados para trés ou mais amjlhn diagrama
de Venn para trés conjunt@s B e C, por exemplo, precisa dividir o plano em 8 regides, corres-
pondendo a todas as possiveis relacdes (pertence quentdoce) entre um elemento e esses trés
conjuntos. Desenhe tal diagrama e use-0 para mostrar astesgormulas:

1. AnBnC.

2. AuUBUC.

3. AuB)-_C.

4. A-B)u(B-C)u(C-A).
Exercicio 2.8: Use diagramas de Venn para verificar as seguintes identidade

1. A-(AnB)=A-B.

2. Au(BNnC)=(AuB)n(AUC).

3. AuB)-C=(A-C)u (B-0C).

4. AuU(B-C)=(AuB)-(C-A).

Exercicio 2.9: SejamA, B e C trés conjuntos finitos quaiquer. Encontre uma formulaematica
paralAuU B U C| em fungao deA|, |B|, |C|, AN B|,|JANnC|,IBNC|e]AnBnNC]|.



Capitulo 3

L 0gica matenatica

3.1 Logica proposicional
3.1.1 Proposi@es e valoresdgicos
Umaproposicacé uma sentenca declarativa que ou € verdadeira ou & Eateanplos:
1. O morcego &€ um mamifero
2. Rio de Janeiro € a capital do Brasil
3. Ha 36 macacos no zoologico de Londres
4. Ataxa de juros do Banco Central vai subir amanha
5. O trilionésimo algarismo decimal deé 7.

Observe que nao & necessario que saibamos se a semt@mrdadeira ou falsa. Este fato pode
depender de informacdes que nao temos no momento (comcentplo 3 acima), de eventos que
ainda nao aconteceram (como no exemplo 4), ou de calcuksad@p temos recursos para realizar
(como no exemplo 5).

Como exemplos de frases qu&osao proposi¢cdes, podemos citar

1. frases interrogativas, com@“que € isto?,
2. frases imperativas, comaéia com cuidadd,
3. certas sentencas auto referentes, coastd frase € falsa.

Uma sentenca declarativa que depende de variaveis podersaderada uma proposicao em
um contexto onde as variaveis tem valor determinado. Ramplo, a sentencae menor que’3
isoladamente nao &€ uma proposicao. Porém, uma vez ga®iodex for definido, ela se torna
uma proposi¢ao. Este ponto sera tratado com mais detalbecao 3.6.

Dizemos que walor logicoou valor-verdadede uma proposicao werdadeirose ela for ver-
dadeira, dalsocaso contrario.

27
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3.1.2 Conectivosbgicos e proposifes compostas

Todas as linguas naturais possummectivos l6gicqszomo “e”, “ou”, “nao”, “se ... entao”, que
permitem combinar proposi¢coes simples para formar @igpes mais complexas. Por exemplo,

1. [Brasilia & a capital do Brasi],e [Montevidéu é a capital da Argentiha
2. [Brasilia é a capital do Brasi],ou[Montevidéu & a capital da Argentiha
3. Se[a taxa de juros cair amanhaentédo[a inflacdo vai aumentar neste njes

4. Nao[havera sessao da meia-noite hoje neste cirjema

Uma proposicao que nao pode ser decomposta em propssigénores ligadas por conetivos
l6gicos é dita umaroposicao simplesuatdomica Nos exemplos acima, os colchetes “[]” indicam
as proposicoes simples.

O valor l6gico {erdadeiroou falso) de uma proposicao deste tipo depende do valor l6gico das
proposicoes simples que a compdem, e da maneira comsa&@asombinadas pelos conectivos.
Assim, se sabemos que a proposi¢cBeesilia & a capital do Brasilé verdadeira, e Montevidéu
€ a capital da Argentinaé falsa, podemos concluir que a proposi¢cao 1 acimasafahas a
proposicao 2 € verdadeira.

3.1.3 Nota@o para clculo proposicional

A légica proposicionalou calculo proposicionalé um formalismo que nos permite determinar o
valor lbgico de proposi¢des compostas, se soubermoaloeeg l6gicos das proposicdes simples
gue a compdem.

A linguagem natural € frequentemente ambigua, e os amsdtigicos podem ter significados
diferentes em sentencas diferentes. Para eliminar estade confusao, & vantajoso traduzir as
proposicdes para uma notacao algébrica, cuja irdEpao seja precisamente definida.

Neste livro, representaremos as proposicdes por letiaigseulas p,q,r,...). Podemos en-
tender estas letras como variaveis que podem ter apenas daisdvalores possiveig,(represen-
tando o valor logicawerdadeirg ou F (falso). Os conectivos lbgicos serao representados por sinais
algébricos especiaisferadoreyaplicados a essas variaveis. Os mais importantes sao:

e CONjUNcaon p A q, significando peq’.

disjuncao p Vv q, significando ‘p ouq”.

negacao —p, significando “naq”.

implicacao p — q, significando “sep, entaoq’”.

equivaléncia p « q, significando p se, e somente sfg,.

Nas proximas secdes, vamos explicar em detalhes esteadapes 6gicos, e definir outros
operadores menos usados.
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3.1.4 Operador de conjun@o

Sep, q sado duas proposi¢coes, entgme' q’ também & uma proposi¢ao, chamaxejuncaode p

e g. Denotaremos essa proposicao pox g. Por definicao, o valor l6gico de A g & verdadeiro
sep e sao ambos verdadeiros. Se qualguer uma das duas progo$igTalsa, ou ambas forem
falsas, o valor d@ A g € falso. Podemos resumir esta definicao por uma tabéddneda-verdade
do operadon:

nmn< <o
< Tl
nmTnnn< >

Exemplo 3.1: A frase “José compra tijolos e vende casas” &€ uma coajuilg”duas proposicdes
atdbmicas, “(José compra tijolos)(José vende casas).”

Note que a palavra “e” em portugués tem varios sentidosiretados correspondem a conjungao
lbgica. Por exemplo a frase “Maria gosta de arroz e feij@@d significa “Maria gosta de arroz
e Maria gosta de feijao” (uma conjuncao de duas propesiz mas sim “Maria gosta de arroz
misturado com feijao” (uma proposicao atdmica).

3.1.5 Operador de disjun@o

Sep, g sao duas proposicoes, entgndu g’ também & uma proposi¢ao, chamadaldguncaode
p e q. Denotaremos essa proposicao por g. Por definicao, o valor Idgico deV q € verdadeiro
se pelo menos uma das duas proposicoes for verdadeirantes forem falsas, o valor gev g é
falso. A tabela-verdade do operadoe

nmn< <o
< <Ll
<< <Ll

Exemplo 3.2: A frase “O cliente tem celular ou laptop” € uma disjunc@diias proposicdes
atdomicas, “(O cliente tem celulay) (O cliente tem laptop)”.

Este conectivo &€ também chamado de “ou inclusivo”, poisnfie que as duas frases sejam
verdadeiras. A frase do exemplo acima & verdadeira serdeliem apenas celular, apenas laptop,
ou celulare laptop.

3.1.6 Operador de negago

A partir de uma proposi¢dp, podemos formar uma nova proposi¢cao com o valor logiastipao
de p. Essa nova proposicao & chamadegacaale p e denotada porp. A tabela-verdade desse
operador é:
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PP
V| F
FlV

Em portugués, a negacao pode ser expressa de variaasfopor exemplo acrescentando a
palavra “nao” antes do verbo ou dizendo que “nao é verdade . .".

Exemplo 3.3: A frase “A casa € de qualquer cor menos branca.” & uma Begéag(A casa &
branca).”

Exercicio 3.1: Uma proposi¢cao compostavével ou possiveke existe uma atribuicao de valores
verdades para as variaveis da proposi¢cao que a tornadesrd. Verifique quais das proposi¢cdes
abaixo sao viaveis.

a) Ppvav-nNA(PV-gV-a9A(pPVarv-asA(=pv-qVv-gA(pvqgyV-s).
b) (pv-gv)A(=pvagV =89 A(pV-qV a9 A(=pVarv=asA(pvqVv-r)A(pV-rVv=s).

c) (pvavinA(pVv-gV-9A(QV-arVvA=PVIVIYA(PVAY -9 A(PY-QV-r)A
(mpVvV-qV S A(=pV-rv=s).

3.1.7 Operador de implica@o

Sejamp, q duas proposicoes. A proposicao ‘@sentaoq”, que denotaremos pgr — , € chamada
deimplicac@oou condicional O valor l6gico dep — ¢ € falso apenas gefor verdadeiro &) for
falso. Nos demais casos, o valor de— q € verdadeiro. A tabela-verdade desse conectivo &
portanto:

plalp—g
VIV] V
VIF| F
FIV| V
FIF| Vv

Note que em l6gica, este conectivo nao pressupde ung@mtausal entrpeq. Por exemplo a
sentenca “se 2 € par entao Brasilia € a capital do B&sérdadeira apesar de ndo haver nenhuma
relacao conhecida entre os dois fatos. Uma outra notasada para este operadqs & g.

Exemplo 3.4: A frase “se José foi para casa, ele perdeu a reuniao” contda implicacao: “(José
foi para casa)~ (José perdeu a reuniao).”

A implicacao & um dos mais importantes conectivos decébg da matematica. Muitos teore-
mas em matematica estao na forma de implicacOes: serdeéela afirmacap (a hipotese pre-
missa ou antecedenfeé verdadeira, entdao outra afirmagia tese conclusdoou consequéncia
também é verdadeira.

Em portugués, a implicacao pode ser expressa de muitesdarmas:

e sep entaoq.

e quandop, temosg.
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e casop, valeq.
e (segue dep.

e pimplicaa.

e gsep.

e ( sempre que.

Em matematica, as seguintes expressdes também sZmusaias para indicar a implicacao
p—0

e p € condicao suficiente pacp
e psomente seq.
e Uma condicao suficiente pagee p.

e p & uma condicao mais forte qge

Dizemos que a implicacap — p € areciprocade p — g. Observe que que ha casos em que
p — g é verdadeira, mas sua recipraga> p é falsa; e vice-versa (vide exercicio 3.4).

A proposicao {p) — (—q) € chamada dawversade p — g. Observe que ha casos em que
p — g é verdadeira, mas sua inversa é falsa; e vice-versa (xateieio 3.5).

Dizemos também que proposicaayj — (—p) € acontrapositivade p — g. Pode-se verificar
gue contrapositiva tem sempre 0 mesmo valor 16gico que@ogicaop — @, quaisquer que sejam
os valores logicos dp e deq (vide exercicio 3.6).

Em vista deste resultado, a implicagde~ q é frequentemente enunciada na forma contrapo-
sitiva:

e sSe naqy, entao nag.

e se(nao vale, entap nao vale.

e quandag € falsa,p também é falsa.
e naoqimplica naop.

e NAOp se naq.

e p € falsa sempre queé falsa.

e ( €& mais fraco que.

e (] € condi¢ao necessaria pgra

e Uma condicao necessaria pgréq.

Exercicio 3.2: Encontre:
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a) A contrapositiva deip — Q.

b) Areciproca de-q — p.

¢) Ainversa da reciproca dg— —p.
d) Anegacao de — —q.

e) AreciprocadepV q.

3.1.8 Operador de equivaéncia

Sep, g sao duas proposicdes, a proposicpsGeé, e somente sqg; € chamada dequivalénciaou
bicondicionalde p e . Denotaremos essa proposi¢ao pos g. O valor logico dep « q &
verdadeiro quandp e g tem o mesmo valor l6gico, e falso caso contrario. A tabelalade deste
conectivo &

Plajpegd
VIV] V
VIF| F
FIV| F
FIF| Vv

Exemplo 3.5: A frase “a encomenda sera enviada se, e somente se, o chaguarido” afirma
uma equivaléncia logica: “[a encomenda sera enviaddd cheque tem fundo].”

Outros simbolos usados para este operadopsaog, p=g,ep = Q.
O conectivo logico “se e somente se” também & muito usadmatematica, e pode ser ex-
presso de varias outras maneiras; como, por exemplo:

p & condicao necessaria e suficiente pra

as condicOep e q sao equivalentes.

sep entaoq, e seq entaop.

p implicaq, e vice-versa.

Alguns autores usam a abreviacgosseq”’ (com dois “s”) para significar f) se e somente se
qH.

3.1.9 Operador de disjun@o exclusiva

Sep, g sao duas proposicdes, denotamosp®Iiq a proposicao “oyp ou g, mas nao ambos.” Este
conectivo &€ chamado absjuncéo exclusivau p eq. O valor logico dep & q € verdadeiro s e

g tem valores lbgicos opostos, ou seja, exatamente um eelegliadeiro. A tabela-verdade desse
conectivo &
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plalpeq
VIV] F
VIF| Vv
FIV] Vv
FIF| F

E importante observar que, em portugu@s, o conectivo “edepsignificar tanto a disjuncao
inclusiva (/) quanto a disjuncao exclusiva), Por exemplo, na frase “o original foi enviado pelo
correio, ou [o original foi enviado] pelo malote,” entenskegue o “ou” & exclusivo, pois o original
nao pode ter sido enviado pelos dois meios. Por outro laalfrase “a bateria esta descarregada
ou o tanque esta vazio” o “ou” deve ser entendido como in@yupois nada impede que as duas
condicOes sejam verdadeiras. A interpretacao cogex@mente depende do contexto, e em alguns
casos pode ser impossivel determinar qual dos dois ser&tidajue o autor da frase pretendia.

3.1.10 Preceéncia dos operadoresdgicos

Em uma proposicao que usa dois ou mais operadores Iogmo®p VvV gAr, a ordem em que eles
devem ser aplicados € muito importante. Podemos semprgaigmteses para indicar a ordem
correta, por exemplop(V ) Ar oup V (g A r). Observe que estas duas proposi¢cdes podem ter
valores logicos diferentes, para certas proposigogser.

Assim como na algebra, & Util estabelesgras de precedéncientre operadores, que determi-
nam uma ordem convencional de aplicacao mesmo na aas#nparénteses, COmo na proposi¢ao
PV QAT.

A tabela a seguir estabelece as precedéncias tradicosisperadores l6gicos.

Operador| Precedéncia
- 1
A 2
V,® 3
-, 4

Assim, por exemplo, a proposica@ A g — r & S A u deve ser entendida como-(g) A q) —
(re(sAv)

Para memorizar as prioridades relativasrde v, basta lembrar que (“e”), na algebra de
Boole, era representado por multiplicacao; enquantovg{feu”) era representado por uma soma
modificada. Assim, a proposi¢cdoV g A r, por analogia conx + y x z, deve ser entendida como
pVv(gQAT)enaocomogVv g Ar.

Em matematica, diz-se que uma operaga®@associativase K x y) x z & igual ax x (y x 2),
guaisquer que sejam Yy, ez. Nesse caso, podemos omitir os parénteses dessas duasfire
escrever simplesmentex y x z. A soma e a multiplicagdo de nUmeros reais, por exemplo, s
operagdes associativas; enquanto que a subtraca@ nao

Dentre os conectivos 16gicos que vimos até agora, e ® sao associativos. Portanto, podemos
escrevelpv gVvr,pAgqAroup®qaer, semrisco de ambiguidade. Por outro lado, a féormula
p — q — r & ambigua, poisg(— ) — r nao €& equivalente p — (q — r). (Isto pode ser
verificado construindo as tabelas-verdade.)
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E tradicional considerad como tendo menos prioridade que(Em parte, isso se deve ao uso
de “+” para denotam em certas areas da matematica.) Por outro lado, ndo hdradicao forte
para interpretar combina¢cdes@deomy, comop @ qVr.

Alguns autores usam a convencao de que formulas com daisais operadores nao associ-
ativos de mesma prioridade, compo— g — r, devem ser avaliadas da esquerda para a direita;
ou seja p — ) — r. Note que esta convencao também & usada em algebyemaléx —y — z
deve ser entendida comg € y) — z, e nao com — (y — z). A mesma regra poderia ser usada
para interpretap @ q Vv r. Mas, por via das dividas, & aconselhavel usar paestessses casos.

O mesmo vale para» em relagdo a», comop — q < r. Para evitar equivocos, & aconselhavel
sempre usar parénteses.

O conectivo— também & associativo portanto as formulps<€ ) < rep < (q « r) sao
equivalentes, e portanfp < g < r nao € ambigua. Porém muitos autores tem o habito de usar
a notaca@ < q « r para significarp < g) A (q < r), ou seja, que as trés proposicies, e
r tem o mesmo valor l6gico. Entretanto, esta afirmacaoeg@ivale nem aff & Q) < r, nem a
p « (q < r). O leitor precisa tomar cuidado para nao se confundir cese abuso de notacao.

3.2 Afirmacoes auto-referentes

Ja mencionamos que a afirmacoes que referem a si mesmas;€sta sentenca é falsa”, nao sao
proposicoes logicas. Tais afirmacdes, relacionadasaParadoxo do Barbeiro, sempre foram um
problema para a l6gica matematica, que nao tem maneisfasarias de lidar com elas.

Este problema surge mesmo quando ha varias afirmac@segteferenciam entre si. Por
exemplo, na frase “a sentenca seguinte é falsa, e a sardaterior &€ verdadeira”, embora possa
ser analisada como uma conjungaa g, hao € uma afirmacao logica porgo@ uma afirmacao
sobreq e vice-versa. Um exemplo mais elaborado é o seguinte

Exemplo 3.6: Considere uma lista de 100 proposicdgs,p1, - . ., Peg, Onde cada proposicam,
diz “exatamenten das proposi¢des desta lista sao falsas.”

Exercicio 3.3:
Sejamp e g as proposi¢cdes "a eleicao foi decidida’e "os votos e@ntados”, respectivamente.
Expresse cada uma das proposicdes compostas a seguiuotarsentenca em portugués.

a) —p

b) =pAq

c) =q— —p

d) ~qv(=pAaq)

Exercicio 3.4: Mostre, pelas tabelas-verdade, que ha casos enp gueg € verdadeira, mas sua
reciprocaq — p é falsa; e vice-versa.

Exercicio 3.5: Mostre, pelas tabelas-verdade, que ha casos enp gueq € verdadeira, mas sua
inversa Gp) — (—Q)
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Exercicio 3.6: Mostre, pelas tabelas-verdade, que a propogica&oq e sua contrapositiva-¢) —
(=p) tem sempre 0 mesmo valor ldgico, quaiquer que sejam osegalidgicos dep e deq.

Exercicio 3.7: Mostre que a inversa de uma implicagée» g & a contrapositiva da reciproca.
Exercicio 3.8: Mostre que a inversa de uma implicagi&e»> g € a reciproca da sua contrapositiva.

Exercicio 3.9: Considere qu@, —~qer sao proposi¢cdes verdadeiras. Verifique quais das aftresac
sao verdadeiras.

a) p—aq.
b) q— p.
c) p—(qvr).
d) pea.
e) per.
f) (pva)—p.
9) (pAQ) —a.

Exercicio 3.10: Um conectivo muito importante para projeto de circuitogidos & o operador
ndo-eou (nand, que denotaremos pay, definido porp A g =/(p A ). De maneira analoga
temos o operadan&o-ouou (nor), denotado por, e definido porp v g =/p Vv g). Construa as
tabelas-verdade dos operadores V.

Exercicio 3.11: Encontre formulas envolvendo os conectivgsv e — para as variaveig e y da
tabela-verdade abaixo:

< <|lo
<7<
<7< <%
< < T

Exercicio 3.12: Construa a tabela-verdade de cada uma das proposicoes:

a) (pAd) — (pVva).
b) (p—0d) — (a— p).
c) @—-p) e (pea).
d) (pe ge(pe —a).
e) (ped — (ps—0).
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3.3 Manipulacao logica de proposi@es

O objetivo da l6gica proposicional € identificar as déksce transformacdes de proposi¢cdes com-
postas cuja validade independe da natureza das suas gig®aiomicas, e dos valores l6gicos
destas.

Por exemplo, veremos mais adiante que qualquer promos@aposta da forma A (p A Q)
pode ser substituida p@rA q; pois, qualquer que sejam as proposicpesq, os valores l6gicos
depA (pAQ)epAqsao sempre iguais. Nesta secao, veremos as princigassraeste tipo.

3.3.1 Tautologias e contradiges

Uma tautologiaé uma proposicao composta que &€ sempre verdadeirgogeaique sejam 0s
valores logicos das proposi¢cdes simples que a compd@m.seja, uma proposicao composta
€ uma tautologia se e somente se a coluna de resultado dab®la-verdade contém somente
valores logicos verdadeiro¥).

Por exemplo, a proposi¢cgnV (—p) tem a seguinte tabela-verdade:

pV(=p)

nn< <o
i
<<'r|'r|_o

<K<K

Podemos concluir entdo que a proposigao (—p) € uma tautologia. Observe que a veracidade
de uma tautologia &€ uma propriedade de sua forma, e € indept dos significados de suas
proposicdes simples. A tautologia mais simplas. e

Umacontradicacé uma proposi¢cao composta que & sempre falsa, quaiggesejam os valo-
res logicos das suas proposi¢cdes atdmicas. Portam@puoposicao composta € uma contradicao
se, e somente se, sua tabela-verdade contém somertesua coluna final E facil ver que a
proposicam A (—p) € uma contradicao.

Em particular, a negacao de uma tautologia & sempre umteadicao, e a hegacao de uma
contradicao & uma tautologia. A contradicdo mais s&spF.

Exercicio 3.13: Construa as tabelas-verdade das proposi¢des abaixterende se elas sao tau-
tologias, contradi¢cdes, ou nem uma nem outra.

a) (pA-0) = (QV-p).
b) —=p— p.

c) —pep.

d) (pA=p)— P

e) (pA-p)—a.

f) (pA=0Q) & (p— ).
9) (Peg e (g p).



3.3. MANIPULACAO LOGICA DE PROPOSIQES 37

Exercicio 3.14: Construa as tabelas-verdade das proposi¢cdes abaixterende se elas sao tau-
tologias, contradi¢cdes, ou nem uma nem outra. Note quérasufas dependem de 3 variaveis,
portanto a tabela verdade terh=2 8 linhas.

g9 (p—a) <r) e (p—(qer)).
) (p=aDA(@—=1)—>(p—T)

3.3.2 Equivakncia lbgica

Duas proposi¢cdes compostag g sao ditadogicamente equivalentes® elas tem valores lo6gicos
iguais, para qualquer combinacao de valores logicossgjem atribuidos as suas proposicdes
atdmicas. Em outras palavrgse g sao logicamente equivalentes se e somente seqg € uma
tautologia.

Por exemplo, podemos verificar, pela tabela-verdade, gpeassicdes compostase —(—p)
sao equivalentes, ou seja, qoue> (—(—p)) € uma tautologia:

p|-p|-(=p) | pe (=(=p)
V| F Y; Y;
F|V F V

Este resultado & conhecido coteoda negacao dupla
Como outro exemplo, podemos verificar que a proposjgae q € equivalente ag — ) A
(g — p); ouseja, qued « q) < ((p— g) A (g — p)) € uma tautologia:

plajpealp—oglg-opl(eoar@—p||(peae ((PoaA@—p)
VIV] Vv Y Y Y Y
V|F| F F Vv F Y
FIV| F Vv F F Y
FIF| V Vv Vv Vv Y

Assim como a propriedade de ser tautologia ou de ser cog@@d equivaléncia logica de duas
proposicdes depende apenas da sua forma, e nao depesigaiticado das proposi¢cdes atdmicas
gue ocorrem nela. Assim, por exemplo, a proposigae q pode ser verdadeira, dependendo das
proposicded e g; mas nem por issp € logicamente equivalentega

Podemos dizer, portanto, que uma tautologia &€ uma prgmmkigicamente equivalente/g e
uma contradicdo € uma proposicao logicamente ecgntalaF.

3.3.3 EgquivaEncias bgicas importantes

A seguir listaremos algumas equivaléncias logicas itgpoes. O leitor pode se convencer da
veracidade delas construindo as respectivas tabelaadesrd

e Leis de elemento identidade

— p AV equivale ap
— pV F equivale ap
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— p < V equivale ap
— pe& F equivale ap

Leis da idempoténcia

— p A pequivale ap
— pV pequivale ap

Leis de dominacao

— pVV equivale av
— p A Fequivale &

Leis da comutatividade

— pVvgequivaleagVv p
— pAQequivaleag A p
— pe gequivaleag < p
— p®qequivale e p

Leis da associatividade
—(pvQ) VvrequivaleagVv(qVvr)
—(pAQg)Arequivaleap A (QAT)
—(peqg)erequivaleag o (qer)
— (p@qg)erequivale apad (qer)

Leis da distributividade

—pVv(gAr)equivaleapvg A(pVvr)
—pA(QVvr)equivaleapAqQ) V(pAT)
— pA(ger)equivaleapArg)e(pAr)

Leis de De Morgan

— =(p A Q) equivale a-p Vv -q
— =(pV Q) equivale a=p A =q

Leis da implicagao

— (p— qg)equivaleatpVvQ)
— =(p — q) equivale ap A —Q)

Lei da contrapositiva

— (p — q) equivale a{q) — (-p)

CAPITULO 3. LOGICA MATEMATICA
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e Leidareducédo ao absurdo

— p— gequivaleapA-q) — F

Exercicio 3.15: Verifique cada uma das equivaléncias acima, construindbeda-verdade para as
duas proposicdes.

Exercicio 3.16: Verifique quais das seguintes afirmagdes sao corretas:

a) (-pA(pV Q) é logicamente equivalentega

b) ((p — g) — r) & logicamente equivalente p & (g — 1)).
c) ((p < q) < r) élogicamente equivalente p & (q < r)).
d) p— (gAr) élogicamente equivalente p & g) A (p — ).
e) (pVv Q) — r élogicamente equivalente p r) A (qQ — ).

Exercicio 3.17: Use a tabela-verdade para provateas de absorcéo

a) (pV (pAQ)) & logicamente equivalentem
a) (pA(pV Q) e logicamente equivalentem

Exercicio 3.18: Quais proposicdes sao logicamente equivalentes?

a) pA-Q.
b) p—aq.
c) ~(=va).
d) g— -p.
e) pVv —q.
f) =(p— Q).
9) p— 0.
h) -p—- —q.

Exercicio 3.19: Encontre uma férmula usando apenas os conectives- que seja logicamente
equivalente ar(A =p) v (g A —=r). Justifique sua resposta com a tabela-verdade.

Exercicio 3.20: Encontre uma formula usando apenas 0s conectiv@s— que seja logicamente
equivalente @ A g. Justifique sua resposta com a tabela-verdade.

Exercicio 3.21: Encontre uma uma proposicao usando 0s conectiv@sd que seja logicamente
equivalente g Vv q. Justifiqgue sua resposta com a tabela-verdade.

Exercicio 3.22: Use as leis de equivaléncia logica vistas acima para émcofdormulas mais
simples que sejam logicamente equivalentes as seguirpssicoes:

a) ~(-pva) Vv (pA-r).
b) ~(=pAqg)V(pA-r).
c) (PAT)V(=rA(pVa).
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3.3.4 Implicacao logica

Sejamp e g duas proposi¢des. Dizemos gpémplica logicamente gep — ¢ &€ uma tautologia.
Nesse caso, dizemos também gue q & umamplicacao l6gicaou g & umaconsequéncia logica
de p Mais geralmente, sejamy, p,,. .., Pn Uma colecao de proposi¢cdes. Dizemos que essas
proposicoesmplicam logicamente ge (01 A p2 A - -+ A pPn) — q & uma tautologia.

Observe que se uma implicacpo— q € verdadeira, sua conclusg@ode ser verdadeira ou
falsa; mas se tanto a implicacdo quanto a hipéfesao verdadeiras, entdao a conclusgaeve
ser verdadeira. Isto €, as proposi¢cies p — g implicam logicamente. Isso significa que, se
estabelecemos de alguma forma que verdadeira, e qup — ( € verdadeira, podemos concluir
queq é verdadeira. Esta implicacao logica & chamiadl@o modus ponens & frequentemente
usada nas demonstracdes de teoremas em matematicareiriess algumas implicacdes logicas
mais conhecidas. As letrgsq, r representam proposi¢oes arbitrarias.

e Leidaadicao

— pimplica logicamente Vv g

Lei da simplificacao

— p A qimplica logicamente

Lei do modus ponens
— pep — qimplicam logicamenteg|

Lei do modus tollens

— p — ge-qimplicam logicamente:p

Silogismo hipotético

— p— geq — r implicam logicamentg — r

Silogismo disjuntivo

— pV qe-pimplicam logicamenteg

Demonstracao por absurdo
— p — F implica logicamente-p

Exercicio 3.23: Verifigue cada uma das implicagdes acima, construindbeldaverdade para as
duas proposicdes.

Exercicio 3.24: Verifique quais das seguintes afirmagdes sao corretas:

a) (p— (gVvr)) implica logicamente emp(— Q).

b) (p — q) implica logicamente enr (A p — Q).
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c) ((pVv g — r) implica logicamente emp(— r).

d) ((p — g) A =p) implica logicamente emq.

e) (p < g) implica logicamente emp(— Q).

f) (p — g) implica logicamente emp(« Q).

g) (p — q) implica logicamente em.

h) (pVv Q) A (=pVr)implica logicamente eng(V r).

i) (p— 9) A(g— r)implica logicamente emp(— r).

3.3.5 EquivaEncia em contexto espéfico

As equivaléncias e implicacdes logicas acima saolatex) isto &, podem ser usadas quaisquer
gue sejam as proposicoes simples representadas pekaseiar

Neste sentido, por exemplo as formujas—» g e p A q hdao sao equivalentes; pois, quando
substituimogp = F eq = F, a primeira & verdadeira e a segunda & falsa. Porém, bersoos de
alguma maneira, que a afrmacp® g € verdadeira, entdo a combinagie F e q = F ndo pode
ocorrer. As tabelas-verdade dessas formulas sao:

P dpeod|pAgipVg
F F| V F | F
F V| F F | v
V F| F F | v
VV|IV |V |V

Observe que, em todos os casos onde a formulag € verdadeira, a afirmacgm < g tem o
mesmo valor l6gico de que A g. Portantosupondo que  q € verdadepodemos dizer que as
duas outras proposicdes sao logicamente equivalentes.

Em geral, podemos dizer que duas proposicdes compeastas|givalentes se tiverem o mesmo
valor l6gico para todas as combinacdes de valores dgxsapssicoes simplegue forem permiti-
das pelos fatos conhecidos sobre as mesmas

3.4 9dntese de proposiges

3.4.1 Formas normais disjuntivas e conjuntivas

Dada uma tabela-verdade com determinadas variaveisalgé sempre possivel construir uma

proposicao composta com essas mesmas variaveis quesartabela-verdade. Podemos construir
essa proposi¢ao tomando todas as linhas da tabela em @seltado desejado € verdadeiro, e

escrevendo para cada linha uma férmula l6gica que é gdenmdapara essa combinacao de valores
das variaveis, e falsa para todas as outras combinaéaesisto, podemos usar uma conjuncao de
variaveis ou suas negacoes. A disjuncao de todas Essasas € a proposicao desejada.
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Por exemplo, suponha que queremos construir uma pr@mrsggie tem esta tabela-verdade:

<< T Tno
< T < Tla
n<<T-=

Para a segunda linha, precisamos de uma formula qu&/ s|gjanas quandp = Feq = V. Para
isso podemos usar a formulaf) A . Para a terceira linha, a formulapé\ (—q). A proposicao
desejada é entao

(=P Aa)V (pA (=0)
A formula obtida desta maneira — uma disjun¢ao de cojijasccujos termos sao variaveis ou
suas negacoes — & chamaddatena normal disjuntivaA constru¢cao acima nos permite concluir
gue toda proposi¢cao composta tem uma forma normal diggumptie lhe & logicamente equivalente.

Outra maneira de construir uma proposicao a partir de alueld-verdade é considerar cada

linha em que o resultado desejadd-g£e escrever uma formula que € falsa apenas para essa
combinacao de variaveis. Esta formula pode ser umardjgp das variaveis e suas negacoes.
A conjuncao dessas férmulas € a proposicao desejadaartir da tabela acima, por exemplo,
obteriamos

(pva)A((=p) Vv (=a)
A férmula assim obtida &€ chamadafdema normal conjuntiva

Exercicio 3.25: Considere a tabela-verdade abaixo:

< K<KTTTN<< T 7o
mTnnn<nn<<Twn

< << <TTmTmTo

1. Construa uma proposi¢cao composta na forma normaintiigicom essa tabela-verdade.

2. ldem, na forma normal conjuntiva.

3.4.2 Sistemas completos de operadores

A construcao da forma normal disjuntiva (ou conjuntivajrpite concluir que toda proposicao
composta, usando quaisquer conectivos, & logicamenieaégnte a outra proposicao que usa
apenas 0s conectivog, A e -. Dizemos entao que estes trés conectivos formansistema

completade operadores l6gicos.

Exercicio 3.26: Prove que 0s conectivos e -, sozinhos, constituem um sistema completo de
operadores logicos. Idem pavee —.



3.5. DUALIDADE LOGICA 43

Exercicio 3.27: Prove que 0s conectivas e A, sozinhos, constituem um sistema completo de
operadores logicos. (Dica: prove que € possivel obtgrepamlor- combinando esses dois opera-
dores.)

Exercicio 3.28: Prove que o conectiva (n&o-e), sozinho, constitui um sistema completo de ope-
radores logicos. Idem para(nao-ou).

3.5 Dualidade bgica

Sejap uma proposicao que usa apenas o0s conectiyns e —. A proposicao duaé obtida a partir
de p trocando-se toda ocorréncia gepor A, e vice-versa; bem como toda ocorréncialdpor

F, e vice-versa. Por exemplo, a dual da proposigia ¢g) Vr é (pVv —q) Ar. A dual de uma
proposicag é geralmente denotada por. Note que p*)*, a dual da dual, &€ a proposicao original
p.

Em geral,p e p* ndo sao logicamente equivalentes. Entretantp,essama tautologiap* € uma
contradicao, e vice-versa. Alem disso, prova-se queuss groposicdep e g sao equivalentes,
entaop’ e g° sao equivalentes, e vice-versa. Esta propriedade nostpavbter equivaléncias
lbgicas a partir de equivaléncias ja demonstradas.

Por exemplo, considere as duas leis de distributividade, steéorev e v sobrea:

pA(qVr)éequivalenteagAq) VvV (pAT)

pV(gqAr) éequivalenteagvV ) A(pVr)

Uma vez provada a primeira equivaléncia, ndo precisammspa segunda: basta observar que
pV (gATr)éaproposicao dualden (qvr),e(pVvag A(pvr)éadualdegAaqg) Vv (pAr).

Exercicio 3.29: Escreva a proposicao dual deA q) v =(p Vv r).

Exercicio 3.30: Qual & a relacao entre as tabelas-verdade de uma prapascde sua proposicao
dual p*?

Exercicio 3.31: Encontre uma proposicao composta com duas variavgisal$, que seja logica-
mente equivalente a sua proposi¢cao dual usando apengser@siores/, A e— .

Exercicio 3.32: Para definir o dual de um operador légico binario qualguiebasta encontrar
uma formula equivalente p.® g que use apenas os operadokes/, e -, e definir um operada®

tal quep ® q seja equivalente a proposicao dual dessa formula. btsepeocesso para definir os
operadores duais de, ®, —, vV e A. Em cada caso, determine se o dual & um operador conhecido.

3.6 Logica de Predicados
Umaproposicao abert& uma proposicao que depende de uma ou mais variaveisxgmplo

e “X+ 1 & maior quex’.
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e “0 quadrado de € 16”.
e “X & um numero primo”.
e “X & maior quey”.

e ‘X+y=2X+Z7

Em geral, o valor I6gico de uma proposi¢cao aberta depdodevalores das variaveis que nela
ocorrem. Por exemplo, a fras& & maior quey” € verdadeira se os valores dey forem 7 e 4,
mas é falsa se os valores forem 10 e 21.

Para certos valores, a frase pode até mesmo nao fazaetsquir exemplo, X € maior que/’
nao faz sentido seey forem numeros complexos, ou séor uma matriz ¢/ for um namero real.
Com esta ressalva, sempre que substituimos as variaveimd proposicao aberta por valores
aceitaveis, obtemos unm@oposicdo fechadaque nao depende de nenhuma variavel — e que
portanto pode ser tratada como uma proposi¢cao atdmicaldolo proposicional.

No restante deste capitulo, usaremos letras minUsgulasz para denotar variaveis. Usa-
remos também letras mailscuRsQ, R, ..., seguidas por uma lista de variaveis distintas en-
tre parénteses, para denotar proposi¢coes abertas paed#sn dessas variaveis. Por exemplo, a
notacaoP(x) pode representar a fras& & um namero primo”, €)(X,y) pode representary“e
maior quex’.

Os simbolos, Q, R, ...sao chamados geedicadose podem ser entendidos como funcdes
gue, dados valores das variaveis, assumem um valor |@giamu V). Como na algebra, de-
pois de definido um predicad®(x,, Xo, . . ., X,), usaremos a notac®gvy, V-, . . ., V) para indicar a
substituicao da variaved pelo valorv,, x, pelo valorv,, etc.. Por exemplo, 8(x, y) foi definido
como a proposicao abertg & maior quex’, entaoQ(3,z + 1) representa a afirmacaa ¥ 1 &
maior que 3”. Assim como na algebra, supde-se que todasagieacias da mesma variavel na
proposicao sao substituidas pelo mesmo valor.

3.6.1 Quantifica@o universal

A substituicdo de variaveis por valores explicito® réda Unica maneira de transformar uma
proposicao aberta em uma proposi¢ao atdmica. Outreimeé a chamadquantificacdo uni-
versal que &€ uma afirmacgao do tipo “para todoo conjuntoD, P(x)".

Denotaremos esta frase p#ix(e D)P(x). Nesta frasel (o dominioda quantificacao) pode ser
gualquer conjunto previamente definidgyode ser qualquer variavel R¢x) qualquer proposicao
gue depende dessa variavel, que tenha valor l6gico benmidieSempre que for substituido por
um elemento d®.

Por definicao, a fras&/& € D) P(X) & verdadeira se, e somente se, a propogt¢&ofor sempre
verdadeira quando substituimos variaxglor qualquer elemento do conjurlo Se houver um
(ou mais de um) elemento d& que tornaP(x) falsa quando atribuido a variavel entdo a frase
(Vx € D) P(x) € falsa.

Por exemplo, s@(x) representa a frase<+ 1 & maior quex’, entao a frase (x € Z) P(x)”
€ verdadeira, pois, se substituirmopor qualquer nUmero inteiro, a afirmacB(x) sera sempre
verdadeira.
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Por outro lado, s€(x) representa a frasexe um nimero primo”, entdo a frase/¥ € N) P(x)”
e falsa; pois, embora as afirmac®¥8) eP(17) sejam verdadeiras, a afirmad¢¥6) (por exemplo)
é falsa.

Em geral, se 0 domini® & um conjunto finito, com elementas, v», - - - , V,, €ntao a frase
(Yx € D) P(x) & equivalente 8(v1) A P(V2) A - -+ A P(V).

Exercicio 3.33: SejamN o conjunto dos nimeros naturais, e suponhaR{u significa “ x & par
", Q(X) significa “x & divisivel por 3" éR(X) significa “x & divisivel por 4”. Escreva em linguagem
natural (portugués) cada uma das proposi¢cdes a segigiteamine seu valor-verdade:

a) (Vx e N)P(x).

b) (Vx e N)P(x) v Q(X).

c) (Vxe N)P(x) - Q(x).

d) (Vxe N)P(X) Vv R(X).

e) (Vxe N)P(X) A R(X).

f) (Yxe N)R(X) — P(x).

9) (VxeN)P(x) = —~Q(x).
h) (Yxe N)P(x) - P(x+ 2).
i) (YXeN)R(X) — R(x+ 4).
) (YxeN)Q(x) = Q(x+1).

3.6.2 Quantificag@o existencial

Outra maneira de transformar uma proposi¢ao aberta emadecé através dguantificacao exis-
tencial que tem a forma “existe umno conjuntoD tal queP(x)".

Denotaremos esta frase paix(e D) P(x). Aqui também, o domini® da quantificacao pode
ser qualquer conjunto ja definid&;pode ser qualquer variavel;R{x) qualquer proposicao que
depende dessa variavel.

Por definicao, a frase 3k € D) P(X)” &€ verdadeira se, e somente se, existir pelo menos um
elemento deD que, atribuido a variavet, torna a afirmaca®(x) verdadeira. A frase fqx €
D) P(x)” é falsa se, e somente se, hdo existe nenhum elememMade essa propriedade.

SeD & um conjunto finito com elementeos, Vs, - - - , v, €ntao a frasedx € D) P(X) &€ equiva-
lente aP(v1) V P(V2) V - -+ vV P(Vy).

Como exemplo, denotemos pefx) o predicado X & um nimero primo”. A proposicadx €
N) P(x) & verdadeira, pois, por exemplo, a afirma&d) (“7 € um nimero primo”) & verdadeira,
e 7 € um elemento d¥. Por outro lado, s€(y) & a proposicao aberty € igual ay + 1”7, entao
a frase “@y € R) Q(y)” é falsa; pois, qualquer nimero real que for atribuido a afirmacad)(y)
(“y éigual ay + 1") é falsa.

Exercicio 3.34: SejamN o conjunto dos nimeros naturais, e suponhaR({ugsignifica “x & par”,
Q(X) significa “x & divisivel por 3" eR(x) significa “x & divisivel por 4”. Escreva em linguagem
natural (portugués) cada uma das proposi¢cdes a segigiteamine seu valor-verdade:

a) Axe N)R(X)
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b) (A@x e N)P(x) v Q(X).

c) @Axe N)P(X) — Q(X).

d) (Axe N)Q(X) — Q(x+ 1).
e) @xeN)P(X) —» Q(x+ 1).

Exercicio 3.35: SejamN o conjunto dos nimeros naturalB(x,y) € “x + 2 > y". Escreva as
proposicdes listadas abaixo em linguagem natural (Qoés) e atribua o valor-verdade correspon-
dente a cada uma delas:

a) (Ax e N)(Vy € N) P(x,y).
b) (Ax e N)(Ay € N) P(x,y).
c) (Ay e N)(Yy € N) P(x,y).

3.6.3 Quantificador de exiséncia e unicidade

Na matematica sao comuns afirmac¢des do tipo “existéinito xno conjuntoD tal queP(x).”
Esta afirmacao é frequentemente denotadafierg D) P(X).

Observe que, assim combpode ser visto como uma disjuncao inclusivao quantificador
3! pode ser visto como uma disjunc¢ao exclusi/aOu seja, S® = {X1, X, ..., X3}, & Proposicao
(A'x € D) P(x) significa que umag apenas umadas afirmacdeB(x;), P(X), ..., P(x,) & verda-
deira.

Porém, note que esta afirmag&@mé equivalente 8(x;)®P(x)&- - -®P(X,). Pode-se verificar
gue esta afirmacao significa que um nimero impar dessesdesao verdadeiros.

Toda formula @!x € D) P(x) pode ser escrita em termos dos quantificadores ja definidos

((@x e D) P(x)) A ((vx € D)(Yy € D) (P(X) A P(y)) = x=Y))

3.6.4 Quantifica@o sobre o conjunto vazio

A afirmacgao “existe um estudante com mais de duzentos ar@gapta de fisica” & obviamente
falsa; pois nem sequer existem estudantes com essa idade, manos que gostem de fisica.
Esta afirmacao pode ser escriix (€ D) P(x), ondeD €& o conjunto dos estudantes com mais de
duzentos anos de idadelPéx) denota a afirmacaocgosta de fisica”. De modo geral, se o dominio
D é vazio, a afirmacao Ax € D) P(x)” é falsa, qualquer que seja o predicado P

Considere agora a afirmacao: “todos os estudantes condmdiszentos anos de idade gostam
de fisica.” Qual o valor l6gico desta frase?

Na notac¢ao acima, esta afirmacao pode ser esghita (D) P(x). A questao &: qual o valor
lbgico da afirmacaoP(x) & verdadeira, para qualquer elemertde D”, se D nao tem nenhum
elemento?

Verifica-se que, quando o dominibé vazio, a interpretacao mais consistente & considerar
frase fx € D) P(x) verdadeira, qualquer que seja o predicado Bizemos que tais afirmacodes
saoverdadeiras por vacuidaddem particular, a frase “todos os estudantes com mais denthsze
anos de idade gostam de fisica” deve ser considerada weiralad

Por outro lado,
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3.6.5 @lculo de predicados

A area da logica que trata de predicados e quantificagarkarnadaalculo de predicadasAssim
como no calculo proposicional, no calculo de predicadiigdam-se as regras de raciocinio que
valem paraguaisquerpredicados. Em particular, estamos interessadosggrivaléncias l6gicas
implicacdes logicagntre proposi¢cdes com quantificadores.

Assim como no calculo proposicional, definimos utaatologiado célculo de predicados
como sendo uma proposicao com dominios e predicadoBanb que & verdadeira quaisquer
que sejam as definicdes que adotemos para os mesmos. Umplexevial & a proposicao (x €
D) P(x) v =P(x)”. Dizemos também que duas proposi¢coes quantificapdas saologicamente
equivalentesep « & uma tautologia, e queimplica logicamente gep — q & uma tautologia.
Por outro lado, umaontradicdoé uma proposicao que é falsa quaisquer que sejam asgéefini
adotadas para seus predicados; como, por exemghoe‘0) P(x) A =P(X)".

3.6.6 Negado de quantificadores

Um exemplo importante de equivaléncialogica no caldelpredicados sao as regras pagacao
de quantificadores

e —[(¥x e D) P(X)] &€ equivalente aix € D) =P(X)
e —[(Ix € D) P(x)] &€ equivalente afx € D) —=P(x)

Ou seja, podemos trocar as posi¢cdes do operador deategagd quantificadodesde que
também troquemos o tipo de quantificad@grpor 3, e vice-versa). Ressaltamos que estas equi-
valéncias valem para qualquer predicdle qualquer domini®, e, naturalmente, qualquer que
seja a variavel usada nos quantificadores.

Por exemplo, considere a afirmacdo € N)n+1 > 2. O valor l6gico dessa afirmacao é falso,
pois a proposicao aberta+ 1 > 2” nao vale quanda = 0 ((0+1) = 1 e 1 nao & maior que 2). Por
outro lado, este mesmo exemplo mostra que existae tahque a afirmacao contraria4 1 < 2”
€ verdadeira; isto €, quéar € D)n+ 1 < 2 &€ verdadeira.

Lembramos qué/, de certa forma, representa varias conjunc@g@srfo mesmo sentido que
gued representa varias disjuncded.(Observe portanto que as regras para disjuncao de Guanti
cadores sao analogas as leis de De Morgan para negagae \d.

Estas regras valem também quando o domihi® vazio. Alias, a principal justificativa para
a regra da secao 3.6.4 € justamente fazer com que as degregacao de quantificadores sejam
validas em todos os casos. Por exemplo, considere a afiorfegiste um estudante com mais
de duzentos anos de idade que nao gosta de fisica”, oube@aD) -P(x) ondeD & o conjunto
(vazio) dos “estudantes com mais de duzentos anoB(xgé a frase X gosta de fisica”. Esta
afirmacao & obviamente falsa; e portanto sua negagétx € D) -P(x)), deveria ser verdadeira.
De fato, pelas regras acima, a nega¢ao desta fifS € D) —=P(x)) & (¥x € D) =-=P(X), ou seja
(Yx € D) P(x); e, conforme definimos na secao 3.6.4, esta afirmagawaéor [b6gico verdadeiro.

3.6.7 Distributividade de quantificadores

Em alguns casos, €& possivel trocar a ordem de quantifieedom outros conectivos logicos. Por
exemplo, lembrando quérepresenta uma série de conjunc@es qued representa uma série de
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disjuncdes/, podemos concluir que
e (Yxe D) (P(X) A Q(X)) equivale a ({x € D) P(x)) A ((¥Yx € D) Q(X)).
e (Ix e D) (P(X) v Q(X)) equivale a (ix € D) P(x)) Vv ((3x € D) Q(X)).

3.6.8 Traduzindo linguagem natural para proposi@es quantificadas

A codificacao de proposi¢des da linguagem natural emditas com quantificadores nem sempre
e facil. Na linguagem natural, muitas vezes os quantificesl¢gou o domimio estao implicitos.

Por exemplo, considere a seguinte afirmacao: “macacdargaie bananas.”’Nesta afirmacao,
ha um quantificador universal implicitatddosos macacos gostam de bananas.” Sua formalizacao
é portanto {x € M) B(x) ondeM & o conjunto dos macacos,Béx) &€ o predicado X gosta de
banana.”

Outro exemplo & a afirmacao “existe umal quex? = 5”. O valor logico dessa afirmacgao
depende do dominio; se escrevermas € N) x> = 5, a afirmacao é falsa; se escrevernibs ¢
R) x? = 5, ela & verdadeira. Neste caso, o dominio correto s6 gedgeterminado pelo contexto
da afirmacao.

Varias expressoes podem ser usadas na lingua portugaresaxpressar 0os quantificadores:

“para qualquex emD, P(x)”,

e “se x & um elemento genérico @& entaoP(x)”,

e “um elemento que esta e sempre satisfa(x)”,

e “para quem esta e, vale P(x)”,

e “algum elemento d® satisfazP(x)”,

¢ “ha elementos erd para os quaif(x) vale”.

Ha também muitas expressdes para a negacao dos qreatuiis:
e “nenhumx emD satisfazP(x)”,

e “nem todox em D satisfazP(x)”,

e “ndo ha elementa emD que satisfac®(x)”,

e “ninguém emD satifazP(x)",

e “para nenhunx emD valeP(x)”,

e “guandox esta enD, a afirmacad?(x) nem sempre € verdadeira.”

Na linguagem natural, muitas vezes o quantificador estaeio ou no fim da sentenca:

e “P(x) vale para todxemD”,



3.6. LOGICA DE PREDICADOS 49

e “P(X) € verdade para algumnemD”,
e “P(Xx) vale sempre qug esta enD”,

e “P(X) ndo € verdade para alguns elementdg D".

Uma maneira de verificar se uma formula com quantificad@psesenta corretamente uma
afirmacao em linguagem natural & trocar os quantificadpo¥ meio das regras de negacao,
traduzir o resultado novamente para a linguagem naturagnéer se o sentido € o0 mesmo
gue o original. Por exemplo, suponha que representemosea ‘in@nhum gorila & bonito” por
—-(3x € F) B(x), ondeF & o conjunto de gorilas, B(x) significa “x & bonito”. Pelas regras de
negacao, esta frase & equivalent&xad F) —B(x), ou seja, “todos os gorilas sao feios”.

E preciso tomar cuidado com certas frases em lingua natujalsentido & ambiguo. Por

exemplo, “em elementa de D satisfazP(x)” pode significar tantoYx € D) P(x) quanto @x e
D) P(x).

Exercicio 3.36: Escreva as afirmacdes abaixo na forma simbolica, detinbsdpredicados e os
dominios dos quantificadores.

a) Todo triangulo equilatero & equiangulo.

b) Todos os estudantes gostam de fisica.

¢) Alguns estudantes nao gostam de fisica.

d) Cada pessoa tem uma mae.

e) Pelo menos uma das letras da paldamanaé uma vogal.
f) Entre todos os inteiros exitem alguns que sao primos.
g) Um dia do prbximo més & domingo.

h) Alguns inteiros sao pares e divisiveis por 3.

i) Alguns inteiros sao pares ou divisiveis por 3.

j) X2 - 14 = 0tem uma solucg&o positiva.

h) Toda soluczo d& — 14 = 0 & positiva.

k) Nenhuma soluczo d€ — 14 = 0 & positiva.

[) Existe algum estudante de direito que nao é brasileiro.
m) Todo estudante de direito tem um celular.

n) Ninguém & perfeito.

0) Alguém é perfeito.

p) Todos 0s Nnossos amigos sao perfeitos.

g) Algum de nossos amigos € perfeito.

r) Todos sao nossos amigos e sao perfeitos.

s) Ninguém & nosso amigo ou alguém nao é perfeito.

t) Apenas um de nossos amigos & perfeito.

Exercicio 3.37: Expresse, em portugués, a negacao de cada uma das pt&sodo exercicio 3.36.

Exercicio 3.38: Expresse a negacao de cada uma das proposicoes dociex884 em forma
simbolica e em linguagem natural (portugués).
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3.6.9 Mudanca de dormio
A regra abaixo permite restringir o dominio das quantjfiescuniversais:
e As afirmacde®d C E e (Yx € E) P(x) implicam logicamenteMx € D) P(x).

Ou seja, uma quantificacao universal verdadeira contiatgadeira se restringirmos o dominio
a qualquer subconjunto do mesmo. Por exemplo, se sabemdsogoeruminante tem quatro
patas”, e que as zebras sao um subconjunto dos ruminaotiEsnps concluir que “todas as zebras
tem quatro patas”.

Reciprocamente, a regra abaixo permite ampliar o domimiguaintificacOes existenciais:

e As afirmacde® C E e (Ax € D) P(x) implicam logicamentedx € E) P(x).

Ou seja, uma quantificacao existencial verdadeira coatrerdadeira se ampliarmos o dominio.
Por exemplo, se sabemos que “existe um boi preto”, e que eshoium subconjunto dos rumi-
nantes, podemos concluir que “existe um ruminante preto”.

Outras regras permitem mudar o domino no sentido coafrérim ressalvas na formula quan-
tificada:

e SeD C E, a afirmacaoYx € D) P(x) & logicamente equivalente ¥{ € E) (x e D — P(X)).
e SeD C E, a afirmacaoqx € D) P(x) & logicamente equivalente @Y € E) (x € D A P(X)).

Por exemplo, se aceitarmos que 0s pagapaios sao um sutcodps animais, a afirmacgao
“todo papagaio tem um bico” equivale a dizer “todo animafoseim papagaio, tem um bico;” E
a afirmacao “existe um papagaio amarelo” equivale a dizer‘gxiste um animal que & papagaio
e é amarelo.”

Um erro comum & confundir as duas regras, e mudar o dombrgoantificador universal com
A ao invés de-. Por exemplo, traduzir a afirmacao “todo macaco gosta darz pela formula
(Yx € A) (x € M) A B(X), ondeA & o conjunto dos animai$/ &€ o conjunto dos macacosB¢x)
significa “x gosta de banana”. Esta formula na verdade significa “todoare macaco e gosta
de banana”, que & bem diferente do sentido original. A fdansorreta seriafx € A) (x € M) —
B(X), que, pelas regras acima, equival¢a € M) B(X).

O erro simétrico & usar ao mudar o dominio do quantificador existencial. Por exempl
representar a afirmacao (falsa) “existe um macaco quep@a(dx € A) (x € M) — V(x), onde
A sao os animaudyl os macacos, ¥(x) significa "x voa”. Esta formula na verdade significa
“existe um animal que, se for macaco, voa”. Esta afirmag@rdadeira, pois basta considerar um
xemA\ M (um animal que nao & macaco) e a fras& (M) — V(X) ficaF — V(X) e portanto
verdadeira. A formula correta seridq € A) (x € M) A V(X), que & falsa como a original.

Exercicio 3.39: Em cada um dos casos abaixo, procure determinar se as dymsipfies sao
logicalmente equivalentes:

a) ((Vxe A)P(X) A ((Yx € B) P(x)) equivale a{x € AU B) P(X)?

b (Ax e A)P(X)) v ((Ix € B) Q(X)) equivale afix € AU B) (P(X) v Q(X))?

c) ((Yxe A)P(X)) v ((Yx € B) P(X)) equivale a\{x € AU B) P(x)?

d) (Ax e A)P(X) A ((Ix € B) Q(X)) equivale afix € AU B) (P(X) v Q(x))?
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3.6.10 Quantificadores naltiplos

Se uma proposi¢ao aberta menciona mais de uma varépetciso mais de um quantificador —
um para cada variavel distinta — para transforma-la nuropgsicao fechada. Por exemplo, se
escolhermo& como o dominio, ha oito maneiras de transformar a afianajerta X + y = 2x”

em uma proposicao fechada:

(VxezZ)(VyeZ)x+y=2x (VyeZ)(VXeZ)X+Yy=2X
(VxezZ)TyeZ)x+y=2x (AyeZ)(¥XeZ)X+Yy=2X
AxeZ)(VyeZ)x+y=2x (VyeZ)(AXeZ)X+Yy = 2X
AxeZ)AyeZ)x+y=2x (AyeZ)AyeZ)x+y=2X

A ordem dos quantificadores pode ser muito importante. Ronplo, a formula\{x € Z)(Ay €
Z) X +y = 2x significa “para todo inteirx, existe um inteirg/ (que pode ser diferente para cada
X!) tal quex +y = 2X". Esta afirmacao & verdadeira, pois, para cadaasta tomay = x para
satisfazer a condicao. Por outro lado, a formaha ¢ Z)(Vx € Z) x + y = 2x signfica “existe um
inteiroy tal que, para todo inteirg (e esse mesmy), x + y = 2x". Esta frase é falsa, pois, como
X+Y = 2X € 0 mesmo qug = X, ela equivale a dizer que “existe um inteyrgue € igual a todos
0s inteiros”.

De modo geral, sempre podemos trocar a ordem de dois quaddtifeess do mesmo tipo (ambos
¥, ou ambosld). Ou seja, para quaiquer variaveis, dominios e pred&ado

e Aformula (Vx € D)(Vy € E) P(x, y) € logicamente equivalente @y(€ E)(Yx € D) P(x,y)

e Aformula (Ax € D)(dy € E) P(x, y) € logicamente equivalente dy(€ E)(dx € D) P(X,y)

Quando um quantificador sobre uma variavel é aplicado aproposicao aberta que depende
dessa variavel, dizemos que cada ocorréncia dessaefangproposicao estamarradaao quan-
tificador. Todas as demais variaveis que ocorrem na pregosiontinuantivres. Por exemplo, na
formula (Vx € R) x> + X —y > z/(X +Y), as trés ocorréncias deemx? + X — y > z/(X + y) estdo
amarradas, enquanto que as duas ocorréncige @eocorréncia deestao livres.

Enquanto houver variaveis livres, a formula continualseima proposicao aberta. A formula
sb & uma proposicao fechada quando todas as varistgiesrem amarradas.

Por influéncia da linguagem natural, alguns autores aessvezcrevem o simbolo quantificador
(especialmentey”) depoisda formula logica quantificada, como por exemplo €¥x), Yx € D.”
Entretanto, este estilo deve ser evitado, pois pode geraigaidade — especialmente quando ha
varios quantificadores envolvidos. Considere, por exerf{gix e Z) x+y =0, Yy € Z.”

Exercicio 3.40: SejamN o conjunto dos niUmeros natural¥(x,y) € “ x + 2 > y". Escreva as
proposicdes listadas abaixo em linguagem natural (Qoés) e atribua o valor-verdade correspon-
dente a cada uma delas:

a) (Vxe N)(Jy € N) P(x.y).

b) (Vx e N)(Yy € N) P(x, ).

c) (Yy e N)(Ax € N) P(x,y).

Exercicio 3.41: Determine o valor verdade de cada uma das proposicoes:
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a) (vne N)(Ame N)(n? < m).

b) (@n e N)(Yme N)(n < nP).

¢) (@ne N)(Yme N) (nm=m).

d) (YneN)@meN)(n+m=D0).

e) @AneN)(YmeN)(n-m=m).

f) (Ane N)(Ame N) (n® + nm? = 5).

g) (AneN)(Ame N) (n? + n? = 25).

h) @neN)(dmeN)(n+m=4An—-m=1).
i) (AneN)(AmeN)(n+m=4An-m=2).
) (YneN)(Yme N)@peN)(p=(n+m)/2).
k) (YxeR)AyeR) (X =Y).

) (YxeR)@yeR)(x=Yy?).
m) (Ax e R)(Vy e R)(x-y=0).

nN @AxeR)@AyeR)(X+Yy#Yy+X).

0) (VXxeR)Xx#0—- (AyeR)(x-y=1).

p) @xeR)(VYYeR)(y# 0— (x-y=1)).

q) (YxeR)(AyeR)(x+y=1).

N (AxeR)@yeR)(X+2y=2A2x+4y=D5).

s) ¥XxeR)(AYEeR)(X+y=2A2x-y=1).
t) (YxeR)(VyeR)(dzeR)(z=(X+V)/2).

3.6.11 Escopo de um quantificador
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Exercicio 3.42: Encontre a negacao e o valor-verdade de cada uma das igiogzodo exercicio 3.41.

A parte da formula onde um quantificador tem efeito & chantisscopodo quantificador. Por

convencao, 0 escopo é toda a parte da formula que seggeaamtificador; mas podemos usar

parénteses para limitar esse escopo. Por exemplo, nali((ix € D) P(x)) A ((Ax € E) Q(X)) v
R(x), o escopo do primeiro quantificador & apeRés), 0 do segundo quantificador@x), e a
formulaR(x) esta fora do escopo de ambos — ou seja, a ocorrénci@neR(x) ainda esta livre.

3.6.12 Omisao do doninio

O dominio da quantificacao pode ser omitido em dois cakms.primeiro lugar, se, em algum

contexto, todos os quantificadores tiverem o mesmo donfinjpodemos anunciar esse fato no

inicio, e escrever apenasgx) P(X) ou (Ax) P(x), em vez de\{x € D) P(X) ou (Ax € D) P(X).

a) ("X R(¥) — QX).

Exercicio 3.43: Escreva, em portugués, as seguintes proposicdes, dupoieR(X) significa “x &
um rato,” Q(x) significa “x come queijo,” e o dominio consiste de todos os animais.
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b) (VX) R(x) A Q(X).
a) @R — Q(X).
b) (A@X) R(X) A Q(X).
Para evitar a quantificacao sobre dominios, alguns esiteupdem que existe uoonjunto
universal Ucujos elementos sao todos os elementos de todos os camuntopodem vir a ser

usados em quantificadores. Nesse caso, podemos usar adé@ueias l6gicas da secao 3.6.9 para
trocar qualquer dominiD pelo dominio universdl:

e (Vx e D)P(x) equivale a{x € U) (x e D) - P(x).
e (dx e D) P(x) equivale aflx € U) (x € D) A P(X).

Com estas transformacdes, todos os quantificadoresrpassar 0 mesmo dominid, que
pode ser entao omitido. Isto &,

e em vez de\(x € D) P(x), pode-se escreve¥X) (x € D) — P(X).

e em vez defx € D) P(x), pode-se escreveflX) (X € D) A P(X).

Entretanto, uma vez que conjuntos podem ser elementos e cohjuntos, todos os conjun-
tos — inclusive o proprio conjunto universdl — deveriam ser elementos 4k Mas permitir
gue um conjunto seja elemento de si mesmo pode levar a fasmuk nao fazem sentido (ndo sao
nem verdadeiras nem falsas), como “9€ja conjunto de todos 0s elementos que nao pertencem
a X.” Por essa razao, muitos l6gicos evitam o conceito dejlodno universal”, e usam dominios
explicitos em todos os quantificadores.
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Capitulo 4

M etodos de Prova de Teorema

4.1 Introducao

Como vimos no capitulo 1, demonstracdes sao instrursersados por uma pessoa para convencer
outras pessoas (ou a si mesma) de que uma afirmacao é eieadatbda demonstracao precisa
partir de algumas definicbegoe afirmacdes basicas — chamadagmasou postulados— que
ambas as partes aceitam como verdadeifas,airmacdes que foram previamente demonstradas.

Para ser convincente, uma demonstracao somente podafinsecdes e regras de raciocinio
que as duas partes consideram validas. Em geral, podemsastaaias equivaléncias e implicacdes
l6gicas vistas nos capitulos anteriores. Podem tamlegrasadas as regras de manipulacao de
formulas da algebra e da teoria de conjuntos.

Uma afirmacao devidamente demonstrada &€ chamadeodema(palavra derivada de uma
expressao grega que significa “verdade dos Deuses”). Unenteoque € demonstrado apenas para
ajudar na prova de um outro teorema € chamademm@ Um corolario de um teorema €& outro
teorema que €& consequéncia do primeiro, e cuja demoasteaelativamente simples.

4.1.1 Definiges

Uma demonstracao também pode wkfimicdegjue tenham sido feitas previamente. Uma defini¢cao
precisa secompletaisto &, deve especificar todas as propriedades que idantigxatamente o
conceito definido. Deve ser tambg@mecisg de modo que o leitor nao tenha dlvidas sobre seu sig-
nificado. Por convencao, o termo definido & enfatizadmpasido de sua definicdao. Por exemplo:

Definicdo 4.1: Um inteiron & ummdultiplo de um inteirop se, e somente se, existe um
inteiroq tal quen = pq.

Observe que esta definicdo nao deixa dlvidas: paragueisnteirosn e p, ela permite ao
leitor decidir sen & ou nao multiplo dg. Por outro lado, ela s6 vale no dominio dos inteiros. O
nimeror & um multiplo deV17? Esta definicio nao diz nem que sim, nem que n&o. Etmoan
conceito de “multiplo” nao for definido para nUmeros se&ssa frase nao tem sentido: ela nao &
nem verdadeira nem falsa, e portanto nao & uma propoiéigéca.

Observe também que, na afirmacao que define o conceitariaseisn e p sdo livres, enquanto
gueq esta amarrada no quantificador “existe.” Formalmentegpms entender esta declaracao
como a definicao de um predicaBd“é multiplo de”) com dois parametros € p).
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Esta definicao pode ser usada em demonstracbes comesseuim axioma, ou seja ela nos
autoriza a supor que a afirmacao

(¥n, p € Z) (n € um mltiplo dep) « ((3g € Z) n = pQ)

é verdadeira.
Uma vez que um conceito foi definido, ele pode ser usado eradéfinicoes:

Definicdo 4.2: Um inteiro p divideum inteiron (¢ umdivisor den) se, e somente sB,e
mltiplo dep.

Observe 0 uso do conectivo l6gico “se e somente s€) ljestas definicbes. Este conectivo
permite ao leitor decidir se uma entidade qualquer do dmnsmenquadrau naona definicao.

Entretanto, em textos matematicos e técnicos € comuonéac definicbes que usam apenas
a palavra “se” quando o autor na verdade quer dizer “se e derseri Por exemplo:

Definicao 4.3: Um inteiron & par se ele & multiplo de 2.

Esta definicao deve ser entendida como “um inteieopar se, e somente seé multiplo de
2. Eis outro exemplo:

Definicao 4.4: Se um inteiro nao € par, dizemos que elepar.
Ha outros formatos de definicao que nao usam nem “se” sene ‘somente se”. Por exemplo:

Definicao 4.5: Um nimero primce um numero inteiro maior que 1, que nao tem nenhum
divisor exceto 1 e ele mesmo.

4.1.2 Conjeturas

Umaconjetura(ou conjecturg & uma afirmacao para a qual ainda nao existe prova. Eah gste
termo & usado quando se suspeita que a afirmacao sejaeead®de uma conjetura é finalmente
demonstrada, ela se torna um teorema. Por outro lado, sedonada uma demonstracao da
negacao da conjetura, dizemos que a mesmeefatada Enquanto nenhuma das duas coisas
ocorre, diz-se que a conjetura contirakeerta

Um exemplo famoso & eonjetura de Fermat“se n > 2, a equacac” + y" = Z" nao tem
solucdes inteiras positivas.” Esta conjetura foi en@ad em um livro que pertenceu ao ma-
tematico Pierre de Fermat (1601-1665), que escreveu rgemdtenho uma linda demonstracgao,
mas ela nao cabe nesta margem.” Apesar de inUmeros @sfoo¢ matematicos de todo o mundo,
a afirmacao permaneceu como conjetura por mais de 300Em0E995, finalmente, o matematico
inglés Andrew Wiles publicou uma demonstracao com mai2@D paginas. Hoje a conjetura &
conhecida como ultimo teorema de Fermat

Outro exemplo famoso & eonjetura das quatro cores‘todo mapa pode ser pintado com
no maximo quatro cores, de modo que paises vizinhos tecbass diferentes.” Esta conjetura
foi enunciada em 1852 por Francis Guthrie (1831-1899), mamste foi provada em 1976 por
Kenneth Appel e Wolfgang Haken, utilizando um computadan. 94 foi produzida uma prova
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simplificada por Paul Seymour, Neil Robertson, Daniel SemdeRobin Thomas, mas continua
sendo impossivel demonstrar o teorema sem recorrer a uiputador.

Ha varias conjeturas famosas que ainda estao abertasnjatura de Goldbaghformulada
pelo matematico alemao Christian Goldbach em 1742, afimedodo nimero inteiro par maior
gue 2 & a soma de dois nUmeros primdsstes com computadores mostram que esta afirmacao
é verdadeira para todos os inteiros pares entre 4 &@* (400 trilhdes); mas obviamente estes
testes nao constituem uma prova.

O monge e matematico francés Marin Mersenne (1585-16#8¥siigou os numeroll,, =
2" — 1, onden & um nimero primo. Estes nimeros, hoje, sao cham@giogros de Mersenne
Ele observou que os niumertd, = 3, M3 = 7, Ms = 31, e M; = 127 sao primos; mas o
numero seguinteM;; = 2047, nao & primo (204 23 x 89). Depois de verificar mais al-
guns casos, ele conjecturou gudg é primo para todmem{2,3,5,7,13,17,19,31, 67,127,257,
Porém, em 1876 Edouard Lucas (1842-1891) provouMge= 2%" — 1 nao era primo, e por-
tanto a conjetura de Mersenne era falsa. Entretanto, swa p@o exibia os fatores des7,
apenas provava que eles existiam. Em 1903, Frank Nelson(C&81—-1926) apresentou uma
palesta em uma conferéncia de matematica, com o titglo®@a the Factorisation of Large Num-
bers Sem dizer nada, Cole primeiro escrevé(i-21 no quadro negro, e fez os calculos a mao,
obtendo o valor 147573952589676412927. Na outra metadeialdra, ele escreveu o produto
193707721x 761838257287, e fez a multiplicagdo a mao, obtendo ormoegssultado. A platéia
aplaudiu de pé. Depois ele contou que levou trés anosaltraihdo todos os domingos, para en-
contrar essa fatoracao.

4.2 Meétodos de prova

Todo teorema tem muitas demonstracOes diferentes. €uaainelhor &, até certo ponto, uma
guestao de gosto, e depende de para quem a prova € dirigidageral, quanto mais curta a
prova, melhor; mas ha outros critérios, como a facilidddecompreensao, a simplicidade dos
passos, etc.. De modo geral, quando ndo sabemos se umaabiréngerdadeira, nossa primeira
preocupacao & encontrar uma demonstracao que nosragmyv Para convencer outras pessoas,
entretanto, devemos cuidar para que a demonstraca@kajade correta, também simples, clara
e objetiva, tanto quanto possivel.

Ha variosmétodos de demonstrac@estilos estratégiasesquemasetc.) que sao frequente-
mente usados em matematica. Em geral, a mesma demaispagé ser reformulada e rearran-
jada de modo a se enquadrar em varios esquemas distinfosn@do do caso, algumas dessas
versoes podem ser mais faceis de encontrar, escreveerdenido que outras. No restante deste
capitulo vamos descrever algumas técnicas frequenteraglizadas em provas.

4.3 Prova de implica®es

No decorrer de muitas demonstragdes, temos que provécappes da formg@ — q, isto ése p
é verdadeiragntao gtambém &. A afirmacap € chamada dkipotese premissaou condicag e a
afirmacaaqy € chamada dieseou conclusao
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4.3.1 Meétodo direto

No método diretale demonstracao, supomos que a hipopeseerdadeira, e usamos uma sequéncia
de proposicdes que sao consequéncias logicas dagegdeaté obter a tesp Esta sequéncia de
passos prova a implicacgo— g. Por exemplo, digamos que & preciso provar a afirmacao

Teorema 4.1:Semen sao pares, entda+ n € par.

em um contexto onden e n sao numeros inteiros. Podemos escrever a seguinte deagts
Prova:

Suponha quen é par. (Hipotese.)

Suponha que & par. (Hipbtese.)

Existe um inteira tal quem = 2r. (Definicao de “par”).

Existe um inteircs tal quen = 2s. (Definicao de “par”).

Existem inteiros e stais quem+n = 2r + 2s=2(r + 9). (De 3 e 4, por algebra.)
Existe um inteird tal quem+ n = 2t. (De 5, chamando+ sdet.)

N o ok~ DN PRE

m+ n é par. (Definicdo de “par”, dada 6. Tese.)

Fim.

Na pratica, 0s passos sao escritos de maneira muito abeg\na suposicao que o leitor consegue
ler os detalhes nas entrelinhas. Por exemplo, a demo@stemima normalmente seria escrita da
seguinte maneira:

Prova:

Suponha quen e n sao pares. Por definicao de nUmero “par”, existem iogeire s tais
guem=2ren=2s. Logom+n=2r+2s=2(r +s). Comor + sé inteiro, concluimos
que o inteirom+ n & par, pela defini¢cdo. Isto prova quese n sao paresn+ n é par.

Fim.

4.3.2 Meétodo da contrapositiva

No método da contrapositivgpara provar a afirmacde — g, supomos que a negacao da tese
- €& verdadeira, e procuramos uma sequéncia de dedwagiead que termina com a negacao da
hipbtese-p. Esta sequéncia de passos prova g (& (—p). Como vimos na sec¢ao 3.3.2, esta
afirmacao € logicamente equivalentp & , que portanto também esta provada.

Por exemplo, digamos que & necessario provar a afirmacao

Teorema 4.2:Sen? & par, entam & par.
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Prova:

Suponha que & impar. Pela definicao de “impar”, existe um intdiral quen = 2k + 1.
Portanton? = (2k+ 1)? = 4k? + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1. Como X? + 2k & um inteiro, pela
definicao de “impar” concluimos qum & impar.

Pela regra da contrapositiva, isto prova quey’se par, entam & par.
Fim.

4.3.3 Metodo de redu@o ao absurdo

O método de reducéo ao absurftambém chamado geova indiretaou por contradicag, baseia-
se na equivaléncia légica entre a formupa+$ ) e a formula p A —=q) — F, vista na secao 3.3.2.
Neste método, para provar a afirmagie> g, supomos que tanto a hipotegguanto a negacao
da tese-q sao verdadeiras, e procuramos uma sequéncia de dedidgfieas que termina com
uma contradicao (uma afirmacao com valor [6dgiQo Isto prova a afirmacag(A —-q) — F, e
portanto também a afirmacao equivalenfe2 @.

Por este método, a afirmacao

Teorema 4.3:Semen sao pares, entda + n € par.
pode ser provada desta maneira:

Prova:

Suponhamos quen e n sdo pares en+ n & impar; vamos mostrar que estas suposicdes
levam a uma contradicao.

Pela definicao de “par”, existeme s inteiros tais quan = 2r en = 2s. Pela definicao
de “impar”, existe um inteirg tal quem+n = 2j + 1. Logo 2 + 2s = 2j + 1, ou seja,
r+s—j=1/2. Isto € falso pois + s— j &€ um inteiro.

Esta contradicao prova que, e n sao paresn+ n é par.
Fim.

4.3.4 Implicacgo com tese conjuntiva

Para provar uma conjunc¢ao de duas afirmaqdes), basta provar cada uma das afirmacoes sepa-
radamente.

Em particular, para provar uma implicacao da forma— (q A r), podemos observar que
ela equivale logicamente a afirmacap “c q) A (p — r)". Portanto, basta provar cada uma
destas duas implicacdes separadamente. Se usarmosdaprd@eto para provar cada implicacao,
supomos qu® € verdadeira; provamos entgpe provamos em seguida

Por exemplo, considere o teorema abaixo:

Teorema 4.4:Se 6 divide um inteirm, entao 2 dividen e 3 dividen.
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Prova:

Se 6 dividen entao existe um inteirk tal quen = 6k. Entao,n = 2(3k), logo 2 dividen.
Temos também que = 3(2k), logo 3 dividen. Portanto 2 dividen e 3 dividen.

Fim.

Depois de provar a parte — g, podemos supor que também & verdadeira, o que pode
facilitar a prova deg. Ou seja, para provagr — (g A r), podemos provarg — ¢’ e em seguida
“(pAQ)— 1",

Essa analise pode ser estendida para tese com trés oemaististo ép — (QuAGeAQz- - - A

0n) € equivalente ag{— gi) A (P = G2) A -+ A (P — ).

4.3.5 Implicacdo com hipdtese disjuntiva

Suponha que & necessario provar uma implicacao da fGpmay) — r, onde a hipotese &€ uma
disjuncao de duas afirmacdes. Pode-se verificar quénesli@acao equivale go(— r) A (q — ).
(Note a troca deV’ por ‘A’.) Portanto, basta provar cada uma destas duas impbsaggparada-
mente.

Assim como na sec¢ao 4.3.4 podemos estender essa téem&chipoteses com trés ou mais
termos. Observamos qupy(V p2V---V pn) = qequivaleap, - QA (P2 = QA---A(pr— Q)
e se cada uma das implicacOes for provada pelo método drelemonstracao consistira de uma
lista de casos:

Caso 1. Supomos qum vale. Provamos.

Caso 2: Supomos gu® vale. provamos.

Cason: Supomos que, vale. Provamos.
Note que 0s casos nao precisam ser mutuamente exclusorosxémplo:
Teorema 4.5:Para quaiquer inteiram e n, semfor par oun for par, entdonné par.

Prova:
Sejamm e n inteiros quaisquer. Temos dois casos (nao exclusivos):
e Caso 1:mé par. Pela definicao, existe um integdal quem = 2q. Nesse caso,
mn= (2g)n = 2(nQg), e portantanné patr.
e Caso 2:n é par. pela definicdo, existe um inteirdal quen = 2r. Nesse caso
mn= m(2r) = 2(mr), e portantanné par.
Portanto, sené par oun & par,mné par.
Fim.
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4.4 Prova de afirma@es “se e somente se”

Outro tipo comum de teorema tem a forqma> q, ou seja, P vale se e somente gevale.”

Para demonstrar este tipo de teorema, podemos usar a éguigdbgica entre as afirmacoes
peqge(— g A(Q— p). Ouseja, dividimos a demonstracao em duas partes: gipmue
p — Q; (2) prova queg — p. Por exemplo:

Teorema 4.6:0s inteirosx ey sao ambos impares se, e somente se, 0 proguémpar.

Prova:
Sejamx ey inteiros quaisquer.

e Parte (1): provaremos que, ey sao impares, entagy € impar. Sex ey sao
impares, por definicao existem inteiros stais quex = 2r + 1 ey = 2s+ 1. Portanto
Xy=(2r+1)2s+1)=2(rs+r +9)+1. Comors+r + sé& um inteiro, concluimos
quexy é impar.

e Parte (2): provaremos que, %g € impar, entax ey sao ambos impares. Ou seja
(pela contrapositiva), que & par owy € par, entaxy € par. Temos dois casos (nao
exclusivos):

— Caso (a):x & par. Neste caso existe um inteirdal quex = 2r. Portanto
Xy = (2r)y = 2(ry). Comory & inteiro, concluimos quey & par.

— Caso (b):y € par. Entao existe um inteigtal quey = 2s. Portantaxy = X(2s) =
2(x9). Comoxseé inteiro, concluimos qury € par.

Fim.

Observe que neste exemplo usamos o método da contrapositisegunda parte. Com essa
escolha, que é bastante comum, a provg de g passa a ser (1) prova de gpe- q; (2) prova
de que tp) — (=0).

Este método pode ser generalizado para afirmacdes esnotrmais termos, com@,( <
P2)A(P2 « p3)A---A(pPn1 < Pn). Observe que esta afirmacao significa que, no contexterter,
todas as afirmacdqs, py, ..., Pn SA0 equivalentes. Esta afirmacao € logicamente eguiteah
(P1— P2) A (P2 = P3) A=+ A(Pn-1 — Pn) A (Pn — p2). Por exemplo:

Teorema 4.7:Para todo inteirm, as seguintes afirmacdes sao equivalentes:

1. n& um numero par
2. n—1 & um numero impar
3. n? & um nimero par.

Prova:

Parte (1): vamos provar que B par entaa — 1 & impar. Coman € par, por definicao
existe um inteira tal quen = 2r. Logo,n-1=2r-1=2(r-1)+1. Comor —1é&
inteiro, concluimos que — 1 & impar.
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Parte (2) vamos provar que, se- 1 &€ impar, entao? & par. Coman — 1 & impar, existe
um inteirostal quen—1=2s+ 1. Logon= (2s+ 1)+ 1= 2(s+ 1),en? = (2(s+ 1)} =
2(2(s+ 1)?). Como 26+ 1)? € inteiro, concluimos que? & par. Portanto? = 4(k + 1)? =
22 + 1)?) & par.

Parte (3) vamos provar que, B&&é par, entam € par. Esta afirmacao & verdadeira pelo
teorema 4.2.

Fim.

Exercicio 4.1: Prove que as seguintes afirmacdes sao equivalentes:

1. @ P A (YY) (Ply) =y =X).
2. @X(YY)P(y) @ y=x
3. @) PMX) A (YW)(V) (PY) AP(@) > y=X

Exercicio 4.2: Prove que, s& ey sao nUmeros reais, as seguintes afirmacdes sao ees!

1. X & menor qus.
2. A média aritmética d& ey & maior quex.

3. A média aritmética d& ey & menor qus.

Algumas vezes é possivel demonstrar afirmacdes dptipag sem dividir as duas implicagoes.
Por exemplo, em alguns casos € possivel apsgpartir dep (ou vice-versa) através de uma cadeia
de equivaléncias logicas. Essa cadeia entao € uma geogaep < d.

Teorema 4.8:SejamA e B conjuntos. Prove que\(C B) & (AN B = 0).

Prova:

AcBé equivalente afx € A) X € B; que é equivalente ¥k € A) x ¢ B. Esta afirmacao
e equivalente avX)(x € A) — (x ¢ B), que & equivalente &K), =((x € A) A (X € B)).
Pela definicao de interseccao, esta afirmacao eguaah B = 0.

Fim.

4.5 Prova de quantificador universal

4.5.1 Susperdo do quantificador

Muitos teoremas sao afirmac¢des com quantificador urdleta forma{x € D) P(x). Na demonstracao
deste tipo de teorema, podemos comecar suponda guen elemento dB escolhido arbitraria-
mente, e omitir o quantificador no restante da prova. Se, sSa®Ip0oSicA0, conseguirmos provar
a afirmacgad(x), podemos concluir que o teorema original (com o quantiéicagl verdadeiro.

O mesmo método pode ser usado para varios quantificadukessais encaixados. Por exem-

plo:
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Teorema 4.9:Para quaisquer nimeros reaisy, (X +y)? — (X — y)? = 4xy.

Prova:
Sejamx ey dois nlmeros reais quaisquer.

Pelo teorema do bindmio, temos € y)? = x* + 2xy + V2, € (X — y)? = X° — 2xy + V2.
Portanto, k +Y)? = (x = ¥)? = (€ + 2xy + ) = (¢ = 2xy + y?) = 4xy.

Fim.

Ao usar este método, deve-se tomar cuidado para usawve@rique nao tenham significado ja
definido anteriormente.

4.5.2 Prova por vacuidade

Lembramos que, SE & o conjunto vazio, a afirmacagX € E) Q(X) & verdadeira, qualquer que
seja o predicad®. Como vimos na secao 3.6.4 esta afirmacao & verdgumineacuidade

Exemplo 4.1: Todos os pares primos maiores que dois sao quadradosgerfei

Esta afirmacao é verdadeira por vacuidade pois naceexigtimos pares maiores que dois.

Uma maneira de provar uma afirmacao da foriad D) P(x), para um dominio arbitrarib,
€ mostrar que ela é equivalente a outra afirmagac (E) Q(X), para um certo dominig e algum
predicadoQ; e entdo mostrar quUe € vazio.

Por exemplo, a afirmacagX € D) A(x) — B(x) equivale a{x € E) B(x) ondeE = {x e D : A(X) }.
Portanto, se mostrarmos qi¢x) é falsa para toda em D, a afirmagaoYx € D) A(X) — B(X)
estara provada por vacuidade — qualquer que seja o prediad

Exemplo 4.2: Para todo nimero inteing sex? = 5 entaox & par.

Esta afirmacao pode ser escritx € D) Q(x) — P(X) ondeD = Z, Q(x) significa “x? = 5”, e P(X)

€ “x & par”. Ela & equivalente a “Para todo nUmero intgicujo quadrado & 5¢ é par”, ou seja
(Vx € E) P(X) ondeE & o conjunto dos inteiros cujo quadrado & 5. Cde®vazio, a afirmacao é
verdadeira por vacuidade.

4.6 Prova de teoremas com o quantificador existencial

Muitos teoremas afirmam a existéncia de objetos com umaipdaule particular, ou seja, sao da
forma @x € D) P(X). Veremos a seguir métodos gerais para demonstrar tesmeste tipo.

4.6.1 Demonstra@es construtivas

Uma maneira comum de provar proposi¢oes existencidiaeés de umademonstracdo constru-
tiva, em que se exibe um elemento especificm dominioD (explicitamente, ou através de uma
construcao algoritmica) e prova-se de(@) € verdadeira, para esse elemento. Por exemplo:

Teorema 4.10:Existem trés nUmeros inteiros positivos tais odie y? = 7.
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Prova:

Sejamx = 3,y = 4, ez = 5. Comox? +y?> = 32+ 42 = 25 = 5% = 7, a afirmacao &
verdadeira.

Fim.

(Trés niumeros, y, z que satisfazem o teorema 4.10 sao chamaddsigla de inteiros pi-
tagoricosoutripla pitagorica. Essas triplas correspondem a triangulos retangulos ¢aglos tem
comprimentos inteiros.)

Naturalmente, este método pode ser usado como parte deamunsiracao mais longa. Por
exemplo:

Teorema 4.11:Para todo nUmero natunal se 2 — 1 & primo, entam & primo.
Prova:

Sejan um namero natural. Vamos provar a contrapositiva, ou sgja,sen nao € um
namero primo, entao"™2- 1 nao & primo. Se@ = 0 oun = 1, nenhum dos dois & primo,
e a afirmacao é trivialmente verdadeira. Suponhamaemnién & maior que 1 e nao &
primo. Por definicao, existem inteirog s maiores que 1 e menores qu&is quen = rs.

Vamos agora mostrar que existe um intedique € divisor proprio de"2 1. Sejax = 25-1
ey=1+25+2%4+...420-1s Entao

Xy (25— 1)(1+ 254225 4 ... 4 20-1s)

25(L+ 25422 4+ 4 20718) — (1 425+ 225 4 ... 4 207D9)
= (542254 42— (L+ 25+ 225 4... 4201y

= 25-1

= -1

Uma vez ques & maior que 1 e menor quetemos quex = 25— 1 & maiorque 2-1=1
e menor que2— 1. Ou sejax € um divisor proprio de2- 1.

Concluimos portanto™2- 1 nao & primo.
Fim.

Observe na demonstracao acima, que a existéncia dodpiéprio de 2 — 1 foi provada
exibindo umx e provando que ele tem essa propriedade.
Outro exemplo & a seguinte afirmacao, conhecida dewrema do deserto de primos

Teorema 4.12:Para todo nUmero inteiro positivg existe uma sequéncia denimeros
inteiros consecutivos que Nao Sao primos.

Prova:
Sejan um inteiro positivo, e seja = (n+ 1)! + 2. Observe que

2 divide x = (n+21)!+2 (4.1)
3 divide x+1 = (n+1)+3, (4.2)
(4.3)

n+1 divide x+(n-1) (n+1)!'+n+1 (4.4)
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Logo todos os inteirog + i com 0< i < n sS40 nao primos; e eles formam uma sequéncia
deninteiros consecutivos.

Fim.

4.6.2 Demonstrages rao construtivas

Em alguns casos, & possivel demonstrar a existéncia delemento que satisfaz uma dada
condicao mesmo sem exibir explicitamente tal elementoaldemonstracao deste tipo € chamada
dedemonstracdo nao construtivRor exemplo:

Teorema 4.13:Existem dois nUmeros reais irracionais y tais quex’ & racional.

Prova:

Sabemos que nimery2 & irracional. Se (/E)*/E for racional, a afirmacao esta satisfeita
tomando-se = V2 ey = V2. Por outro lado, se\(i)*/E for irracional, podemos tomar
x = (V2)2ey = V2. Entaox = ((V2)¥2) V2 = (v2)¥2. V2 = (V2)? = 2 que & racional.

Fim.

Observe que esta demonstracao prova que existem vamresydque satisfazem a condicao,
mas deixa em suspenso o valordev2 ou (vV2)Y?). Para tornar esta demonstracao construtiva,
teriamos que determinar s&'2) "2 & racional ou n&o0; mas este & um problema muito dificil.

Outro exemplo classico de demonstracao nao consrdgvexisténcia &€ o seguinte teorema,
atribuido a Euclides (360 AC — 295 AC).

Teorema 4.14:Existem infinitos nUmeros primos.

Prova:

Vamos usar o método da demonstracao por absurdo. Suposhgue existem finitos
nameros primos, a saber25,..., p. Sejan o inteiro (2x3x5x---x p) + 1. Comon &
maior que 1, ele tem algum fator primoObserve que nao é divisivel por 23,5, ..., p,
pois tem resto 1 quando dividido por qualquer desses nign@artantor, que & divisor
den, ndo pode ser nenhum dos primos listados acima. Isso donaauposicao de que
essa lista contém todos os primos.

Fim.

4.6.3 Provas de exigincia e unicidade
Lembramos que uma afirmacao do tipib € D) P(x) equivale logicamente a
((@x € D) P(x)) A ((Vx € D)(Yy € D) (P(x) A P(y)) = x=1Y))

Portanto, uma demonstracao de existéncia e unicidadie ser dividida em duas partes:
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e EXxisténcia: prova-se-se (construtivamente ou nao) que existe pel@sne@mx em D que
satisfazP(x).

e Unicidade: supd8e-se qug também & um elemento d& que satisfa’(y), e prova-se que
ele & igual ax cuja existéncia foi mostrada na primeira parte.

Teorema 4.15:Para todo numero complexaliferente de zero, existe um (nico nimero
complexox tal quezx = 1.

Prova:

Sejaz um numero complexo qualquer, diferente de zero. Por définiexistera e b em
R tais quez = a + bi, ondei & um elemento d€ tal quei? = —1.

Vamos primeiro mostrar que existe pelo menos xiem C tal quezx = 1. Comoz é
diferente de zero, pelo menos um dos nUmere$ € diferente de zero. Isso implica que
a’ + b? é positivo. Seja entaw = (a— bi)/(a® + b?). Temos que

ZX

(a+ bi)((a—bi)/(@ + b?)

(@ — abi + abi — b%?)/(a® + b?)
(@ +b?)/(a® + b?)

= 1

Suponha agora queé um namero complexo qualquer tal ggye= 1; vamos mostrar que
ele & igual ax. Multiplicando os dois lados da equac&p= 1 por X temos gy)X = X.
Como a multiplicagdo de nUmeros complexos & assoaiativomutativa, esta afirmacao
equivale aZXy = x. Comozx= 1, concluimos qug = X.

Fim.

4.6.4 Prova de falsidade por contra-exemplo

Demonstracdes de existéncia sao usadas, em partipalar refutar conjeturas da forméx( e

D) P(x); pois a negacao desta afirmacaal& € D) -P(x). Neste caso dizemos que o0 elemento
x de D que comprovadamente nao satis®{x), e que portanto mostra a falsidade da conjetura, &
um contra-exempl@ara a mesma.

Teorema 4.16:Para todo priman, o inteiro 2' — 1 & primo.

Prova:

O nOUmeron = 11 & um contra-exemplo, po11) = 21 — 1 = 2047= 23 x 89.
Fim.

Exercicio 4.3: Prove (por meio de contra-exemplos) que as seguintes nagesdo falsas:

a) Todo inteiro positivo & soma dos quadrados de trégdastei
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b) Sené& um numero inteiro emé par, entam € par.
¢) O produto de dois nimeros irracionais & um nimeroionad.

Exercicio 4.4: Em cada caso abaixo, prove (por meio de contra-exemplo)sideas proposicoes
naosao equivalentes:

a) (WxeD)P(X)vQ(XX) e ((vxeD)P(X)V (¥Yxe D)Q(x)).
b) @xeD)P(X)AQ(X) e (@Axe D)P(x) A (3Axe D)Q(X).

4.7 Exerdcios

Prove os seguintes teoremas:

Exercicio 4.5: Para todos os nUmeros reais b, sea < beb < 0 entaoa? > b?.

Exercicio 4.6: O quadrado de um namero inteiro, nao divisivel por 5, testa 1 ou 4 quando
dividido por 5.

Exercicio 4.7: Sejamx,y,z niumeros reais. Pelo menos um deles & maior ou igual aamédi
aritmética dos trés.

Exercicio 4.8: Um inteiro positivon & par se, e somente se ¥ 4 € par.
Exercicio 4.9: Um nGmero inteiro positivam € impar se, e somente s@,-66 & impar.
Exercicio 4.10: Sep & um inteiro impar, entdo a equag&o+ X — p = 0 ndo tem soluc&o inteira.

Exercicio 4.11: Sen & um nUmero inteiro nao divisivel por 3, entao seu gadadrtem resto 1
guando divisivel por 3.

Exercicio 4.12: Para quaisquer conjuntd@s B, C e D, as seguintes afirmacdes sao sempre verda-
deiras

e Sexe A, (A-B)c(CnD)ex¢ D, entaox € B.
e SeBeC sao disjuntosAc Cexe A, entaox ¢ B.
e SexeCe (ANnC)c B, entaox ¢ (A— B).

Exercicio 4.13:Nao existem solucdes inteiras y para a equacax? + 3y? = 8.
Exercicio 4.14: Existem 100 inteiros consecutivos que nao sao quadrastteitps.

Exercicio 4.15: Seja um numero inteirp da forma 4 + 3, k > 0. Entdo nao existem inteirosy
tais quep = X% + y°.
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Exercicio 4.16: Para todo inteirm, sen n&o é divisivel por 2 ou por 3, enthd— 1 & divisivel por
24,

Exercicio 4.17: Sen & um inteiro n&o divisivel por 3, ent@3 dividido por 3 tem resto 1.
Exercicio 4.18: Todo inteiro divisivel por 2 e por 3 & divisivel por 6.

Exercicio 4.19: O algarismo das unidades do quadrado de qualquer im&@, 1, 4, 5, 6 ou 9.
Exercicio 4.20: O algarismo das unidades da quarta poténcia de qualqeéointe O, 1, 5 ou 6.
Exercicio 4.21:0 nimeroV?2 & irracional.

Exercicio 4.22: Ser &€ um nimero irracional, entao existe um Unico int@ir@al que a distancia
entrer en & menor do que /2.

Exercicio 4.23: Ser & um namero irracional, ent3oé irracional.
Exercicio 4.24:Sex ey sao numeros reais, entBm@mxx, y) + min(x,y) = Xx+y

Exercicio 4.25: Sem e n sao inteiros imparesm # n, entao existe um Gnico inteinotal que
m—r[=n-r|

Exercicio 4.26: Existem dois inteiros consecutivos, tal que um & um quadpadfeito e o outro &
um cubo perfeito.



Capitulo 5

Inducao Matematica

5.1 Introducao

SejaP(n) uma sentenca matematica que depende de uma variauedlmata qual se torna verda-
deira ou falsa quando substituimegor um numero natural dado qualquer. Estas sentencas sao
chamadasentencas abertas definidas sobre o conjunto dos nUmatosisN. Exemplos:

1. P(n): “n & impar.” Observe que esta afirmacao € verdadeira pguasavalores da e falsa
para outros.

2. P(n): “n~n+41 &€ um nimero primo.” Neste exemplo podemos verificartaa faciimente,
queP(1), P(2),..., P(40) sao verdadeiros m&§41) = 412 é falso.

3. P(n): “2n + 6 & par.” E facil ver que & + 6 = 2(n + 3) para qualquen, portantoP(n) &
verdade para todo.

4. P(N): “1 +3+5+---+(2n+ 1) = (n+ 1)2” Sera que conseguiremos encontrar algual
queP(m) seja falso?

Depois de algumas tentativas comecamos a desconfiar goeeaga(n) do exemplo 4 & ver-
dadeira para todn € N. Como poderiamos provar isso? Obviamente nao podentas, t@® por
um, todos os nimeros naturais pois eles sao em numerwan#igumas proposicoed(n), como
no exemplo 3. podem ser demonstradas usando algebramasttestudadas anteriormente. No
exemplo 4, como o lado esquerdo da igualdade nao & uma fechada, ela nao pode ser tra-
tada algebricamente. Para estes casos, vamos precisamladgouentécnica, demonstracao por
inducdo matematica.

5.2 Principio de Inducao Matematica

O principio da inducao matematigq@IM) & a principal ferramenta para demonstrar sentedgas
forma “(Yn € N) P(n)". Ele diz o seguinte:

Axioma 5.1: SejaP(n) uma sentenca aberta sobfeSuponha que:

69
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1. P(0) é verdade, e
2. Sempre qu@(k) € verdade, para alguke N, temos quéd”(k + 1) & verdade.
EntaoP(n) & verdade para todoe N.

Este principio pode ser visto como uma propriedade fundtahdos nUmeros naturais. Estes
podem ser definidos por um conjunto de axiomas enunciadosEkmatico Giuseppe Peano em
1889; e um dos postulados de Peano € equivalente ao PIM.

Para demonstrar uma afirmacad®ri(e N)P(n)” usando o PIM, podemos entao seguir este
roteiro:

e Base da InducaaMostrarP(0) & verdade.
e Hipotese de Inducddupor que para alguie N, P(k) € verdade.

e Passo da IndugcadMostrar queP(k + 1) & verdade.

Exemplo 5.1: Provar que, para todo> O:

1+4345+---+(2n+1)=(n+ 1)

Prova:

e Base P(0) & verdade pois a expressao acima é trivialmentda@aran = 0.
¢ Hipotese de inducasuponhamos que para algkP(k) € verdade, isto €,

1+3+5+---+(2k+1)=(k+1)

e Passo de inducddemos de provar que(k + 1) & verdade, isto & temos que mostrar
que:
1+3+5+--+(2k+1)+2K+1)+1)=((k+ 1)+ 1)

Pela hipbtese de inducao, temos
[1+3+5+---+2k+1D]+QRK+21D)+1)=[(k+ 1% +QKk+1)+1)
Por simples algebra verficamos que o lado direito € igual a
(k+1)+ 1)y

Isto mostra qué®(k + 1) & verdade, toda vez qrék) & verdade. Portanto, pelo PIM,
a formula é valida para todo numero natural

Fim.
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Exemplo 5.2: Dizemos que um conjunto deretas no plan@stao em posicao gerak nao possui
duas retas paralelas e nem trés retas se interceptando esmmorponto. Vamos provar por inducao
gue um conjunto da retas em posicao geral divide o plano By= n(n + 1)/2 + 1 regioes.

Prova:

Fim.

5.2.1

Base Paran = 0 temos apenas umaregiao. Coryo= n(n+1)/2+1 = 1, a formula
é valida neste caso.

Hipotese de inducdduponhamos que para alglma formula & valida, isto é quais-
querk retas em posicao geral dividem o plano Bgn= k(k + 1)/2 + 1 regi0es.

Passo da indugc@otemos que provar que quaisque# 1 retas em posi¢ao geral
definemRy,; = (k+ 1)(k+ 2)/2 + 1 regides.

SejamL,, Lo, ..., Lx,1 €ssas retas. Compare as regides do plano definidas por elas,
gue chamaremos degidoes novascom agegioes velhasgefinidas pelas primeirds
dessas retas. Observe que algumas das regides velhadsidatas pela Gltima reta
L«.1, cada uma delas formando duas regides novas; enquants geenais regides
velhas sao também regides novas.

Como as retas estao em posicao geral, alrgtacruza cada uma ddsretas ante-
riores emk pontos distintos. Em cada um desses cruzamentos, agetpassa de
uma regiao velha para outra. Essas regides sao duas alidtiatas porque estao
em lados opostos de alguma rétacom 1< i < k. Portanto a retdy,; cortak + 1
regioes velhas, que dao origem & 2(1) regides novas. Ou seja,

Ryr1=Rc—(k+1)+2Kk+1)=Rc+(k+ 1)

Como as reta$, Ly, ..., Lx estdo em posicao geral, podemos usar a hipotese de
inducao. Obtemos

Re+(k+1)=kk+1)/2+1+k+1=(k+1)k+2)/2+1

Formulago do PIM usando conjuntos

O Principio da Inducao Matematica também pode ser@ando usando a linguagem da teoria de
conjuntos:

Teorema 5.1:SejaS um subconjunto d&' tal que

1.
2.

OeS,e
Sempre quk € S, para algunk € N, temos qu&k + 1 € S;

entaoS = N.
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Este teorema pode ser facilmente mostrado usando o PIM.uBorlado, podemos demonstrar o
PIM supondo que o teorema acima é verdade, e considerarmguntoS de todos o0s naturais
para os quai®(n) &€ verdadeira.

Exercicio 5.1: Prove quen e N)20 + 271 1 2724 23 4 ... 4 2N < 2
Exercicio 5.2: Prove que{n € N) 2" > n.

Exercicio 5.3: Prove que{n € N)n" > nl.
Exercicio 5.4: Prove que, para todoe N, 9" — 1 & divisivel por 8.

Exercicio 5.5: Prove que, para todo € N, a" — 1 & divisivel pora — 1 para todo nimero inteiro
a>1.

Exercicio 5.6: Prove que, para todoe N, 11M?2 + 122™1 ¢ divisivel por 133.

;o . 5 4 3 . , . .
Exercicio 5.7: Prove que, para todoe N, & + & + & — & & um nimero inteiro.

Exercicio 5.8: Suponha que uma caixa contgbolas vermelhas g bolas amarelas, e que o
seguinte procedimento é repetido até sobrar uma Unieanaccaixa: “Retire duas bolas da caixa;
se elas tiverem a mesma cor, coloque uma bola vermelha reg saiglas tiverem cores diferentes,
coloque uma bola amarela na caixa. Em ambos os casos, ndlwadawcaixa as bolas retiradas.”
Descubra qual € a cor da bola que ficara na caixa. Demorstiaducao que a sua resposta esta
correta.

5.3 Generalizages da Indu@o Matematica

Ha muitas varia¢cdes do principio da inducao mat&aatjue sao no fundo equivalentes, mas
podem tornar algumas demonstracdes mais simples.

5.3.1 Base gegrica

Muitas vezes precisamos provar que uma sentenca atejtaale para todos os nimeros naturais
maiores ou iguais a um centg; ou seja, que {n € N)n > ny — P(n).” Por exemplo, a afirmacao
n? > 3n & verdadeira para todo naturainaior ou igual a 4, embora nao seja verdadeinafee 0,
1,2 0u 3.

Podemos usar o PIM para provar esse tipo de afirmacao, deinrmamdireta. Primeiro defini-
mos um outro predicad@(m) como sendo equivalenteR{n, + m). Provamos entao a afirmacao
(Ym € N) Q(m), usando o PIM. Essa afirmagao entao implita¢ N)n > ng — P(n).

Este raciocinio justifica o teorema geral abaixo, que nosppe provar tais afirmacdes por
inducdo matematica de maneira mais direta, usapgdomo base em vez de 0:

Teorema 5.2:SejaP(n) uma sentenca aberta sobfeSe

1. P(no) € verdadeira, e
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2. Paratodd > ng, (P(k) —» P(k + 1)).

entaoP(n) & verdadeira para todoe N comn > n.

Exemplo 5.3: Prove qua¥ > 3n para todan € N comn > 4,
Prova:

e Base n =4 é verdade pois 16 12.
e Hipotese de indugdsuponhamos que para algkm 4, k? > 3k.

e Passo da indugamrovar quek + 1)? > 3(k + 1).
k+1? =K +2k+1
Por hipotese de inducad > 3k, entao
K+2k+1>3k+2k+1
Comok > 4 temos que R > 8, logo
3K+2k+1>3k+8+1=3k+9=3Kk+1)
portanto, destas duas desigualdades,

(k+ 12 > 3K+ 1).

Fim.

Exercicio 5.9: Prove que a soma dos angulos internos de um poligono comiex vértices &
180 - 2).

Exercicio 5.10: Prove que o nimero de diagonais de um poligono convexolatdos é dado por
dy = n(n2—3).

Exercicio 5.11: Mostre que a soma dos cubos de trés nimeros naturais atwes divisivel
por 9.

Exercicio 5.12: Prove que{n € N)n > 13 — n? < (3/2)".



74 CAPITULO 5. INDUCAO MATEMATICA

5.3.2 Passo garico constante

Numa prova por inducao, além de comecar com uma hgaagbitraria, & possivel usar um incre-
mento maior que 1 no passo da inducao. Ou seja, o passout@mgdode ser a demonstracao de
queP(k) - P(k + p), em vez deP(k) — P(k + 1). Nesse caso, o roteiro & dado pelo seguinte
teorema geral:

Teorema 5.3: SejaP(n) uma sentenca aberta sobbfen, um namero natural qualquer, e
p um inteiro positivo. Se

1. P(ng), P(ng + 1),...,P(no + p— 1) sao verdadeiros, e

2. Paratodd, k > ng, P(k) —» P(k + p).
entaoP(n) & verdade para todo> n.

Observe gque, neste caso, a prova da base da inducao devpaslp inteiros consecutivosng,
Np+1,...,ng+ p—-1, € ndo apenay.

Exemplo 5.4: Prove que qualquer valor postal inteir@ 8 pode ser obtido utilizando apenas selos
com valores 3 e 5.

Podemos provar esta afirmac¢ao usando o teorema da mmdeacd 5.3, com incremenip= 3:
Prova:

e Basesn=8,n=9,n=10. Como8=5+3,9=3+3+ 3 e 10=5+ 5temos que
a proposicao € valida para as bases.

e Hipotese de indugcadsuponhamos quie(k) é verdadeira para algum valoe 8.

e Passo Vamos mostrar que a proposicao é valida para3. Podemos obter o valor
k + 3 acrescentando um selo de valor 3 aos selos usados paré.obter

Fim.

Exercicio 5.13: Prove que, para todo valor inteiro> 5, em dinheiro, pode ser obtido usando
somente notas de 2 ou de 5 reais.

i . P 1 1 1 1 13
Exercicio 5.14: Prove que, para todo inteiro> 2, trstes > o1

Exercicio 5.15: Prove que, para todo inteiro> 3,n? — 7n+ 12 > 0.
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5.4 Mais exemplos de indugo matematica

Exemplo 5.5: [Desigualdade de Bernoulli] Se& um numero real tal que> -1 ec # 0, entao
para todo nUmero natural> 2 vale a desigualdade

1+0">1+nc

Prova:

e Base Paran = 2 a proposi¢ao é verdadeira pois

(1+c)P=1+2c+c%>1+2c

e Hipotese de indugddPara um dadé& > 2, (1+c)k > 1+ ke

e Passo Mostrar que (& ¢)<1 > 1+ (k + 1)c.
Como (1+ ¢)**! = (1 + ¢)%(1 + ¢), pela hipotese de inducao temos que

A+0)t> 1+ko@d+0c) =1+ ((K+1c+ke®>1+(k+1)c

Logo a desigualdade € valida p&a 1. Portanto a desigualdade vale para tado
maior ou igual a 2.

Fim.

Exemplo 5.6:[Conjunto Poténcia] SejA um conjunto conn elementos. Mostrar queamnjunto
poténciaP(A) tem 2' elementos.

Prova:
e Base Sen = 0 temos que o conjunta & vazio portant@®(A) = {0}, logo o nUmero

de elementos de(A) & igual a 1= 2°.

e Hipotese de indugcé@oPara um dado conjuntd comk > 0 elementos temos que o
conjunto poténci@(A) tem  elementos.

e Passo Mostrar que para um conjun®®comk + 1 elementos o conjunte(A) tem
21 elementos. Sej& um conjunto conk + 1 elementos. Com& > 0, A tem
pelo menos um elemento. Sgj@&ste elemento. Considere o conjuBte- A — {a}.
Logo B temk elementos, o que, pela hipotese de inducao, implicap¢Betem
elementos. @(A) pode ser dividido em dois sub-conjuntos, ou seja

P(A)=P(B)u{Cufa}:CeP(B)}.

Comop(B)n{Cu{a} : C e P(B)} = 0 e o nUumero de elementos@éB)| = [{CuU{a} : Ce P(B)}| =
2%, concluimos que o numero de elemento@s = 21,

Fim.



76

CAPITULO 5. INDUCAO MATEMATICA

Exemplo 5.7{Descobrindo a Moeda Falsa] Num conjunto dex®edas de ouro temos uma que &
falsa, ou seja pesa menos que as outras. Mostrar, poraadqgé é possivel achar a moeda falsa
comn pesagens usando uma balanca de dois pratos sem usar peso.

Prova:

Fim.

Base Paran = 1 temos duas moedas e, portanto, basta colocar uma em céadla pra
para descobrir a falsa.

Hipotese de indugadJsanddk pesagens podemos descobrir a moeda falsa déntre 2
moedas.

Passo Mostrar que, num conjunto de“2 moedas, podemos descobrir a moeda
falsa comk + 1 pesagens. Divide o conjunto dé2moedas em dois conjuntos
de X moedas. Coloca-se esses conjuntos em cada prato da baRegsa forma
descobrimos em qual conjunto dérdoedas se encontra a falsa. Pela hipotese de
inducao descobre-se a moeda dopesagens, e, mais a pesagem anterior temos um
total dek + 1 pesagens.

O matematico alemao Johann Dirichlet (1805-1859) ermunem 1834 o seguinte fato, conhe-
cido comoprincipio dos escaninhd®u das gavetagdas casas de pombesc.):

Teorema 5.4:Se emn caixas ( > 1) colocarmos mais de objetos, entao alguma caixa
contera mais de um objeto.

Vamos provar este principio usando indu¢cao matematiaaimeran de caixas.

Prova:

Fim.

Base Paran = 1 o resultado é trivial pois, se ha mais de um objeto, esga tera
mais de um objeto.

Hipbtese de indugcaduponhamos que o resultado € valido para algum nUknerb
de caixas, contendo mais do duebjetos.

Passo Queremos mostrar que o resultado € valido gara caixas contendo mais do
quek+1 objetos. Sejan > k+1 o nUmero de objetos. Escolha uma caixa ao acaso. Se
essa caixa contiver mais de um objeto, a proposicao estaga. Se nessa caixa nao
h& nenhum objeto, ndscaixas restantes estao acomodauios k + 1 > k objetos;

pela hipotese de inducdo, uma delas deve conter mais dabjeto. Finalmente,

se na caixa escolhida ha apenas um objeto, temos quk&,qa@sas restantes estao
distribuidosm -1 > (k+ 1) — 1 = k objetos, o que, novamente pela hipotese de
inducao, implica que uma das caixas contém mais de untabje
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5.5 Usos indevidos da indugo matenatica

E importante entender e verificar as condi¢cBes em que gawdmatematica se aplica. Se mal
utilizada, ela pode levar a conclusdes absurdas. Nos dgsm@seguir, tente encontrar o erro na
demonstracao.

Exemplo 5.8: Todos os cavalos tem a mesma cor.

Prova:
Seja a sentenca abeR): “Num conjunto comrm cavalos, todos os cavalos tem a mesma
cor.” Vamos provar qu@(n) é verdadeira para todo> 1, por inducao.

e Base Paran = 1 a sentenc®(n) € verdadeira.

e Hipo6tese de inducaoSuponha qué(k) é verdadeira para algukn> 1; isto &€, em
todo conjunto conk cavalos, todos tem a mesma cor.

e Passo de indugdovamos mostrar que, em todo conjunto ckna 1 cavalos, todos
tem a mesma cor. Considere um conju@te {c;,Cp,...,Cn, Ck1} COMK + 1 cava-
los. Podemos escrever o conju@a@omo uniao de dois conjuntos, cada um dom
cavalos, da seguinte forma:

C=CulC’”"={c,...,cjUlcy,...,Cu1}

Pela hipotese de inducao, todos os cavalo€d&m a mesma cor. O mesmo é
verdade par&”. Comoc, pertence &’ e aC”, concluimos que os cavalos @¢
tem a mesma cor que os cavalos@e Logo todos os cavalos detém a mesma
cor.

Fim.

Este exemplo, conhecido corparadoxo dos cavalg$oi inventado pelo matematico hungaro
George Polya (1887-1995). O exemplo a seguir ilustra umsmilar na aplicacao do PIM, com
“conclusao” igualmente absurda:

Exemplo 5.9: Todos os nimeros naturais sao iguais.

Prova:
SejaP(n) a sentenca aberta “todos os nUmeros naturais menorgs&is en sao iguais.”
Vamos provar qu®(n) é verdadeira para todoe N, por inducao.

e Base P(0) & obviamente verdadeira.

e Hipobtese de inducdoSuponha qué’(k) & verdadeira para alguk > 0, ou seja,
todos os nUmeros menores ou iguakss@o iguais.

e Passo de indugcad/amos mostrar quB(k+1) &€ verdadeira. Pela hipotese de inducao,
k-1 = k. Somando 1 em ambos os lados da iqualdade té&mok + 1. Portanto
P(k + 1) também & verdadeira.
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Fim.

O proximo exemplo mostra a necessidade de provar a basdwiziin
Exemplo 5.10: Para todo nimero natural> 1, o nimera? + n & impar.
Prova:
¢ Hipotese de indugddsuponha qu&? + k & impar para algurk > 1.
¢ Passo de indugdd/amos mostrar quek(@ 1)? + (k + 1) & impar. Observe que

K+1P?+Kk+D=K+2k+1+k+1=({K+K +2(K+1)

Este resultado & impar, poi€( k) &€ impar pela hipotese de indugadg 2(1) € par,
e um numero impar somado com um namero par & impar.

Fim.

O leitor pode verificar que a afirmacao “provada” acima @&erdadeira.

Exercicio 5.16: Considere a afirmacao (obviamente falB&)): “Para todo nUmero rea > 0 e
todo naturah, a" = 1. Encontre o erro na demonstracao por inducao abaixo.

Prova:

e Base P(0) & obviamente verdadeira uma vez gfie- 1.
e Hipbtese de inducdoSuponha qué(k) & verdadeira para alguk > 0, ou seja,

a“=1.
e Passo de indug@d/amos mostrar quB(k+ 1) & verdadeira, isto&*! = 1. Observe
que
k-1
el _ okl ookt & 1
a“=a“".a=a -F_l-i_l.

PortantoP(k + 1) também é verdadeira.

Fim.

5.6 Principio da Inducédo Completa

Vamos agora enunciargrincipio da inducao complet@PIC), também chamado geincipio da
inducao forte Esta versao alternativa do principio da inducao matera serve, como a ante-
rior, para demonstrar sentencas na formé“€ N) P(n)”. Em alguns casos essa técnica torna
a demonstracao da sentenca mais facil que a técniea@ntNa secao 5.9 provaremos a equi-
valéncia desses dois principios.
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Teorema 5.5:SejaP(n) uma sentenca aberta sobfeSuponha que

1. P(0) é verdade; e
2. paratodk emN, ((Vi e N)i <k, P(i)) - P(k+ 1),

entaoP(n) & verdade para todoe N.
Portanto para provar queYf € N) P(n)” & verdadeiro, usando inducao completa, devemos
proceder da seguinte forma:
1. Base da inducaoMostrar queP(0) & verdade.
2. Hipotese de indugcadsupor que, para algukne N, P(i) & verdade para tod@om 0< i < k.
3. Passo da inducaaviostrar queP(k + 1) € verdade.

Como noPIM, podemos generalizar e considerar a bas® lugar de O.

Exemplo 5.11:Definimos que um nimero naturpl> 1 €primo quando os Unicos divisores dele
sao 1 e o proprigp. Vamos mostrar que todo inteiro maior ou igual a 2 & prima aum produto
de primos.

Prova:

SejaP(n) a sentenca abertan ‘& primo ou € um produto de primos.” Vamos provar que
(Yne N)n > 2 — P(n), por inducdo completa.

e Base P(2) & verdade pois 2 & primo.

e Hipotese de inducdduponha que, para alguae 2, P(i) € verdade para todoe N
com2<i <k

e Passo da indugcaovamos provar qu®(k + 1) também é verdade. &e+ 1 & primo
entaoP(k + 1) & verdadeiro. Sk+ 1 nao & primo, comk+1 > 2, ele deve ter algum
divisor diferente de 1 e de+ 1. Ou sejak+1 = ab para algumaeb, com 1< a< k.
Comoa > 1, concluimos que < k+ 1; comoa < k + 1, concluimos qué > 1. Ou
seja, 2< a< ke 2< b < k. Pela hipbtese de inducgao, portard@ b sao primos ou
produtos de primos. Portanko+ 1 = a - b também & um produto de primos.

Fim.

5.6.1 Formulag@o do PIC usando conjuntos

Assim como no caso do PIM, o principio dainducao compbatebém pode ser enunciando usando
a linguagem da teoria de conjuntos:

Teorema 5.6:SejaS um subconjunto d&l tal que

1. OeS,e
2. Paratodi&k e N, {0,1,2,...,kl cS—>k+1€S;

entaoS = N.
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5.7 Exerdcios

Exercicio 5.17: Prove que todo nUmero natural> O pode ser escrito como soma de poténcias de
2, isto &, existem numeros inteirng, ny, ...,n;, com0< N < < --- < Ny, tais que

m=2"+2%4...4 20

Exercicio 5.18: Sejamm moedas, uma das quais é falsa e tem peso diferente das défsais

exercicio anterior mostrar, por indug¢ao, que bastapesagens com uma balanca de pratos para
descobrir a moeda falsa.

Exercicio 5.19: Os numeros de Fibonacci §;F1, F»,... sao definidos pelas seguintes regras:

Fo=0,F, =1, eF, = F_1 + F_» para todo nimero naturalmaior ou igual a 2. Prove, por
inducao, que

1. (YneN)F, < ().
2. (YmneN)FnFn+ FmiiFnis = Fmenet.

3. (Y{neN)S, = F, — 1 ondeS, &€ o nimero de somas realizadas ao se cal&lar

Exercicio 5.20: Sejame e 8 as duas solucdes da equagde- x — 1 = 0, coma > 0. Prove que
Fn=(a"-8")/(a — B), para todan emN.

Exercicio 5.21: Sejamx um numero real diferente de zero, tal gue %( € um nimero inteiro.
Prove que, para todo nimero naturak” + X—ln € inteiro.

5.8 Principio da Boa Ordena@o

Uma outra maneira de provar sentencas abertas sobremaatarais € usar uma propriedade dos
numeros naturais conhecida comprancipio da boa ordenaca(PBO).

SejaS um conjunto de nUmeros reais. Wemento minimdeS & umy € S tal que para todo
X € S,y < x. O principio da boa ordenacao diz que

Teorema 5.7:Todo subconjunto ndao vaz®deN tem um elemento minimo.

Note que esta afirmagao nao € valida para subconjurtRd Z; isto &, exitem subconjuntos
deR e deZ que nao tem elemento minimo.

Como exemplo de uso do PBO, vamos provaeorema da Divisdo de Euclides

Teorema 5.8:Sejama, b € N, comb # 0. Entao existem, r € N tais quea = bg+ r com
O0<r<h.

Prova:
Sejama,b € N, comb # 0, e seja

S={a-b-k:keNa-b-k>0}
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Observe qué& C N poisa— b -k > 0; e queS # 0 pois contenma = a—b- 0. Entao pelo
PBOS tem um elemento minimo. Seja= a— b - q esse elemento.

Suponha agora que> b. Nessecasa—b-(q+ 1) =r —b > 0, e portanta — b esta
também ens. Comob > 0, temos — b < r. Isto contraria a escolha decomo o menor
elemento dé&. Portantar < b.

Fim.

5.9 Formas equivalentes do printpio da inducao

Nesta se¢ao vamos provar a equivaléncia do principimdiacdo matematica e do principio da
inducdo completa. Para isso vamos utilizar o princigdda ordenacao (PBO). Vamos provar
que

PIM - PBO— PIC — PIM.

5.9.1 PIM implica PBO

Vamos supor que o principio da indu¢cao matematicdiéaja provar o principio da boa ordenacao.

Prova:

SejaS um subconjunto d& que nao possui elemento minimo; vamos mostrar que ele so
pode ser o conjunto vazio. Considere a sentenca abgna‘todo elemento d& & maior
quen”. Vamos provar {n € N) P(n) por indugao matematica.

e Base como 0< x para todax € N, 0 nao pertence 8, pois caso contrario seria um
elemento minimo. Logd?(0) & verdadeira.

e Hipotese de inducddvamos supor que(k) é verdadeira para algukyisto €, todo
elemento d& & maior quek.

e Passo da inducaovamos provar qu®(k + 1) € verdadeira. Todo elementaleS é
maior quek, portanto & maior ou iguallat+ 1. Segue dai que o nimeéte 1 nao pode
pertencer &, pois nesse caso seria um elemento minimo. Portanto, tedweto
deS & maior quek + 1. Ou sejaP(k + 1) &€ verdadeira.

Por outro lado, s& & um elemento qualquer & a afimacad’(x) € falsa. Portanto, a
afirmacao Yn € N) P(n) implica quesS é vazio.

Fim.
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5.9.2 PBO implica PIC

Vamos supor agora que o principio da boa ordenacaoiéoya provar o principio da inducao
completa.

Prova:
Suponha qu®(n) & uma sentenca aberta que satisfaz as condi¢cdes dsRIE,

1. P(0) é verdade; e
2. paratodk e N, ((Yi € N)i < k — P(i)) - P(k + 1).

Considere o conjunt8 = {n € N : P(n) é falsa}. SeS nao for vazio, pelo PBO ele possui
um elemento minimo. Pela condi¢ao 1 acima, este elenggubsitivo, ou seja k+ 1 para
algumk € N. Comok + 1 & minimo,P(i) deve ser verdadeira para todo naturralk. Mas
pela condicao ZP(k + 1) deve ser verdadeira, ou s&al ¢ S. Esta contradicao significa
gues é vazio, ou sej#(n) é verdadeira para todo

Fim.

5.9.3 PIC implica PIM

Para concluir, vamos supor que o PIC & verdade, e provar o PIM

Prova:
SejaP(n) uma sentenca aberta que satisfaz as condi¢cOes do Ri\, is

1. P(0) é verdade; e
2. paratodk € N, P(k) — P(k + 1).

A segunda afirmacao implica que
2. paratodk e N, ((Vi < k) P(i)) - P(k + 1).
Nesta passagem usamos o fato gtie(k) P(i) equivale a
(Vi < k) P(i)) A P(K)
e o teorema da l6gica proposicional (exercicio 3.24)
(pP—=a)—>(rAp—0)

ondeA = P(k), B=P(k+ 1), eC = ((Vi < k) P(i)) As condicOes 1 e 2’ sao as hipoteses
do PIC, portanto concluimos que(n) & verdadeira para todo

Fim.
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5.10 Exerdcios adicionais

Exercicio 5.22: Mostre a validade das seguintes formulas:

1
1. (VneN)1+2+3+---+n:_n(n2+ )
2. (e 12+ 2+3 4.4z NOHD@+1)
6
2n-1)(2n+1
3. (Vn€N)12+32+52-|r---+(2n—1)2:n(n ?2( + )_
1P
4, (MneN)1P+28+3B+...4n°= n(n; )
5. (VHEN)20+21+22+...+2n:2n+1_1.
n(n+ 1)

6. (Vn € N) 12 - 22 + 32 _ e+ (_1)n—ln2 — (_1)n—l > .

1 _n
"@n-1D@n+1) 2n+1

7. WneN) L+ &+
8. (YneN)1-2042.2843.224...4n- 2" =14 (n-1)2".
Exercicio 5.23: Mostre que as regides do plano determinadaspetas, em posi¢cao geral, podem
ser coloridas utilizando duas cores de modo que regidaseaties recebam cores diferentes.

Exercicio 5.24: Encontre um inteirayg € N que torna as seguintes afirmacdes verdadeiras, e
prove-as por inducao em

1. Y¥neN)n>ng— 2">n?,

2. (YfneN)n>ng - n® < (3)".

3. YneN)n=>ng - n! > 2"

4. YneN)n>ny — nl > 4",

Exercicio 5.25: SejaC um conjunto comm > 2 elementos. Prove, usando indu¢aomemueC
temn(n — 1)/2 subconjuntos com exatamente dois elementos.

Exercicio 5.26: Mostre, paral, m € N, que:

nn+1)...(n+m)
m+1

1-2..m+2-3...mm+1)+---+n(n+1)...(n+m-1)=

Sugestao: Fixenarbitrario e prove por inducao sohme

Exercicio 5.27: SejaP um poligono no plandTriangular um poligono significa dividir seu interior
tracando diagonais que nao se cruzam até que todas @sgepitidas sejam triangulos. Neste caso,
dizemos que o poligonB é triangulada Um trianguloT de um poligono triangulad®B & exterior

se dois dos lados desao lados do poligonB. Na figura 5.1, os trianguldE; e T, sao exteriores.
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Figura 5.1: Poligono triangulado.

Prove, usando inducao matematica, que um poligonoguwiado P com quatro ou mais lados
possui pelo menos dois triangulos exteriores.



Capitulo 6

Relagoes

Func¢Bes como seno e logaritmo, e os sinais de comparatae:’, etc., sao casos particulares de
relacdes um conceito fundamental da matematica.

6.1 Conceitos lasicos

Umarelacao binaria(ou simplesmente umalacag R de um conjuntoA paraum conjuntoB &
um sub-conjunto dé& x B. Em outras palavras, € um conjunto de pares ordenadosgoma € A
ebe B.

Em geral usa-se a notaca®lb para dizer queg, b) € R e aRb para dizer queg,b) ¢ R. Se
(a, b) € R dizemos qua esta relacionado com jpela relacac.

Exemplo 6.1: SejamA = {1, 2, 3}, B = {4,5}. EntaoR = {(1,4),(2,5),(3,5)} &€ uma relacao dA
paraB. Neste exemplo, temoskB e 3R5, mas R4 e 5R2.

Se os conjuntoé e B sao finitos e suficientemente pequenos, uma relacao podesesen-
tada por um diagrama, em que cada elementa da B é representado por um ponto, e cada par
ordenadod, b) por uma seta da parab. Veja a figura 6.1.

A B

| —

Figura 6.1: Diagrama da relac&b= {(1, 4), (2,5), (3,5)} do conjuntoA = {1, 2, 3} para
0 conjuntoB = {4, 5}.

Exemplo 6.2: SejamC = {1, 2,3,4} eD = {4,5, 6}. Observe que o conjunto de pafedo exemplo
anterior também & uma relacao@earaD.

Exemplo 6.3: O conjunto de pare{s(x, VX) i xe N} €& um exemplo de uma relacao NeparaR.

85
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SeR & uma relagao dA paraA, dizemos qu& & uma relagaem Aou sobre A

Observe que os sinais de comparacgao da algebta“(¥”, etc.) sao relagdes binarias definidas
sobre 0s nUmeros reais.

Observe também que&™ & uma relacao binaria entre o conjurttbde todos os elementos, e 0

conjuntoP(¢) de todos os conjuntos; e que™é uma relagao binaria definida sobre o conjunto
de todos os conjuntos.

6.1.1 Doninio e imagem

O dominiode uma relaca®, denotado por DonK), &€ o conjunto de todos os primeiros elementos
dos pares ordenados que estagrensto é:

Dom(R) ={a: (a,b) e R}

A imagemou contra-dominiode uma relaca®, denotado por Imgf), &€ o conjunto de todos 0s
segundos elementos dos pares ordenados que estiolstu é:

Img(R) = {b: (a,b) e R}

Observe que um conjunto de pares ordena®lds uma relagado dé paraB se, e somente se,
Dom(R) € Ae Img(R) C B.

Exemplo 6.4: SejaR a relacad(1, 4), (2,5),(3,5)}. Temos que DonR) = {1,2,3} e ImgR) =
{4,5}.

Exemplo 6.5: SejaR a relagéo[ (X, X%) 1 x € Z}. Observe que Do) & o conjunto de todos os
inteirosZ, mas ImgR) € o conjunto dos quadrados perfeifdsl, 4,9,...}.

Exemplo 6.6: SejaA o conjunto dos presidentes do Brasil, de 1889 a 2010./5ajeelacao sobre
Atal queaRb se e somente se o presidehti o sucessor da. Assim, por exemplo, temos que
Figueired&RTancredo e Fernando HenriqRieula, mas Lul®Fernando Henrique. Observe que o
dominio desta relacao sao todos os presidentes met@gdue terminou o0 mandato em 2010), e
a imagem sao todos os presidentes menos Floriano Peixoto.

Exemplo 6.7: SejaA = {1, 2, 3}, e R 0 conjunto dos pares(b) de A x Atais quea < b. Ou seja,
R =1{(1,2),(1,3),(2 3)}. Neste caso, Do) = {1, 2} e ImgR) = {2, 3}.

Exemplo 6.8: SejaA o conjunto dos nimeros inteirose= {(a,b) : aRb « a = 2b}. Note que
Dom(R) & o conjunto dos inteiros pares e IRY(= Z.
Exemplo 6.9: SejaA o conjunto dos numeros reaiske = {(a, b):a®+b? = 25}. Neste caso

DomR)={a:-5<a<5}elmgR) ={b: -5<b<5}.

Exercicio 6.1: Prove que, para qualquer relacBpa imagem ImgR) € vazia se e somente se 0
dominio DomgR) & vazio.
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6.1.2 Restri@o de relages

SejaR uma relacao, e sejaii e B’ conjuntos quaiquer. festricdo deR a A' e B & o conjunto de
pares ded,b) € Rtaisqueac A’ eb € B’; ousejaRNA’ xB'. Arestricdo deR a A’ € geralmente
entendida com® N A’ x A'.

Exemplo 6.10: SejaR a relacao dos inteiros positivds \ {0} para os inteiros, tal queRy se e
somente s é divisor dey. A restricao deR aos conjuntod) = {0,2,3,5,6} eV ={0,1,2,...,9}
€ o conjunto de pares

{(2,0),(2,2),(2,4),(2,6),(2,8).(3,0),(3,6).(3,9), (5,0), (5,5), (6,0), (6, 6)}
A restricao deR ao conjuntdJ &
{(2,0),(2,2),(2,6),(3,0),(3,3).(3,6), (5,0), (5. 5), (6,0), (6, 6)}
E comum se usar uma relac&que foi definida sobre um conjun#® como se fosse uma
relacao sobre qualquer subconjuAtac A, quando na realidade se deveria usar a restricioale
A’'. Por exemplo, a relagag” é definida sobre os reais, mas ela é frequentemente usada como

se fosse também uma relacao sobre os int&ir@s naturaidy, ou qualquer outro subconjunto de
R. Nestes casos entende-se que a relacao desejada écaoadtr<’ a estes subconjuntos.

6.1.3 Relages de identidade

Para qualquer conjunt®y, a relacaadentidade sobre Adenotada pof », € definida por
Ia=1{(%X):xeA}
Esta relacao nada mais & que a relacao de igualdddegstrita ao conjunta@\.
Exemplo 6.11:SeA = {1,2,3} entaol 5 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)}.

6.1.4 Rela@o inversa

SejaR uma relacao do conjunta para o conjuntd. A relagéo inversadenotada poR:, & a
relacao do conjunt® para o conjunt® definida da seguinte forma:

RE={(xY): (.X) € R}
Ou seja,R! & a relacao tal quaR~'b se e somente d8Ra, para quaisqued e b. Observe que
Dom(@®R1) = Img(R) e Img(R~1) = Dom(R).
Exemplo 6.12:SejaA = {1, 2,3} e R a relaczo sobré do exemplo 6.7. A relac&o inversaRe! =
{(ab):bRa} = {(a,b):ac AAbe Arb<a} = {(21),(31),(3,2). Vejaque DomR™1) =
{2,3)e ImgR™1) = {1,2}.

Exemplo 6.13: A inversa de £”, denotada por 3”, & uma relacao do conjunt®(Z{) de todos os
conjuntos para o conjunt®f de todos os elementos. A formulas x (Ié-se “A possuix’, ou “A
tem x") significa a mesma coisa quec A. (Note a diferenca entres”, “2", € D.)

Exercicio 6.2: Qual & inversa da relacae™? E da relacao="? E da relagao&"?

Exercicio 6.3: SeA & um conjunto conm elementos, quantas relacdes distintas existem ibre
SeB & um conjunto conm elementos, quantas relagdes existerdgaraB?



88 CAPITULO 6. RELACOES

6.1.5 Imagem e imagem inversa de conjuntos

Definicao 6.1: SejamR uma relagao de um conjun#® para um conjuntd, e X um
conjunto qualquer. Amagem de X0bR & o conjunto

{b:(JaceX)(ab)eRr}
A imagem inversae X sobR & o conjunto

{a:(@be X)(ab) eR}

Observe que a imagem inversaXisobR & a imagem d& sob a relacdo invers&. Aimagem
de X sobR costuma ser indicada p®(X). A imagem inversa entdo pode ser indicadaRdi(X).

6.2 Composi@o de relapes

SejamR e S duas relagcdes. Bomposicao d® comsS € a relacao denotada pSro R, e definida
da seguinte forma:
SoR={(ac):(3Ab)(ab)eRA(bc)eS}

Exemplo 6.14:Considere as relacdes
R= {(1’ 1)9 (1’ 4)9 (2’ 3)9 (3’ 1)9 (3’ 4)}
S= {(1’ 0)9 (2’ 0)9 (3’ 1)9 (3’ 2)9 (4’ 1)}
A composicao delas &
SoR=1{(1,0),(1,1),(2,1),(2,2),(3,0),(3,1)}
Observe que
e (1,0)e SoRporque (11) e Re (1,0) e S,
e (L1)eSoRporque (14)eRe(41)e S,
e (2,1)e SoRporque (23)eRe (31) € S,
e (2,2)e SoRporque (23) e Re (32) € S,
e (3,00 SoRporque (31)eRe (L0) e S,
e (31)eSoRporque (34)eRe(41) e S.

R S SoR
Figura 6.2: Composicao das relacdes do exemplo 6.14.



6.2. COMPOSI@O DE RELACOES 89
Exemplo 6.15:SejaR a relacdo d& paraZ definida porxRy « x =y + 1. SejaS a relacao d&
paraz definida poySz « y = 2z. A composi¢aaS o R € a relacao d& paraz definida por

X(SoR)ze (AYyeZ)x=y+1Ary=2z

Ou sejax(S o R)z & x = 2z+ 1. Observe que () € So R, porque (54) € Re (42) € S.
Observe também que,®) ¢ S o R, porque o Unico elemento relacionado com 6 Rdr 5, mas
(5,2) ¢ S.

Exemplo 6.16:SejamR e S as mesmas rela¢des do exemplo 6.15. A compo$t¢a® é a relacao
deZ paraZ definida por

X(Ro8S)ze (AyeZ)x=2yAy=2z+1
Ousejax(RoS8)z - x=2z+ 2. Observe que () ¢ Ro S, mas (62) e Ro S.

Os exemplos 6.15 e 6.16 mostram que ha casos ers g+ R o S; isto &, a composi¢ao de
relacdes nao & comutativa.
Observe que, para quaisquer relacBesS, temos

Dom(S o R) € Dom(R)

Img(S o R) € Img(S)

6.2.1 Nota@o alternativa

A notagaasS o R para composi¢ao deé comS & muito comum, especialmente para fungdes (vide
capitulo 7.1). Em algumas areas da matematica, entoet@composicao de uma relagia@om

uma relacad & denotada pela justaposigiS. Observe que, nesta notagao, a ordem das relagdes
€ oposta a da notacgao tradicional.

6.2.2 Composiéo com identidade

Observe que, para qualquer relagda@e um conjuntoA para um conjuntd, as composi¢caos
IgoReRoI,sao sempre a propria relacko

Exemplo 6.17:SejaA = {1, 2,3}, B = {10,20, 30,40} e R = {(1, 20), (1, 30), (2, 30)}. Lembramos
queZa = {(1,1),(2,2),(3,3)} e Is = {(10,10), (20, 20),(30,30), (40,40)}. Pode-se verificar que
RoIpa=Ig0R=1{(12),(13),(273).

6.2.3 Composiéo com a rela@o inversa
Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 6.18:SejaA = {1, 2, 3} e sejaR = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}, uma relagado sobr&. Lembramos
que arelagao invers® €{(2,1), (3,1),(3,2)}, e queZ s = {(1,1), (2, 2), (3, 3)}. Entao:

e RIoR={(11)(12),(22),(21).
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e RoR1=1{(22),(223),(33),(3,2).
e RoR={(1,3).
e RIoR™1={(31).

Observamos que neste exemgilloR ! & diferente d&R 1o R, e ambas sao diferentes da identidade
I a.

Exercicio 6.4: Prove que, para toda relagBpa composica® 1oR contém a relagao de identidade
sobre DomR); e queR o R~! contém a identidade sobre IMR)(

6.2.4 Inversa da composigo

Pode-se verificar que, para quaisquer rela¢desS,
(SoR)T=R1oS?

Ou seja, anversa da composicao € a composicao das inversasgdenoinversa

Exemplo 6.19:Sejam as relacdes
R = {(1, 20), (1, 30), (2, 40), (3, 20)}
S ={(20,200), (20, 300), (40,200}

Observe que

e SoR ={((1,200) (3,200) (3, 300) (2, 200).
R~1 = {(20, 1), (30,1), (40, 2), (20, 3)}.
S~1 = {(20Q 20), (30Q 20), (200, 40)}.
R10 81 = {(200 1), (300 1), (20Q 3), (20Q 2), (300, 3)}.
(SoR)™ ={(200 1), (300Q 1), (200Q 3), (300 3), (200, 2)}.

6.2.5 Composiéo e incluso

O seguinte teorema decorre imediatamente das definicoes:
Teorema 6.1: Para quaisquer relaco®s, R,, S1, Sz, seRy € R, € S; € S,, entaoR; o
S1CR08,.

6.2.6 Poéncias de uma relago

SejaR uma relagao. Aoténciak", n=1,2,--- é definida como:

R = R
Rn+1 — RHOR

Teorema 6.2: Para quaisquer relacdgése S, e qualquer inteirm > 1, seR C S entao
R S".
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Prova:
Vamos provar este teorema por indugaorem

e Base paran = 1, o resultado & verdadeiro, pd$ = R c S = S*.
Hipotese de induciozamos supor que, para algume 1, Rk C Sk,

Hipotese de indugdozamos provar qu&<! ¢ S¥1, Pelo teorema 6.1, concluimos
queRk o R C Sk o S. Pela definicao de poténcig+! c Sk,

Fim.

Exercicio 6.5: Prove que, s® € uma relacao da paraB, entdaoR o 7o = Igo R =R.
Exercicio 6.6: Prove que, para quaisquer relaci®esS, valeR 1o S = (So R) ™.

Exercicio 6.7: Prove que a composicao de relacdes € associativeg,isfoe, para quaisquer trés
relacdeR, Se7,vale7 o (SoR)=(7 ocS)oR.

Exercicio 6.8: Prove que a composi¢cao de relacdes distribui sobr@outhé™relacdes; isto &, que,
para quaisquer trés relacBsS e 7, valeT o (RUS) = (T o R U (T 08),e RUS) o T =
RoTHIU(SoT).

Exercicio 6.9: Prove que para quaisquer trés relagheS e 77, vale7 o(RNS) C (T oR)N(T 0S).
Encontre um exemplo em que nao vale a igualdade; iStO&R N S) # (T o R)N (T o S).

Exercicio 6.10: Prove que, para toda relacRe quaisqueme n inteiros,R™ o R" = R™"N,

6.3 Representago de rela®es usando matrizes

6.3.1 Matriz booleana de uma relaéo

Umamatriz boolean& uma matriz cujos elementos sao valores l6giEas) V. Ao escrever tais
matrizes, &€ conveniente usar O e 1, respectivamente,udicar esses valores.
SejamA = {aj,ap, -+ ,am} € B = {by, by, - -+, b} conjuntos finitos comAl = m, |B| = ne
R uma relacado dé paraB. Uma maneira de representar esta relacao é através aenaitniz
booleanavl demlinhas en colunas definida da seguinte maneira:
M= { 1 seaRb;
T 0 seaRb;
i
Observe que a matri¥ depende da escolha dos conjunfos B, e também da ordem em que
listamos seus elementos.

Exemplo 6.20: SejaR a relacad (20, 20), (30, 20), (30, 30)}. Se escolhermoa = {10, 20, 30, 40}
e B = {10, 20, 30}, listados nessa ordem, a matriz da relacao sera

|10 20 30
10/0 0 0
M=| 200 1 0
30/0 1 1
400 0 0
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6.3.2 Opera@es com relages usando matrizes
A representacao por matrizes também pode ser usadaipagdizar operacdes entre relacoes.
Unido de relages. SejamR e S duas relagbes de um conjurdopara um conjuntd, com

matrizes booleandd e N, respectivamente. A matriz booleaRajue representa a unifu S &

tal queP;j = 1 se, e somente skl ; = 1 ouN;; = 1. Ou sejaP;; = M;; v N; ;. Podemos denotar
essa matriz poM v N.

Interseccdo de relages. Analogamente, a matri@ que representa a interse¢lo S é tal que
Q.,j=1seesomentedd;; = 1eN,; =1; ouseja;j = M;j A N;;. tiverem 1 e O caso contrario.
Podemos denotar essa matriz pbn N.
Exemplo 6.21:SejamA = {10, 20, 30,40} e B = {20, 40, 60}, e sejam
R ={(10,20), (10, 60), (20, 40), (40, 60)}
S ={(10, 20), (20, 60), (30, 40), (40, 20)}

As matrizes booleanas que represenfany, RU S eR N S sao

20 40 60 |20 40 60
10]1 0 1 101 0 0O
M=|20{0 1 0 N=|20]0 0 1
300 0 0 30([0 1 0
400 0 1 401 0 0
20 40 60 |20 40 60
10/1 0 1 101 0 0O
MvN=|20]0 1 1 MAN=|20]0 0 O
300 1 0 30(0 0 0
401 0 1 400 0 0

Composi@o de relages. A composicao de relagdes também pode ser entendidaremos de
matrizes. SejarR uma relacao dé = {aj, &, ...ay} paraB = {by, b,, ... by}, e S uma relacao de
B paraC = {cl, Co, .. .cp}, com matrizes booleandd (mx n) e N (n x p), respectivamente. Pela
definicdo, a matri que representa a composigio R € tal queP; ; = 1 se e somente se existe
uminteirok € {1,2,...,n} tal queM;x = 1 eN,; = 1. Ou seja,

Pij=(Mi1 ANy)) V(M2 ANgj) V-V (Min A Npj)

gue pode ser escrita mais sucintamente como

n
Pi’j = \/ Mi,k/\ Nk,j
k=1



6.4. TIPOS DE RELAQES 93

(Veja o capitulo 8.8.) Note a semelhanca entre esta flarena formula do produto de duas matrizes
ordinarias,

n
Pij = Z Mik - Nicj
P

Concluimos que a composi¢cao de uma relgg@mm uma relacad corresponde ao produtdN
das respectivas matrizes booleaiWas N, no sentido da algebra de matrizes; exceto que o produto
“.” de dois nUmeros & substituido pela conjuncag € a soma de numeros-" & substituida pela

disjuncao ¥V”. Observe que a ordem em que as matrizes devem ser multip@oposta a ordem
usada na notacga® o R.

Exemplo 6.22: SejamA = {10, 20, 30,40}, B = {20,40,60}, eC = {35,55, 75,95}. Sejam
R = {(10, 20), (10, 60), (20, 40), (40, 60)}

S = {(20, 35), (20, 55), (40, 55), (40, 75), (60, 95)}

As matrizes booleanas que represenfdn e S o R sao

20 40 60 35 55 75 95
10 ‘ 1 0 1 50 ‘ 315 515 25 25 10 ‘ 1 1 0 1
M=|120 0 1 O [N= 20/0 1 1 o0 MN=|1 200 1 1 O
3000 0 O 60lo o o0 1 3000 0 O O
400 0 1 4010 O O 1

6.4 Tipos de relapes

Nesta se¢ao daremos algumas propriedades de relagdefi@ importantes em muitos contextos.
SejaR uma relacao sobre um conjurdo Dizemos que:

e R éreflexivasobreA se, e somente se{d € A) aRka. Isto significa qued, a) € R para todo
aecA

e R éirreflexivasobreA se, e somente se/d € A) aRa. Isto significa qued, a) ¢ R para todo
aeA

e R ésimétricase, e somente se/d, b € A) aRb — bRa. Isto significa que sea(b) € R entao
(b,a) e R.

e R éanti-simétricase, e somente se¥d, b € A) (aRb) A (bRa) — a = b. Isto significa que
se@b)eRe b a) e Rentdaoa=Dh.

e R étransitivase, e somente se¥d, b e € A) (aRb) A (bRc) — aRc. Isto significa que se
(a,b) e Re (b,c) e Rentao f,¢c) € R.
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Observe que os termos simétrica e anti-simétrica naoogdstos: uma relacao pode ser
simétrica e anti-simétrica a0 mesmo tempo, ou pode naaesa simétrica nem anti-simétrica.
Exemplos: SejaA = {1,2,3} e Ry = {(1,1),(2,1),(1,2)(3,1)}. R, nao & simétrica pois (3) € R
e (1 3) ¢ R nem anti-simétrica pois (2) e Re (L 2) e Re 1+ 2. SeR, = {(1,1), (2, 2), (3, 3)}
entaoR, & simétrica e anti-simétrica. Uma relagao & antiétiina se nao existem elementos dis-
tintosa e b tais queaRkb e bRa. Nao & simétrica se contiver algum parlf) coma # b, e ndo
conter o parlg, a).

Observe também que uma relacao pode ser nem reflexiva errelexiva, como mostra a

relacaoR; acima. Porém, se o conjurnfonao é vazio, uma relagao nao pode ser ao mesmo tempo

reflexiva e irreflexiva sobra.

Finalmente, observe que uma relacao pode satisfazequpratias propriedades acima por
vacuidade, se nao existirem elementos &mue satisfacam as condi¢cdes no lado esquerdo do
conectivo =’. Por exemplo, a relaga®; = {(1, 2)} é transitiva, porque nao existeanb e c tais
que @Rsb) A (bRsC).

Exemplo 6.23:Considere o conjuntd = {1, 2, 3,4} e as seguintes relacdes sobre

e R1=1{(11),(12),(21),(22),(3,3),(3,4),(4,1),(4,4)}.

e Ro=1{(11),(12),(21)}.

e R3=1{(11),(12),(21),(22),(3,3),(4,1),(1,4),(4,4)}.

e Ry=1{(2,1),(31),(32),(4,1),(4,2),(4,3).

o Rs={(1,1),(12),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4),(4,4)).
o Re ={(3,4)}.

e Sao reflexivas sobra: R;, Rz e Rs.
e Sao irreflexivas sobrA: R4 e Rs.

e S2A0 simétricask; e Rs.

e S20 anti-simétricasks, Rs e Re.

e Sao transitivasRy, Rs € Re.

6.4.1 Composiéo e transitividade

O préximo teorema mostra como a operac¢ao de composgaelaciona com a propriedade tran-
sitiva de uma relacao.

Teorema 6.3:Uma relacack sobre um conjuntd é transitiva se, e somenteBe R C R.

Prova:

SejaR uma relacao. Vamos primeiro provar quefse transitiva, enta® o R € R. Seja
(&, b) € Ro R. Pela definicao de composi¢ao de relagdes, temos#ue (A) (a, X) €
R A (X, b) € R. ComoR & transitiva, concluimos que,() € R. LogoRo R C R.

Vamos provar agora que, R C R, entadr é transitiva. Sejarg, b, ctrés elementos de
A. Se @ b) e Reb,c) e R, entdo, pela definicdo de composigcao, temos au € RoR.
ComoR o R C R, entdo 4, c) € R. LogoR é transitiva.
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Fim.

O teorema 6.3 pode ser reformulado: “Uma relagasobre um conjunt@ & transitiva se e
somente s&? C R.” Esse resultado pode ser generalizado:

Teorema 6.4:Uma relacacR é transitiva se e somente B8 C R para todan > 1.

Prova:

Para provar a parte “somente se”, basta tomar2 e usar o teorema 6.3. Para provar a
segunda parte, vamos supor cRié uma relacao transitiva sobre um conjute@ provar
queR" C R, para toda > 1, usando indu¢ao em

e Base Paran = 1 a afirmacao & verdadeira, p#$= R C R.
Hipotese de inducid/amos supor qu&® C R para algunk > 1.

Passo Vamos demonstrar quB<* ¢ R. Seja @,b) € R pela definicao de
poténcia, & b) € R¥ o R. Pela definicdo de composicao, temos gived A) (a, X) €
R A (x,b) € R¥. Pela hipotese de inducaB c R, portanto &, b) € R. ComoR &
transitiva, temos quea(b) € R.

Fim.

O que este teorema nos diz & que as poténcias de umaorélagaitiva sao sub-conjuntos da
relacdo. Portanto se verificarmos qRe ¢ R, para algunm > 1, entao podemos concluir que a
relacao nao é transitiva.

Exercicio 6.11: Prove esta afirmacao, ou encontre um contra-exemplo:R‘Se R, entaoR &
transitiva.”

6.4.2 Propriedades de relages usando matrizes

SeR & uma relagao sobre um conjunto fink@ matrizM & quadrada e as linhas e colunas tem os
mesmos rotulos. Nesse caso, se usarmos a mesma ordenmpasaelicolunas, varias propriedades
da relagacR podem ser facilmente verificadas na mawiz

1. Uma relacac é reflexiva sobré\ se, e somente s&i(e {1,2,---,n}) aRg. PortantoR é
reflexiva sobreA e somente sev¥( € {1,2,---,n}) M;; = 1; isto &, os elementos da diagonal
de M sao todos 1.

2. Umarelaca® é irrreflexiva sobré se, e somente s¥i(e {1,2,---,n}) & R &. PortantoR
e irrreflexiva sobréA e somente se 0s elementos da diagonddsfio todos 0.

3. Uma relaga® é simétrica se, e somente $&,( € {1,2,---,n}) aRa; < a;Ra. Portanto
R € simétrica se, e somente se, a mattiz simétrica, ou seja, ela & igual a sua transposta.

4. Uma relagack é anti-simétrica se, e somente 8@ § € {1,2,---,n}) (aRa; A ajRa) —
a = a;. PortantoR & anti-simétrica se, e somente se nao existem inde¢gomi # j tais
queM; ; e M;; sao simultaneamente iguais a 1.
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Note que, no caso de uma relacao anti-simétrica os ekasea diagonal sao arbitrarios. Note
também que esta definicao nao corresponde ao conceftoatdaz anti-simétrica” da algebra li-
near. Essa definicao exi¢é ; = —M;; o que implica que a diagonal & nuld;j = 0).

Exemplo 6.24:SejaR uma relacao sobre um conjunto= {ai, ap, ag} cuja matriz &

110
11 1]

011

M=

Observe que:

o R é reflexiva sobré\ poism;; = 1 para toda.
e R & simétrica poigvl & simétrica.

e R nao é anti-simétrica poisy > = My = 1.

Exercicio 6.12: SeA & um conjunto conm elementos, quantas relac@efexivadistintas existem
sobreA? E quantagreflexiva®

Exercicio 6.13: SeA &€ um conjunto conm elementos, quantas rela¢@@étricasdistintas exis-
tem sobreA? E quantaanti-simétrica®

6.5 Fechos de uma rela@o

6.5.1 Fecho reflexivo

SejaR uma relacao sobre um conjuro SeR nao é reflexiva sobré, é porque nao possui um
ou mais pares da forma,(@) coma € A. Se acrescentarmos todos esses paféatemos uma
relacaoS que é reflexiva sobré e contémR. Essa relagcdo & chamadafdeho reflexivo d&
sobre A

Exemplo 6.25:SejamA = {a,b,c} eR = {(a, ), (& b), (b, @), (c, b)}. ArelacaaS = {(a a), (&, b), (b, &), (c, b), (b, b), (c, ¢)
€ o fecho reflexivo d&® sobreA.

Exemplo 6.26:Seja arelaca® = {(a,b) : a,b € Z A a < b} sobre o conjunto dos nimeros inteiros
Z. O fecho reflexivaS & obtido incluindo na rela¢ga@® todos os parefa, a) : a € Z}. Ou seja, 0
fecho reflexivo deR sobreZ &

S={@ab):abeZAra<h}

Observe que o fecho reflexivo pode ser escrito c&noZ . Observe também que qualquer
outrarelagcadd que é reflexiva sobr& e conténmR deve contef 5, e portanto contemi,UR = S.
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6.5.2 Fecho simtrico

De maneira analoga, $é uma relacao qualquer, obtemos fho simétricacrescentando®@
todos os pares necessarios para torna-la uma relagatrisia; isto €, todo par da formhb, @) tal
que @, b) € R.

Exemplo 6.27: SejamA = {a,b,c} e R = {(a a), (&, b), (b, b), (b,c), (c,a),(c,b)}. A relacaoS =
{(a, ), (a,b),(b,a),(b,b),(ca),(b,c),(c,b)} &o fecho simétrico d&.

Exemplo 6.28:Sejaarelaca® = {(a,b) : a,b € Z A a < b} sobre o conjunto dos nimeros inteiros
Z. O fecho simétrica & obtido incluindo na rela¢@® todos os pares

{(b,a):a,beZAra>Dhb}
. Ou seja, o fecho simétrico deé
S={@ahb):abeZAna=zb}
Observe que o fecho simétrico &€ simplesméteR1. Observe também que, como no caso

do fecho reflexivo, qualquer outra relacao simétficgue conténR deve conteR™1, e portanto
contém seu fecho simétri®®u R

6.5.3 Fecho transitivo

Vamos agora considerar o problema analogo de completarelagioR, se necessario, de modo
a torna-la transitiva. Para isso, precisamos garantiy gae quaisquer pares, p) e (b, c) na
relacao, o parg, c) também esta na relacao.

Podemos pensar que basta examinar todos os ma@®((b, c) que estao na relacao dafla
Entretanto, isso nao & suficiente. Por exemplo, consaleztacao

R =1{(1,2),(2,3),(3,4)}
Esta relacao falha a definicao de relacao transitiv@gatamente dois casos:

(1,2)eRA(2,3)eR mas (13)¢R
(2,3)eRA(3,4)eR mas (24)¢ R

Se acrescentarmos os pares3{le (2 4), obtemos a relacao
R =1{(1,2),(1,3),(23),(2,4),(3,4)}

Mas esta relacao ainda nao € transitiva; pois ela p¢&st)ie (3 4) mas nao possui (4). Observe
que esta falha de transitividade foi revelada quando aenémmos o par (B) a relacao.
Se acrescentarmos o par que falta4jlobtemos

R =1{(1.2),(1,3).(1,4).(2,3).(2,4). (3. 4)}

gue é transitiva.
Os pares que faltam emisao da formag, c) tais que existe alguimcom @ b) € Re (b, c) € R.
Ou seja, sao os pares fte R = R2. Portanto, ao acrescentarmos esses pares estamos cmstrui
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a relacaoR’ = R U R2. Pela mesma razao, os pares que ainda faltanReestao na relagao
R o R = (RUR??, que (pelo exercicio 6.8) & a relagRbU R® U R*. Portanto, acrescentando
esses pares obtemB% = R U R? U R U R*. No proximo passo, obtem@&u R2U - - - U R’ U RE.
E assim por diante.

Por estas considerac¢desfezho transitivode R, denotado poR* & definido como sendo a
uniao de todas as poténcias®eisto €

R =RUR*UR U --- (6.1)

gue pode ser escrita mais sucintamente como
R = JR (6.2)

(Veja secao 8.8.) Ou seja, um parlf) esta enR* se, e somente se, existe um intéire 1 tal que
(a,b) € R¥.

SeR €& uma relagdo sobre um conjuritoito A, a uniao eventualmente deixa de crescer apos
um namero finito de termos; pois 0s pares que podem ser aatados pertencem ao conjunto
A x A, que € finito. Pode-se mostrar que Astemn elementos, 0 processo termina com o termo
K", no maximo. Nesse caso, a relag&oassim obtida & uma relac¢ao transitiva, por constru¢ao

No caso deA ser finito, também podemos escrever a formula (6.3) emagmas matrizes
booleanas. SM € a matriz deR, a matrizM* deR* &€ dada pela féormula

n
M =\/ M= MV M2y M3V ey M (6.3)
k=1

Caso o conjunt@\ seja infinito, o processo pode nunca terminar: ap6s caéaanoro de pares
gue faltam podem surgir novos casos de falha de transitieidilesse caso, a uniao (6.3) precisa
incluir todas as poténcias @& Precisamos entao provar o seguinte resultado:

Teorema 6.5:Para qualquer relac®, a relagack* é transitiva.

Prova:

Sejama, b, c elementos tais queyb) e (b, c) estdao enmR*. Precisamos provar que,€)
também esta emj*.

Pela definicdo d&®", existem inteiros > 1 ej > 1 tais que §b) € R e (b,c) € RI.
Portanto &, ¢) esta na composi¢c& o R', que, pelo exercicio 6.10, &€ iguak&’. Portanto
0 par @, ¢) também esta erR*.

Fim.
Por outro lado, o teorema a seguir mostra que o fecho tram&iticalculado pela formula (6.3)

nao tem nenhum par supérfluo:

Teorema 6.6: Para qualquer relac®, qualquer relacao transitiva que cont@aontém
o fecho transitivaR* deR.



6.5. FECHOS DE UMA RELA@O 99

Prova:

SejaR uma relacao qualquer, e se&fauma relacao que contéf Pelo teorema 6.2, para
todon > 1, temos quk" C S". Pelo teorema 6.4, temos &8 = S; logoR" € S. Uma
vez que todos os termos da formula (6.3) estao contidaS,e&mtao a uniao de todos esses
termosR* também esta.

Fim.

Os dois teoremas acima implicam que o fecho transifivalefinido pela formula (6.3) € a
Unicarelacao transitiva que contéfe esta contida em qualquer relagao transitiva que nofté
Portanto ela & também a menor relagao transitiva qu&ooR.

6.5.4 Fechoem geral

De maneira geral, seja® uma relagdo em um conjunfy P uma propriedade de relagdesSe
uma relacao emh com a propriedad®. Dizemos queS & ofechoda relacadR com respeito a
propriedadeP, seS contémR e esta contida em toda relacao que possiu a propridéladmntém
R.

Em outras palavrasy & o fecho deR com respeito a propriedadrese

e RCS.
e S satisfaz a propriedade
e Paratodarelacd® emA, seR C 7 e7 satisfaz a propriedad® entaaS C 7.

A relacaoR pode ter ou nao ter a propriedadeSeR tiver a propriedad® entaoR = S.
O fecho de uma relacao com respeito a uma determinadagulapge pode ou nao existir. Veja
0 exemplo a sequir:

Exemplo 6.29: SejamA = {1,2,3}, R = {(1,1),(1,2),(2,2),(3,3)} e P(R) = “R nao & reflexiva
sobreA”. Observe que qualquer relagdo conterRi@ontera{(1, 1), (2,2),(3,3)}, portanto nao
existe nenhuma relacao, que nao seja reflexiva speecontenh&®.

Neste exemplo, o fecho nao existe porque & impossivepleiarR de modo a satisfazét. No
exemplo abaixo, o fecho nao existe porque ha duas ou maisiraa de fazer isso, mas elas sao
incompativeis:

Exemplo 6.30: SejamA = {1,2}, R = {(1,1),(2,2)} e P(R) = “R tem 3 pares”. As duas relacdes
S1={(1,1),(1,2),(2,2)} eS> = {(1,1),(2,1),(2,2)} sao relacdes que satisfazem a proprieddde
e contémR; porém, a Unica relacaS que esta contida ei; e emS; e contémR é a propria
relacaoR, que nao satisfal.

Exercicio 6.14: Encontre os fechos reflexivo, simétrico e transitivo dasisges relacoes:

e A={ab,cleR={(aa),(ahb),(bc),(ch).
e A={0,1,2,3} eR = {(0,1),(1,1),(1,2),(20),(22),(3,0).
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Exercicio 6.15: SejamA = {1,2,3,4,5} eR = {(L, 3), (2,4), (3, 1), (3,5), (4, 3), (5, 1), (5, 2), (5, 4)}.
Encontre as poténcig®?, R3, R4, R°, R® e o fecho transitiveR*.

Exercicio 6.16: Encontre a menor relacao contendle- {(1, 2), (1, 4), (3, 3), (4, 1)} que é&:

e Simétrica e reflexiva sobrg.
o Reflexiva sobré\ e transitiva.
e Simétrica e transitiva.

o Reflexiva sobrdd, simétrica e transitiva.

Exercicio 6.17: SejamR; e R rela¢des sobre o0 conjunfy tais queR; C Ro.

e SejamsS; e S, os fechos reflexivos d&, e R,, respectivamente. Prove qg C S».

e Enuncie os teoremas analogos para os fechos simétricassititvos. Prove esses teoremas,
ou encontre contra-exemplos.

Exercicio 6.18: SejamR; e R, relagdes sobre o conjunfg eR = Ry U Ro.

e SejamSi, S; eS os fechos reflexivos d&y, R, e R, respectivamente. Prove g8guS, = S.

e SejamSy, S, e S os fechos simétricos dRy, R, e R, respectivamente. Prove gSeU S, =
S.

e SejamSi, S e S os fechos transitivos d@y, R, e R, respectivamente. Prove g8e U S, C
S, e encontre um exemplo em que a inclusao é propria.

Exercicio 6.19: SejamR; e R, relacdes sobre o conjunfg eR = Ry N Ro.

e SejamSi, So e S os fechos reflexivos d&1, Ro e R, respectivamente. Prove ge= S1NS».

e SejamSy, S, e S os fechos simétricos dB;, R, e R, respectivamente. Prove qu C
81N S, e mostre com um exemplo que a inclusao pode ser propria.

e SejamSi, S» e S os fechos transitivos d&;, R, e R, respectivamente. Prove qie C
81N S, e mostre com um exemplo que a inclusao pode ser propria.

Exercicio 6.20: SejaR a relagao sobre o conjunto dos nUmeros inteiros positaqueaRb se e
somente se existe um nimero pripdal quea = pb. Qual é o fecho reflexivé deR? Encontre
o fecho transitiva/” deR.

6.6 Rela@es de ordem

Definicdo 6.2: Uma relagadR sobre um conjunt@ & umarelacéo de ordense ela &
reflexiva sobred, anti-simétrica e transitiva.

Exemplo 6.31:SejamA=ReR={(Xy) e RxXR,: X<y}
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o R é reflexiva sobré pois (x € R) x < xlogo (VX € R) XRx.
e R é transitiva pois{x,y,ze R) (X< yAYy < 2 — X < 2)). Portanto

(VX ¥,Z€ R) (XRy A yR2Z) — xRz

e R & anti-simétrica poisfx,y € R) (X <y Ay < X) — x =Y. Portanto

(VX YER)(XRYAYRX) = X =Y

Exemplo 6.32: SejamP(A) o conjunto poténcia de um conjunfoe

S={(X,Y)eP(A): XCY}

o R é reflexiva sobr@(A) pois (VX € P(A)) X C X logo (VX € P(A)) XRX.

e R & transitiva pois{X,Y,Z € P(A)(X C YAY C Z) - X C Z). Portanto {X,Y,Z €
P(A)) (XRY A YRZ) — XRZ).

e R & anti-simétrica poisX,Y € P(A))(X € YAY € X) —» X =Y). Portanto {X,Y €
P(A)) (XRY A YRX) - X = Y.

Observe que sg & uma relacao de ordem sobre um conjukite A’ C A, a restricao d&R a A’
€ uma relacao de ordem sol#e

SeR & uma relagao de ordem sobre um conjukto par @, R) € chamado unsonjunto orde-
nada Por exemplo,i{, <) & um conjunto ordenado (entendendo-se gu&qui & a restricao da
relacao “menor ou igual” aos nUmeros naturais). Outemgxo de conjunto ordenado&f), ©),
para qualquer conjunté.

Exercicio 6.21: SejaR a relagao sobre o conjunto dos nUmeros inteiros positaqueaRb se e
somente se existe um inteiro positkdal quea = kb. Mostre queR & uma relacao de ordem.

Exercicio 6.22: SejaA o conjunto dos inteiros de 0 a 9,/a relagao sobrd tal queaRb se e
somente sa & par eb & impar, ou ambos sao parea € b, ou ambos sao imparese> b. Esta &
uma relacao de ordem?

Exercicio 6.23: Considere a relac@® sobre os pares ordenados de inteifosZ tal que
(& b)R(c,d) & (a<c)v(b<d)

para quaisquer inteiras b, c ed. Esta & uma relacao de ordem?

Exercicio 6.24: Para quaisquer relagdes de ordBra S sobre um conjuntd@, a relacgaiR U S &
sempre uma relacao de ordem soRReE a relaca® N S? Prove suas respostas.

Exercicio 6.25: SejaS o conjunto de todos os arquivos em um sistema de arquives eelacao
sobreS tal queaRb se e somente se 0 arquigocontém uma copia do contetdo do arquiyo
possivelmente com informacdes adicionais antes dainieb ou depois do fim. A relaca® é
uma relagcao de ordem?
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6.6.1 Diagrama de Hasse

Podemos representar graficamente um conjunto orderfad®),(ondeA € finito e nao muito
grande, por um diagrama de pontos e linhas, chandéalframa de Hasséem homenagem ao
matematico alemao Helmut Hasse, 1898-1979).

Neste diagrama, cada elemento Al& representado por um ponto do plano, com posi¢ao
arbitraria, exceto pela regra de que, para todo adr) (e R coma,b € Aea # b, o ponto que
representa deve estar abaixo do ponto que represbntaada um desses pares € representado por
uma linha reta liganda comb, exceto que pares que podem ser deduzidos por transitevitka
sao desenhados.

Para ilustrar a constru¢ao deste diagrama, vamos usanuntoA = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, e
a seguinte relacao sobpe

R = { (1’ 1)’ (1’ 2)’ (1’ 3)’ (1’ 4)’ (1’ 5)’ (1’ 7)’
(2,2), (2,3), (2.4). (2,5),
(3.3), (3,4), (3,5),
(4,4), (4,5),
(5’ 5)’
(6.6). (6,9), (6,5),
(7. 7)., (7,4), (7,5),
(8.8), (8,7), (8,4), (8,5),
(9,9), (9,5)

Podemos representar o conjut@ os pares d®& pelo diagrama de pontos e setas da figura 6.3
(a esquerda). Observe que, da maneira como 0s pontos faspostbs, todas as setas apontam
de baixo para cima; portanto ndo & necessario indicadisegao. Sabendo qu& é uma relagao
de ordem, podemos também omitir todos os lacos, e todastasIque podem ser deduzidas
pela transitividade; como (8), por exemplo, que pode ser deduzida pelos pat& €(2 3). O
resultado dessas simplificacdes & o diagrama de Hadgeita).

5

1 8

Figura 6.3: Diagrama de pontos e setas do conjunto orderg®) (a esquerda) e o
diagrama de Hasse (a direita).
Observe que o diagrama de Hasse contém toda a informac@sesaria para determinar exata-
mente a relacao de ordef
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6.6.2 Relaes de ordem estrita

Defini¢ao 6.3:Uma relacack sobre um conjuntéd & umarelacao de ordem estritse ela
é irrreflexiva sobré, anti-simétrica e transitiva.

Exemplo 6.33:SejamA=ReR={(Xy) e RxXR,: X<y}

e R e irreflexiva sobré pois (Vx € R) =(x < X) logo (Yx € R) XRX.
e R € transitiva pois\(x,y,z€ R) (X <y Ay < 2 — X< 2). Portanto

(YX, Y,z € R) (XRY A YRZ) — xRz

e R & anti-simétrica, poisv(x,y € R) =((X < y Ay < X). Portanto, por vacuidade,

(VX YER)(XRYAYRX) = X =Y

Note que uma relacao de ordem estrita nao & um tipo p&tide relacdo de ordem. Porém, toda
relacao de ordem estrifdpode ser obtida de uma relagao de ordesxcluindo-se todos os pares
da forma &, a). Reciprocamente, toda relagao de ord®isobre um conjuntd & a uniaoR U 7
ondeR & uma relagao de ordem estrita soAréNote que, para quaisquarb € A

aRb « (aSbAa+#Db)

aSh & (aRb v a = b)

Dizemos queR & aordem estrita associada a ordefi) e vice-versa.
O diagrama de Hasse pode ser construido também a partmaeulem estrita, e € igual ao
diagrama da relacao de ordem associada.

Exercicio 6.26: SejaA um conjunto de caixas,® a relagao sobrd tal queaRb se e somente se
a caixaa cabe dentro da caiXa Prove que esta & uma relagcao de ordem estrita.

6.6.3 Ordem total
Dizemos que dois elementash sGocomparaveis pouma relacaR seaRb ou bRa.

Definicao 6.4: Uma relagack & umaordem totalsobre um conjunt@ (ou ordem lineaj
se, e somente R € uma relacao de ordem sol¥ke quaisquer dois elementos Aesao
comparaveis poR.

Portanto uma relacao de ordefné total se, quaisquer que sejare b em A, (a,b) € R ou
(b,a) € R.

Observe que arelacao(exemplo 6.33) &€ uma ordem total solrgois (Ya,b € R)a < bvb <
a. Por outro lado, a relacdo (exemplo 6.32) nao & uma ordem total quardem pelo menos
dois elementos, pois nesse caso existem sub-conjuntogasst e Y emP(A) tais que nenX C Y
nemY C X. Por exemplo, s@& = {1, 2}, podemos tomaX = {1} eY = {2}.

Analogamente, dizemos que uma ordem esRit®bre um conjuntd é total se e somente se
quaisquer dois elementdsstintosde A sdo comparaveis p&.
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Exercicio 6.27: A ordem estrita sobre um conjunto de caixas definida no eier6.26 € uma
ordem total?

Exercicio 6.28: Descreva o diagrama de Hasse de uma ordem total sobre urm@ofipito A.

SeR & uma relacao de ordem total sol&eo par @, R) & chamado deonjunto totalmente
ordenado

Exercicio 6.29: SejaR uma relagao sobre um conjurdg e sejaS a relacao A x A) \ R. Mostre
gueR & uma relagcao de ordem total sobree e somente s& &€ uma relagao de ordem estrita total
sobreA.

6.6.4 Ordem lexicogafica

Uma ordem muito importante no dia a dia, e em computacamréem alfabéticalefinida sobre
palavras, nomes, etc.. Por exemplo, nesta ordenje” vem antes dedntem”, “biscoito” vem
antes deBolacha”, “ porco” vem antes dgorta”, e “sol” vem antes de $oldado”.

Observe gue esta ordem é baseada na ordem tradicionatdasde alfabetoa, b, c, ..., z.
A regra é: para decidir se uma palavra vem antes da outrgparanse a primeira letra de uma
com a primeira letra da outra. Se forem diferentes, a ordenpalavras € a mesma das letras. Se
as palavras comecam com a mesma letra, compara-se a ségwadbe uma com a segunda da
outra. Se persistir o empate, consideram-se as terceiras,las quartas letras, e assim por diante
— até haver um desempate (letras diferentes na mesmapakas duas palavras), ou uma das
palavras terminar. Neste Gltimo caso (como no exemplasdé™e “soldado”), convenciona-se
gue a palavra que termina primeiro vem antes da outra.

Uma idéia semelhante pode ser utilizada para ordenar garesis. Seja a relacdg definida
sobre os pareR x R, pela formula

(al, ag) <3 (bl, bg) e (al < bl) \Y% (al = bl Nay < bg)

Note a semelhanca entre a relagace a ordem alfabética de palavras.

Este conceito pode ser generalizado para sequénciastdes™larbitrarias e ordenacdes ar-
bitrarias dessas “letras”. Sefauma relacao de ordem sobre um conjuAtovamos denotar por
A* 0 conjunto de todas as sequéncias de elementdsa&lf a sequéncia vazia. Considere a relagao
R* definida recursivamente sobf&, da seguinte maneira:

1. () R* b para qualquer sequéndiaE A".
2. b ®* () para qualguer sequéncia nao vaaemA®.

3. Sea e b sao sequéncias nao vazias A sejama; e b; 0s elementos iniciais dee b, e
a,b’ 0 que resta da e b retirando-se estes elementos iniciais. Entao temosiRieb se, e
somente se,

(a]_ * bl A a]_Rbl) \Y (al = bl Aa R b’)
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Observe que esta definicao recursiva permite deterngmagm numero finito de passos, se qual-
quer par &, b) de sequéncias d& esta na relaga®* ou nao. Prova-se (veja exercicios 6.30, 6.31
e 6.32) que a relacd®* definida desta forma & uma relacao de ordem. Prova-seetargbeR* é
uma ordem total se e somentefgé total (veja exercicio 6.33).

A relacaoR* acima & chamada dedem lexicografica induzida peR.

Exercicio 6.30: Prove que a relacd®* definida acima é reflexiva. (Dica: use indu¢ao no numero
n de elementos da mais curta entre as duas sequéncias.)

Exercicio 6.31: Prove que a relacd* definida acima é anti-simétrica.
Exercicio 6.32: Prove que a relaca®* definida acima é transitiva.

Exercicio 6.33: Prove que a relacao de orde®h definida acima & total se e somenteRse total.

6.6.5 Ordens “parciais”

Fora de contextos matematicos, a palavra “parcial” gezatmsignifica “incompleto”, e portanto
0 oposto de “total”. Em matematica, entretanto, muitosi@ast usam “relacao de ordem parcial”
como sindbnimo de “relacao de ordem”. Para esses au@sasdens totais sao casos particulares
de ordens parciais.

Esses autores também se referem a um conjunto ordeAa&pdomo “conjunto parcialmente
ordenado”, (em inglégartially ordered sebu pose} — mesmo que a relac seja uma ordem
total.

Para outros autores, entretanto, “ordem parcial” poddfgignuma ordem que nao é total. O
leitor deve ficar atento para esses dois sentidos da palparaidl”. Para evitar ambiguidades,
pode-se evitar essa palavra, usando “relacao de ordera”@aaso geral, e “ordem total” ou
“ordem nao total” para os dois tipos.

6.6.6 Elementos rmimos e naximos

SejaR uma relacdo de ordem sobre um conjuXtoe A um subconjunto d&X. Um elemento
minimo de A sol® &€ um elementon € Atal que (n, a) € R para todaa € A.

Exemplo 6.34: SejaA = {2,4,6,8} C Z, e sejaR a relacao £’ (“menor ou igual”) sobreZ. O
inteiro 2 &€ um minimo dé\ sobR, pois (2a) € R (ou seja 2< a) para todoa € A.

Exemplo 6.35:Considere o conjunto de conjuntos
A=1{{1,24},{2,4},{2,3,4},{2,4,5},{2,3,4,6} }

e sejaR arelacao £” entre conjuntos. O elementg, 4} de A € minimo solR, pois{2, 4} € b para
todo conjuntdb € A.

O conceito deelemento maximo de A s@bé inteiramente simétrico. Ou seja, um elemento
de A & maximo sob uma relacdtal que &, m) € R para todaa € A.

No diagrama de Hasse d& o elemento minimo existe se ha um Gnico ponto no diag@ma
partir do qual & possivel alcancar qualquer outro pootoyma sequéncia de linhas, todas elas
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percorridas no sentido de baixo para cima. O elemento ntpdeexiste, pode ser identificado de
maneira analoga, isto &, se a partir dele podemos alcgogiuer outro ponto percorrendo uma
sequéncia de linhas no sentido descendente.

4 4

® 4

1 4 5 ) 3 X
° 1
2 1 3

3

3 5 2 °°

R Ro R3

Ra

Figura 6.4: Diagramas de Hasse de quatro relacbes de osdéme o conjunto
{1,2,3,4,5}. Na relacadgR;, o elemento 3 & minimo e nao existe elemento maximo.
Na relacaoR,, o elemento 4 € maximo, e nao ha elemento minimo. Ngael&s;, 0
elemento 2 & minimo e 4 € maximo. Na relaggmao existe nem minimo nem maximo.

SeR & uma relagao de ordem total, e o conjufit® finito, sempre existe um elemento minimo. Se
R nao & uma ordem total, ou gee infinito, 0 minimo pode existir ou nao. Em qualquer caso,
existe um elemento minimo, ele & Gnico. As mesmas obg@egssao validas para o maximo.

Exemplo 6.36: SejaA o conjunto dos inteiros paresiea relacao £” (menor ou igual) sobré&.
Nao existe nenhum elemento minimoAlsobR, pois para qualquer inteim € A o par fn—2, m),
por exemplo, esta emR.

E importante observar que o fato de um elemento ser miniperdke tanto do conjun#d quanto
da relacadRk. Um elemento que & minimo s@pode ndo ser minimo sob outra rela¢goEm
particular, um elemento minimo s@bé um elemento maximo so®?, e vice-versa.

Este fato pode gerar confusdes se existe uma ordem “usaral’gs elementos d¥ distinta da
ordemR. Por exemplo, no conjunta acima, o elemento 8 € minimo, e 2 &€ maximo, sob a ordem
wsn

Exercicio 6.34: SejaA o conjunto das palavras de 3 letras da lingua portugueRa elacao tal

gueaRb se e somente se a pala@aem antes da palaviano dicionario. Quais sao os elementos

minimo e maximo dé\ sobR?

Exercicio 6.35: SejaA o conjunto das sequéncias de 4 bits (algarismos 0 ouR)a eelacao tal
gueaRb se e somente se cada bit@é& menor ou igual ao bit correspondentebdeAssim, por
exemplo,0100R1100, mas1001RO101. Quais sao os elementos minimo e maxim@®dmbR?

6.6.7 Elementos minimais e maximais

SejaR uma relacao de ordem sobre um conjuXtoe A um subconjunto d&X. Um elemento
minimal de A solR & um elementon € A tal que nao existe nenhuane A, diferente dem, com
(am) e R.



6.6. RELAQf)ES DE ORDEM 107

Exemplo 6.37:SejaA ={1,2,3,4,5,6} eR = {(1, 3),(2,3), (1, 4),(2,4),(3,4),(5,6)}. O inteiro 2,
por exemplo, &€ um elemento minimal desobR, pois nao existe nenhum pax, ) na relacao. Os
elementos minimais da sobR sao 1, 2, e 5.

Exemplo 6.38:SejaA = N\{0, 1} eR a relacao “é divisor proprio de”; isto®,= {(X,y) : Xe AAye AAX<yA(Tke
O nimero 21 nao & minimal sgbpois existem pareg(21) emR, por exemplo (321). O nUmero

17 & minimal solR pois nao existe nenhum pag, (7) emR. Note que os elementos minimais de

A sobR sao os nimeros primos.

Como estes exemplos mostram, uma relagao pode nao teerdles minimais, ou pode ter
mais de um elemento minimék facil mostrar que um elemento minimo AsobR, se existir, &
também um elemento minimal (e o Unico elemento minimalkgnO contrario nao & verdadeiro:
um elemento minimal pode nao ser minimo.

Da mesma forma definimos uelemento maximal de A sgbcomo um elementmn de A tal
gue nao existe nenhuanemA, diferente dem, tal que (n,a) € R.

No diagrama de Hasse & um elemento minimal & qualquer ponto do qual nao sai neahu
linha descendente. Um elemento maximal € um elemento dangoasai nenhuma linha ascen-
dente. Veja a figura 6.5

Rl R3 R4

Figura 6.5: Diagramas de Hasse de quatro relacbes de osdéme o conjunto
{1,2,3,4,5}. Na relacaoRk;, o Unico elemento minimal & 3, e os elementos maximais
sao 1,4 e 5. Narelac®y, os elementos minimais sao 3 e 5, e 0 tnico maximal & 4. Na
relagadRs, 0 Unico minimal & 2 e o Unico maximal é 4. Na relagg@ms minimais sao 3

e 5, e 0s maximais sao 2 e 4.

Os conceitos de minimal e maximal sdo muito usados quargom conjunto de conjuntosfee
arelacaoC’. Neste caso, um elemento minimal A& um conjunto que ndo contém propriamente
nenhum outro elemento de Por exemplo, seja

A=1{{2},{1,2},{1,3}.{1,2,4},{3,4,5}}

Neste conjunto, o elementd, 2, 4} ndo & minimal, pois ele contém propriamente o conjita}
que também esta em. Por outro lado{2}, {1, 3}, e {3,4,5} sdo minimais sob a relacag’:
Analogamente o element} nao € maximal poif2} C {1, 2, 4}. Os elementos maximais desob
csaofl,3},{1,2,4} e{3,4,5}.



108 CAPITULO 6. RELACOES

Exercicio 6.36: Encontre os elementos minimais e maximais em cada uma dadesl da fi-
gura 6.4.

Exercicio 6.37: Encontre um conjunt® e uma relagao de ordef sobreA tal que existe um
Unico elemento minimal erA sob®R, mas que nao & minimo.

Exercicio 6.38: SejaA = {3,6,9,...} o conjunto dos multiplos positivos de 3Rea relacao sobre
A tal que k& y) esta emR se e somente se todos os algarismos decimais ajgarecem eny,
na mesma sequéncia. Assim, por exemp62(12682) esta enR, mas (26212268) nao esta.
Determine os elementos minimais AesobR.

Exercicio 6.39: SejaA = { X C N : X # 0 A |X| & par}. Note queA nao & um conjunto de inteiros,
mas sim um conjunto de conjuntoft, 2, 3,4} e {10, 20} sao elementos d&, enquanto que 20 e
{20,40,60} ndo sao. SejR a relacao £” de continéncia de conjuntos. Encontre os elementos
minimais deA sobR. Existe algum elemento maximal desobR?

Exercicio 6.40:SejaR = {(x,y) € N - {0} x N — {0} : x divide y}.

1. Prove quer € uma relagao de ordem definida solire {0}.

2. Arelacao de orderR é total? Prove ou dé um contra-exemplo.
3. Quais sao os elementos minimaishle {0} sobR?

4. O conjuntoN — {0} tem um elemento minimo sdR?

6.7 Rela®es de equivancia

Defini¢ao 6.5: Umarelacéo de equivaléncia sobten conjuntoA & uma relaca® sobre
A que é reflexiva sobrA, simétrica e transitiva.

Exemplo 6.39: SejaA o conjunto de todas as retas do plano, e RgaelacaoXRY se, e somente
se,X=YouXnY = 0. Esta relagcao & simplesmente a relacao de paraletisnggometria plana.
Claramente a relacao é reflexiva soBrasimétrica e transitiva, logo € uma relacao de eqaivaf.

Exemplo 6.40: SejamZ o conjunto dos nimeros inteiros. A relacao
R ={(a,b):acZAbeZA (a—b)é miltiplo de §
€ uma relacao de equivaléncia. Verificando:

e R é reflexiva sobr&: para todaa € Z, temos §,a) € R, poisa—a=0-5.

e R € simétrica: para toda(b) € R, temosa — b = 5r para algunr € Z; logob — a = 5(-r),
portanto b, a) € R.

e R € transitiva: para todaa(b) € R e todo b, c) € R, temosa — b = 5r para algunr € Z, e
b-c=5sparaalgunse Z;logoc = b-5s,a-c=a—-b+5s=5r +5s = 5(r +S); portanto
(a,c) e R.
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No exemplo 6.40 o numero 5 pode ser substituido por qualoeiro m. Esta relacao é
denominad&ongruéncia moédulo m
Exemplo 6.41: Para todo conjunt@, a relacao de identidad€s &€ uma relacao de equivaléncia

sobreA.

Exemplo 6.42: Para todo conjunt@, o produto cartesiané x A & uma relacao de equivaléncia
sobreA (onde quaisquer dois elementos estao relacionados éntre s

Exemplo 6.43: SejaA um conjunto nao vazio. A relag@entre os conjuntos d&(A) é reflexiva
sobreP(A) e transitiva, mas nao & uma relagcao de equivalentiee&¢A), pois ela nao & simétrica
(por exemplop) € AmasA ¢ 0.)

SeR & uma relagao de equivaléncia, a notagRb também pode ser lida"“é equivalente a b
moduloR,” e denotada poa = b modR. AnalogamenteaRb pode ser lidad nao é equivalente a
b modulor,” e denotada poa # b modR.

6.7.1 Classes de equivahcia

SejaR uma relacao de equivaléncia sobre um conjuntBara todo elemente A, 0 conjunto
[a]g = {x € A: xRa}

e denominado alasse de equivalénci@o element@.

Exemplo 6.44:Vamos construir as classes de equivaléncia da rel&gimcongruéncia modulo 5
(exemplo 6.40).

A classe de equivaléncia de um inteir@ o conjunto

[[[r ={x€eZ:(AseZ)x—i=5s)

Ou seja,x € [i]g se e somente se= 5k + i para algunr € Z; isto €, se e somente setem 0
mesmo resto quequando dividido por 5. Portanto existem apenas 5 classeguiatencia, que
correspondem aos possiveis restos da divisao por 5:

e Olg ={--,-10,-5,0,5,10,---}.
o 1lg={"-,-9-416,11---}.
o 2lg={--,-8-32712---}.
o Blg={"+,-7,-2,3,8,13---}.
o 4r={-,-6,-1,40914.-.}.

Teorema 6.7: SejaR uma relagao de equivaléncia sobre um conjulitoAs seguintes
afirmac0Oes sao equivalentes.

e aRb.
o [a]g = [0]x.
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e [alg N [b]gr # 0
Prova:

e Vamos provar quaRb — [a]lg = [b]z. Sejac um elemento qualquer da]k. Por
definicao,cRa. ComoR & uma rela¢ao de equivaléncia,af entaocRb (por tran-
sitividade), e portanto € [b]g. Concluimos assim que[a]z C [b]z. Analogamente
prova-se quelflz C [a]g. Portanto &]z = [b].

e Vamos provar qued|xz = [b]zg — [a]lgN[b]g # 0. Se ]z = [b]x, entdo flg N [b]z =
[alg N [a]lg = [a]g. ComoR € reflexiva sobré, temosa € [a]g, logo [a]g # 0.
Concluimos qued]x N [b]z # 0.

e Vamos provar quedlg N [b]lg # 0 — aRb. Como Rl]g N [b]g # 0 entdo existe
umc € Atal quec € [a]g e c € [b]g. Por definicaocRa e cRb. Por simetria e
transitividade deR, concluimos quaRb.

Fim.

Cada elemento de uma classe de equivaléncia € chamadordpnesentanteessa classe. Ou
seja, para qualquere A, qualquer elementb € A equivalente @ moduloR tem a mesma classe
de equivaléncia qua, e portanto pode ser usado como um representante da @dggase [

6.7.2 Relades de equivadncia e partigdes

O que o teorema 6.7 nos mostra & as que classes de umardlagiuivalénci®R sobre um
conjuntoA sao duas a duas disjuntas. Como todo elementd eista em alguma classe, a uniao
de todas as classes € o conjuAtdsto significa que as classes de equivalénci® flrmam uma
particao do conjuntd. (\Veja a se¢ao 2.9.)

Vamos mostrar agora que toda particao de um conjunto pedassada para construir uma
relacao de equivaléncia sobre esse conjunto. Dizem®slgjis elementos estao relacionados se e
somente se eles estao no mesmo bloco da particao. Maisgresnte:

Teorema 6.8:SejamP uma particao do conjuntd, e Sp a relagcao
Sp={(xy):(ACeP)xe CAyeC}.
EntaoSp & uma relacdo de equivaléncia, e suas classes saooos lola partica®.

Prova:
Para mostrar quSp € uma relagao de equivaléncia, precisamos mostrarlg@ereflexiva
sobreA, simétrica e transitiva.
e Arelacao é reflexiva sobr&: para todaa € A, temosaSpa; pois, pela definicdo de
particao, todo elemento deepertence a algum blod® da particad®.

e Arelacao € simétrica: para toda, b) € Sp, por definicaca e b pertencem a algum
sub-conjuntdC € P; logo bSpa.
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e Arelacao é transitiva: para quaisquark)) e (b, c) emSp, existem bloco€ e D de
P tais quea,b € Ceb,c € D; logob € Cn D. Como os blocos de uma particao
sao disjuntos dois a dois, concluimos @lie D sao o0 mesmo bloco. Portardce c
pertencem ao mesmo bloco, logSec.

Fim.

Exercicio 6.41: SejaS = {(x,y) e RxR:x—-ye Q}. Mostre queS & uma relagao de equi-
valéncia.

Exercicio 6.42: SejaR uma relacao sobre o conjunto dos pares ordenados deosmisitivos
definida por (& b)R (c, d)) se, e somente sad = bc.

1. Prove quer € uma relagao de equivaléncia.
2. Descreva a classe de equivaléncia de)$egundo a relac&®.
Exercicio 6.43: Sejac um nimero real positivo, e considere a relagasobreR tal que
Xxgy & [X-yl<e

para quaisquex ey enR. Esta € uma relacao de equivaléncia? Em caso afirmatszreva suas
classes de equivaléncia.

Exercicio 6.44: Considere a relac@® sobre os pares ordenados de inteifosZ tal que
(abRr(cd) « (@=c)a(b=d) v(l@a=d A(b=c))

para quaisquer inteirog, b, c e d. Esta &€ uma relacao de equivaléncia? Em caso afirmativo,
descreva suas classes de equivaléncia.
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Capitulo 7

Funcoes, seqgéncias e relafesn-arias

7.1 Funges

7.1.1 Conceito

Definicdo 7.1: Dizemos que uma relacd® de A paraB & umafuncao de A para Be, e
somente se, para todo= A existe exatamente ulme B tal que @, b) € 7.

Portanto, como vimos na secao 6.1, uma furn€ade A paraB € um subconjunto do produto
cartesiand x B, ou seja um conjunto de pareslf) coma e Aeb € B, com a propriedade acima.

Para indicar qué € uma funcao dé paraB, usa-se geralmente a notagda A — B. Para
cada elementa de A, & costume indicar pof (a) o valor de¥ em g isto &, o Unico elemento
deBtal que @, b) € ¥. Observe que esta notagao so tem sentido para furedés, para relagoes
em geral.

Exemplo 7.1: A relacaof = {(1, 40), (2, 30), (3,30)} &€ uma funcao do conjuntd = {1, 2, 3} para
0 conjuntoY = {20, 30,40}, isto éF : X - Y.

Exemplo 7.2: A relagao¥ = {(1,40),(3,30)} ndo & uma funcdo d&X = {1,2,3} para¥Y =
{20, 30,40}, pois parea = 2 € X naoexiste umb € Y tal que @,b) € 7.

Exemplo 7.3: A relacado¥ = {(1,40), (2, 20), (2, 30),(3,30)} ndo & uma fungcado d&X = {1, 2, 3}
paraY = {20, 30,40}, pois paraa = 2 € X existemdoisvalores distintog’ = 20€ Yeb” =30€ Y
taisque g b)) e Fe@b’)eF.

Exemplo 7.4: A relacaof = {(x, X?) i xe Z} € uma funcao do conjuntd para 0 conjuntd, isto
¥ :Z—>N.

Exemplo 7.5: A relacao¥ = {(x2, X):Xe Z} nao & uma fung¢ao do conjunfiy para o conjunto
Z, pois ha elementoa € N (comoa = 5) para 0s quais nao existe parlf) € F, e ha elementos
a € N (comoa = 4) para 0s quais existem dois paragd € ¥ (no caso, (42) e (4 -2)).

113
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7.1.2 Doninio e imagem de uma funéo

Uma vez que func¢des sao um tipo particular de relacfoelys os conceitos introduzidos para
relacdes (como dominio, composicao, inversa, et@l¢m também para funcdes. Por exemplo se
¥ € uma funcao dé paraB, entdo, de acordo com a definicdao, o dominio DB)deF & sempre
0 conjuntoA.

A imagem ou contra-dominio Im@() deF & o conjunto

Img(F)={F(@:acA={beB:(dacAb=F(a))

Observe que a imagem esta contida no conj@)tmas nem sempre € iguabBa

Podemos portanto dizer que duas fungbesA - BeG : C — D sao a mesma funcao se, e
somente seA =C, e (Yae A) ¥ (a) = G(a).

Como observamos no caso de relagdes em gerdl, sauma funcao dé paraB, e B ¢ C,
entaof também & uma fungao deparaC. Por exemplo, a fun¢gagenoé uma fungéao do conjunto
dos numeros reaiR para o intervaldB = [-1, +1]. ComoB & um subconjunto d&, entao seno
também & uma funcao deparaR.

Porém, precisamos observar que alguns autores considasoconjuntd & parte da definicao
da funcao. Nesta abordagem,&efor definida como funcao da paraB, e C for um conjunto
diferente deB, entaof ndoé uma funcao dé paraC. Para esses autores, por exemplo, seno pode
ser definida como funcao deparaR, ou deR para F1, +1]; mas estas duas escolhas resultam em
funcOes distintas. Neste livro nao seguimos essa agendapara nos, uma funcao, assim como
uma relacao, & apenas o conjunto dos seus pares.

7.1.3 As fun@es piso e teto

Em algebra e calculo sdo estudados muitos exemplos d@dan como raiz quadrada, seno,
cosseno, logaritmo, etc. A seguir veremos duas funcbessga especialmente importantes em
computacao.

Defini¢ao 7.2: A funcdo pisqtambém chamada d#aoou solo) associa a cada numero
realx o maior inteiro que & menor ou iguakaEste inteiro & denotado ppx].

Observe qué¢l/3]| =12/3] =0,|-1/3] = |-2/3] =-1e|5] =5.

Definicao 7.3: A funcao tetaassocia a cada nUmero re@a menor inteiro que € maior ou
igual ax. Este inteiro denotado pfx].

Observe qués/41 =[7/4]1=2,[-1/4]1=[-3/4]1=0e[4] =4
Tanto o piso quanto o teto sao funcdes do conjlnfmara o conjunt@. Essas funcdes tem
algumas propriedades importantes:

e [X| =nse, e somente se< X< n+ 1.
e [X| =nse, esomentese-1<n<x

e [X]=nse, esomentese-1<x<n.
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e [X] =nse,esomentese<n< x+ 1.
e X—1<[X]<Xx<[X]<x+1.

o [-X]=—-[X].

e [—X] =—[X].

Exercicio 7.1: SejamA e B conjuntos finitos confA| = n e |B| = m. Quantas funcdes poderao ser
definidas deA paraB?.

Exercicio 7.2: Prove qugx+n] =[X]+ne[x+n] =[x]+n.
Exercicio 7.3: Prove, ou dé um contra exemplo, que+ y] = [X]+ye|[x+Yy] = |x] +V.

Exercicio 7.4: Sejas um numero real positivo, e considere a relagasobreR tal que

X
ooy o 1<
& &
para quaisquex ey enR. Esta € uma relagao de equivaléncia? Em caso afirmatssreva suas
classes de equivaléncia.

7.1.4 Fun@o injetora, sobrejetora e bijetora

Definicdo 7.4:Uma funcaof deA paraB €injetorase, e somente se/X,y € A) (F(X) =
Fy) = (x=y).

Ou seja,¥ é injetora se e somente se ela atribui um valor diferenta pada elemento do
dominio.

Diz-se também que estas fun¢imeservam informacdgois o valor deF (x) determina uni-
vocamente o valor de Funcdes injetoras também sdo chamadas de fungdgsra um

Exercicio 7.5: SejamA e B conjuntos finitos comm e n elementos, respectivamente. Quantas
funcdes injetorag™ : A — B existem?

Exercicio 7.6: Sejamf : A— Beg: B — C. Prove que sgo f : A — C nao é injetora entao
pelo menos uma dentree g & nao injetora.

Exercicio 7.7: SejamF : A— CeG : B — D duas fungdes injetoras. Considere a fungao:

H:AxB—->CxD
H(a b) - (F(a),5(b)

Prove quef uma funcao injetora.

Definicdo 7.5: Uma funcaoF de A paraB é sobrejetora em Rou &€ uma funcao dé
sobre B se, e somente se{lf € B) (dac A) ¥ (a) = b.

Ou sejaF € uma funcao sobrB se e somente = Img(#). Note que nao tem sentido dizer
gue uma funcao“é sobrejetora” sem especificar em qualioctlm Por exemplo, a funcao piso &
tanto uma funcao de paraZ quanto deR paraR; ela & sobrejetora e, mas nao eng.
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Exercicio 7.8: SejamA e B conjuntos finitos conm e n elementos, respectivamente. Quantas
funcdes sobrejetoras : A — B existem?

Definicdo 7.6: Uma funcaofF de A paraB é bijetora de A para Bou & umabijecao de A
para B) se, e somente S&, € injetora e sobrejetora eB

Dito de outra forma, uma rela¢&o & uma bijecao sA paraB se, e somente se/d € A)(I'b €
B) (¥ (a) = b) (isto &€, & uma funcao dé paraB), e (vb € B)(Aly € A) (F(X) = b).

Funcdes bijetoras sao muito importantes em matemétmamputacao. Entre outras coisas,
elas permitem definir o “tamanho” de conjuntos infinitos, coraremos no capitulo 11.

Exercicio 7.9: SejamA e B conjuntos finitos conm e n elementos, respectivamente. Quantas
funcOes bijetoras da paraB existem?

Exercicio 7.10: SejaA um conjunto finito corn elementos. Quantas funcdes bijetorasAdeara
A existem?

Exercicio 7.11: SejamA e B dois conjuntos nao vazios. Considere a funfaoA x B — A onde
P((a, b)) = a. Prove as afirmacdes abaixo ou dé um contra-exemplo.

1. Afuncao® & uma funcao sobrejetora.
2. Afuncao® & uma funcao bijetora.

7.1.5 Composiéo de funges

Uma vez que funcdes sao relacdes, a composicao defdnedesr e G € definida da mesma
forma que para relagoes, ou seja, € a relacao

GoF ={(ac):(A)(ab)eF A(bc)eg)

Em particular, sé : A— BeG : B — C, entao verifica-se qug o ¥ & uma funcao dé para
C, e paratoda € Ao valor deGg o ¥ ema € definido pela formula:

(G o F)(@) = G(F(a))

Por exemplo, sejarft : R - Rcom¥(X) = 2x+ 3,eG : R » RcomG(x) = 3x+ 2. Entao
(GoF)(X) = G(F(X) = G(2x+3) = 3(2x+3)+2 =6Xx+1le F o G)(X) = F(G(X) = F(3x+2) =
2(3x+ 2) + 3= 6x+ 7. Este exemplo mostra que a composicao de funcdes namutativa.

Na verdade, demonstra-se que a composi¢ao de duashiggaisquer &€ sempre uma funcgao.
Como vimos na se¢ao 6.2, € também verdade que

Dom(G o ¥) € Dom(¥)

Img(G o ¥) € Img(G)
Além disso, no caso de fun¢des, temos que

Img(F) € Dom(G) & Dom(G o ¥) = Dom(F)

Dom(G) € Img(F) @ Img(G o ¥) = Img(G)
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Exemplo 7.6: Sejaf a fungao logaritmo# (x) = logx, G a funcao raiz quadradg(y) = +fy.
SejaR* o conjunto de todo os reais nao negativos.

Dom(F) = R*"\{0} Dom(G) R+
Img(¥) R Img(G) = R*

Observe que a imagem d€ nao esta contida no dominio g&¢ A composicaqs o ¥ € a raiz
quadrada do logaritmoG(c F)(X) = +/logx. O dominio desta fungdo ndo & Doff)( mas o
conjunto dos nmeros reais maiores ou iguais a 1, que @sjuimto proprio de Don¥). Por
outro lado, aimagem dg o ) éR*, que neste exemplo & igual a Ing)(

Exemplo 7.7: Sejam¥ e G as fun¢des logaritmo e raiz quadrada, como no exemplo A&.6.
COMposi¢cad o G € o logaritmo da raiz quadradd; e G)(y) = log +/y; como ImgE) € Dom(G),
entdao Domf o G) = Dom(G) = R*; e como DomF) € Img(G), Img(F o G) = Img(¥) = R.

Teorema 7.1:Sejam¥ :A—> B,G:B—->CeGo¥F : A— Centao:

e Sef e sao injetoras enta@ o ¥ € injetora.

e sef & sobrejetora erB, e G € sobrejetora er@, entaoG o F € sobrejetora erg.

Exercicio 7.12: Demonstre o teorema 7.1.

7.1.6 Fun@o inversa

A inversa de uma func@e € definida como na secao 6.1.4, ou seja, € a relacao
Fr={(yx:(xy) eF)

SeF & uma bijecio do conjuntd para o conjuntd, entao verifica-se que a inverga!
também & uma funcao, do conjurBgara o conjuntd, tal que, para toda emA e todob em B,
(F(b) = @) & (F(a) = b). Portanto,

(Vae AFHF@)=a

(Vbe B)yF(F () =b

Dito de outra formaf & uma bijecao dé paraB se, e somente SE, 1o F = T,eF oF 1 = Ip.
Observe que a inversa de uma bijecad\qmraB também & uma bijecao deparaA.

Exercicio 7.13: SejaF uma funcao. Prove que a relagao! também & uma funcéo se e somente
sef éinjetora.
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7.1.7 Imagem e imagem inversa de conjuntos

Para qualquer fun¢db e qualquer conjunt¥, verifica-se que a imagem desob¥, definida na
secao 6.1.5, é

FX) ={F(X): xe(XNnDom@))} = {yelmg(F) : Axe X)F(X) =y}

Note que os elementos d€que nao estdo em Dofij ndo contribuem para a imagem. Este
conceito & geralmente usado quandg Dom(¥). A imagem inversa de um conjun¥oqualquer
sob#, também definida na secao 6.1.5, & a image seb a relacao inversa?, ou seja

FHY) = {xe DomF) : F(X) € Y} = {xe Dom&F) : (Ay) (x,y) € F }

Observe que a fung@® pode nao ser injetora e nem sobrejetora, e port@ntfopode nao ser
uma funcao. Isto nao & um problema uma vez que 0s cosalidmagem e imagem inversa sao
definidos para relacdes em geral.

7.1.8 Restri@o de fung@es

O conceito de restricao de relacdes pode ser aplicadbém a fun¢des. SE & uma funcao &
€ um conjunto, a nota¢d®|X ou ¥ |x & frequentemente usada para indicar a restric30 (asta
como relacao) aos conjuntse Img(F). Isto &,

FIX = F n(XxImgF)) = {(Xy): (xy)eF A xeX}

Este conceito também & geralmente usado qunelom subconjunto de Dor|).

Exercicio 7.14: Sejam# uma fun¢ao, &\, B subconjuntos de Don{(). Prove quef (AN B) C
F(A) N F(B). Mais ainda, s& & injetora entad (AN B) = F(A) N 7 (B).

Exercicio 7.15: Sejam¥ uma fungcaoA, B subconjuntos de Doni) e U, V subconjuntos de
Img(¥). Prove ou encontre contra-exemplos para cada uma destaagies:

e F(AUB)=F(A)UTF(B).

e F(A\B)=F(A)\7(B).

e BCAoF(B)CF(A).

e 7 HUNV)=FHU)NnFLV).

e FLUUV)=FLU)UF V).

e FLU\V)=FLU)\ FLV).

e UCV o Flu)crFiv).

o« FHF(A) =A

o F(F L) =U.

Exercicio 7.16: SejaF uma funcao de um conjuntd para um conjuntdd. Considere a relaci®
sobreA tal que

arb & F(a) =7F(b)
para quaisquer elementase b de A. Esta & uma relagao de equivaléncia? Em caso afirmativo,
descreva suas classes de equivaléncia.
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7.1.9 Permuta@es

Umapermutacao deim conjuntoA & uma funcao bijetora d& paraA. Observe que a relacao de
indentidade sobré & uma permutacao (trivial) d&

Por ser bijetora, toda permutacao de um conjutem uma inversa, que & uma permutagao
deA. A composi¢ao de duas permutacdesfdeuma permutacao de

Uma permutacad de um conjuntoA pode ser interpretada como uma maneira de colocar
os elementos dé& em um conjunto de caixas, cada uma rotulada com um elemenfo @zu
seja, a permutacab estaria dizendo que o elementale A esta na caixa de rotulé(x). Ou,
alternativamente, que a caixa de rotyloontém o elementd(x).

Uma permutacad também pode ser entendida como uma maneira de trocar cdidonde
uma colecao de caixas rotuladas com elementos déesse caso, para cag@m A, o elemento
na caixa de rotulx deve ser transferido para a caixa de rotifg). Ou entao, a caixa de rotujo
deve receber o contetido da caixa de roti(x). Nas duas intepretacdes, entende-se que todas as
trocas sao realizadas simultaneamente.

Permutacdes sao muito importantes em computagcacexeonplo a ordenacao dos elementos
de uma lista d& elementos, ou dasregistros de um arquivo, pode ser vista como a aplicacao de
uma permutacao dos indicgs. n — 1}.

Um elemento fixale uma funcad & um elementx € Dom f tal quef(x) = x. Note que uma
permutacao que nao € a identidade ainda pode ter um @eteanentos fixos. O nontesarranjo
€ ocasionalmente usado para permutacdes que nao térmametemento fixo.

Exercicio 7.17: Liste todas as permuta¢des do conjuats {10, 20, 30}.
Exercicio 7.18: Liste todas as permuta¢des do conjuats {10, 20, 30, 40}.
Exercicio 7.19: Quantas permuta¢des existem do conjunte {1, 2, 3,4, 5, 6}.

Exercicio 7.20: Considere uma caixa quadrada de papelao com tampa. Sugoalws lados da
caixa e da tampa sao rotulados em ordem anti-horaria ctaitds de 0 a 4. Cada maneira de
fechar a caixa com a tampa corresponde a uma permuftagaaonjuntoA = {0, 1, 2, 3}, tal que
f(k) & o lado da tampa que & encaixado sobre o lkada caixa, para cadaem A. Escreva as
permutacdes dA que correspondem a todos 0s jeitos possiveis de tampartaa cai

Exercicio 7.21: Um dado de jogar tem as faces numeradas de 1 a 6, de tal modeetédaps
opostas somam 7. Suponha que o dado é rodado de modo quergtetea mesma posi¢cao onde
comecou, exceto que algumas faces podem ficar trocadassent rotacao pode ser descrita por
uma permutacad do conjuntoA = {1, 2, 3,4, 5, 6}, tal que a fac& termina onde estava a fa€é).

1. Liste todas as permutacOesAlgue podem ser obtidas desta forma.

2. Sef egsao duas dessas permutacdes, qual € o significado dasig@pf o g? Ela também
€ uma dessas permutacdes?
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7.1.10 Fun@es idempotentes

Uma funcaof é ditaidempotentese a composicad o f & igual af. Ou seja, s (f(x)) = f(X)
para todox € Dom(f). Esta condicao também equivale a dizer duestrita a Imgt) & a funcao
identidade sobre Imdj.

Por exemplo, as funcdes solo e teto defindas na se¢@sad idempotentes. Outro exemplo
é a funcaof com dominiaN \ 0, 1 tal quef(z) & o menor fator primo de

Exercicio 7.22: Prove que a composi¢ao de duas fun¢des idempotentaa &ia¢ao idempotente.

Em algebra linear, uma transformacao linear idempeterhamada derojecaa

7.2 Seqencias finitas

Umasequéncia finité& uma funcaox cujo dominio &€ um intervalo de inteir¢s € Z : r < n < s},
onder e ssao inteiros; que pode ser abreviado paras}. Se os valores dg pertencem a um
conjuntoA, dizemos que &€ uma sequéncia finisobre A Em algumas areas da matematica e da
computacao, sequéncias finita também sao chamadesadepalavras énuplasou cadeias

A imagem de um inteirm por uma sequéncia & habitualmente denotada pgr(em vez de
x(n)). Os paresr, X,) sao ogermosou elementosla sequéncia; o inteinoé oindicedo termo, e
Xn € sewalor. Os inteirog e ssao oindice iniciale oindice finalda sequéncia.

Exemplo 7.8:Sejax : {2.. 6} — R cujos termos saf{2, 4), (3, 9), (4, 16), (5, 25), (6, 36)}. Podemos
entio escrever que = 4, X3 = 9, ex, = N? para todm € {2.. 6}.

Note que uma sequéncia especifica nao apenas os valoresmios mas também sua ordem
e seus indices. Note também que uma sequéncia pode tedenam termo com o mesmo valor.
Duas sequéncias sao iguais se, e somente se, elas temmextgas mesmos termos — mesmos
indices e mesmos valores.

7.2.1 Nota@o para seq&ncias finitas

Quando o indice inicial & especificado pelo contexto, uma sequéncia finita érgerdé denotada
colocando-se os valores dos termos entre parénteses radgepaor virgulas. Por exemplo, se
convencionamos que os indices comegcam com zero, aaw(a¢, 2, 5) representa a sequéncia
{(0,1),(1,2),(2,2),(3,5)}

Note que a sequéncia (2) nao € amesma coisa que o inteiepsgquéncia (3) nao € amesma
coisa que o par ordenado, ®. Devido a esta confusao, alguns autores (e algumasaljes
de programac¢ao) usam outros simbolos, no lugar de fem€s) para denotar sequéncias; como
colchetes angularés. .), ou colchetes comuns.|.].

Note que ha também uma diferenca entre a sequéncia (28pjunto{23}).

7.2.2 indice inicial padr a0

Em matemaética (e em algumas linguagens de programagém KORTRAN), o indice inicial de
uma sequéncia & geralmente 1 por convencao. Uma vantdgsta escolha & quersésimo
elemento de uma sequénai@ X;.
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Alguns autores, entretanto, preferem numerar os termogiage0. Note que, neste caso, em
uma sequéncia comtermos os indices variam de @a 1. Além disso, o elemento de indikéou
sejaxy) € ok+ 1-ésimo elemento da sequéncia. Mesmo assim, a nunoeaigizrtir de 0 tem certas
vantagens em computacao, e é o padrao de varias lingaatg programa¢ao modernas, camo
Java ePython.

7.2.3 Comprimento

O comprimentale uma sequéncia finita € o nUmero de termos, geralmentgat® poix|.

Exercicio 7.23: Se uma sequéncia tem indice iniaia indice finals, qual € o seu comprimento?
Se ela tem indice inicial 0 e comprimemipqual & o indice final? E se ela tem indice inicial 1 e
comprimentan?

Ha uma Unica sequéncia de comprimento zerse@uéncia vaziadenotada por (), que tem
dominio vazio e portanto nao tem nenhum termo. (Neste easadices inicial e final nao sao
definidos. Note que o intervalo.. s} € vazio para quaisquer scomr > S.)

7.2.4 Concatenago

Informalmente, aoncatenacaale duas sequéncias finitage y &€ uma sequéncia finita que tem
todos os termos de seguidos de todos os termosyd®or exemplo, a concatenacao de, @@ 30)
e (40 50) & (1020, 30,40, 50).

Na literatura esta operacao pode ser indicada de muitasirag, por exemplo com um pomnto
y, com uma barraly, ou com a mera justaposic&g Obviamente, 0 comprimento da concatenac¢ao
€ a soma dos comprimentos das duas sequéncias.

Para definir precisamente este conceito & preciso estabel® indice inicial para a sequéncia
resultante. Por exemplo, se convencionarmos que todagja8rexas tem indice inicial zero, a
concatenacao € a sequénctal que

| X, se0<n<p
Z”_{yn_p, sep<n<p+q (7.1)

ondep =[x eq = |yl.

Exercicio 7.24: Adapte a formula da concatenacao (7.1) para a coneeBgd@ que todas as
sequéncias tem indice inicial 1.

Exercicio 7.25: Escreva a formula geral da concatenacao (7.1) para ceraspie os dominios de
xeysao{r'..s} e{r”..s’}, respectivamente, e o indice inicial do resultado &

Observe que, se o indice inicial & fixo, a concatenacéo &gequéncia vazia nao tem efeito
nenhum:x- () = () - X = x para qualquer sequéncia finia
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7.2.5 Subseqaéncias e subcadeias

Segundo alguns autores, ursabsequénciale uma sequéncia & simplesmente uma restricao
y de x a um subconjuntdk de seu dominio. Por exemplo, segundo esta definicao, gadun
y = {(3,30), (5, 20)} seria a subsequéncia ge- {(2, 20), (3, 30), (4, 30), (5, 20)} determinada pelo
conjuntoR = {3, 5}.

Uma desvantagem desta definicdo &€ que a subsequénciaemapne € uma sequéncia, pois
0 novo dominioR nem sempre &€ um intervalo de inteiros consecutivos. Perrassivo, alguns
autores especificam que os termos da subsequéncia deveeusdndices alterados para inteiros
consecutivos a partir de um inicio convencional. Com esfaigao, e com indice inicial 0, a
funcaoy = {(0, 30), (1, 20)} seria a subsequéncia ae= {(0, 20), (1, 30), (2, 30), (3, 20)} determi-
nada pelo conjunt® = {1, 3}.

Alguns autores usam a palawsabcadeigpara indicar que o conjunt8 & um intervalo de
inteiros. Muitas linguagens de programacao incluemdesgara extrair subcadeias de cadeias
dadas.

7.2.6 n-uplas

Para qualquer natural definimos uman-upla ordenadaou simplesmenta-upla como sendo
uma sequéncia finita de comprimemto

Uma 2-upla, como observado acima, pode ser considerada uardsnado, e € geralmente
chamada por esse nome. Para 3 usam-se os nomespla, quadrupla quintupla séxtupla
séptuplabctuplg etc.. Nao ha um nome especial consagrado para 1-uplas.

7.3 Produto cartesiano den conjuntos

O produto cartesian@en conjuntosAy, Ay, . . ., A,, denotado poA; x A; X - - - X A,, &€ 0 conjunto
dasn-uplas ordenadasg{, a,, ..., a,), coma; € A parai = 1,2,...,n.

Se todos os conjuntds,, A,, ..., A, SA0 0 mesmo conjuntd, o produto cartesiand; x A, X
.-+ x A, € denotado poA".

7.4 Rela®esn-arias

7.4.1 Defini@o

SejamAy, Az, As, . . ., Ay, conjuntos. Umaelacéo n-aria entreestes conjuntos € um sub-conjunto
RdeA;r x Ay x Ag X - - - X Ay. Isto &€, um elemento d@ &€ uman-upla @i, ay, ..., a,), tal quea, € A
para cada.

O inteiron & chamado dgrauou ordemda relacao. @-ésimo dominiala relagao & o conjunto
Dom(R) de todos os elementos d¢ que ocorrem na posi¢aodas suasr-uplas. Ou seja, um
elementox pertence a Dor(R) se, e somente se, existe umapla @y, ay,...,a,) emR com
a = X
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Exemplo 7.9: SejaR a relacao enR x R x R definida pelo conjunto das triplas, p, ) tais que
a = b = c. Observe que a tripla (2,2) € R mas a tripla{2,3,3) ¢ R. Os dominios Don(R),
Domy(R) e Domg(R) sao o conjunto dos nameros reais, e o grau é 3.

Exemplo 7.10:SejaR a relacao eniN x N x N definida pelo conjunto das triplag, b, ¢) tais que
a®+b?=c?a>0,eb>0. Observe que a tripla (3, 5) € R mas a tripla (22, 3) ¢ R. Pode-se
verificar que Dom(R) = Domy(R) = N\ {1,2}; e que 0s menores elementos de RER) sdo
{5,10,13,17,20,25,26,29,...}

Exemplo 7.11:SejaR a relagao enz x Z x Z x Z definida pelo conjunto das quadruplasly, g, r)
tais quea = b= q+r. Observe que a quadrupla, 872, 1) esta enR mas a quadrupla (3,2,1)
nao esta.

7.4.2 Proje@o

SejaR uma relagam-aria, e sejan, i,, . .., iy inteiros distintos entre 1@ A projecéo deR sobre
as componentes,iio, ..., Iin € a relacaon-ariaS tal que umam-upla g, b, ..., by) esta ensS se
e somente se existe umaupla @y, ay, . .., a,) emR tal queb; = &,, b, = a,, ...,bn=4a;.

Exemplo 7.12:SejaR € N x N x N a relagao ternaria formada pelas triplas
{(1,10,200) (1, 20,200) (2, 20,200}, (2, 30,100) (3, 30, 300} .
Eis algumas projecdes dessa relacao sobre divertas dis componentes:

e Sobre 2 e 3{(10,200) (20, 200) (30, 100), (30, 300)

Sobre 1 e 3{(1, 200) (2, 200) (2, 100} (3, 300);

Sobre 1 e 2{(1, 10), (1, 20), (2, 20), (2, 30), (3, 30)}

Sobre 2 e 1{(10, 1), (20, 1), (20, 2), (30, 2), (30, 3)}

Sobre 1, 2 e 3{(1, 10,200) (1, 20, 200), (2, 20, 200), (2, 30, 100}, (3, 30, 300) = R

Exemplo 7.13:SejaR C R x R X R a relagao ternaria que consiste de todas as triplésd) tais
quea’® + b? + ¢ = 1 — isto &, todos os pontos da superficie da esfera de raiefteo na origem
doR3. A projecio deR sobre as componentes 1 e 3 & o conjuSitie todos os pares,(c) € R xR
tais que @b € R)a? + b? + ¢? = 1. Pode-se verificar qus = {(a, eRxR:a?+c*< 1}, ou
seja, o disco de raio 1 e centro na origem do plafo

Observe que a ordem dos indidgs,, ..., in € importante. Observe também quense n e 0s
indices forem 12,...,n, a operacao nao tem efeito — o resultado & a proprigaela.

Um caso muito comum é a eliminacdo de uma determinada @oempej mantendo a ordem
das demais, como no exemplo 7.13. Nesse ¢ason—1 e os indices,, ip,...,insa012,..., j—
Lij+1,....n



124 CAPITULO 7. FUNQOES, SEQUENCIAS E RELAGDESN-ARIAS

7.4.3 Permuta@o de componentes

Para relacBes binarias, temos o conceito de relagérsa em que é trocada a ordem das duas
componentes de cada par. Sua generalizacao para retaédas € a operacao germutacao de
componentegjue rearranja a ordem das componentes de todasiplas, da mesma maneira.

Mais precisamente, dada uma relagaaria R e uma permutagan, io,...,i, dos inteiros
1,2,...,n, estaoperagao produz arelagdariaS que consiste de todasmsiplas &, &;,, - . ., a;,)
tais que &, a, .. ., a,) esta enRk.

Por exemplo, dada a relacao terng(ig 20, 350), (2, 20, 300), (4, 40,400),, podemos formar
a relacao ternarig(20, 350, 1), (20, 300, 2), (40,400 4)} substituindo cada triplaa(, a,, as) pela
tripla rearranjadag, as, a;).

Note que esta operacao &€ um caso particular da progeg@eralizada com indicesio, . . ., im,
em quem = n e os indices sao uma permutacao dos inteir@s.1.,n. Note também que cada
n-upla deR corresponde a uma Unicaupla deS, e vice-versa.

7.4.4 Restri@o

SejaR uma relacam-aria, e Xy, X,, ..., X, conjuntos arbitrarios. Da mesma forma que para
relacdes binarias, definimosrastricdo deR a esses conjuntosomo a relacad dasn-uplas
(a1, @, ..., a,) deR que tema; € X;, para cadg; ou seja

S=RNXy X XoX-e+--- X Xn)
Exemplo 7.14:Considere a relagcao
R ={(1,10,200) (1, 20, 200) (2, 20, 200}, (2, 30, 100) (3, 30,100), (3, 30, 300); .

Observe que esta &€ uma relagao entre os conjultos {1,2 3}, A, = {10,20,30}, e Az =
{10Q 20Q 300.

SejamX; = {1,2, 3,4}, X, = {20,30,40}, e X3 = {200, 300. A restricao deR a Xy, Xo e Xz €

S = {(1, 20, 200), (2, 20, 200) (2, 30, 100), (3, 30, 300)

7.4.5 Jun@o

As tabelas abaixo descrevem duas relacdes terrf@eds A relacdoR & uma relacao que associa
empregados, salas, funcdes, e chefe imediato. A segefad@o associa salas, departamentos, e
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ramais de telefone.

S

R Sala Ramal Setor
Nome Funcdo Chefe Salg S.101 8233 \Vigilancia
José Secretario Anibal S.102 | S.102 8247 Financeiro
José Digitacao Anibal S.103 S.102 8250 Patrimdnio
Maria Digitagao Sonia S.108 S.103 8288 \Vendas
Maria Secretaria Sonia S.202 S.103 8289 Vendas
Pedro Assistente José S.1p2 | S.104 8300 Pessoal
Luiz Despacho Carlos S.301 S.301 8380 Compras
Luiz Motorista Carlos S.307 S.303 8350 Contabilidad
S.307 8380 Transporte

[¢)

Note que ha empregados que trabalham em varias salas ceafavarios empregados, salas
com mais de um ramal, ramais que servem mais de uma sala, reizando estes dados, pode-
mos obter outras rela¢des entre essas entidades. Poplexeasando o nunero da sala nas duas
relagdes, podemos construir a relagaabaixo:

7
Nome Funcao Chefe sala Ramal Setor
José  Secretario Anibal s.102 8247 Financeiro
José  Secretario Anibal s.102 8250 Patrimgnio
José Digitacao Anibal s.103 8288 Vendas
José Digitacao Anibal s.103 8289 Vendas
Maria Digitacao Sonia s.103 8288 Vendas
Maria Digitacao Sonia s.103 8289 Vendas
Pedro Assistente José s.102 8247 Financeiro
Pedro Assistente José s.102 8250 Patrimdnio
Luiz Despacho Carlos s.301 8380 Compras
Luiz  Motorista Carlos s.307 8380 Transporte

Note que, por exemplo, a linha “(José, Digitacao, Ahild289, Vendas)” foi incluida na
relacao7 porgue existe a quadrupla “(José, Digitacao, AniBal,03)” na relaca®, e a tripla
“(S.103, 8288, Vendas)” — com 0 mesmo numero de sala — nedels. A construcao da tabela
acima & um exemplo dancaode duas relacdasarias para produzir uma terceira relacao.

Mais formalmente, sej® uma relacaan-aria eS uma relacam-aria. Define-se guncao
das relacde®R e R como sendo a relagaon(+ n — 1)-aria7 consistindo de todas as tuplas
(a, @, ...,am1,C by, by, ..., by 1), taisque dy, @, ...,8n1,.C) € Re (C, by, by, ...,by 1) €8S.

Podemos generalizar ainda mais esta operac¢ao casasdmidagais campos ao mesmo tempo.
SejaR uma relagaan-aria, S uma relagam-aria, ep um inteiro positivo menor quenen. A
juncdo em p campodas relacde® e S € a relacdorq + n — p)-aria7 consistindo de todas as
tuplas @y, @y, ..., 8m-p,C1,Cz, ..., Cp, D1, 0z, ..., bn_p), taisque &, @, ..., 8m-p. C1,Cz, ..., Cp) € R,
€ (C1,Co...,Cp, 01,0y, ..., D) €S.

Observe que ajuncao, tal como definida acima, pode serinaddcom operacoes de permutagao
e projecao para casar quaisquer campos de duas rel@cibas apenas os Ultimos camposkie
com os primeiros dé&), e eliminar campos desnecessarios no resultado.
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Relacbes-arias e as operacdes vistas acima sao conceitos flamdaim em bancos de dados,
especificamente ndmncos de dados relacionais

Exercicio 7.26: Mostre que a composi¢a® o R de duas relagdes binari&e S pode ser obtida
por uma juncao seguida de uma projecao.



Capitulo 8

Somatrias e produtorias

8.1 Introducao

Muitas quantidades importantes em matematica sao dafiidmo a soma de uma quantidade
variavel de parcelas também variaveis, por exemplo aasBm 22 + - - - + 2", para algum inteiro

n. Para estas situacdes, uma notacao muito praticéatoria(também chamadsomatorioou
notacao sigmy introduzida por Joseph Fourier em 1820. Nesta notac8oma acima é escrita

n
2,2
k=1
Em geral, a notacdo sigma tem a forma
n

Z f(K)

k=m
ondek & uma variavel arbitraria (mdiceou avariavel indexadory f (k) & uma formula qualquer
gue depende die (0 termo geralda somatoria), en, n sao inteiros que nao dependemkdeEsta
notacao nos diz para incluirmos na soma precisamentdesgieemosf (k) ondek & um inteiro
maior ou igual ane menor ou igual a, ou sejan < k < n. Esta soma também pode ser escrita

Z f(K)

k

m<k<n

Costuma-se simplificar esta notacao para

Z f(K)

m<k<n
guando a variavel indicke & dbvia pelo contexto. Observe que f&) tem o mesmo valor para
dois (ou mais) indicek diferentes entren e n, esse valor deve ser somado duas (ou mais) vezes.
Por exemplo, na somatorig_, k(5 — k), as parcelas s#o 4, 6, 6, 4; portanto a soma & 20.
Uma variante mais geral da notacaé

> K

k
P(K)

127
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ondek & a variavel indice, P & algum predicado sobre inteiros. Ela representa a sonualds 0s
valoresf (k) tais queP(k) & verdadeiro. Esta forma & mais comum quando temosg@ssrimais
complicadas sobre os indices, como por exemplo

D KR = PP+ (8.1)
1<k<10
k impar
1 1 1 1
Z E = é + 5 + ? (82)
p primo
p divide 140

Chamaremos deominioda somatoéria o conjunto dos indices dos seus termos.
Observe que se o dominio & vazio, o valor da somatoriag per definicdo. Em particular, a
somatoriay,_, f(k) &€ zero sempre qua > n.

8.2 Somabrias basicas

Algumas somatorias simples tem formulas explicitas.@kemplo:

>1=n (8.3)
k=1
Zk _ n(n2+1) _ (n;l) (8.4)
k=1
Zkz _ n(n+1)6(2n+1) (8.5)
k=1
n 2

@ = (n(n; 1)) (8.6)
k=1
n-1

2 = 2"-1 (8.7)
k=0

Estas formulas podem ser demonstradas facilmente pagandiobre o valor de(veja exercicio 5.22).

8.3 Manipulacao de somabrias

A notacaoX pode ser manipulada de varias maneiras. Em primeiro logagrve que a variavel
indicek pode ser substituida por qualquer outra létijal, ... que nao tenha significado definido
no contexto. Podemos também trocar a variavel indexddpoa uma variavel relacionada a ela
de maneira biunivoca, com o intervalo de variacao denatde ajustado.
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Exemplo 8.1: Trocando a variavet pela variavei = k — 1, temos

n . n-1 L
2 — 2I+

Note que para modificar o intervalo da variavelsamos a equac¢ac= k — 1, enquanto que para
modificar o termo usamos a equacao equival&ntd + 1.

Exemplo 8.2: Podemos simplificar a somatoria (8.1) trocando a variayer 2 + 1, resultando

em
L(n-1)/2]

(2 + 1)
i=0

Note que a equacao (8.2) nao pode ser simplificada destairmapois nao se conhece uma
formula explicita para os nUmeros primos.
Damos a seguir mais algumas regras basicas. Nestas s@sabddominidk & um conjunto
qualquer de inteiros, & g sao fungdes de inteiros para nUmeros reais.

e Distributividade Para qualquer nimem

PNCE C(Z f(k)]

keK keK

Esta propriedade nos permite mover fatores constantesngqudependem do indice) para
dentro ou para fora da somatoria.

PNUCE OEPIRICENE

keK keK keK

A associatividade nos permite substituir uma somatoérisaeas pela soma de somatérias
sobre os mesmos indices, ou vice-versa.

e Associatividade

e Decomposicao do domini&e{Ky, K,} € uma particao di, entao

IRICE [Z f(k)] +(Z f(k)]

keK keK1 keKso

Esta regra diz que podemos quebrar uma somatéria em duasbs@s parciais, desde que
cada valor do indice apareca no dominio de uma, e apenasdessas duas partes. Esta
regra pode ser generalizada para particoes do dodieim qualquer nUmero de partes.

e ComutatividadeSe p &€ uma permutacao qualqueride
PRICEDIRIC()
keK keK

A comutatividade nos diz que podemos colocar os termos eiqugraordem. Uma versao
mais geral desta regra €é:
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e Troca de domininSep & uma fungao bijetora qualquer Bepara um conjuntd C Z,
D Hpk) = Y ()
keK jed

Note que troca de variavel indexadora, como as dos exer®@dl@s8.2, sao casos particulares
desta regra.

Exemplo 8.3: Sejax uma sequéncia qualquer de nimeros reais, e considereass@m,;_, (X1~
xx). Usando as regras acima, podemos reescrever a somatinesegue:

k;(xk+l -%) = ; kZ (8.8)
n+1 n

= =2 Z (8.9)

= Zn:><.+xn+1—xl—zxk (8.10)

= Xn+1 - X1 (8.11)

A identidade do exemplo 8.3 & conhecida casnmatoria telescopicporque uma parte de cada
parcela “esta encaixada em” (isto &, cancela) uma parpaxzla anterior, como ocorre com as
pecas de uma luneta. Podemos usar esta identidade paea psoformulas das somatérias de
guadrados e cubos da secao 8.2.

Exercicio 8.1]Soma de PA] Calcule a somaté@ﬂ;é(a + rk), cujasn parcelas sao parte de uma
progresao aritmética com termo inicaé passa arbitrarios.

Exemplo 8.4: Para calcular a somatorigy_, k?, observamos quek (+ 1) = k3 + 3k? + 3k + 1,
portanto k + 1) — k3 = 3k? + 3k + 1. Temos entdo que

D lk+ 1K) = > (3 + 3k + 1)
k=1 k=1

O lado esquerdo & uma soma telescopica, portanto temos

n

h+1P3-1= 3Zk2+32k+21

k=1 k=1
ou seja
3y ke = (n+1)3°-1-3%p  k-Yp ;1
= (n+12%-1-3n(n+1)/2-n
= (2n° +3n° +n)/2
Logo

DK = (n(n+ 1)(n + 1))/6
k=1
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Exemplo 8.5: Calcular a som&;_, k(k + 1).

Zn: k(k + 1)

n n

PN
k=1 k=1 k=1
= (1°+22+3F+---+m)+(1+2+3+---+n)
= nin+1)@2n+1)/6+nn+1)/2

= nin+21)(n+2)/3

Exemplo 8.6: Calcular a somatorig-3 2¢. Observe que'e= 2<+1 — 2%,
Thoo2 = Mpp@et-29
= on_ 20
= -1

(8.12)

(8.13)
(8.14)
(8.15)
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Exercicio 8.2: Calcule a somatorig—a b* para um namero red arbitrario diferente de 1 e 0.

Observe quék = (b1 — b¥)/(b - 1).

Exercicio 8.3]Soma de PG] Calcule a somatérEQ;é ark, cujasn parcelas sao parte de uma

progresao geométrica com termo inicaed razaa arbitrarios.
Exercicio 8.4: Calcule a somatori&,_, 1/k(k + 1)

Exemplo 8.7: Calcular a somatorigy_, k2<-1. Observe que2! = 2K — 2k-1,

an k2k—1 — Zn: k(zk _ 2k—1)
k=1 k=

kzk—l

Il
i
)

3
|
D=

k=1
n n-1
= > kK- (k+ )2
k=1 k=0
n n-1 n-1
- Zkzk— 7N
k=1 k=0 k=0
n-1
- m"- Z ok
k=0
= n2"-(2"-1)
= 2"n-1)+1

Exercicio 8.5: Prove, por inducdo em, que

no (sine)(sin2%a)
Z sinka = —
1 Sin 5a

para todm € N, e todo anguler que nao & um mdiltiplo inteiro der2

(8.16)

(8.17)

(8.18)

(8.19)

(8.20)

(8.21)
(8.22)
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Exercicio 8.6: SejamF, F1, F», ...0s nimeros de Fibonacci, definidos recursivamenté&per
0,F1 =1, eFn,2 = Fny1 + Fp para todo nimero natural prove pro inducao que

1. Prove que{neN) >, Fi = Fpo—1

2. Prove quefn e N) X1 F2 = FnFp1.

Exercicio 8.7: Sejama e b nUmero reais distintos. Prove que, para tadonN, vale a igualdade:

Zn: aib”—i ~ ptl _ gn+l
i=0 B b-a

8.4 Somabrias multiplas

Os termos de uma somatoria podem ser especificados porudaiais indices, como no exemplo
abaixo:

Z f(j,k = f(1L,2)+ f(1,3)+ f(1,4)+ (8.23)
f(2,2)+ f(2,3)+ f(2,4)+
f(3,2)+ f(3,3)+ f(3,4)

jk
1<j<3
2<k<4

Este mesmo exemplo pode ser também escrito usando duasavapéacad, isto €, como uma
somatoéria de somatorias:

DGR = Y Y = (F(L2)+ f(1.3)+ f(LA)+ (8.24)
" 1553 Zske (f(2.2)+ f(2,3) + F(3,4)+
1<j<3 (f(3,2)+ 1(3,3) + (3,4))

2<k<4

ou entao
DUHER = > D = (F(L2)+ f(22)+ f(B2)+ (8.25)
ik 2<k<4 1<j<3 (f(1,3)+ f(2,3)+ f(3,3))+
1<j<3 (f(L4)+ 13,4+ f(3.4)

2<k<4

Podemos entender as formulas (8.24) e (8.25) como duadnasde somar todos os elementos
de uma matriz: coluna por coluna ou linha por linha.

8.4.1 Mudanca de ordem de somatias

As formulas (8.24) e (8.25) dizem que podemos trocar a ordemuas somatérias, quando o
dominio de cada variavel & independente da outra \@riav

D2 fGR= > fGR =D > (K.

jed keK jed keK jed

keK
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Quando o dominio da soma interna depende da variaveldid somatoria externa, a troca exige
mais cuidado. Por exemplo,

n n n k
PIDILTEID I TEDIPILT:

i=1 k=j 1<j<k<n k=1 j=1

Para entender esta transformacao, veja a figura 8.1. Qegpmpresentam todos os par@k)
considerados na somatéria central. As setas solidasaimda ordem descrita pela somatoria dupla
da esquerda (por linhas), e as setas tracejadas indicamit@itia @or colunas).

Figura 8.1: Duas maneiras de calcular uma soma dupla. O erxointal & a variavek,
0 eixo vertical & a variavel.

Exercicio 8.8: Para todo nimero inteiro positivp o n-ésimo niamero hamonico é

n
Hn=k;

Prove que, para todo inteiromaior ou igual a 2,

_, 111
= l45+g.. 0

Il

>
[N

T
IR

8.4.2 Distributividade generalizada

Outra regra importante para somatorias duplas é distabutividade generalizadajue permite
trocar o produto de duas somatorias por uma somatoériadBRpka quaisquer conjuntd c Z,
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e quaisquer fungdek: J - R,g: K > R

[Z f(D](Zg(k)] = >, fe® = > > f(iak (8.26)

jed keK jed jed keK

keK
Note que esta regra também permite trocar uma somatopia @wr um produto de duas so-
matorias. Para isso basta que o dominio da somatérimategao dependa do indice da soma

externa, e que o termo geral possa ser fatorado no produtoagefdrmulas, cada uma delas
dependendo de um dos dois indices apenas.

8.5 Majoracao de somabrias

Muitas vezes nao precisamos saber o valor exato da saadiasta saber limitante superior ou
inferior.

8.5.1 Majoragao dos termos

Algumas vezes um bom limitante para o valor de uma somgoda ser obtido limitando cada

um de seus termos pelo termo de maior valor. Por exemplo:
n  k+l 2 3 n
ik = Itatootaa
k=12
2n

IIA -

Também podemos majorar cada termo da somatoria por algutreaférmula cuja somatoria €
conhecida. Por exemplo, observe que, para tod®, temos

Kk

kK _ ok
k+12 <2

Podemos entao concluir que
k=0 Kklzk < Ykeo 2
— 2n+1 -1
8.5.2 Majoracao por inducao matemnética

No capitulo 5 discutimos a técnica de prova por induc@bematica e vimos como usa-la para
verificar uma férmula explicita exata para o resultado k& somatoéria. Esta técnica pode ser
usada também para provar um limitante superior ou inf@@aoa uma somatoria.

Exemplo 8.8: Prove que existe uma constacte 0 tal que

para todon € N.
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Embora esta somatoria tenha uma formula conhecida (senmagiressao geométrica), vamos
tentar mostrar a desigualdade sem usar essa formula.
Prova:

A tese a ser provada tem a formidc(> 0)(Yn € N)P(n), portanto somente pode ser
provada por inducao se escolhermos um valor adequadacpdtara isso, podemos es-
crever um rascunho da demonstracao da partes(N) P(n), por inducao enm, deixando

o valor dec em aberto; e depois escolher um valorodgue torna todas as partes dessa
demonstracao validas.

e Base paran = 0, a afirmacad’(n) &

0
Y3=a=1<c-1
i=0
Esta desigualdade sera validacder maior ou igual a 1.

e Hipo6tese de indugcasuponhamos que a desigualdade é verdadeira para &/gum
seja

e Passo de indugcddemos de provar que a desigualdade é verdadeir&kpataisto &

temos que mostrar que:
k+1

Z 3i < 03k+1
i=0

Temos que

Zsi:i3i+3k+l

i=0 i=0
Usando a hipotese de inducao, temos

K13 < 343t
_ 1 1 k+1
= (§ + E)CB +

Precisamos agora concluir que

}+:—L C3k+1 < C3k+1
3 ¢C B

Isto € verdade se> 3/2.

Portanto se escolhermos- 3/2, tanto a base quanto o passo da inducao estarao corretos
e a afirmacaovn € N) P(n) ficara provada.

Fim.
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8.5.3 Majoracao por integrais

Uma somatoria pode ser vista como uma versao discreta dentegral. Algumas propriedades
sao de fato comuns aos dois conceitos: por exempld, 8am polindmio de grayg, tanto a
somatoriay;_, f(k) quanto a integra%” f(X) dx sao polindbmios (diferentes) de grgu+ 1 na
variaveln. Se f & uma funcao exponenciaf(x) = Ar*, tanto a somatoéria quanto a integral
sao funcdes exponenciadBr" + C (com valores diferentes d& e C). Muitas das regras para
manipulacdo de somatorias (troca de variavel, decsigpo do dominio, associatividade, etc.)
correspondem a regras para manipulacao de integrais.

Entretanto, encontrar uma formula explicita para umaagoria pode ser mais dificil do que
calcular a integral da mesma fungao. Um exemplo & a swiadt|_; klogk, que ocorre na analise
da eficiéncia de algoritmos importantes. A integral cgoesiente pode ser facilmente calculada
(por integracao por partes):

b b2 1, a2 1
fa xlogxdx= E(Iogb— 5) - E(Ioga— 5)

para quaisquea, b maiores ou iguais a 1. Entretanto, ndo se conhece umal@explicita simples
para a somatéria. Porém podemos obter limitantes superioferior para a mesma usando a
formula da integral, como pode ser visto pelo grafico dafi@2.

20 . .
Pe(x) ——.

X log X - g ,',”'1“

15 + -

Figura 8.2: Limitante superior por integral.
Nessa figura, a linha em escada & o grafico da funcao
f*(x) = Lx]log[x]

Observe que, para todo inteikpesta funcao tem valor constarft€x) = klogk para todox entre
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k (inclusive) ek + 1 (exclusive). Temos portanto qsﬁéﬂ f*(X)dx = klogk, e

n n-1
f (9 dx= > klogk
2 k=2

Por outro lado, compx| < x para todax, e xlog x & uma funcao crescente gepodemos concluir
que
f*(X) < xlogx

para todax maior ou igual a 2. Veja a figura. Temos portanto que

n n
f f*(x)dxsf xlogx
2 2

2
klogk < %(Iogn— %)—(2 log2—- 1) (8.27)

Ou seja
n-1

k=2
Como 2log2-1>0elogn-— % < logn, podemos escrever também que
n-1 n2
klogk < > logn

k=2

A mesma idéia fornece um limitante inferior para a soma,@dustrado na figura 8.3.

30 .

fdisc(x+1') -
fcont(x) -
25

20 | 7

15 ¢

2 n-1

Figura 8.3: Limitante inferior por integral.
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Observe que a funcaio deslocada de uma unidade para a esquerda (ouf$gfa; 1)) esta acima
do grafico dexlogx para todox > 1, pois|x+ 1] > x e portanto logx + 1| > logx. Temos
portanto que

b b
fr(x+ 1)dx2f xlog(x) dx
a a

ou seja
b+1 b
Z klogk > f xlog(x) dx (8.28)
a+l a
Escolhend@a =1 eb =n-1, obtemos
n-1 n—-1 _ 2
klogk > f ulogudu = "= hogn-1- 1)+ L (8.29)
= 2 2" 4

Os limitante (8.27) e (8.29) permitem dizer que, por exemplo

100
200683 < > klogk < 205255
k=2

Outra maneira de obter um limitante inferior & e observar qu

n-1 n

klogk = Zklogk—nlogn

k=2 k=2

e usar a desigualdade (8.28) para limitar a somajiak logk. Tomandaa = 1 eb = n, temos

s n n? 1. 1
klogk>f ulogudu—nlogn = —(logh- =)+ = —nlogn
= 2 27 4
n? n? 1
= Elogn—z—nlogn+z (8.30)

Uma vantagem da formula (8.30) & que seu primeiro tamfilog n & igual ao do limitante supe-
rior (8.27). Isso permite ver que a diferenca entre os doigdntes (que mede nossa incerteza
sobre o valor da somatoria) é

n? n? n? n? 1
A = (ilogn—z—2I092+1)—(Elogn—z—nIogn+Z) (8.31)
= nlogn-2log 2+§’r (8.32)

Exercicio 8.9: Para todo nUmero inteiro positivp o n-esimo nimero hamonico é

I
S
Il
N
Il
Il
H
+
NI
+
wl P
Sl

Prove queH, <1+ Inn.
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Exercicio 8.10: Prove que, para todoe N,

n-1
Hxn > l+—
k=1

Exercicio 8.11:Usando a minoracao por integral, prove die> In(n + 1).

Exercicio 8.12: Prove que, para todo inteiro positing

Exercicio 8.13: Prove que a somatorig,_, k—12 tem um limitante superior que nao dependede

Exercicio 8.14: Encontre e prove um limitante superior p&ig; k%2

8.6 Somas infinitas

A notacaoX &€ também usada pasmmas infinitastambém chamadas @éries Uma somatoria
infinita & o limite de uma somatoria finita, quando o val@ximo da variavel indexada tende para

infinito. Ou seja,
Z f(K) = lim Z f(K)

k=0

Exemplo 8.9: Sex & um nimero real positivo, entao

ixk—liml_—xml_ 1/(1-X), se0O<x<1
k=0 Cnoo 1-x | oo, sex>1
Em particular,

K 1 1 1

kzz(;zk 248
e ()

D2 = 1+2+4+8+.. = +o0

k=0

Observe que o limite pode nao existir, ou pode ser infinito. ékemplo classico & a soma dos
inversos dos inteiros positivos,

A soma dosh primeiros termos & o numero harmonidg; que & maior ou igual a In(+ 1) (vejao
exercicio 8.11), e portanto tende a infinito quandende a infinito.
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Séries sao muito importantes no calculo diferenciakegral, e sdo exaustivamente estudadas
nessa disciplina. Em computacao, somatorias finitassdis comuns, mas as infinitas também
ocorrem ocasionalmente. Por exemplof @@ > 0 para todk € N, temos que

Z f(k) < i f(K)
k=0 k=0

desde que a somatoria infinita esteja definida. Esta dédayleapode oferecer um limitante supe-
rior simples para uma somatoria finita que nao possui wmatfla fechada simples. Por exemplo,

Exercicio 8.15: Prove que

Exercicio 8.16: Encontre um limitante superior para a somatoria:

-
%=

k=0

Exercicio 8.17: Obtenha uma formula pag, ; kXX, supondo que a soma converge. (Dica: calcule
a derivada d&p> , X em relagao x.)

8.7 Produtobrias

Sejamm, n nUmeros inteiros ¢ uma funcao definida sobre os inteiros. A notacao

n

[]f®

k=m

denota o produto dos valorégk) para todos os inteirdstais quem < k < n.
Uma formula deste tipo & chamada mledutoria ou produtoria. Se nao existe nenhukino
intervalo especificado (isto &, se> n), o valor desta formula & 1 (e nao zero!), por defini¢ao.

Exercicio 8.18: Calcule o valor da produtorif];2 , k? + 1.

Exercicio 8.19: Dé formulas explicitas (sefff nem *...") para o valor das produtorias abaixo:

=

—- -

3

T
o
w
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Muitos dos conceitos e técnicas que vimos para somatéfiesmo troca de indices, separacao
de termos, mudanca de ordem de enumeracao, majorag@onaos, provas por inducao, etc. —
podem ser trivialmente adaptadas para produtérias.

Exercicio 8.20: Dé formulas explicitas (sefff nem *...’) para o valor das produtorias abaixo:

1.

=~

N
- 13- T
|7
H

1l
=

3i

.“J
=~
|
=

Uma produtoria também pode ser transformada em soraatéeindo a funcao logaritmon=
log, X e a fungéo exponencial exp= €%, ondee & a constante neperiand218281828.. Lem-
bramos queab = exp((Ina) + (In b)) para quaiquer reais positivasb. Podemos entao concluir

que
n

]_[ f(k) = exp(zn: In f(k))
k=m

k=m
Esta identidade pode ser usada, por exemplo para majodutpr@s por integrais.

Exercicio 8.21: Determine formulas explicitas para as produtorias
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8.8 Iteracao de outras operages

Notacdes analogas a somatorias e produtorias podeunsaéda para indicar a iteracao (repeticao)
de outras operacdes associativas. Por exempl® gem predicado que depende de um inteiro
podemos escrever

VL, P(@) = FVP@Q)VPR2)V---vP(n)

AL, P() VAPA)APR2)A--- AP(n) (8.33)

P, Pi) = FoePLl)eP(2)a - &P(n)

De maneira analoga, ¥eé uma funcao que a cada inteil@ssocia um conjunto, podemos escrever

UL X(i) = 0uUX(1)uX2)U---UX(n)
MLy X(i) UNXD)NXE2)N---NX(n)

Assim como no caso de somatérias, muitas das variactms;jigdades e formulas de somatorias
podem ser adaptadas para estas operacoes iteradas, Rmétidades e formulas que alteram a
ordem dos termos somente valem se a operacao for conautativ

Note que, quando o conjunto de termos & vazio, o resultadel@mento neutro da operacao:
F parav e, V paran, 0 parayu, e o conjunto universalf paran.

(8.34)



Capitulo 9

Seglencias infinitas e recorencias

9.1 Seqncias infinitas

Uma sequéncia infinit& uma funcédo cujo dominio &€ um conjunto de inteirostiad inferior-
mente, ou sejgn< Z : n>r} para algum inteira; por exemplo, todos os naturai§ ou todos
os inteiros positivo® \ {0}. Para estas sequéncias valem os mesmos conceitos de iedine,
e valor vistos para sequéncias finitas, bem como a notgg@m vez dex(n). Além disso, sa é
uma variavel arbitraria, a formula,” € chamada déermo geralda sequéncia.

Ocasionalmente o termo sequéncia também & usado quahaioiaio & o conjunto de todos

0s inteirosZ; nesse caso pode-se dizer que a sequéraindinita.

Exemplo 9.1: Sejax : N — R ondex, = n?, para todon € N. Os elementos da sequéncia sa0:
X=0,X1=1,%=4,X3=9, ....

Assim como no caso das sequéncias finitas, a escolha deimicialr varia de autor para
autor. Em particular, muitos autores definem sequénciastas como fungdes dos naturais posi-
tivosN \ {0}. Em outros contextos, entretanto, & conveniente adataticg inicial como sendo 0,

e definir sequéncias infinitas como fun¢des com doniihjmcluindo 0).

O conceito de subsequéncia também vale para sequénti@tsas. Por exemplo, se é a
sequéncia com dominid tal quex, = n?, e R & o conjunto dos nimeros naturais pares, a sub-
sequénciy de x determinada poR seria a restricao deaR, ou seja, a funcao

y={(2k 4% : ke N} ={(0,0).(2,4),(4,16)... .}

Como no caso finito, & conveniente supor que 0s termos de winsaguéncia sao re-indexados a
partir de um valor convencional (0 ou 1). No exemplo acimajsequéncia dedeterminada por
R seria a funcao

y ={ (k4% : ke N} ={(0,0).(1,4).(2.16)... }

9.2 Especificando segencias infinitas

Uma sequéncia infinita ndo pode ser especificada listamdlmstseus termos. Para definir tal
sequéncia, podemos fornecer uma formula para o termd gegue normalmente depende da
variaveln.

143
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Uma questao comum em matematica discreta e compugaeaoontrar uma formula que re-
presenta o termo geral de uma sequéncia da qual se conhpeaasalguns termos.

Exemplo 9.2: Sejax uma sequéncia cujos primeiros termos %@, X3, ... Sao
0,1,8,27,64,.... Qual & a formula para o termo geral? Pode-se verificar que estes termos
satisfazem a formula, = n®.

Exemplo 9.3: Sejax uma sequéncia cujos primeiros termos g, X3, ... Sao
1,4,10,28244730Q,..... Qual & a formula para o termo gergl? Pode-se verificar que estes
termos satisfazem a formul@ = 3" + 1.

Na verdade, este & um problema mal posto, pois sempreraxistimitas formulas distintas
gue fornecem os mesmos resultados para um conjunto finitaldees den. Por exemplo, outra
sequéncia que também comeca cqrh 8, 27,64, ... éy, = n*+n(n—1)(n—2)(n—3)(n—4). Esta
formula é diferente de&, = n®, poisxs = 125 masys = 245. Em geral, neste tipo de problema o
gue se deseja & uma form@ianplesque seja compativel com os termos dados.

Esta questao faz mais sentido quando existe um algoritnooitva critério indireto que define
todosos valores da sequéncia. Por exemplo, considere a segquicigjos termos sao os inteiros

primos, em ordem crescente de valor. Os primeiros term@adesjuénciasao25,7,11, 13 17,19,23 29,....

Todos os termos da sequéncia estao bem definidos, e podeaicgados; porém até hoje nao se
conhece nenhuma formula para o termo gpgal

9.3 Recorencia

Muitas sequéncias importantes sao definidas recursivi@nfornecendo-se um ou mais termos
iniciais e uma férmula que determina os demais termos & gad termos que os precedem. Essa
formula & chamada decorréncia

Exemplo 9.4: Umaprogressao aritmétic§PA) &€ uma sequénciadefinida pela recorréncia

X = a
Xn Xn-1 4+ paratodan >0

ondea er sao valores reais, chamadosteeno inicial e passoou incrementoda progressao.

Pode-se provar facilmente por indugao que o termo gergrogressao aritmética do exem-
plo 9.4 éx, = a+ nr, para todm > 0; ou seja, uma funcao linear do indice

Exemplo 9.5: Umaprogressao geométricdG) &€ uma sequénciadefinida pela recorréncia

X = a
Xn = Xp_1-r paratodon>1

ondea er sao valores reais, chamadosteemo inicial e razaoda progressao.

O termo geral de uma progressao geomeétriga£ ar", para todm > 0; ou seja, uma funcao
exponencial do indice.
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Exemplo 9.6: A sequéncia dosimeros de Fibonacé definida por

fo = 0
fi = 1
fi. = foo2+ fro1 paratodon > 2

Os primeiros termos dessa sequéncia sd0102,3,5,8,13,....

Exercicio 9.1: No capitulo 5 mostramos que um conjuntordestas em posicao geral divide o
plano emR, = n(n + 1)/2 + 1 regides. Estas regides também podem ser descritasepelaéncia
abaixo:

Ro = 1

Rn R..1+n paratodnn > 1

Exercicio 9.2: Suponha que um casal de tatus comeca a dar crias com doigl@ndade, e
produz 6 crias (trés casais) de tatuzinhos a cada ano. Bagpe um rancho de criacao de tatus
comecou com 1 casal recém-nascido em 2000, e que nenhuffeitacrescentado ou eliminado
do “rebanho” desde essa época. Escreva uma definicasikegcpara o nUmera, de tatus que
existem no ana.

9.4 Resolu@o de recorréncias

Determinar uma formula explicita para uma sequéncianidefirecursivamente &€ um problema
dificil em geral, mas ha técnicas que resolvem certogscaspeciais.

9.4.1 Recoréncia aditiva simples

Um desses casos especiais sao as recorréncias daxpemg_; + f(n) para todan > m, ondef

e uma funcao qualquer. A progressao aritmética do pkef4 & um caso particular desta classe,
cuja solucao, como vimos,»g = a+ rn. Uma férmula semelhante resolve recorréncias da forma
Xn = Xn-1 + I que valem somente a partir de um indicédiferente de zero.

Exercicio 9.3: Determine a formula para o termo geralda recorréncia

Xm = a
Xn Xn_1 + I para todan > m

ondem & uma constante inteira,aeb sao constantes reais que nao dependem de

No caso da recorréncia gergl = x,_; + f(n) para todan > m, Pode-se verificar por inducao
emn que a solucao desta recorréncia &

Xn = Xm + Zn: f(k)

k=m+1

Exercicio 9.4: Determine a formula para o termo geralda recorréncia

X =0
Xn Xn-1 + N? para todan > 0
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Exercicio 9.5: Determine a formula para o termo geralda recorréncia
X1 = 1
Xp = Xp_1+2"paran>1
9.4.2 Recoréncia multiplicativa simples

Outro caso importante sao as recorréncias da fogmaf(n)x,_; para todan > m, ondef & uma
funcao qualquer. No caso particular da progressao gaara’(exemplo 9.5), em quign) € uma
constanteg, m = 0, eX, = a, a solugcao, como vimos, X, = ar" para todon > 0. Recorréncias
com indice iniciaim > 0 tem solugcao semelhante.

Exercicio 9.6: Determine a formula para o termo geralda recorréncia

Xm = a
Xn rXp_1 paratodan > m

ondem & uma constante inteira,aeb sao constantes reais que nao dependem de

Quandof & uma fungcao que dependeme resultado € uma produtoria

m
X =%n [ | T
k=m+1
Exercicio 9.7: Determine a formula para o termo geralda recorréncia
X =1
Xa = 2%, paratodmn >0

Exercicio 9.8: Determine a formula para o termo geralda recorréncia

X =1
n+p

Xn = —5 %1 paratodan >0

ondep & um nimero natural que nao dependa.de

9.4.3 Recorgéncias lineares homogneas
Dizemos que uma relacao de recorréndia®ar e homogénea de ordensé& ela tem a forma
Xn = C1%n-1C2%n-2 + +* - + CiXnk (9.1)

ondek & um inteiro positivo e os coeficientesc,, . . ., ¢, S20 nUmeros reais, todos independentes
den. Pode-se provar por indugcao que esta recorréncias€feitdipor uma progressao geométrica
X, = I, onder & qualquer raiz do polindmio

- t-cz?-...—¢? (9.2)

Esta formula &€ chamada @elindmio caracteristicala recorréncia.
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Por exemplo, a recorrénciia = f,_, + f,_; dos nUmeros de Fibonacci € linear e homogénea
de ordem 2, com coeficientes = ¢, = 1. Ela € satisfeita pelas sequénckasy, ondex, = r",
Yo = 5", er, ssao as duas raizes da equagzae z+ 1. Estas raizes sao

_1+45 ~1-15
=2 =732
A primeira raizr = 1.6180339887. ., geralmente denotada pela le#raé conhecida commzao
aureg porque na Grécia antiga os arquitetos e artistas acvaditgue o retangulo com lados 1 e
¢ tinha as propor¢des mais belas dentre todos os retaghilsegunda raiz = —0.6180339887,
que varios autores denotam goré igual a 1- ¢ e —é.

rn | g
1.00000000 1.00000000
1.61803399 -0.61803399
2.61803399 0.38196601
4.23606798 -0.23606798
6.85410197 0.14589803

11.09016994 -0.09016994
17.94427191 0.05572809
29.034441858 -0.03444185

(9.3)

c~NOoO Ok WNPE OIS

Nesta tabela pode-se verficar qde= rt + 1%, & = st + &, r® = r? + r2, e asim por diante.
As sequénciag ey sao apenas duas das possiveis solu¢des para a ret@r(Br8). Pode-se
provar que qualquer combinacao linear destas duas iseiqsé

Zn = Q% +BYn = ad"+Bo" (9.4)
também & uma solucao da recorréncia. Os valoreseje podem ser obtidos a partir dos valores
iniciais dadosfp, = 0ef; =1, e sao

a=1/V5 pB=-1/V5 (9.5)

Ou seja

Uma vez que}g?s| = 0.61803399 & menor que 1, o valor absoluto do tegthda formula (9.6) vai
diminuindo rapidamente a medida guaumenta. Portanto,

lim fo =¢ (9.7)
n—eo fii_q
e podemos dizer que
1
for —¢" (9.8)
"5

Esta técnica resolve qualquer recorréncia homogéneedéenk cujo polindmio caracteristico
temk raizes distintas. Quando o polindmio tem raizes igumigja existenk solu¢des indepen-
dentes, mas elas tem uma forma um pouco mais complicadecifisgn@ente para cada raizom
multiplicidadep, toda sequéncig, = n'r", para toda entre 0 gp— 1, & uma solugao independente.
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Exemplo 9.7: Suponha que um casal de tatus matematicos comeca a daiconadois anos
de idade, e produz 8 crias (quatro casais) de tatuzinhosaaatamd Suponha que um rancho de
criacao de tatus comecgou com 1 casal recém-nascido @ @@ue nenhum tatu foi acrescentado
ou eliminado do “rebanho” desde essa época. Determine dmmalfa explicita para o nUmerg,

de tatus que existem no ano

9.5 Recorencias lineares @o homogneas

Umarecorréncia linear nao homogéndauma formula que define o termo geralcomo uma
combinacao linear de termos anteriores, com coeficiamestantes, mais uma funcao arbitraria
do indicen. Por exemplo,

X = 0
Xa = Xp-1+ 2-5X,-1 paratodan > 0 (9.9)

Pode-se verificar, por inducao, gue= n2" & a solucao desta recorréncia.
No caso geral, uma recorréncia linear nao homogéneaddendrtem a forma

Xo = Q@
Xf - A (9.10)
Xk-1 = ak—l.
Xn = C1Xn-1 + CoXn2 + - - - CXn_k + T para todan > k (9.11)

ondeag, ay, ..., a_1,C1, Cy, . . . Cx SA0 constantes (que nao dependem)de f (o termo indepen-
dentg & uma sequéncia qualquer. Por exemplo, considere sregar

Xo = 2
% - 2 } (9.12)
Xn = Xn-1 + Xn_2 + (=1)" para todan > 2 (9.13)

Note que esta recorréncia & similar a de Fibonacci, exgglbs termos iniciais e pela parcelal’
na recorréncia.

Nao ha uma técnica geral para resolver recorrénciashninogéneas, como (9.10)— (9.11).
Entretanto, suponha que conseguimos encountrersequéncia particularque satisfaz a formula
do termo geral (9.11), mas nao necessariamente os term@sn No exemplo acima, pode-se
verificar quex, = (—1)" € uma solucao para a recorréncia (9.13), embora tepharl ex; = —1.
Considere agora a recorréncia homogénea similar a (9.13)

Zo=Zo1+ Zn2 (9.14)

Como vimos anteriormente, a solucio geral para estaréema €z, = a¢" + B¢". Verifica-se
entdo que a solugdo geral para a recorréncia origindf3)@ a soma dg, e da solugao particular
acima, isto &,

Zy = ag" +B¢" + (1) (9.15)
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Os valores der e B8 podem ser entao determinados pelas condicdes inixjais 2 e x; = 2,

resultando em ,
N

<

T % (9.16)
B = 5
e portanto
_ ¢+2 n ¢_3 an _1\n
X”_2¢—1¢ +2¢_1¢ +(-1) (9.17)

De modo geral, podemos resolver a recorréncia linear nambénea (9.10)— (9.11) somando
uma solucao particularda equacao (9.11) com a solucao geral da equacao lereag

Yn = C1Yn-1 + Co¥Yn_2 + - - - CYn_k para todm > k (9.18)

Esta solucao geral vai dependerldparametrosy, ..., ax, que podem ser determimados pelas
condicdes iniciais (9.10).

9.6 Majoracao e minora@o de recorrencias

Muitas vezes € dificil ou impossivel obter uma formutalecita exata para uma sequéngidefi-
nida resursivamente sobre um conjunto de indizeBorém, nesses casos pode ser possivel obter
um limitante inferior paray: uma sequéncia com mesmo domini®, tal quex, <y, para todo
n emD. Analogamente, pode ser possivel obterlimitante superioy uma sequénciatal que
Yo < Z, para todon em D. Tais limitantes podem ser suficientes para muitos fins — ¢qoo
exemplo, reserva de espaco de memoria para certa tavedstimativa do tempo de execucao de
um programa.

Por exemplo, considere a sequéngctal que

Yo = 3
Yn Yn_1 + LYn_1/3] paratoda > 0 (9.19)

Os primeiros termos desta sequéncia sao

n\01234 5 6 7 8 9 10 11 12 13
yn‘34568101317222938506688

Podemos obter um limitante superior pgteocando o lado direito da recorréncia por uma férmula
mais simples que seja maior igual a esse termo. Por exemplo,

p = 3

Z, = Zy1+2Z,1/3 paratodm >0 (9.20)

Podemos provar qug > Yy, para todan € N, por inducao enm. Basta observar qug_; > Y1,
pela hipotese de inducado, e que |u] para qualquer nUmero real A recorréncia de pode ser
simplificada para, = (4/3)z,.;. Esta &€ uma progressao geométrica com termo inicial 2@ra
4/3, e portanto a solucao exata.e= 3(4/3)". Podemos entado concluir gyge< 3(4/3)" para todo
nemN.
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De maneira analoga, podemos obter um limitante infetiobservando queu] > u — 1 para
todo numero real. Obtemos entao a recorréncia

X = 3
X Xn-1 + (Xn-1/3 — 1) para toda > 0 (9.21)

Esta recorréncia pode ser reescrita= (4/3)X,-1 — 1.



Capitulo 10

Contagem

Um problema comum em matematica, e especialmente em cagdmité contar objetos ma-
tematicos (conjuntos, funcdes, sequéncias, etc.) det@rminadas propriedades. Por exemplo,
guantas maneiras diferentes ha de escolher 5 cartas derathdeom 52 cartas? Quantas pala-
vras (com ou sem significado) podem ser formadas com 5 lagtstds? Quantas maneiras ha de
ordenar um arquivo de nomes?

Ja encontramos alguns problemas desse tipo nos capttkrsores. Na secao 2.8, por exem-
plo, vimos que o numero de subconjuntos de um conjunto rcelementos €2 Neste capitulo
vamos examinar alguns dos problemas mais comuns deste tipo.

10.1 Permuta®es

SejaX um conjunto finito den elementos. Informalmente, unpermutacao de > uma lista
dos elementos d¥ em determinada ordem, sem repeticOes nem omissodes. pkégisamente,
podemos definir uma permutacao Hecomo uma funcad bijetora do conjuntg0..n—1} =
{0,1,...,n—1} para o conjuntX. Podemos interpretar o valor dék) como o elemento que esta
na posicad da lista, contando a partir de 0.

Por exemplo, suponha qXee o conjunto das vogaiX, = {a, e, i, o, u}. Afunc¢ao{(0, u), (1, e), (2, 1), (3, a), (4,
€ uma permutacao d¢ Esta funcao pode ser escrita também como

(e ild)

ueiao

Oou como a sequéncia,(e, i, a, 0), ou simplesmentaeiao; ficando sub-entendido que os indices
da sequéncia comecam com 0. Duas outras permutac@isital dessa, saa,(,e,a,0) e
(e,a,0,1,u).

Quantas permutacdes deexistem? Quando tentamos escrever uma permutigdlemento
a elemento, é facil ver que temogscolhas para o element{) (qualquer elemento d¢); n— 1
escolhas pard(1) (qualquer elemento d€, excetof(0)); n — 1 paraf(2) (qualquer excetd (0)
e f(1)); e assim por diante. Para o penultimo elemdifto- 2) temos apenas 2 possibilidades, e
para o ultimof (n— 1) temos apenas uma. Qualquer série de escolhas result@apenmutacao
distinta. Portanto o nUmero de permutacdes distintas é

nNx(n-1)xNn-2)x---x2x1=nl (10.1)

151
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gue & o numero de funcdes bijetoras entre dois conjulgaselementos (veja exercicio 7.10).
Assim, por exemplo, o nimero de permutacdes das cincaivégp!=5x4x 3x 2x 1 = 120.

Observe que se 0 conjun¥é vazio (isto &, s@ = 0), ha apenas uma permutacao possivel,
gue & a sequéncia vazia () (ou seja, o conjunto vazio de padée-elemento). Essa observacao
justifica a definicao de 0! como sendo 1.

O fatorial den cresce muito rapidamente quandaumenta. Por exemplo, 28!2.432902008176.640000
— mais de dois quintilhdes (bilhdes de bilhdes)! O fatbde 50 & aproximadamenté3 x 104,
gue é muito maior que o numero de atomos no sistema saaimAembora possamos facilmente
calcular onumerode permutacdes de um baralho de 52 cartas, & impoggiva todas essas
permutacdes, em qualquer computador concebivel aturém

Exercicio 10.1: Qual & maior, 10! ou¥?

10.1.1 Formula de Stirling

A formula (10.1) nao € adequada para calcalaguandon € muito grande. Por exemplo, para
calcular 1000000! temos que multiplicar 1000000 de nusyeza produto vai crescendo a cada
passo; o resultado tem mais de 5 milhdes de algarismos. bmaifa que permite estimar o valor
aproximado do fatorial com menos trabalho foi encontradajtoaham de Moivre (1667—-1754)
e James Stirling (1692-1770):

1
Inn! znlnn—n+éln(27rn)

onde In & o logaritmo natural (ha base- 2.7182818..). Aplicando expX) = € em ambos 0s

lados temos .
n = \/Znn(—e)

10.2 Arranjos

Dado um conjunto finitdX den elementos, e um inteinoe N, definimos umarranjo de r elemen-
tos de Xcomo uma sequéncia de elementosXdeom comprimenta, em determinada ordem e
sem repeticdes. Ou seja, uma funcao dos int¢dos — 1} para o conjuntcX.

Por exemplo, os arranjos de 3 elementos do conjdnto{a, e, i, o, u} Sao

aei aie eai eia iae iea
aeo aoe eao eoa oae oea
aio aoi iao ioa oai oia
aeu aue eau eua uae uea
aiu aui iau ijua wuai uia
aou auo oau oua uao uoa
eio eoli ieo ioe oei oie
eiu eui ieu iue uei uie
eou euo oOeu oue ueo uoe
iou iuo oiu oui wuio wuoi
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ondeaie significa a sequéncia(i, e), ou seja a funcao

012
a i e
e assim por diante.
Pelo mesmo raciocinio usado na se¢ao 10.1, concluio®e glimero de tais arranjos &

nNx(N-1)xn-2)x---x(n-r+1) (10.2)

Em muitos livros este nUmero & denotado phr(lé-se “arranjos d&, tomados ar”). Alguns
autores usam a notacéb(lé-se ‘h a poténcia caindo”). Este numero pode ser calculado a partir
de fatoriais, pela formula
n!

(n—=r)!
Note que os fatores do denominador cancelam uma parte dowedalo numerador, deixando
apenas os fatores da formula (10.2). Assim, por exemplajneeno de arranjos de 3 vogais,
listados acima, & 3{5 - 3)! = 5x 4 x 3 =60.

Uma maneira de entender a formula (10.3) € consideras tastd permutacdes de elemen-

tos, e imaginar o que ocorre se tomarmos apenapomieiros elementos de cada uma, para obter
os arranjos. Note que duas permutacdes que diferem apamadem dos — r elementos descar-
tados produzem o mesmo arranjo. Ha-(r)! maneiras de ordenar esses elementos descartados,
sem mexer nos primeiros. Portanto, para cada arranjo temmos ()! permutacoes.

(10.3)

10.3 Combina@es

Outro problema muito comum & contar o nUmero de subcaorgude tamanho de um conjuntdX
den elementos. Note que este problema € diferente de contaraogas de elementos d&: em
ambos o0s casos desejamos tomatementos d&, sem repeticdes; mas neste caso a ordem dos
elementos em cada subconjunto ndo interessa.

Estes subconjuntos sao também chamadadwinactesler elementos d&X. Assim, por
exemplo, as combinac¢des de 3 vogais sao

aei aeo aio aeu aiu
aou eio eiu eou iou

ondeaiu significa o sub-conjuntéa, i, u}, e assim por diante.

O numero de tais combinagdes acima & denotad@p@or alguns autores, porém a notacao
mais comum eé’r‘) gue se lé “combinacdes detomadog ar”.

Para contar as combinacdes, podemos determinar o ngimercanjos de elementos, e contar
apenas uma vez todos os arranjos que diferem apenas na codegtechentos. Por exemplo, os
seis arranjosio, aoi, iao, ioa, oai e oia correspondem a mesma combinaéfd, o}.

Como temog elementos em cada arranjo, concluimos que cada conatnrtagiesponde id
arranjos diferentes. Portanto, o nUmero de combinagdes

A, nx(n-1)x---x(n-r+1)

T rx(r—1)x---x1 (10.4)
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Esta formula pode ser escrita em termos de fatoriais

(”) _n (10.5)

)~ ri(n-r)!

Exercicio 10.2: Quantas “maos” diferentes de cinco cartas podem ser sldiglam baralho de 52
cartas?

Exercicio 10.3:Ha 2" sequéncias distintas aebits (algarismos 0 e 1). Quantas dessas sequéncias
tem exatamentk bits iguais a 1?

10.3.1 Casos especiais

Alguns casos especiais sao dignos de nota. Parantad¥,
n n
= = 1
)00
n_(n\_ N
1) \n-1)

)= (a"o)= "5

Além disso, & 6bvio qué;) € zero s& & maior quen.

Uma vez que o niumero de elementos de um conjunto & um nimaarcl, a definicao d@)
nao faz muito sentido quandoe/ou r sao negativos. Porém, a experiéncia mostra que muitos
teoremas e formulas ficam mais simples quando defin(ﬁ)oso gquandan < 0 our < 0.

Para todo inteirm positivo,

e, para todo inteira maior que 1,

10.3.2 Propriedades

A fungao(?) tem varias propriedades interessantes. Por exemplotquoa, r € N, temos

R

Para demonstrar esta identidade, considere um conjudém elementos, e observe que para cada
conjunto der elementos existe um Gnico conjuntomle r elementos que & seu complemento, e
vice-versa. Ou seja, a operacao de complemento emacekaX @ uma bijecao entre o conjunto
dos subconjuntos deelementos e 0 conjunto dos subconjuntosider elementos.

Outra propriedade importante ékentidade de Pascal

(?:i):(?)+(r:1)
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Para provar esta identidade, considere um conj¥htten + 1 elementos, e escolha um elemento
arbitrariox de X’. SejaX o conjunto dos demais elementds= X’ \ {x}. Considere agora todos

0s subconjuntos d¥” comr + 1 elementos. Eles podem ser separados em dois grupos: aquele
gue contém o elemento escolhigce aqueles que nao contémOs primeiros sao exatamente 0s
('r‘) sub-conjuntos d&X de tamanha, cada um deles acrescido do elemextds segundos sao

exatamente o@fl) subconjuntos d&X de tamanhao + 1.

Podemos enunciar esta propriedade graficamente, dispenddares de(?) na forma de um
triangulo infinito

&
@ 0
© @ 0
G 0 @ 6
G 6 @ 6 @

(1) 1 1
(%) 1 2 1
(3) 13 3 1
(3) 1 4 6 4 1

3 1 5 10 10 5 1

A identidade de Pascal diz que cada niumero deste diagraansoea dos dois vizinhos mais

proximos da linha acima. Por exemp@ = (‘1‘) + (‘2‘)

10.3.3 Formula do Bindmio de Newton

Uma das propriedades mais famosas das combinacOesrawd@e Newton para as poténcias de
um bindmio (soma de dois termos):

@+br=>" (?)a”‘rbr

r=0

Por exemplo, temos

(a+b)* (g)a4b° + (‘1‘)a3b1 + (‘2‘)azb2 + (;‘)ale + (j)a°b4

= la*+ 4a%b + 6a2b? + 4ab’ + 1b*

Por conta desta formula, os nUme(@}s sao também chamados deeficientes binomiaisAs
seguintes propriedades sao corolarios imediatos dauiarde Newton:

Exercicio 10.4:Mostre queXy_,(7) = 2".
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Exercicio 10.5: Mostre quex_o 2'(7) = 3".

Exercicio 10.6:Mostre queX./_,(-1)(]) = 0.

Exercicio 10.7: SejaX um conjunto de elementos. Usando a formula 10.6, mostre que o nUmero
de subcojuntos d¥ de tamanho par & igual ao niUmero de sub-conjuntos de tanaar.

Exercicio 10.8: Prove que, para todos os naturiisn comn > k, temosyy_, () = (71)-

r+1

Exercicio 10.9: Uma prova tem 10 questdes do tipo verdadétso. Quantas maneiras ha de
responder essas questdes, sem deixar nenhuma em branoagal@ acertar exatamente 7 delas?
E acertar pelo menos 7 delas?

10.3.4 Formula recursiva

A formula (10.5) nao & muito eficiente quand@ r sao numeros grandes, pois 0 humerador
e denominadorn - r)!r! podem ser muito maiores que o resultado f(r’j}d Isto também pode
acontecer com a formuld'/r!, no lado esquerdo da equacdo (10.4). Uma maneira maisrgéc
é utilizar a recorréncia

n (n - 1)

— sen>r >0,

n rir-1
(r): 1 sen>r =0,
0 sen<rour <0.

Esta recorréncia pode ser demonstrada por inducan dPara provar o passo da inducao, basta
observar que o lado direito da equacao 10.4 pode ser f@a@mo segue

n_n n-1n-2 n-r+1
rl r\r-1r-2 1

e gque a parte entre paréntese@}). Podemos portanto calculé;r) pelo algoritmo
1. Sen<rour <0,devolva 0. Senao

2. C«1
3. Para&kvariando de 1 a, faca

4. C«— (Cx(n=k+121)/(r-K)
5. DevolvaC.

Neste algoritmo & importante efetuar a multiplicacaompe k + 1 antes de dividir por — k.
Isto garante que a divisao sera exata.

10.4 Cardinalidade da unéo de conjuntos

Para quaiquer conjuntos finitése B, vale a identidade

IAUB| = |Al + B - |AN Bl (10.6)
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Esta identidade € facil de entender pelo diagrama de Vaonncontar os elementos dee de
B, estamos contando os elementosAde B, mas contando em dobro os elementosAde B.
Pelo mesmo raciocinio podemos concluir que, para quaicpuguntos finitosA, B,e C, vale a
identidade

JAUBUC|I=|AI+|B|+|C|-|ANnB|-|ANC|-|BNC|+|AnBNC| (10.7)

As formulas (10.6) e (10.7) podem ser generalizadasmpaosjuntos finitosA;, Ao, . . ., Aq:

> A

AL UAU--- UA

llegi<n

_ Z AN A|
e (10.8)
+ Z AN AN A
i,j.K

1<i<j<k<n

= +CE)THAIN AN N A

Para simplificar esta formula, vamos denotar @pro conjunto de todas as combinagdesrde
elementos do conjuntd, 2, ..., n}. Podemos escrever entao

IALUAU---UA,| = Zn:(_l)r-l(z
r=1

XeCp

M Ak|) (10.9)

keX

Esta formula para a cardinalidade da uniao de conjuntidegia conhecida pelo nome gencipio
da inclusao e exclusao

Exercicio 10.10: Quantos numeros entre 1 e 1.000.000 sao quadrados pgriaitbos perfeitos,
ou sao divisiveis por 5?

Exercicio 10.11: Na notacao decimal, quantos nimeros entre 100000 e 9989fiecam com
algarismo par, terminam com algarismo maior que 5, ou pas$oeos os algarismos iguais?

Exercicio 10.12:Demonstre a formula (10.8), por indugao am

10.5 Combina®es multiplas

O nUmero(rr‘) pode ser definido também como o nUmero de maneiras de colobgetos distintos
em duas caixas distintas, caralementos na primeira caixaner na segunda caixa. (Comparando
com a definicao usada na secao 10.3, pode-se ver queandorda primeira caixa corresponde ao
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sub-conjunto escolhido do conjun¥g comr elementos, e a segunda caixa ao complemento desse
sub-conjunto em relacaoX)

Esta definicao alternativa pode ser generalizada patgugranimero positivo de caixas. Ou
seja, podemos perguntar quantas maneiras existem dduiistriobjetos emt caixas distintas,
comr; elementos na caixa I, elementos na caixa 2, e assim port diante. Obviamente isso &
possivel apenas se+r, + - - - + ry = n. Um raciocinio analogo ao utilizado na se¢ao 10.3 permi
concluir que esse niumero &

n n!
S — 10.10
(rl, ro,..., rt) rodrol--oryd ( )

Por exemplo, suponha que temos 10 pessoas para distribunéermomissoed, B e C, com,
respectivamente, 5, 3, e 2 membros. Isso pode ser feito de

10 10!
(5, 3 2) T 513121 2520 (10.11)

maneiras distintas.

Exercicio 10.13: Quantas maneiras existem de distribuir 5 cartas para cadieuhjogadores, de
um baralho de 52 cartas? (Note que, alem das 4 maos dida#yha também um monte de 32
cartas nao distribuidas.)

Exercicio 10.14: Quantas maneiras distintas existem de pintar 20 casas cooressvermelha,
azul, verde e amarela (cada casa de uma sb6 cor), sendo qubaler o mesmo nimero de casas
de cada cor?

Exercicio 10.15:Quanto vale(rl rzn...rt) set=1?Esa;=0?Esa;=rp=---=r =1?

O numero de distribuicOes deelementos ent caixas de tamanhos fixos aparece na formula
da soma dé variaveis,x; + X, + - - - + X, elevada a poténcia Mais precisamente(rl rz"._rt) eo
coeficiente do terma'x;? - - - X' na expansao da formulay(+ X, + - - - + X)™

n
(Xp+ X+ -+ X)" = Z (r1 ‘, rt)xrllx';...x{‘.
M, r2, ..., Mt
1+r+---+F =N
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Esta igualdade & conhecida cofdomula de LeibnizPor exempilo,

@+b+0)* = (,50)a%00 + (57 0)a%0lc® + (,5)a?b?c® + (1 50)atbc® + (o 5o)albc™+
(3 : 1) a3hoct + (2 4 1) a2blct + (1 : l)a1b2cl (o : 1) ab3cl+
(,02)220°C + (1 1,)atbe® + (5 ,)a%b?c?+
(102)at0%C% + (1 ;)% e+
(o 04)a°b°c4

= la*+ 4a’b + 6a%b? + 4ab’® + 1b*+
4a’c + 12a?bc + 12ab’c + 4bsc+
6a°c? + 12abc + 6b°c*+
4ac® + 4bcG+
1c?

Por esta razao, estes nUmeros sao também chamadosfigentes multinomiais

Note que o coeficiente binomiéﬂ) equivale ao coeficiente muItinom(QL?_r)

Os coeficientes multinomiais também contam as maneiragsi@de tl objetos distintos com
numero especificado de repeticdes de cada objeto. Magspmente, suponha que queremos
formar uma lista de comprimentocomt itens distintos, sendo que o primeiro item apanece
vezes na lista, o segundo item apareceezes, e assim por diante. O numero de listas desse tipo
é justament:érl - rt)
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Capitulo 11

Cardinalidade de conjuntos

No capitulo 2 definimos informalmente a cardinalidade dgwdos finitos, mas s6 agora temos
condicdes de dar uma definicao mais precisa de cardad#i inclusive para conjuntos infinitos.

Definicao 11.1: SejamA e B dois conjuntos. Se existir uma funcao bijetdra A — B,
entao dizemos que e B tem a mesma cardinalidadBenotaremos este fato par~ B.

Pode-se provar que &€ uma relacao de equivaléncia. As classes de equaial@ia relacao
~ sao chamadas dmardinalidadesou nmeros cardinais A cardinalidade de um conjuntd &
geralmente denotada pi@{j ou #A. Portanto temos qu& ~ B se e somente 34| = |B|.

11.1 Conjuntos finitos

Para cada numero naturadefinimosl,, = {i e N :i < n}. Por exemplo)s = {0,1,2,3,4}. Um
conjuntoA é ditofinito se existe um numero natumatal queA ~ |,. Neste caso, dizemos goé&
o0 nimero de elementos de

E facil ver que dois conjuntos finitos tem a mesma cardiadlidse e somente se eles tem o
mesmo numero de elementos. Portanto a cardinalidade denjomto finito pode ser identificada
com seu nUmero de elementos.

Observe que, de acordo com a definigao, o conjunto We&ibnito e|0| = 0.

11.2 Conjuntos infinitos

Para certos conjunto&, nao existe uma bijecao de paral,, para nenhumm € N. Exemplos
incluem o proprio conjunt®, bem comd, Q eR. Dizemos que estes conjuntos $@nitos.

Poderiamos supor que, como no caso dos conjuntos finitagbe®njuntos préprios de um
conjunto infinitoA tem cardinalidades estritamente menores|giiePorém, os exemplos abaixo
mostram que iSso hao € verdade:

Exemplo 11.1: SejaE c N o conjunto dos niumeros naturais pargzk : ke N}. Considere a
funcaof : N — E definida porf(n) = 2n. A fungaof & uma bije¢cao do conjunto dos naturais no
conjunto dos nimeros pares. Portalte E e portanto a cardinalidade &éieé a mesma que.

161



162 CAPITULO 11. CARDINALIDADE DE CONJUNTOS

Ou seja, € possivel retirar elementos de um conjunto fofsem alterar sua cardinalidade.
Verifica-se que esta & uma propriedade geral de conjurfiogas. Inclusive, muitos autores usam
esta propriedade como defini¢cao, dizendo que um confubtmfinito se e somente se ele tem um
subconjunto propri® tal queA ~ B.

O exemplo acima foi enunciado pelo matematico alemaodiditbert (1862—1943) na forma
de uma anedota: um hotel com infinitos quartos, todos ocgpdeaepente recebe infinitos novos
hospedes, e precisa arrumar quartos para eles.

Dois outros exemplos importantes sao os seguintes:

Exemplo 11.2:Considere a funcab : N — Z definida por

_ | NHL [k sené par,n = 2k
fn = 1) { 2 | { —(k+1) senéimparn=2k+1 (11.1)
A tabela abaixo ilustra a funcdo
n|]O 12 34 56 7.
fm)|0 -1 1 -2 2 -3 3 —4...
Esta funcdo &€ uma bijecao teparaZ, e portantaN ~ Z.
Exemplo 11.3:Considere a funcab : N x N — N definida pela formula
1
fuy) = UrVurveD (11.2)

2

A tabela abaixo ilustra a funcaio Ela associa a cada par, ¢) um nimero natural na sequéncia,
segundo diagonais sucessivas:

© N OO

14 ...

c
A WOWDNPEO

Verifica-se que esta funcao &€ uma bijecadde N paraN, e portantdy x N ~ N,

Exemplo 11.4: Considere a funcad : [0,1] — [0, 2] definida porf(x) = 2x. Verifica-se que
esta funcao & uma bijecao do intervalglPpara o intervalo [(2], e portanto concluimos que
[0,1] ~ [0, 2] Por raciocinio analogo, podemos concluir que todositesvalos fechadosa]b] de
nimeros reais tem a mesma cardinalidade.

Em vista desses exemplos, poderiamos ser levados a acipatittodos 0os conjuntos infinitos
tem a mesma cardinalidade, ou seja, que existe apenas ugtetifpafinito”. Essa conjetura foi
derrubada pelo matematico Georg Cantor em 1879, que mogtre os conjunto® e R tem
cardinalidades diferentes.
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11.3 Conjuntos enumeaveis e conaveis

Um conjunto é ditenumeravese ele tem a mesma cardinalidade dos numeros naturaisn@sze
gue um conjunto eontavelse ele & finito ou enumeravel.
Observe que um conjunt® &€ enumeravel se, e somente se & possivel listar os elesndm
conjunto como uma sequéndi, a1, a, - - -}, isto &, podemos indexa-los pelos nUmeros naturais.
O teorema 11.1 mostra que o intervalo abertd J(hao tem a mesma cardinalidade que os
numeros naturais.

Teorema 11.1:0 intervalo aberto (A1) = { x:€e R,0 < X < 1} nao & contavel.

Prova:

O conjunto (01) nao é finito, portanto precisamos demonstrar apenaslgueo & enu-
meravel. Sejd& uma funcao qualquer d€ para (Q1) Para cada numero refi), consi-
dere uma representacao decimal infinita sefa 0, apa;;8,2 ... do mesmo. Temos entao
uma lista infinita de seguéncias infinitas de algarismos

a = 0,a9090:a0. .-
ay 0, apa11812. . .
e 0, azoa21827. . .

Observe que alguns numeros reais tem duas represesitdighetas deste tipo, uma delas
terminando com uma sequencia infinita de zeros, e a outra otrsaquencia infinita de
noves. Por exemplo, o nUmergdlpode ser escrito comq 250000 .. ou 0, 249999 ...
Isto ocorre se, e somente se, 0 nUmero &€ um racional da fofa@®, comm e n inteiros,

m =+ 0en > 0. Sef(i) & um destes nUmeros, escolhemos @argualquer das duas
representacdes, arbitrariamente. Todos 0s outros nosmeais tem uma, e apenas uma,
representacao decimal.

Observe também que as sequénci@0000... e 0,999999. .. representam 0s niUmeros
0 e 1, respectivamente, e portanto nao estao no interbaldca(Q 1). Porém, exceto por
esses dois casos, toda fracao decimal infinita que cocmpal... representa algum
numero real no intervalo (Q).

Considere agora a representacao decimal infinite0, b,b,bs ... onde

b = 4 seg; +4
' 15 seq =4

A fracao decimab nao aparece na lista acima, pois ela difere de cada feag¢o-€sima
posicao.

Comob usa apenas algarismos 4 e 5 depois da virgula, o nUmerb*rgak ela repre-
senta nao € nem 0 nem 1, e portanto esta no intervalo alfeifp Uma vez quéd nao
termina nem em infinitos zeros nem em infinitos noves, o narbetem apenas essa
representacao, e portanto ele é diferente do nUmerd (@apara toda emN.

Concluimos que nenhuma funcaleN para (Q1) pode ser sobrejetora. Loga, () nao
€ enumeravel.
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Fim.

A técnica usada nesta demonstracao para encontrar tac@mplob® & conhecida como
método da diagonalizagdou método da diagonalizagdo de Cantdtste método & muito usado
em lbgica matematica e na teoria da computacao.

11.4 Compara@o de cardinalidades

SejamA e C conjuntos. Definimos a rela¢c#o< C se existe um conjuntB tal queA ~ BeB c C.
Em outras palavragy < C se e somente se existe uma funcao injetora garaC.

Exemplo 11.5: SejaC o conjunto dos nimeros primosMe o conjunto dos quadrados perfeitos,
{n?:neN|. Observe que a fungabde C paraM definida porf(p) = p? & uma fungZo injetora.
Portanto, concluimos qu& < M.

Em particular, para quaisquer conjuntdsB tais queA C B, a funcao identidadé, &€ uma
funcao injetora dé\ paraB; portanto concluimos qu& C B implicaA < B. Em particularA < A
para qualquer conjuntd; ou seja,< & uma relagao reflexiva. Prova-se também quéj seB e
B < C, entaoA < C; isto é,< & transitiva. (Veja exercicio 11.6)

Finalmente, prova-se que, #¢e< B e B < A, entdoA ~ B (isto &, A e B tem a mesma
cardinalidade). Porém, a demonstracao deste fatoddeviCantor, Schroder e Bernstein) foge
do escopo deste livro [6]. Outro resultado cuja prova nd® @qui € que, dados quaisquer dois
conjuntosA e B, pelo menos uma das condict®s B e B < A deve ser verdadeira.

Pode-se verificar também (veja exercicio 11.7) qua seA’, B ~ B, e A < B, entaocA’ < B'.
Portanto a relacag entre conjuntos depende apenas de suas cardinalidadss des tonjuntos
em si. Podemos entao substitdimpor uma relagao entre cardinalidades. Em vista das propri
edades acima, esta & uma relagao de ordem total, queademot por. Ou seja, dizemoa
cardinalidade de A & menor ou igual a de €escrevemagg\ < |B|, se e somente e < B.

Se|Al < |B|, mas|A| # |B|, dizemos que a cardinalidade #eé estritamente menor que a
cardinalidade d®, e denotamos esse fato paf < |B.

Para conjuntos finitos, a relacao de ordem patcitre cardinalidades coincide com a relagao
< entre nimeros naturaik facil ver tambéem que a cardinalidade de um conjunto fiaisempre
maior que a cardinalidade de qualquer subconjunto propreja o exercicio 11.8.) Ou seja, para
gualquer conjunto finité\ e qualquer conjunt®, temosB c A — |B| < |A|.

11.4.1 Teorema de Cantor

Cantor mostrou também o seguinte resultado importante:
Teorema 11.2:Para todo conjuntd, |A| < |P(A)|.

Dito de outra forma, todo conjunto — finito ou infinito — tem maubconjuntos do que
elementos. Este resultado & dbvio para conjuntos finiis, se|/Al = n entao|P(A)| = 2" (vide
secao 2.8), e™2> n para todo naturah. A contribuicao de Cantor foi mostrar que vale também
para conjuntos infinitos.
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Prova:

SejaA um conjunto ef uma fungao qualquer d& paraP(A), ou seja, uma fungab que
a cada elementa € A associa um subconjuntda) € A. Vamos mostrar qué nao pode
ser uma bijecao da parap(A).

Observe que o elemenéypode pertencer ou nao ao subconjuhta). Considere agora o

seguinte conjunto:
X={aeA:a¢ f(a)}

Observe que&X € um subconjunto dé, logo X € P(A). Porém, para toda € A, temos
f(a) # X: pois sea € f(a) entdaoa ¢ X, e sea ¢ f(a) entdoa € X. Portantof nao é
sobrejetora enp(A).

Concluimos que, para qualquer conjuAtondo existe nenhuma bijecao AeparaP(A);
ou seja, estes dois conjuntos nao tem a mesma cardinalidade

Por outro lado, observe que existe uma bijecao de quatmprguntoA para o conjunto
A = {{a} : a€ A}, que & um subconjunto dgA). Isto mostra quéA| < |[P(A)|. Juntando
estes dois resultados, concluimos tAje< [P(A)|.

Fim.

Em particular, a cardinalidadgN) é estritamente maior que a e

Nao é dificil encontrar uma bijecao entre o intervabero (Q1) e o conjunto dos niumeros
reaisR. Veja exercicio 11.4. Portanto, em vista do teorema 11atdirtalidade d& & estritamente
maior que a cardinalidade @&

11.4.2 Cardinalidades de Cantor

Tradicionalmente denota-se p¢fta cardinalidad@N| do conjuntdN. Usando o teorema de Cantor,
podemos definir uma sequéncia de cardinalidades inficiéals, vez maiores:

N = [P(V)] < 8% = [P(P())| < 8° = [P(R(PA)))| - (11.3)

Cantor mostrou qu@(N)| = |R|, e portantdi! & a cardinalidade do conjunio

Cantor conjecturou em 1878 que nao é possivel definir umjunto com cardinalidade entre
N0 e N1 — isto &, estritamente maior qi&mas estritamente menor gRe Esta conjetura ficou
conhecida como &ipbtese do continyce ficou aberta até 1963, quando Paul Cohen (baseado
em um teorema provado por Kurt Godel em 1939) mostrou que,aaxiomas usuais da teoria
dos conjuntos, nao & possivel demonstrar nem essa gdionm&en sua negacao. Ou seja, pode-se
supor que tais conjuntos existem, ou que nao existem — alai®sasos, nunca se chegara a uma
contradicao.

Exercicio 11.1: Mostre que~ &€ uma relagao de equivaléncia.
Exercicio 11.2: Prove que

e para todo nimero naturaien, sel, ~ I, entaom = n.
(Sugestao: use inducao emn.)
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e seA é finito, entao existe exatamente um nimero natural &l,gu A.
Exercicio 11.3: Mostre que o conjunt® & enumeravel.
Exercicio 11.4:Prove que (01) ~ R.
Exercicio 11.5: Prove todo conjunto infinito tem um subconjunto enumeravel
Exercicio 11.6: Prove que, s& < BeB < C, entaoA < C.
Exercicio 11.7:Prove que sé& ~ A’, B~ B’ e A< B, entacA’ < B'.

Exercicio 11.8: Prove que para qualquer conjunto finAce qualquer conjunt®, A C B entado
1Bl < |A.

Exercicio 11.9: Prove que, sé é infinito, entdo para qualquare N existe um subconjunto d&
com cardinalidade.



Capitulo 12

Introduc ao a Teoria de Grafos

12.1 Introducao

Informalmente, um grafo & um modelo matematico para sgmtar uma colecao de objetos (cha-
madosvérticed que sao ligados aos pares por outra cole¢ao de objétamémosarcosou ares-
tas). Em ilustracdes de grafos, os véertices sao geralnrepiesentados por pontos, circulos ou
caixas, e as arestas por linhas ligando os vértices. vegjarafl2.1. Em tais diagramas entende-se
que as posi¢oes dos vertices e a forma das linhas s3evantes; o grafo representa apenas a
topologiados vértices e arestas, isto €, quem esta ligado a quem.

A D E

/o

B A

B C

Figura 12.1: Um grafo, desenhado de duas maneiras diferente

Grafos sao extremamente Uteis para modelar problemasgtasnareas de aplicagdo. Por
exemplo, a malha rodoviaria de um estado pode ser repagigepbr um grafo em que as cidades
sao os vertices, e cada trecho de estrada entre cidadescatimas € uma aresta. Um circuito
elétrico pode ser visto como um grafo onde os vérticexsadutores metalicos e as arestas sao
resistores, capacitores, e outros componentes. Uma at@l@ade ser abstraida por um grafo onde
0S atomos sao os veértices e as arestas sao as ligansntes. Uma trelica metéalica pode ser
entendida como um grafo onde as arestas sao as barrasi@ssv&io as juntas.

Grafos sao especialmente importantes em computacé@onalelar tanto hardware em varios
niveis (desde circuitos digitais até a internet munajagnto conceitos de software (como registros
em bancos de dados, blocos e médulos de programas, pagatransmissao de dados, e muito
mais).

O conceito abstrato de grafo e o0 estudo matematico de sopgqutades foi uma das muitas
contribuicbes do matematico suico Leonhard Eule®7+24783). Um quebra-cabecas famoso na
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época era encontrar um passeio que visitasse todas as plantedade de Konigsberg (veja a
figura 12.2), passando uma Unica vez em cada ponte. Euleniteas propriedades essenciais do
mapa por um diagrama de pontos ligados por linhas. Apendisamdo esse diagrama abstrato,
ele provou que o tal passeio era impossivel. Este traballiai¢ado em 1736) &€ considerado o
primeiro artigo da teoria de grafos.

Figura 12.2: O problema das pontes de Konigsberg.

A teoria matematica dos grafos foi desenvolvida graduateneo século 19, quando surgiram
importantes aplicacdbes em quimica e engenharia. Suariémgzia cresceu muito no século 20,
com o surgimento das redes de telefonia, dos circuitosaiigi por fim dos computadores.

Exercicio 12.1: Desenhe o grafo cujos vértices sao todos os numerosaside 2 a 30, sendo que
dois vértices estao ligados se e somente se um dos nugndigsor do outro.

Exercicio 12.2: Escolha uma frase qualquer e desenhe o grafo onde cadeev@presenta uma
palavra dessa frase, e dois vértices estao ligados emsteeessomente se as duas palavras corres-
pondentes possuem pelo menos uma letra em comum. Assinxguopk,gato e cavalo devem

ser ligados porque tem as letra® o em comum; enquanto qugato e peixe nao devem ser
ligados.

12.2 Variedades de grafos

Ha varias maneiras diferentes de formalizar o conceitgrd® em matematica. Cada autor pode
adotar uma definicao diferente, e qual delas & melhormilpda aplicacdo. Nesta se¢cao vamos
apresentar as definicdes mais comuns.

Em todas as definicdes, um graBconsiste de um conjunto de vértices e um conjunto de
arestas, que denotaremos g e &G, respectivamente. O conjunto de vértices & arbitraio;
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natureza das arestas depende da definicdo, mas cadaemesempre doisxtremognao neces-
sariamente distintos) que sao vérticesGleDependendo da definicao, um grafo pode ter outras
informacdes aléem dos conjuntgsG e §G.

12.2.1 Grafos orientados e ao orientados

Um detalhe que varia entre as diferentes definicdes éstéexia de umarientacaoou direcao
especifica em cada aresta, como a mao Unica de certasrb@sas. Grafos que incluem essa
informacao sao ditografos orientadogou dirigidos), e 0s que nao a registram s&o orientados
(ounao dirigidog.

Em um grafo orientado, os extremos de cada aresta saotasstimm vértice &€ considerado
aorigemda aresta, e 0 outro selestino Nas ilustracdes de grafos dirigidos, o sentido de cada
aresta é geralmente indicado por uma seta da origem pastinale

12.2.2 Arestas paralelas

Em algumas aplicacdes, tudo 0 que precisamos saber soarestas € se dois vértiags v estao
ligados entre si ou nao. Nesse caso, o conj@tEopode ser definido como um conjunto de pares
de vérticesu ev estao ligados se e somente se o0 pav)(esta eng G.

Em outras aplicacdes, pode haver mais de uma ligac@e eois vértices, e esse fato precisa
ser levado em conta pelo modelo. Nesses casos, costumdirie 86 como outro conjunto
arbitrario, independente d¥ G, e acrescentar ao grafo urfuncdo de incidéncige G que, para
cada aresta, diz quem sao seus dois extremos. Neste mpdgkmto, pode haver um nimero
arbitrario de arestas com 0os mesmaos extremos.

Em um grafo nao orientado, duas arestas com 0os mesmos estggn ditaparalelas(ou
mltiplag. Em um grafo orientado, duas arestas sao paralelas seelas mesmos extremos e a
mesma orientagcao (ou seja, a mesma a origem e mesmo ¢geSenglas tem 0s mesmos extremos
mas orientagdes opostas, elas sao ditdparalelas

12.2.3 Lacgos

Uma aresta que liga um vértice a ele mesmo, como uma vieal&irque comeca e termina na
mesma esquina, € chamaddalgn. Algumas definicdes permitem lacos no grafo; outrastor
lacos, exigindo que os dois extremos de cada aresta sejdites distintos.

12.2.4 Grafos simples e multigrafos

Alguns autores definemrafos simplexomo sendo grafos (orientados ou nao) sem lagos e sem
arestas paralelas. Outros defingmafo excluindo arestas paralelas, e usam o temudtigrafo
guando ha tais arestas.

12.2.5 Grafos finitos e infinitos

Um grafo pode ter infinitos verticegaal infinitas arestas. Tais grafos infinitos tem aplicagises
matematica, mas 0s que ocorrem em computacao gerals@mtinitos em ambos os aspectos.
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No restante deste capitulo vamos considerar apenas gjrafos.

12.3 Definiges formais

Nesta secao veremos como definir formalmente os vapos tie grafos descritos na secao 12.2.

12.3.1 Arestas como pares ordenados

Alguns autores definem um gra®como um parg’ G, £G), ondey’ G &€ um conjunto qualquer,
e &G é uma relacao sobrg G, isto €, um subconjunto d& G x VVG. Nesse caso, cada aresta &
um par ordenado de vérticas ¥). A funcao de incidéncig G & portanto a fung¢ao identidade.

De acordo com esta definicao, e v sao vértices distintos d8, os paresy, V) e (v, u) sao
arestas distintas. Considera-se portanto que a atesda€m uma orientacao definida, senda
origem ev o destino. O conjuntg G pode conter apenas a primeira, apenas a segunda, ambas, ou
nenhuma. Veja a figura 12.3.

B C

Figura 12.3: Um grafo orientado simples.

Uma consequéncia importante desta definicao &€ que ummfia pode ter duas arestas distintas
com a mesma origem e o mesmo destino. Ou seja, os grafos defaedta forma sao orientados
e nao possuem arestas paralelas (mas podem ter arespasadelas).

Neste modelo, um lagco & um par, (1) ondeu € V' G. Alguns autores excluem explicitamente
lagcos na defini¢ao.

12.3.2 Arestas como paresao ordenados

Outros autores definem uma aresta como sendo umgumaordenadale vértices. Segundo estes
autores, um graf@ & simplesmente um par de conjuntasG, £ G), ondeV G € arbitrario, e cada
elemento de€ G &€ um conjunto da forméu, v} ondeu e v sao elementos d&’G. Como{u, v} e
{v,u} sdo o mesmo par nao ordenado, neste modelo as arestemm@odcao definida, e nao &
possivel dizer qual dos extremos de uma aresta € a origeral € @ destino. Veja a figura 12.4.
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B C

Figura 12.4: Um grafo simples nao dirigido.

Uma maneira equivalente de definir o mesmo conceito € dimss ¢ € uma relacasimétrica
sobreV G, ou seja, que o paufV) esta eng G se e somente se o0 paf, (1) também esta. Neste
caso, os dois pares ordenadasvf e (v, u) juntos correspondem ao par nao ordenfge} da
definicao anterior.

Uma consequéncia importante desta definicao &€ que ummfia pode ter duas arestas distintas
com 0s mesmos extremos. Portanto grafos definidos desta ftamsao orientados e nao podem
ter arestas distintas que sejam paralelas ou antiparalelas

Note que sel ev sao 0 mesmo vértice, o conjur{ia v} tem apenas um Gnico elemento. Neste
modelo, portanto, excluir lagos equivale a exigir que tasta seja um conjunto ca@ratamente
dois elementos, ambos vértices do grafo.

12.3.3 Arestas como objetos com origem e destino

Um grafoG também pode ser definido como uma tripla da forrpe3; £G, ¥ G) onde VG e
&G sao conjuntos quaisquer,7eG & uma funcao dgG paraV G x ¥ G. Ou seja, para cada
arestae existe um Gnico par ordenado de vérticasv] = ¥ G(e) que sao 0s extremos ae
especificamentey & a origem de, ev & o destino.

Observe que este modelo define um grafo orientado e perregtaarparalelas, ou seja pode-
mos tere, e’ € §G come # € masF G(¢) = F G(¢’). Veja a figura 12.5.

Vi a Vy \O g
\

Vs V3

Figura 12.5: Um grafo orientado com arestas paralelasoslag

Outra maneira equivalente de definir este conceito &€ dizerugn grafoG &€ uma quadrupla
(VG,EG,F G, ¥*G) onde v G e &G sao conjuntos quaiquer, e tarto G quanto¥ * G sao
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funcdes deg G parav G, fornecendo respectivamente o vértice de origem e oceedie destino
de cada aresta.

Este modelo também permite lacos, ou seja arestass ques G(e) = (u,u) para algum
u e ¥ G. Alguns autores proibem lagos explicitamente.

12.3.4 Arestas como objetos com dois extremos

Outra opcao comum €& dizer que um gr&cé uma tripla (¥ G, G, ¥ G), como na definicao
anterior, exceto que a funcgoG leva cada aresta a um padio ordenadale vértices. Isto €, para
todoe e G, ¥ G(e) € um conjunto da formgu, v} ondeu, v sao vértices d6.

Esta definicao fornece grafos nao orientados com arpataselas. Veja a figura 12.6. Assim
como a anterior, esta definicado também permite lacasatguns autores excluem explicitamente.

V1_ a Vs Og

Vo V3
Figura 12.6: Um grafo nao orientado com arestas parald&gos.

Exercicio 12.3: Qual definicao de grafo & mais apropriada para o probleasadntes de Konigs-
berg?

Exercicio 12.4: SejaV o conjunto dos inteiros entre 2 e 30, inclusive. Qual dddimide grafo
(orientado ou nao, simples ou nao, com ou sem lagos,rathor captura cada uma das seguintes
informacgdes entre cada par de nUmero¥de

1. Um dos nmeros & maior gue o outro.

Um dos nimeros € o dobro do outro, menos 2.

Um dos numeros € divisor do outro.

Um dos nimeros & divisor proprio do outro.

Os dois nimeros possuem um fator primo conmpm
Os dois nimeros sao relativamente primos entre si.

o g bk wN

12.3.5 Convenges para este livro

No restante deste livro adotaremos as definicoegafe que permitem arestas paralelas e lacos, ou
seja as fornecidas nas sec¢des 12.3.3 (para grafos alishta12.3.4 (para grafos nao orientados).
Quando for conveniente, usaremos o temgnafo simplegara excluir lacos e arestas mdltiplas.
Nesses casos 0 conjunto de arestas pode ser modelado ponjumtcale pares, e portanto usare-
mos as definicdes das secdes 12.3.1 e 12.3.2. Alem disando nao for especificado o contrario,
deve-se entender que os grafos nao sao orientados.
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12.4 Conceitos fundamentais

Ha varios conceitos fundamentais que sao validos elitaptes para toda a teoria de grafos, qual-
guer que seja a definicao adotada.

12.4.1 Grafo vazio e sem arestas

O conjunto de vérticey’ G de um grafdG pode ser vazio. Nesse caso o0 conjunto de aregstas
€ obrigatoriamente vazio, e a funcao de incidéncia &ambPortanto existe um Unico grafo sem
vértices, que chamamos dgeafo vazio

Por outro lado, se o conjunto de véerticg<s nao & vazio, o conjunto de aresg& pode ser
vazio ou nao.

12.4.2 Incicencia

Se um vérticer de um grafds € um dos extremos de alguma aresti@G, dizemos que incideem
v, e vice-versa. Esta propriedade pode ser vista como ungioentre o conjunto de arestas e 0
conjunto de vertices, ®lacao de incidénciado grafo. (Nao confundir comfancaode incidéncia,
definida na secao 12.2.2, que leva cada aresta ao par dosx$emos.)

Se o grafo & orientado, podemos dizer, mais especificanopreeuma arestacom extremos
(u, v) sai(ou parte) do veérticeu e entra(ou chegg no vérticev. Isto define duas relacdes g&
para’V G, arelacao de saida arelacdo de chegada

12.4.3 Adja@ncia

Dois verticed, v sao ditosadjacente®uvizinhosem um grafds se e somente se existe uma aresta
de G cujos extremos saom e v. Esta relacao (simétrica) entre vértices elacao de adjacéncia
(nao orientadado grafo.

SeG & um grafo orientado, pode-se dizer que um véerice®minaou atinge outro vérticev
se e somente se existe uma arest&dmm origemu e destinov. Esta relacao é eelacédo de
adjacéncia orientadau dedominanciado grafoG.

Observe que, se as arestas sao definidas como pares osleleadertices, a relacdo de ad-
jacéncia orientada & simplesmente o conjuni®; e a relacdo de adjacéncia nao orientada & o
fecho simétrico da mesma.

12.4.4 Grau do \ertice

Em um grafoG, definimos ograu de um vértices como o numero de arestas @encidentes a.

Nesta definicao, cada lagco deve ser contado duas vezestddemos o grau pal;(v). (Nesta e

em outras notagdes, vamos omitir o subscrifoduando o grafo estiver determinado no contexto.)
Se o grafdG é orientado, podemos também defingrau de entrada ograu de saidale um

vérticev como o nimero de arestas que entranmvera saem de, respectivamente. Denotaremos

esses nimeros pak(v) e d;(v), respectivamente. Note que cada laco & contado uma vez em

ambos os graus. Nesse caso, temostdg(d = di(v) + dg(v).
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Teorema 12.1: Em qualquer grafés = (V' G,EG, ¥ G), a soma dos graus de todos os
vértices € igual ao dobro do nUmero de arestas. Isto &

D de(v) = 2I5Gl

VeV G

Prova:
Cada aresta (laco ou nao) contribui duas unidades na sosgraus.
Fim.

Para grafos orientados, 0 mesmo argumento permite conck@guinte:

Teorema 12.2: Em qualquer grafo orientad® = (§V, &G, ¥ G), a soma dos graus de
entrada (ou de saida) de todos os vértices & igual aonololeeaarestas. Isto &

> diw = Y ) =eG

veyV G ve VG

Uma consequéncia do teorema 12.1 &

Corolario 12.3: Em todo grafdz = (V G, £G, ¥ G), o nUmero de vértices de grau impar
€ par.

Prova:
SejamP o conjunto dos veértices de grau pal e conjunto dos vértices de grau impar.
Entao
D dev) = > de(¥) + ) de(v) = 216G
veV G veP vel
logo

2, ds() = 218G~} ds(v)

vel veP

O lado direito da equacao acima & par. Como a soma de psricepares & par somente
se 0 numero de parcelas for par, concluimos glipéopar.

Fim.

Os simbolosAg e 6 sao frequentemente usados para denotar o maior e o0 menodgsa
vértices, respectivamente, de um gréfo

12.4.5 Grafos regulares

Um grafoG é regular se todos 0s seus vértices tem 0 mesmo grau. Em particulagiseiaos
vértices ér entaoG & chamada-regular— regular de grau. Veja a figura 12.7. Note que um
grafoG ér-regular se e somente 8g = dg = r. Se o grafdG é orientado os graus de entrada e
saida devem ser iguais.
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Figura 12.7: O grafo do cubo, um grafo simples 3-regular.

12.4.6 Grafos completos

Um grafoG é chamada@ompletose nao tem lacos e existe exatamente uma aresta entrearada p
de vértices. Note que um grafo completo &€ sempre um grafples e ( — 1) -regular.

Exercicio 12.5: Quantas arestas tem um grafo completo corértices?
Exercicio 12.6: Encontre um limite superior para o nUimero de arestas de afo gimples.
Exercicio 12.7: Quantas arestas possui um grifieegular corm veértices?

Exercicio 12.8: Desenhe todos os grafos nao orientados sem arestas gacalel verticeél, 2, 3, 4, 5}
que sao regulares de grau 2.

Exercicio 12.9: Desenhe todos os grafos orientados sem arestas paralelagdxes(l, 2, 3, 4}
que sao regulares de grau 2.

Exercicio 12.10: SeG possui vértices, Va, . . ., Vi, & sequénciadis, dy,, . . ., dy,) &€ denominada
sequéncia de grawdeG.

1. Existe um grafo com a seguinte sequéncia de graus: 33&86,6,6?
2. Existe um grafo com a seguinte sequéncia de graus: 3,3,35,6,8,9?

3. Existe um grafesimplescom a sequéncia de graus do item 2?

12.5 Percursos em grafos

12.5.1 Passeios, trilhas e caminhos

Um passeicem um grafdG &€ uma sequénci = (vo, €1, V4, . . ., &, Vk), onde cada; &€ um vértice
de G, cadae & uma aresta d&, e os extremos de saovi_; eVv;. O inteirok & ocomprimento
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do passeipdenotado pofP|. Quando o grafo & simples podemos definir o passeio apetas pe
sequéncia de seus vertices.

Em particular, um passeio pode ter apenas um veértice e nenhtestal = (Vp). Tal passeio
e ditotrivial, e seu comprimento & zero.

Dizemos que o passel® passa poyvisita, ou atravessaada uma das arestgs, e, . . ., &}
Dizemos também qu visitaos vérticegvp, vs, . . ., Vk}, cOmecgano verticevy, terminano vertice
Vi e passa poou atravessaada um dos vertices, vy, . . ., Vik_1. O verticevy € oinicio do passeio,

Vi € 0 término, €vy, Vs, . . ., Vi_1} SA0 osvértices intermediariosu internosdo passeio.

Note que a mesma arestfoe 0 mesmo vértice podem ocorrer mais de uma vez; e que o
mesmo vértice pode ser ao mesmo tempo inifa &rmino ¢gou vertice intermediario do passeio.
Portanto um passeio de comprimektasita no maximd + 1 vértices distintos, e tem no maximo
k — 1 vértices internos.

Se as arestas, e, ..., €& Sao todas distintas o passeio & chamadtrittea. Note que uma
trilha pode repetir vértices.

Um caminhoem um grafo & um passeio que nao repete vertiedacil ver gue um caminho
nao pode visitar mais de uma vez a mesma aresta, portamteaotinho também & uma trilha.

Note que um caminho de comprimentuoisita exatamentk + 1 vértices distintos e tem exata-
mentek — 1 vértices internos.

Exercicio 12.11:Um passeio trivial & uma trilha2 um caminho?

12.5.2 Inversfao e concatenago e de passeios

SejaP = (vo,€1,Vq,...,6, V) um passeio qualquer em um graB® O passeio inversoque
denotaremos poP~!, & a sequéncia dos mesmos vértices e arestas na orderarigoristo &
(Vis s Vi-1, 81, - - - » V1, €1, Vo).

SejamP = (Vo, €1, V1, ..., &, W) €Q = (Wo, f1, Wi, ..., fx, W) dois passeios em um graf) tais
gue o terminoy de P coincide com o iniciavy, de Q. Nesse caso definimosancatenacaale P
comQ como sendo a sequéncig,(er, Vi, . . . , &, Vi, f1, Wy, ..., fx, W), que denotaremos pé&- Q.

E facil ver queP - Q também & um passeio e& Se o0 término d® n3o coincide com o inicio de
Q, a concatenacd® - Q nao é definida.

Exercicio 12.12:Qual é a relagao entiB|, |Q|, e|P - Q|?
Exercicio 12.13:SeP - Q esta definido e & igualR, o que podemos dizer sobifee Q?
Exercicio 12.14:SeP - Q! esta definido, o que podemos dizer soBeQ?

Exercicio 12.15: SejaG um grafo, e sejam, v dois vértices quaisquer d& Prove que existe um
passeiodeu parav emG se e somente se existe waminho deu paravemG.

Exercicio 12.16:Prove a seguinte afirmac¢ao, ou mostre um contra exempPBe&esao caminhos
em um grafdG, e o término ddP & igual ao inicio d&), entao a concatena¢c® Q & um caminho
emG.
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12.5.3 Circuitos e ciclos

Dizemos que um passe® = (o, €1, Vs, ..., &, V) € fechadosevy = v, isto €, se ele comeca e
termina no mesmo vértice.

Um circuito ou ciclo em um grafdG & um passeio fechaday( ey, va, . . ., €1, Vi1, &, Vk) COM
k > 1 que nao repete vertices nem arestas exgetovy.

Um circuito ou ciclo de comprimentoé chamado urk-ciclo ou k-circuito. Um grafo cicloou
grafo circuitoé um grafo onde existe um circuito que passa por todos tise®e todas as arestas.
Um grafo sem circuitos € chamado grafciclico

Exercicio 12.17:Um passeio trivial & um passeio fechad®®@m circuito?

Exercicio 12.18:SejaP um passeio fechaded, 1, va, . . ., &, k) comk > 1 tal que
(Vo, €1, V1, . .., &1, Vk_1) constitui um caminho. O passefé um circuito?

Exercicio 12.19: SejaP um passeio fechado/d, e, Vv1,...,&, ) comk > 1 que nado repete
vértices excet@y = V. O passeid® & um circuito?

Exercicio 12.20:Um grafo ciclo & regular?

Exercicio 12.21: Prove que um grafG possui uma trilha fechada se e somente se ele possui um
circuito.

Exercicio 12.22: SejaG um grafo onde todo vértice tem grau maior ou igual a 2. Proe€Sgtem
um circuito.

12.5.4 Passeios orientados

A definicdo de passeio da secao 12.5.1 nao leva em camiergacao das arestas, e portanto é
geralmente usada em grafos nao orientados. Se o Gré&forientado, podemos defirpasseio
orientadocomo sendo um passeim{e, v, ..., &, Vi) que respeita a orientacao de cada aresta;
isto &, onde cada arestatem origemv,_; e téerminov;. Os conceitos de trilha, caminho, e circuito
orientado sao definidos da mesma forma.

Exercicio 12.23: SeP & um passeio orientado, o passeio inveé?sbpode ser orientado? E &
for um circuito?

Exercicio 12.24: SejaG um grafo orientado, e sejamv dois vértices quaisquer d& Prove que
existe umpasseioorientado dau parav emG se e somente se existe waminho orientado deu
paravemG.
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12.6 Subgrafos

Um grafoH & umsubgrafode outro grafdG seVH € VG, EH C §G, e cada aresta deH
tem os mesmos extremos dtine emG. SeG é orientadoH também precisa ser orientado e as
arestas precisam ter também a mesma orientacao. Ouyskj& a restricagF G agH. Veja a
figura 12.8. Dado o grafG, cada subgraféd & completamente determinado pelos conjurids
e&H. SevVH = 1 G o subgrafdH & chamadsubgrafo geradoou subgrafo espalhado

A @ 5 ® 5 A © 5

B C B C B C
Figura 12.8: (a) Um grafo. (b) Um dos seus subgrafos. (c) Ungisio gerador.

SeX & um subconjunto d&’ G, define-se subgrafo de G induzido por,Xlenotado po&[X],
como sendo o maior subgrafo @ecujo conjunto de vértices . Isto &€, o subgrafo com esses
vértices cujas arestas sao todas as arest& giee possuem ambos 0s extremosXmVeja a
figura 12.9.

A @ 5 A O

B C B C
Figura 12.9: (a)Um graf@. (b) O subgrafo induzid®[X] ondeX = {A,B,C,E} C VG.

Analogamente, s¥ &€ um subconjunto d€ G, o subgrafo de G induzido por,Yambém deno-
tado porG[Y], € o menor subgrafo d8 cujas arestas saa Isto &, o subgrafo que possui apenas
essas arestas e 0s vértices que sao extremos delas. \@jeadl2.10(a).

Finalmente, s& = (Vp, €, V4,...,Vh, €) € um passeio em um graf®, definimos asubgrafo
induzido por Pcomo sendo o subgrafg[P] cujos vértices sao exatamente, Vv, ..., V,} € cujas
arestas sao exatamefég, ..., e,}. Veja a figura 12.10(b).
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@ 5 ®  p

B C B C

Figura 12.10: (a) O subgrafo induzid&[Y] onde G & o grafo da figura 12.9 ¥ =
{(B,C),(B,E),(C,E),(D,E)} c £G. (d) O subgrafo induzid&[P] ondeP & o passeio
(B,E,D,C,E).

12.6.1 Unao e intersec@o de subgrafos

As operacdes booleanas de conjuntos de uniao e int@spoclem ser estendidas para os subgra-
fos de um grafo. Por exemplo, Bee K sao subgrafos de um mesmo gréfoo grafo unidao HU K

tem vérticesYy(HUK) = YH U VK e arestag (H UK) = EH U £K; sendo que toda aresta
deste grafo tem os mesmos extremos no gkafo K e no grafoG. A interseccadd N K de dois
subgrafoH e K é definida de maneira analoga. Veja a figura 12.11. Estasgeds valem para
todos os tipos de grafos definidos na secao 12.3.

N Y R © 5
E E E
B C B c B C
A @ ©
E E
B c B C

Figura 12.11: (a) Um grafG. (b) Um dos seus subgrafék (c) Um dos seus subgrafos
K. (d) O grafoH U K. (e) O grafoH n K.
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Exercicio 12.25: SejamH e K subgrafos de um grafG. Prove queH U K e H n K, como
definidos acima, sao subgrafos @e Em particular, mostre que, no grafo resultante, os extsemo
de toda aresta pertencem ao conjunto dos vértices.

Por outro lado, a operacao de diferenca de conjuntosteardouma adaptacao natural para
grafos. Porém, s¥ & subconjunt& G, denotamos poG \ Y o subgrafo d&s que tem vértices
VG e arestagG \ Y. Além disso, seX &€ um subconjunto dg’/G, denotamos poG \ X 0s
subgrafoG[y G\ X]. Note que esta operacgao retira@¢odos os vértices e e todas as arestas
gue tem alguma ponta ek

Exercicio 12.26:SejaY € £G. Mostre queG \ Y # G[V G\ Y].

12.6.2 Grafos complementares

Dois grafos simples nao orientadé® H sao ditoxomplementarese eles tem 0 mesmo conjunto
de vérticesV, e para qualquer par de vértices distintpg € V, a arestdu, v} esta emG se e
somente se ela nao esta ém No caso de grafos simples orientados, vale a mesma aedinic”
com o par ordenadai(v) em vez dgu, v}. Veja a figura 12.12. Dito de outra forma, dois grafos
simplesG e H sao complementares se e somentg’<e = VH,EHNEG =0,eEH U EG sao
todos os pares de vertices distintos. O grafo complemeetam grafo simple& & chamado de
complementdeG e denotado poB. Observe qué& U G € o grafo simples completo com vértices
VG.

(a) (b)

Vi \1 V1 Vy

Vg » Vg Vg / Vg

Vo V3 Vo V3

Figura 12.12: (a) Um graf6. (b) O seu complemen®

Exercicio 12.27: Formule a seguinte afirmacao em termos de grafos, e praveatidade: “Em
qualquer grupo de 6 pessoas, existem trés que se conhedelarmente, ou trés que se desconhe-
cem mutuamente.”

12.7 Representago matricial de grafos

12.7.1 Matriz de adja@ncia

A matriz de adjacénciale um grafo finitoG & simplesmente a representacao matricial da sua
relacao de adjacéncia. Ou seja, escolhida uma ordertatalvy, vy, .. ., V,_1 dos vértices d&,
construimos a matriz booleaiaden linhas en colunas ondévi;; €V se e somente G inclui
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uma aresta com extremos,{/;) no caso orientado, o[uvi, vj} no caso nao orientado. Observe que,
neste segundo caso, a matriz sera simetNga£€ M; para quaisquere j).

Se as arestas de um grafo sao definidas como pares de ¥éatidenados ou nao), entao o
grafo G &€ completamente determinado pela lista ordenada deeg&wy, v4,...,V, 1 € pela cor-
respondente matriz de adjacéncia (orientada ou nao). eldadle, dada uma lista ordenada de
n vértices, qualquer matriz booleana< n determina um grafo orientado com esses vértices; e
gualquer matriz simétrica determina um grafo nao orgmta

Se a definicao permite arestas multiplas, a matriz boalda adjacéncias nao & mais suficiente
para representar completamente o grafo. Para tal fim, padentieetanto usar uma matitonde
cada element®;; & um nimero natural, especificamente o nUmero de arestasxtremos\, v;)
ou {vi, vj}, conforme o caso. Porém, esta representacao ainden&ite sabequaisarestas ligam
esses dois vértices.

12.7.2 Matriz de incidencia

A matriz de incidénciae um grafo finito nao orientad®é simplesmente a representacao matricial
da suarelacao de incidéncia. Ou seja, escolhida umaagée totaly, v, . . ., v,_1 dos vértices de

G e uma ordenacao toted, ey, . . ., e,1 das arestas, construimos a matriz boolddnde n linhas
emcolunas ondéVl, €V se, e somente se o vertigee um extremo da aresép

Dadas as listas de vértices e arestas, a matriz de inc@@eiermina completamente o grafo,
mesmo quando este possui lacos ou arestas paralelas.

Exercicio 12.28: SejaG um grafo nao orientado sem lagosMesua matriz de incidéncia, cons-
truida a partir de enumeracdes dadas de seus vérticgestasa Se considerarmégs= 1 eF = 0,
guanto vale a soma dos elementos da link@aM? E a soma dos elementos da coluisE a soma
de todos os elementos? O que acontece se o grafo tiver lacos?

Se G é um grafo orientado, podemos construir duas matrizes adéncia. Namatriz de
entrada(ou chegada M, o elementdM} €V se e somente se a aresteentra no vertice;. A
matriz de saida M é definida de maneira analoga.

Em algumas aplicacdes, & conveniente combinar estasndattizes em uma Unica matiiz
cujos elementos sao inteiros no conjuf#d, 0, —1}; sendo queVly, € +1 seg entra env;, —1 se
& sai dev;, e 0 seg nao incide emy;. Ou seja,My = M;, — M, supondo qué/ = 1 eF = 0.
Entretanto, esta representacao somente pode ser usadaase nao tiver lacos.

12.8 Isomorfismos de grafos

Observe na figura 12.13 os graf@g, G, e Gz tem a mesma estrutura, diferindo apenas nos “no-
mes” dos vertices e das arestas, e na maneira como est&thddss; enquanto que o gr&iQ
tem uma estrutura diferente. (Por exemdg £ o Unico que tem um circuito de comprimento 4.)
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(G1) (G2)
w
Ve V3
V1 Vo X Yy VA
G G
q (Gs) . 4 (Ga)
f
6
5
a b 1 2

Figura 12.13: G,), (Gy), (G3z) grafos com mesma estruturaG,) grafo com estrutura
diferente deG,), (G,) e (G3).

O conceito de “mesma estrutura” pode ser formalizado darseguaneira. Dizemos que dois
grafosG e H saoisomorfosse existem bijecoet : VG —» YHeg: §G — gH tais que um
vérticev € extremo de uma arestano grafoG se e somente sgVv) &€ extremo da arestge) no
grafoH. No caso de grafos orientados, a direcao da aresta tenegpeeservada também: a aresta
e entra no (resp. sai do) vértiseemG se e somente gKe) entra em (resp. sai dé)v). Ou seja,
as funcbed e g preservam as relacdes de incidéncias entre vérticesséaa. Se 0s grafos sao
simples, é suficiente que exista uma funcao bijefora)y G — 1 H que preserva as adjacéncias
dos vértices. S& e H sao o mesmo grafo, dizemos gtié umautomorfismale G.

Escrevemo& = H para indicar qué& e H sao isomorfos. Quando isto ocorre, qualquer propri-
edade dé&5 que pode ser definida apenas em termos de incidénciasrtasdra uma propriedade
deH. Por esta razao, isomorfismo & um dos conceitos mais iangesd da teoria dos grafos.

Exercicio 12.29: Os grafos abaixo sao isomorfos? Relacione-os dois a d@moBstre que sao
isomorfos, se o forem; caso contrario justifique porguemaao.

1 2 a b

5 @ 4 (b) m " °

Dados dois grafo§& e H, comVG = v H = n, verificar seG e H sao isomorfos & um
problema dificil. Uma maneira &€ na forca bruta, ou sejaliaar todas as! bijecoes devV G
paraV H e verificar se alguma delas satisfaz a condicao de isommrfisHa algoritmos mais
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eficientes, mas todos os métodos conhecidos podem deneonaigiem certos casos, mesmo para
grafos relativamente pequenos.

E facil provar (veja o exercicio 12.30) que o isomorfismméa relacao de equivaléncia entre
grafos. Uma classe de equivaléncia desta relacao é jardorde todos os grafos que tem um
determinado diagrama (isto &€, uma determinada estruturdgpendentemente dos “rotulos” dos
vértices e das arestas.

Por esse motivo, cada uma dessas classes &€ chamgdafad@ao rotulado e os grafos que
vimos até agora podem entao ser chamadagales rotuladosEste conceito se aplica a qualquer
um dos tipos de grafos definidos na secao 12.3 (simplesytado, etc.).

Pode-se verificar que todos os grafos simples completosad@rtices sao isomorfos entre si.
Portanto, para cada naturglexiste apenas um grafo nao rotulado completo nos@rtices, que €
geralmente denotado pKk..

As figuras 12.14 e 12.15 mostram todos os grafos simpleddduis) com veérticeél, 2, 3}, e
todos os grafos simplago rotuladoscom trés vértices, respectivamente. Observe que vdoss
grafos dafigura 12.14 sao isomorfos, e portanto correspord mesmo diagrama da figura 12.15.

a a a a
c b c b c b c b
a a a
c b c b C b

Figura 12.14: Grafos rotulados com trés veértices.

A

Figura 12.15: Grafos nao rotulados com trés veértices.

A
A

—

Exercicio 12.30:Prove que isomorfismo & uma relagao de equivaléncia grarfos.

Exercicio 12.31:Prove que s& e H nao sao orientados e tem arestas paralelas, éntaél se e
somente se existe uma bijecao emir& e ¥ H que preserva adjacéncias: isto &, dois verices
sao adjacentes e se e somenté(u) e f(v) sdo adjacentes ehh.

Exercicio 12.32:Prove que a afirmacao do exercicio 12.31 ndo é verda@e§epossuem arestas
paralelas.
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12.8.1 Contagem de grafos

Existem 2(-1/2 grafos (orientados) simples comvértices dados. Para justificar esta formula,
basta observar que cada um (@)s: n(n — 1)/2 pares (ordenados) de vértices pode ser ou nao
aresta do grafo.

Se levarmos em conta isomorfismos — isto &, se contarmossgsafiplesiao rotuladosom
n vértices — o nUmero & bem menor. Veja a tabela 12.1.

Tabela 12.1: NUmero de grafos simples cowértices.

2 3 4 5 6 7 ...
8 64 1.024 32.768 2.097.152 ...
4 34 156 1.044 12.346

n 0 1
Rotulados 1 1
Nao rotuladog 1 1

A formula que permite calcular o nUmero de grafos simpkes mtulados conm vértices (a se-
gunda linha da tabela 12.1) foi encontrada por George Ritya935 [7, 8], mas é bastante com-
plexa e foge do escopo deste livro.

12.9 Conexidade

12.9.1 Conexidade em grafosao orientados

SejaG um grafo nao orientado, Dizemos que um vértice v G estaconectadoou ligado em
G a um vérticev € ¥ G se e somente se existe um passeioGEgom iniciou e terminov. Isto
equivale a dizer que existe um caminho @rdeu parav (veja o exercicio 12.15

Dizemos que um grafo@nexase ele nao & vazio e quaisquer dois de seus veértices sao-co
tados.

Exercicio 12.33: Mostre que, em qualquer grafo ndo orient&la relagao “esta conectado a” &
uma relacao de equivaléncia.

Exercicio 12.34: SejamH e K dois subgrafos conexos de um gr&o Demonstre quéd U K €
conexo se e somente 3eH N YK # 0.

Exercicio 12.35:Demonstre que um graf@ &€ conexo se e somente se existe um vertieey G
tal que todo vérticer € 1 G esta ligado au.

As componentegconexayde um grafds sao os subgrafos conexos@ejue sao maximais na
relacao €” (“é subgrafo de”). Uma propriedade importante das conepoes € a seguinte:

Teorema 12.4:Um subgrafoH de um grafo nao orientad® &€ uma componente conexa
deG se e somente 9 € conexo, e toda aresta 8€& que tem um extremo eny H esta
emg&H (e portanto tem os dois extremos énH).
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Prova:

Para demonstrar a parte “somente se”, Biejama componente conexa@e Por defini¢ao,
H é conexo. Seja uma aresta qualquer &G que tem uma pontaem< H. Sejav a
outra ponta de, e sejaH’ o subgrafo de&5 com vérticesYH’ = YH U {vje&EH’ =
EH U {e}. O grafoH’ & conexo, pois qualquer vértieee ¢ H esta conectado a e u
esta conectado\apela arest&. Mas, pela definicao de componeriteg maximal dentre
os subgrafos conexos @Gesobc. Portanto, comdd C H’, devemos teH = H’; ou seja
ecEHeve VG,

Para demonstrar a reciproca, suponhatdeum subgrafo conexo d&, e toda aresta de
&G que tem um extremo enly H esta eng H. Vamos mostrar quel & maximal dentre
os subgrafos conexos & SejaH’ um subgrafo conexo dé tal queH < H’. Vamos
mostrar queH’ = H. Por definicao de grafo conexbl nao & vazio. Seja portanto
um vértice deH, e v um vértice qualquer del’. ComoH’ & conexo, existe um passeio
(Vo, €1, V1,...,Vy) emH’ tal quevy = uev, = v. Comoe; tem uma pontau) em < H,
ela esta enH e portanto a outra ponta esta enty H. Desta forma, por inducao em
provamos que; esta ent) H para todd, e portantor esta enH. Concluimos assim que
VY H’ = H. Portanto, toda arestae &H’ tem as duas pontas emH; pela hipoteses
esta eng H, e concluimos qug H = § H. PortantoH’ = H, ou sejaH & maximal.

Fim.

O teorema 12.4 implica que cada componente de um @&@ssencialmente um grafo inde-
pendente, sem intersec¢ao ou ligagao com as outrasor@nies.

Observe que um grafo & conexo se e somente se ele tem exsamencomponente conexa.
Em particular, o grafo vazio nao & conexo. Alguns autosasmnuo termalesconex@ara um grafo
com duas ou mais componentes. Um grafo sem arestas tew@ibmente desconexo

Sejae uma aresta de um grafe. O grafoG — e ou tem 0 mesmo nimero de componentes
conexas qué, ou tem uma componente a mais. No segundo, caso dizemos (eEa@e® uma
aresta de corteObserve que, se retirarmos uma aresta de corte de um gre#ga;mbtemos um
grafo desconexo.

Exercicio 12.36: SejaG um grafo eu um vértice qualquer d&. Prove que a componente Ge
que conténu & G[U], ondeU & o conjunto de todos os vértices que estao ligadosraG.

Exercicio 12.37: Prove que uma arestade um grafoG &€ uma aresta de corte se e somente se
nao pertence a nenhum ciclo Ge

12.9.2 Conexidade em grafos orientados

Um grafo orientadds é fortemento conexse, para quaisquer dois vértiogs € V, existe um
passeio orientado deparav e dev parau. Isto equivale a dizer que existe um caminho orientado
deu parav (veja o exercicio 12.24.)

Um subgrafo fortemente conexos de um grafo orientadpe nao esta contido em nenhum
outro subgrafo fortemente conexo @eg, por definicao, umaomponente fortemente coneda
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G. Isto €, as componentes fortemente conexds g&o os subgrafos fortemente conexoSdpie
sao maximais sohc”.

Ao contrario do que ocorre em grafos nao orientados, umgoaente fortemente conekh
de um grafoG nao & necessariamente “isolada” das outras componeRtete existir uma (ou
mais) arest& deG que nao esta e@H mas tem origem ou destino emH. (Nesse caso é facil
provar que o outro extremo @nao esta emy H.)

Portanto, pode-se ver que as componentes fortemente codexan grafo orientad@ nao
coincidem com as componentes conexas do grafo nao oreGtagle € obtido d& ignorando-
se as orientacdes das arestas. Em particul&®; geconexoG pode nao ser fortemente conexo.
Neste caso, diz-se g@&é fracamente conexo

12.10 Arvores

Uma arvore & um grafo conexo aciclicoArvores s&o muito importantes, em computacdo e em
outras areas, e tem inUmeras propriedades interess&atesxemplo, a maneira mais econdémica
de interligar um conjunto de computadoresmtchegpor cabos & formando uma arvore.

Observe que uma arvore € necessariamente um grafo simples

Teorema 12.5:Em uma arvore quaisquer dois vértices sao ligados pamioo caminho.

Prova:

SejamT uma arvore al e v dois vértices dd. ComoT & conexo existe um camini®
ligando o vérticeu ao vérticev. Suponhamos, por contradicdo, que este caminho nao é
unico, ou seja, existe um caminky distinto deP ligando o vérticau ao vérticev. Como

0s caminhos sao distintos existe uma arest@e ocorre enP e nao emQ. Podemos
escrever enta® = P; - (x,ey) - P, ondex ey sao os extremos d& Considere agora o
subgrafoH deG que consiste de todos os vértices e arestasaldeQ, exceto a aresta

A concatenaca®;* - Q- P,! & um passeio que visita todos os vérticegidéortantoH &
conexo. Logo existe um caminiifoemH dex paray que nao passa per A concatenacao

R- (v, e X) & portanto um circuito eri. Isto contradiz a definicao de arvore. Portanto
concluimos que o camint®é Unico.

Fim.

Outra propriedade de arvores que precisaremos mais adianseguinte:

Corolario 12.6: SejaG uma arvore & uma aresta d&. O grafoG \ {e} tem exatamente
duas componentes conexas.

Prova:

Sejamu e v os extremos de, e sejaH = G\ {e}. Pelo teorema 12.5, o Gnico caminho
entreuevemG é (U, e V). Portanto enH nao existe caminho enttee v, implicando que
H & desconexo.

Por outro lado, todo vértice de G esta ligado a1 por um um Gnico caminh®(x). Se
esse caminho nao passa gpentao ele € um caminho el Se ele passa p& entao



12.11. GRAFOS BIPARTIDOS 187

P(x) = P'(X) - (v, e u), e portantd® (x) &€ um caminho de& parav emH. Concluimos que
todo véertice deH esta ligado en ao vérticeu ou ao vértices. PortantdH tem exatamente
duas componentes conexas: a que conteena que contém.

Fim.

Este corolario implica que toda aresta de uma arvore éaresda de corte.
Teorema 12.7:SejaG uma arvore conry G| = ne|§G| = mentaom=n - 1.

Prova:

Vamos provar este teorema por indugao no numero decesértiObserve que, como um
grafo conexo nao pode ser vazio, uma arvore tem pelo menattice.

e Base:Sen = 1, entado qualquer aresta @eseria um lago, e portanto formaria um
circuito. Portantds tem zero arestas, e a afirmacao € verdadeira.

e Hipotese de inducadPara toddk < n, uma arvore comk vertices tenk — 1 arestas.

e Passo:Supondo qua > 2 e a hipbtese de indugao, vamos provar que toda arvore
G comn vértices tern — 1 arestas. Com& & conexo, ele deve ter pelo menos
uma arest@ = (u,v). Considere o subgrafd = G\ {e}. Pelo lema 12.6H tem
exatamente duas componentes coneag H,. Sejamn; = |V Hy|l en, = [V Hyl;
note quen; + N, = N, Ny < N, en, < n. Portanto, pela hipotese de induc#,
temn, — 1 arestas, &1, temn, — 1 arestas. Logo o nUmero de arestasGle
Mm-D+M-1)+1=nm+mp-1=n-1.

Fim.

12.11 Grafos bipartidos

SejaG = (VG, G, F G) um grafo. Umabiparticaode )’ G € um par nao ordenado de subcon-
juntosV-GGeV*GGdeVG,taisqueV-GGUV GG =Y GCeV GGN VGG =0etoda
aresta do grafo tem um extremo &t GG e o outro enfV* GG. Um grafoG com uma biparticao
V-GG, V* GG é chamado ungrafo bipartida

Um grafo bipartido complet@ um grafo bipartido no qual todo vértice @& GG é adjacente
a todo vertice deV* GG.

Verifica-se que uma condicao necessaria e suficienteqoueram grafdsc = (VG,EG, F G)
tenha uma biparticao &€ que ele ndo possua ciclos de coeno impatr.

Pode-se verificar (veja o exercicio 12.38) que, para caddgpalmeros naturais e n, existe
apenas um grafo nao rotulado bipartido completo cuja tig2er temm vértices em um conjunto
e n veértices no outro. Esse grafo nao rotulado & geralmesmetddo poKm.

Exercicio 12.38:Mostre que dois grafos bipartidos complefde H sao isomorfos se e somente se
existirem biparticoed’” G, V* GdeG eV~ H,V*H deH taisquet V-G =#V He#V*G =
#V*H.

Exercicio 12.39:Quando é que um grafo bipartido completo & regular?
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12.12 Grafos eulerianos

Para mostrar que o problema das pontes de Konigsberg mésotacao, Euler primeiro modelou
0 mapa da figura 12.2 por um graonao orientado, onde cada vértice representava umaoregia
terra firme (uma margem do rio ou uma ilha), e cada arestaseqmia@/a uma ponte entre as duas
regioes representadas pelos seus extremos. Veja figuré. Neste modelo, o problema pede um
passeio no graf® que atravessa exatamente uma vez cada aregt&gdeu seja, uma trilha que
atravessa por todas as arestas. Uma trilha com esta pragei€dchamada deglha eulerianaou
trilha de Eulerdo grafoG. Se a trilha & fechada ela € chamada&aie eulerianoou tour de Euler
Um grafo € ditoeulerianose ele contém um tour de Euler.

D

Figura 12.16: Grafo das pontes de Konigsberg

No seu artigo de 1736, Euler fez mais do que resolver o prablsncidade de Konigsberg.
Ele encontrou uma condicao necessaria e suficiente pararg grafo qualques tenha um tour
euleriano:

Teorema 12.8: Um grafo conexo tem um tour de Euler se e somente se ele nao tem
vértices de grau impar.

A demonstracao da parte “somente se” do teorema € oleked@.41. A prova da parte “se”
do enunciado & mais trabalhosa e foge do escopo deste livro.

Outro quebra-cabecas classico que recai no mesmo prallegrafos € desenhar cada um dos
diagramas da figura 12.17 sem levantar o lapis do papel ersgar duas vezes a mesma linha.
Cada desenho pode ser modelado por um gBafonde os vértices sao 0s extremos isolados de
linhas ou pontos onde trés ou mais linhas se encontram; estaig sao as linhas ligando esses
pontos. Nesse caso, 0 que se pede étuitha euleriang uma trilha (nao necessariamente fechada)
gue passa por todas as aresta&d® seguinte teorema & um corolario do teorema de Euler:

Corolario 12.9: Um grafo conexo tem uma trilha de Euler se e somente ele tem no
maximo dois vértices de grau impar.
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(Gy) (G) (Gs) h
V4 V3 X W d C
Vs € g
a b
Vi Vo u \Yj

Figura 12.17: Grafos com trilhas eulerianas.

Exercicio 12.40:Para que valores deum grafo completo com vértices tem um tour de Euler?

Exercicio 12.41:SejaG um grafo conexo. S€ tem um tour de Euler entd nao tem vértices de
grau impar.

12.13 Grafos hamiltonianos

Considere o seguinte quebra-cabecas: o Rei Artur preesigrhr os assentos para seus 24 Ca-
valeiros em volta da Tavola Redonda. Mas nem todos elears@gos; e € importante que cada
cavaleiro seja colocado entre dois de seus amigos.

Podemos descrever as relagdes de amizade como um grafies@ronde os vértices sao 0s
Cavaleiros e existe uma aresta entre dois Cavaleiros se@emmigos (e portanto podem sentar
lado a lado). Veja por exemplo a figura 12.18.

Tristan AtUr - Alymore

Saphar 4@?/‘4\‘\\\\?\‘~ Bedivere
Percival /. )&4{\*\; Blioberis
Pellinore “ ! Bors
Palamede Brunar
Modred Dagonet
Lucan Degore
Lionel Ector
Lancelot* SSSo A P\ Galahad
Lamorak A - Gareth
LaCotemal Gawaine

Kay Guinglain
Figura 12.18: O grafo de amizades dos Cavaleiros da Tawdaiia.
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Pode-se ver que a solucao do quebra-cabecas € umeingsse graf& que passa por todos os
seus vertices; ou seja, um passeio fechado que passa erédamma vez em cada vértice. Veja a

figura 12.19.

Modred A" Galahad
Alymore Lancelot
Guinglain Gawaine

Brunar Percival
Degore Lionel
Dagonet Tristan
Ector Gareth

Kay Bedivere
Pellinore Blioberis
Sapha LaCotemal

Bors Lucan
Lamorak Palamedes

Figura 12.19: Uma solucao para o problema do Rei Artur.

Um circuito com essas propriedades & chamadardaito hamiltonianodo grafoG. Este nome
homenageia o matematico irlandés William Rowland Hamil{1805-1861). Em 1856 ele des-
creveu, em uma carta a um colega, um jogo para duas pesseasba® graf@ da figura 12.20,
derivado do dodecaedro. Nesse jogo, uma pessoa escolheninho® qualquer de cinco vértices
no grafoG, e a outra deve encontrar um circuito €mue comeca cor® e passa por todos 0s

veértices.

Figura 12.20: O graf@ do jogo de Hamilton.
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Um grafo que possui pelo menos um circuito hamiltonianogrado degrafo hamiltoniano
A figura 12.21 mostra alguns exemplos de grafos hamiltosigoom os respectivos circuitos) e
de grafos nao hamiltonianos.

(@ (b)
c d 4 3
g h
5 6
e f
a b 1 2
©) (d) h
w V4
u Vv i J
X y

f
Figura 12.21: 4) e (b) grafos hamiltonianoscj e (d) grafos nao hamiltonianos.

Ha varios argumentos que podem ser usados para demanqnstram grafo nao & hamiltoni-
ano. Por exemplo, 98 tem um vértice de grau 1, ent&nao &€ hamiltoniano. No exemplo da
figura 12.21(c), pode-se ver que qualquer passeio que oisiérticesu e v deve repetir a aresta
a, e portanto nao pode ser um circuito. No exemplo da figuralld), pode-se observar que os
cinco vértices brancos e os seis vértices pretos formamhiparticaolV- G, V* G deG. Como
os dois conjuntos tem cardinalidades diferentes, podemduir que nao ha circuito que passe
por todos os véertices.

Um grafo completd, sempre tem um circuito hamiltoniano se> 3. Uma condi¢ao sufi-
ciente para um grafG seja hamiltoniano & quey G| > 3 e cada vértice tenha grau pelo menos
|V G| /2. Entretanto, esta condicdo nao & necessaria. A denaglo deste teorema (e muitas
outras condi¢cOes necessarias ou suficientes para umggahamiltoniano) pode ser encontrada
em textos de teoria de grafos [2, 3].

Em contraste com os grafos eulerianos, nao se conhecemealgaritmo eficiente para en-
contrar um circuito hamiltoniano em um gra@®dado. Na verdade, nao se conhece nenhuma
condicao necessaria e suficiente para saber se um gnafoiéoniano que seja facil de testar.

Um caminho que visita todos os vértices de um gfafe chamad@aminho hamiltonianae
G.
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Exercicio 12.42: Um cofre tem uma fechadura elétrica acionada por tréseshaada uma das
guais pode estar em duas posi¢des indicadas por ‘0’ e ‘Porfa abre somente se as trés chaves
estiverem em uma combinac¢ao secreta especifica, popéx&@il’. Um ladrao que nao conhece
0 segredo quer tentar todas as combinacdes mexendo easapaa chave de cada vez, no menor
tempo possivel. Modele o problema em um grafo e encontresolngao para 0 mesmo. Facga o
mesmo para um cofre com quatro chaves.

Exercicio 12.43: Um poliedro & um so6lido geométrico limitado por poligonos planos.todo
poliedroK corresponde um graf@ tal quey’ G & o conjunto dos vértices (cantos) ideEG € o
conjunto das arestas (quinas)Plee as pontas de cada aresta em sao as mesmaeamK.

Os poliedros platbnicossao poliedros cujas faces, véertices, arestas e angatsodos iguais.
Existem apenas sete poliedros platdnicos: o tetraedrnab@ © octaedro, o icosaedro, e o dodeca-
edro regulares. Desenhe os grafos desses poliedros, mitet@uais deles possuem um circuito
hamiltoniano,

Exercicio 12.44:Dé& exemplos de:

1. Um grafo euleriano que nao & hamiltoniano.

2. Um grafo hamiltoniano que nao & euleriano.

Exercicio 12.45: Demonstre que s& & um grafo bipartido com um numero impar de vértices,
entaoG nao & um grafo hamiltoniano.

Exercicio 12.46:Considere um tabuleiro de xadrez. Um cavalo pode, atray&gsus movimentos
no jogo de xadrez, passar por todas as casas do tabuleiorreargi casa de onde partiu? Responda
esta questao considerando um “tabuleir)® 4, 5x 5, 7x 7, 8 x 8. Sugestao: O exercicio 12.45
podera auxiliar em alguns desses casos.

Exercicio 12.47:Prove, por indugao, querecubo & um grafo hamiltoniano.

12.14 Grafos planares

Um quebra-cabecas classico pede para ligar trés cagas @htrais de servico — agua, esgoto e
internet banda-larga— sem que nenhuma dessas liga¢izesqralquer outra. Veja a figura 12.22.
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Figura 12.22: O problema das trés casas e trés servicos.

O problema pede para desenhar um gfafneste caso, o grafo completo bipartidgs) no
plano, de modo que nenhuma aresta cruze outra aresta oupuass® Vértice que nao & seu
extremo. Um desenho deste tipo € chamadeegessentacao planado grafoG. SeG pode ser
desenhado desta forma, dizemos que ele € um gtafar.

Nem todo grafo € planar. A figura 12.23 mostra exemplos degmanares e nao planares.

1 2 a b
5 @) 4 d C

Figura 12.23: (a) Um grafo nao planar. (b) Um grafo planar.

Uma representacao planar de um grafo divide o plano em wmaass regides, separadas
pelos desenhos dos vértices e arestas. Essas regitesasdadas déacesda representacao. Na
figura 12.23(b), ha cinco faces,8,C,D,E). Note que uma dessas regides -faee externa E—
tem tamanho infinito; as demais tem tamanho finito.

A teoria dos grafos planares & bastante extensa e necdssit@nhecimentos de topologia
do espac®? que fogem ao escopo deste livro. Portanto indicaremos apagans resultados
importantes sobre este tema, sem demonstracao.

Teorema 12.10: SejaG uma representacao planar de um grafoUma aresta de G
pertence a um circuito se e somente se ela separa duas fstoessides.

Corolario 12.11: Um grafo &€ uma arvore se e somente se ele tem uma repregaentac
planar com uma Unica face.
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12.14.1 A brmula de Euler para grafos planares

Um mesmo grafo plan& pode ter varias representacoes planares bem diferéddigura 12.24,
por exemplo, no primeiro desenho as fage®,C,D tem 3, 3, 5 e 5 lados, respectivamente,
enquanto que no segundo as faded’,C’,D’ tem 3, 3, 4 e 6 lados, respectivamente.

2 3 2 3

Figura 12.24: Duas representacoes planares do mesnmo graf

No entanto, Euler descobriu que toda representacaorplignam mesmo grafG tem o mesmo
numero de faces. Este resultado foi expresso pelo segaorema:

Teorema 12.12fF6rmula de Euler] Sej& uma representacao planar de um grafo simples
e conexoG. Sejaf o numero de faces d8. Entaof = e— v+ 2, ondev = [V G| e
=|EG|.

Prova:

Vamos provar usando inducdo no nimero de face&deSe f = 1 entdo, pelo teo-
rema 12.11G & uma arvore. Nesse caso, pelo teorema 12.7, teraog— 1. Portanto o
enunciado vale para= 1.

Suponhamos agora quee um inteiro maior ou igual a 2, e que a afirmacao é verdadei
para todas as representacdes planares de grafos simpiesrdimero de faces menor que
f. SejaG uma representacdo de um grafo conexo e pléneom f faces. Escolha uma
arestea deG que nao seja uma aresta de corte. Lagertence a algum circuito d&(veja

o exercicio 12.37), e portanto, pelo teorema 12.10, elaraeuas faces distintas de
Ent&o retirando a arestade G obtemos uma representagaodo subgrafds —a. Observe
queG — a é conexo e qué&’ tem f’ = f — 1 faces, pois as duas faces@eeparadas por
atornam-se uma face e@®. Sejamv’ = ve€e = e— 1 o nimero de vértices e arestas do
grafoG — a. Por hipotese de inducao temos que

ff=€-v+2

ou seja
(f-1)=(e-1)-v+2

e portanto
f=e-v+2
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Fim.

Uma consequéncia da formula de Euler & que um grafo plaampode ter muitas arestas.
Mais precisamente:

Corolario 12.13: SejaG um grafo planar, simples e conexo, com pelo menos trésesért
Entaolg G| < 3|V G| - 6.

O corolario 12.13 permite concluir que o grafo complKtonao € planar, pois para ele temos
'V Ks| =5,|EKs] =10,e10>3-5-6=09.

Corolario 12.14: SejaG um grafo planar, simples e conexo, com pelo menos trésesért
SeG nao possui ciclos de comprimento 3, en@G| < 2|V G| — 4.

Este corolario permite concluir qu& s ndo é planar, pois ele nao tem ciclos de comprimento
3, tem|V Kss| = 6,[EKss| = 9, 9> 2.6 -4 = 8. Observe que este resultado mostra que o
problema das trés casas e trés servicos nao tem soluca

12.14.2 O teorema de Kuratowski

A definicao de grafo planar usa o conceito de curvas degeshao pland®?, e portanto sai do
dominio da matematica discreta (grafos) para o domiaiondtematica continua (geometria e
topologia do plano). Entretanto, em 1930, o matematicorisd Kasimierz Kuratowski (1896—
1980) descobriu que € possivel caracterizar os grafosipa apenas em termos discretos.

Para apresentar esse resultado precisamos do conceitddiisdo de um grafoDizemos
gue um grafo simplebl & umasubdivisaade outro grafo simple& se VG C V H, e para cada
arestee € &G existe um caminh@€, emH ligando os extremos, sendo que toda aresta gé¢l e
todo vértice dey H \ 1 G ocorre em exatamente um destes caminhos. (Ou seja, se ete@®en
H pode ser obtido d& inserindo-se zero ou mais vértices novos ao longo de cadtaay Veja a
figura 12.25.

G H

1 4 1 7 8 4
5 5 36

2 3 2 3

Figura 12.25: Um graf&@ e uma subdivisasl deG.

Teorema 12.15[Teorema de Kuratowski] Um grafG €& planar se e somente se ele nao
contém um subgrafo que seja isomorfo a uma subdivisdtan doKs 3.
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Exemplo 12.1:A figura 12.26(a) mostra o chamadmfo de Petersefestudado pelo matematico
dinamarqués Julius Petersen, 1839-1910) que denotapmBsSejaH o subgrafo dé> formado
pelos vértices e arestas cheias, que esta redesenhadonmaalf2.26(b). Neste desenho é facil ver
queH & isomorfo a uma subdivisao do grafo complkty; ilustrado na figura 12.26(c). Note, por
exemplo, que o caminhe,@, f) deH corresponde & aresta &) deKs 3.

E I H E I H

Figura 12.26: (a) o grafo de Petersen. (b,c) O subg@&fop{B} desenhado de duas
maneiras diferentes. (c) um grafg; que subdividido d& \ {B}.

Exercicio 12.48: Assinale comV ou F as afirmagdes que sao verdadeiras ou falsas respectiva-
mente:

e todo subgrafo de um grafo planar & planar.
e todo subgrafo de um grafo nao-planar & nao-planar.
e todo grafo que contém um grafo planar (como subgrafo) régpla

¢ todo grafo que contém um grafo nao-planar (como subgéaf@o-planar.

Exercicio 12.49:Para que valores de K, & planar?

Exercicio 12.50: Para quais valores dee s (r < s) o grafo bipartido complet& s & planar?
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12.14.3 Grafo dual

SejaG & uma representacao planar de um géfe sejaH um grafo definido da seguinte maneira:
e Os veértices déd szo as faces d@;
e As arestas dél sao as arestas @&

¢ Uma aresta tem extremos nos verticése B emH se e somente se ela é parte da fronteira
entre as face8 eBemG.

Verfica-se quéd também & um grafo planar, e tem uma representacao plarshgue cada vertice
de H esta dentro da face correspondentéje vice-versa; e tal que uma arest@mH cruza
uma aresta” deG se e somente s = ¢”. Veja a figura 12.27. Neste caso, diz-se qu sao
representacoes planares duagsqueG e H saografos duais

1 a 4 1t 4 A e B
PA
Y

A .

b % d
B | . B b d
C :. ":,- -----
2 c 3 o2 3 c
e

Figura 12.27: Uma representacao plaBade um grafoG (esq.) e sua representacio
planar duaH (dir.).

Para cada afirmacao sobre uma representacao ihaln@uma afirmacao equivalente sobre a
representacao dubl, onde os conceitos de face e vértice trocam de papéisxBmpdo, dizer que
G possui um vertice de grau 5 equivale a dizer gupossui uma face com cinco lados (levando
em conta que uma mesma aresta pode contribuir dois ladogicaAgo esta correspondéncia a
teoremas ja provados podemos obter outros teoremaszes nada 0bvios, que nao precisam ser
demonstrados.

12.15 Coloraéo de grafos

12.15.1 Colora@o de mapas

E costume em mapas pintar os paises (estados, muni@pipspm cores variadas, de tal forma
gue estados que tem fronteira comum tenham cores diferentasdim de tornar as fronteiras
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mais visiveis. Uma questao antiga € quantas cores dityesao necessarias para esse fim. A
experiéncia sugere que trés cores sao insuficientesguad cores bastam (desde que cada pais
seja um Unico territorio continuo). Sera que existaialgnapa que precisa de cinco (ou mais)
cores?

Em 1852 esta questao foi colocada como um problema matenpaio aluno inglés Francis
Guthrie (1831-1899), e foi amplamente divulgada pelo setepsor Augustus De Morgan. Em
1879, o matematico inglés Alfred Kempe (1849-1922) mahliuma demonstracao de que quatro
cores eram suficientes. Porém, em 1890 foi observado qu tiaa falha na demonstracao de
Kempe. Uma demonstracao correta foi obtida apenas em p@rd&enneth Appel e Wolfgang
Haken. Essa demonstracao causou bastante controy@isas autores reduziram o problema a
2000 casos separados, e utilizaram um programa de compy@@oenumerar e verificar todos
esses casos. Por esse motivo muitos matematicos se srousaonsiderar a demonstracao valida,
e ela foi publicada somente em 1989. Em 1996 Robertson, &ari@ymour e Thomas consegui-
ram simplificar a demonstracao reduzindo a lista pararfape633 casos. (Hoje demonstragdes
usando computador tornaram-se ferramentas importantesadematica.)

Um mapa de paises pode ser visto como uma representagiar@lde um grafoG: cada
vértice deG &€ um ponto do mapa onde trés ou mais paises tem frontaimarope cada aresta
um trecho de fronteira entre dois paises ligando dois dess®s. Na representaczo dihtle G,
cada vértice &€ um pais, e existe uma aresta ligando di@iegpse e somente se eles tem um trecho
de fronteira em comum. Portanto, o resultado de Appel e Hp&da ser reformulado como segue

Teorema 12.16fTeorema das quatro cores] $eé um grafo planar, & sempre possivel
colorir seus veértices com quatro cores, de modo que quaistpis vertices adjcentes
tenham cores distintas.

12.15.2 Colora@o de grafos em geral

O problema das quatro cores &€ um caso particular de umaaquestis geral sobre grafos ar-
bitrarios (ndo necessariamente planares).

Definimos um&-coloracaade um grafo simple& como uma atribui¢cao decores aos veértices
de tal forma que vértices adjacentes nao tem a mesma coiur@ro cromaticale G € o menor
numerok de cores tal qué tem umak-coloracao. Denotaremos pp{G) o niUmero cromatico de
um grafoG.

E facil ver que o nimero cromatico @é 2 se e somente €& bipartido, e que o nimero
cromatico do grafo complets, &n. O teorema das quatro cores diz que o nUmero cromatico de
um grafo planar & no maximo 4.

Ainda nao se conhece um algoritmo eficiente para deterrainamero cromatico de um grafo
simplesG arbitrario. Entretanto, existe um teorema que limita onato a um intervalo bem
reduzido:

Teorema 12.17:SejaG um grafo simples, & o maior dos graus de seus vértices. O
numero cromatico d& &€ no maximo + 1.

Exercicio 12.51: Qual & o numero cromatico do grafo ciclo com cinco veri€s)? E do grafo
ciclo comn vértices C,) em geral?
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Exercicio 12.52:Qual & o nUmero cromatico do grafo completo bipartigg,, parap, q > 1?

Exercicio 12.53: SejaG um grafo com pelo menos uma aresta. Prove@@eum grafo bipartido
se, e somente se, o nlmero cromatic@dedois.

Exercicio 12.54: SejaG um grafo planar comm vértices. Prove, usando inducao, que os vértices
de G podem ser pintados com 6 cores.

Exercicio 12.55:Prove o teorema 12.17 usando inducao no niumero dee®dic grafo.
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Capitulo 13
Probabilidade

A logica & uma ferramenta essencial pois nos permite dedwalor 16gico de proposi¢coes mais
complexas a partir dos valores logicos de suas propesig@predicados elementares. Porém, para
usa-la precisamos saber se as proposicoes e predicamwesrsadeiros ou falsos.

Na vida real, & raro sabermos com certeza se uma afirneagaaodadeira ou ndo. Todas as
fontes de informagao que temos — noticias, contagendjda®, evidéncias, € nossos proprios
sentidos e mente — podem ser errdbneas ou enganosas; de ugokalg proposicao que acredita-
mos verdadeira pode ser falsa, e vice-versa. Como podertémsusar a logica, ou tomar qualquer
decisao, nessas condi¢cdes?

Por outro lado, ha afirmacdes sobre as quais temos muitoamafianca do que outras. Pode-
mos tratar a frase “ontem choveu na minha rua” como verdadsm confianga quase absoluta,
se estavamos la ontem. Por outro lado, se a previsao gmtdin que “nao vai chover manha”, &
prudente pensar na possibilidade que chova.

Para certas afirmac0es, nossa confianca pode vir doibestle situacdes semelhantes que ja
presenciamos. Podemos tratar como certa a proposicaa fyaaira solta no ar cai para baixo”
com base em incontaveis experiéncias que tivemos ao lamgaa. As leis da fisica, em particu-
lar, sao “certezas” adquiridas por meio de experiment@adosos e exaustivamente analisados.
Mesmo assim sempre & possivel que, em situacdes espgpaganunca encontramos antes, essas
afirmac0des “certamente verdadeiras” venham a ser falsas.

Para algumas proposi¢oes, nossa confianca pode se djudimente entre as duas possibili-
dades. Alguém jogou uma moeda ao ar e ela caiu onde nao pedem Sera que o resultado foi
cara, ou coroa? Nossa experiéncia com moedas nos diz qqeeeso resultado & um, as vezes é
outro. Da mesma forma, quando atiramos um dado, nossa @xperdiz apenas que o resultado
pode ser qualquer nimero entre 1 e 6, e que parece nao liferenda entre eles. Por essa ex-
periéncia, afirmacao “o resultado sera 3" merece taotdianca quanto “o resultado sera 5”. Na
verdade, jogos de azar como dados e cara-ou-coroa baseiateisamente no fato de que todos
resultados possiveis sao igualmente plausiveis.

Por outro lado, mesmo nesses jogos ha afirmacdes queanenaais confianca do que outras.
Quando atiramos um dado, a afirmacao “o resultado ser@a\&? dos parecer menos plausivel do
que “o resultado seréa diferente de 3". Esta confian¢ca pod#gavexperiéncia, mas também por
raciocinio: se todos os 6 resultados tem chances iguaisatgexer, entao o resultado 3 deve ter
menos chances do que 0s outros cinco juntos.

A teoria da probabilidade surgiu para formalizar este tipaatiocinio, que tem o mesmo
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objetivo da logica classica — ajudar-nos a pensar e deeidinas lida com graus de confianca,
em vez de certezas absolutas.

13.1 Defini@o

Nesta teoria, cada proposiciatem umaprobabilidade um valor real entre O e 1, que mede o
grau de confianca ou expectativa que temos de que a prapcsia verdadeira. Denotaremos
esse numero por AR). Probabilidade 1 significa que temos certeza absoluta da@iirmacao

P & verdadeira. Probabilidade 0 significa que temos certegalia que é falsa. O valord
significa que nao sabemos Be falsa ou verdadeira, e que qualquer das duas possilatidais
parece igualmente provavel. Assim, por exemplo, quanaoogajogar uma moeda, podemos
atribuir probabilidade A2 a afirmacao “o resultado sera cara”. Uma probabilidades proxima
de 1 significa que nao temos certeza, mas acreditamos gas@ravavel que a afirmac®bseja
verdadeira do que ela seja falsa.

Na teoria de da probabilidade, toda proposifaem tese continua tendo um valor logico
“verdadeiro” ou “falso”, mas a teoria nao exige que essenstja conhecido. A probabilidade
da afirmacao reflete justamente nosso grau de conhecimg&eteonhecemos o valor l6gico da
afirmacao, devemos atribuir a ela probabilidade 0 ou lessecaso, como veremos, a teoria da
probabilidade se reduz a lagica classica.

As probabilidades sao frequentemente expressas em pageas. Assim, tanto faz dizer que
uma probabilidade & 25% ou 2ZB)0= 0, 25.

13.1.1 Distribuicao uniforme

Em geral, quando temasalternativas possiveis para uma situacao qualquee ¢éemios nenhuma
informacao, experiéncia ou raciocinio que justifiqtrébair probabilidade maior a uma algumas
do que outras, & razoavel atribuir probabilidage & cada alternativa. Neste caso dizemos que
essas alternativas tem umstribuicado uniformede probabilidade.

Um exemplo de distribui¢ao uniforme & o sorteio de um igrimen outros. Para que o sorteio
seja justo & importante que ele seja feito de modo que cadaténha a mesma probabilidade
de ser escolhido. Neste caso dizemos que a escgheaf@tamente aleatoriaEsse conceito é
importante em muitos jogos ‘de azar”, como cara-ou-corahtimho, par-ou-impar, dados, role-
tas, baralhos, etc.. Esses jogos dependem de dispositivasdes que podem dar dois ou mais
resultados distintos. Para que 0 jogo seja justo, & esdeque 0s jogadores nao tenham nenhum
conhecimento prévio sobre o resultado, de modo que todbaain uma distribuicao uniforme de
probabilidade ao mesmo.

Por outro lado, & importante observar que a teoria naoadimcatribuir as probabilidades de
afirmacdes elementares, mas apenas como combina-tesigar as probabilidades de afirmacdes
compostas.E importante notar que as probabilidades dependem do alokervse um jogador
troca o dado “honesto” por um viciado, ele pode (e deve)wtrgyobabilidades diferentes a cada
namero.
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13.1.2 Prindpio da exclusio mitua

Intuitivamente, parece pouco razoavel termos confiamceneasmo tempo em duas afirmacdes
contraditorias. Na teoria da probabilidade, essa iatui formalizada pelprincipio da exclusao
matug ou aditividade se duas proposicodse Q nao podem ser verdadeiras ao mesmo tempo
(isto €,P - -Q e Q — =P), entao devemos ter A+ Pr(Q) < 1.

Por exemplo, considere as afirmacdes “o Diretor estéaagor Sdo Paulo” e “o Diretor esta
agora no Rio de Janeiro”. Quaisquer que sejam as inforesagde temos a respeito do paradeiro
do Diretor, nao faz sentido atribuir probabilidade 0,7Epaprimeira e 0,80 para a segunda, pois
se uma delas for verdadeira, a outra nao é.

Essaregra pode ser generalizada para trés ou mais progsf2icP,, . . ., P,. Essas proposi¢coes
saomutuamente exclusivae sabemos qu& — -P;, para quaisqudre j entre 1 en comi # j.
Nesse caso, o principio da exclusao matua exige qu& PrPr(P,) + - - - + Pr(P,) < 1.

13.1.3 Prindpio da exausfo

Por outro lado, se sabemos que pelo menos uma dentre dua@isre verdadeira, nao é razoavel
termos pouca confianca nas duas afirmacdes. Por exendpl@ razoavel nao acreditar nem na
afirmacao “o lucro sera maior que R$ 10.000” nem na afigmd® lucro sera menor que R$
20.000", pois pelo menos uma dessas afirmacdes com cérnezdadeira.

Na teoria da probabilidade, essa regra € formalizadaétcipio da exaustaose sabemos
queP v Q & verdadeiro, entao devemos terMr{ Pr(Q) > 1. No exemplo acima, podemos
atribuir probabilidade A2 ou 34 para ambas, mas nag4l se atribuirmos probabilidade 30
para a primeira, podemos atribuir8D para a segunda, mas na&0.

Mais geralmente se sabemos djev P, v --- Vv P, & verdadeiro, entao devemos termRj(+
Pr(iP,) +--- + Pr(P,) > 1.

13.1.4 Prindpio da complementaridade

Juntando o principio da exclusao e da exaustdo, podeaomu$uir que se uma afirmac@eé o
oposto l6gico (negacao) da afirmag@pentdo a soma das probabilidades deve ser exatamente 1.
Ou seja, para qualquer afirmagaotemos

Pr(P) + Pr(-P) = 1 (13.1)

ou seja
Pr(=P) = 1 - Pr(P) (13.2)

Por exemplo, se a probabilidade de “vai chover amanhg4gaprobabilidade de “nao vai chover
amanha” tem que ser4. Esta regra & conhecida comgrincipio da complementaridade

Esta regra também pode ser generalizada para trés oufinaiagbes. Suponha que sabemos
gue exatamente uma das afirmac®esP,, ..., P, & verdadeira. Isto &€ sabemos que elas sao
mutuamente exclusivas, mas também que uma delas tem querdadeira. Entao devemos ter

Pr(Py) + Pr(Py) + -+ + Pr(Py) = 1 (13.3)
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Por exemplo, suponha que alguém escolheu e retirou unaadmtm baralho comum. Considere
as afirmac0es “a carta & ouros”, “a carta & copas”, “@a@paus”, “a carta € espadas”, ou “a carta
€ um coringa”. Como a carta so pode ser de um tipo, e tem quie $8n desses cinco tipos, entao
as probabilidades dessas afirmacdes devem somar 1.

Observe gue este principio & respeitado quando atrimiprobabilidade /n paran alternati-

vas igualmente provaveis.

13.1.5 Prindpio da exclusio e inclusio

Os principios acima podem ser vistos como corolarios deumeipio mais geral: para quaisquer
afirmacoed e Q, devemos ter

PrPv Q) =Pr(P) + PrQ) —PrP A Q) (13.4)
Compare este principio com a formula para cardinalid&deodjuntos

AU B| =|Al +|B|-|AN B (13.5)

Exercicio 13.1: Contagens em uma fabrica mostraram que 5% dos parafusosntedefeito
na rosca, 4% tem um defeito na cabeca, e 2% tem um defeito drasaas partes. Qual € a
probabilidade de que um desses parafusos, escolhido am terasa algum defeito?

13.1.6 Prindpio da indepencéncia

Um dado e uma moeda sao atirados ao mesmo tempo. Como miss@cima, € razoavel atribuir
probabilidade 6 a afirmacao “o resultado do dado sera 3", e probabiédi2 a afirmacao “o
resultado da moeda sera cara”. Que probabilidade devdnimsiaa conjuncao dessas duas frases,
ou seja “o resultado do dado sera 3, e 0 da moeda sera cara”?

Uma maneira de fazer esta escolha & observar que ha 1®gieggsultados para os dois
lances. Vamos denotar pb(x) e M(y), respectivamente, os predicados "o resultado do dado ser’
X', e “o resultado da moeda seya As 12 possibilidades correspondem as afirmacdes

D(1) A M(cara)
D(2) A M(cara)
D(3) A M(cara)
D(4) A M(cara)
D(5) A M(cara)
D(6) A M(cara)

D(1) A M(coroa)
D(2) A M(coroa)
D(3) A M(coroa)
D(4) A M(coroa)
D(5) A M(coroa)
D(6) A M(coroa)

(13.6)

Estas afirmacdes sao mutuamente exclusivas e esgotamasghossibilidades, e portanto a soma
de suas probabilidades deve ser 1. Se nao temos nenhuatapa# suspeitar que o dado de
alguma maneira influencie a moeda, ou vice-versa, en@o@vel atribuir a mesma probabilidade
(1/12) a estas 12 afirmacoes.

Note que 112 € o produto de PIB(X)) = 1/2 e Pr(M(y)) = 1/6. Temos portanto que B¥(x) A
M(y)) = Pr(D(x)) Pr(M(y)) para quaisquexey.
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Este &€ um exemplo de uma regra geraprimcipio da independénciaPor definicdo, duas
afirmacded e Q sao ditasndependentese e somente se

Pr(P A Q) = Pr(P) Pr(q) (13.7)

O principio da independéncia diz que, se nao sabemosrdeima ligacao ou influéncia entre o
valor l6gico de uma afirmaca® e o de outra afirmacaQ, entao & razoavel supor que elas sao
independentes; ou seja, € razoavel atribuir a comjoiRcX Q o produto das respectivas probabili-
dades.

Exercicio 13.2: Dois dados, um vermelho e um verde, sao atirados ao mesnpote@Qual € a
probabilidade de que o resultado do dado vermelho seja nyeroct, € o do dado verde seja maior
que 17?

Exercicio 13.3: Se as afirmacdeB e Q sao independentes, quanto valeFPy(Q) em funcao de
Pr(P) e PrQ)?

Exercicio 13.4: Contagens em uma fabrica mostraram que 20% dos parafusasnelefeito na
rosca, 30% tem um defeito na cabeca. Supondo que os dedtgtasn as duas partes do parafuso
de maneira independente, qual & a probabilidade de que ssaglparafusos, escolhido ao acaso,
tenha algum defeito?

13.1.7 Rela&o com a bgica chssica

A teoria da probabilidade inclui a lbgica classica comsogaarticular. Mais precisamente, atribuir
probabilidade 0 a uma afirmacao equivale a acreditar giferaagao é falsa; e atribuir proba-
bilidade 1 equivale a acreditar que ela & verdadeira. Sastad afirmacOes tem probabilidade
0 ou 1, as regras e conceitos da logica classica podemaskizidos por regras e conceitos da
probabilidade. Por exemplo, o conetivo— Q equivale a afirmar que RPP) = 1.

13.2 Variavel aleabria

Umavariavel aleatbriaé uma variavel (parametro, quantiagujo valor & conhecido apenas parci-
almente, no sentido probabilistico. Isto &€, sabemos quadoo deX é algum elemento de um certo
conjuntoD, o dominioda variavel; e, para qualquelem D, temos uma medida de probabilidade
Pr(X = v) para a afirmacaoX = v'. A funcao que a cada € D associa a probabilidade Rr& v)
€ chamada ddistribuicdo de probabilidadéou simplesmentdistribuicdd da variavelX.

Observe que, sa,Vv sao elementos distintos d& entdo as afirmacdoexX“= u" e “X =V’
sao mutuamente exclusivas. Além disso, sabemos que etggim elemente em D tal que a
afirmacao X = v’ & verdadeira. Pelo principio de inclusao e exclusdmds portanto que

D PrX=v)=1
veD

Observe também que, nestas condicdes, temos que afPiifdi = v) = 0 para qualquer valor
gue nao esta no conjunix
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Exemplo 13.1:Um dado foi lan¢cado, mas o resultado da jogada ainda eslimo8ejaX a variavel
aleatbria cujo valor & esse resultado. Sabemos que mdpdéX €& o conjuntoD = {1,2,...,6}.
Como nao temos motivos para distinguir entre esses rdsslt& razoavel atribuir probabilidades
iguais (1/6) para cada valor e, e probabilidade zero para qualquer outro valor. Em pdaticu
PriX=3)=Pr(X=5)=1/6,e Prk=0)=Pr(X=7)=Pr(X =1/2) = 0.

Variaveis aleatorias com valores numéricos podem sabgtadas com operacdes aritméticas
e funcdes matematicas, resultando em outras varialeasorias. Por exemplo, & um namero
real, a formulaxX+ VY denota a variavel aleatoria cujo valaré@+ /v, ondeu & o valor deX ev o
valor deY. A distribuicao dessa nova variavel & determinadaspéistribuicoes de probabilidades
deX e deY.

Exercicio 13.5:SejamX e Y os resultados obtidos atirando-se dois dados de coresmiifst cada
um com distribuicao uniforme de probabilidades. Detesra distribuicao das seguintes variaveis
derivadas dX e Y:

1. X2

2. Xmod 3
3. X+Y

4. min{X, Y}

Neste livro s6 vamos tratar de variaves aleatorias algosinios sao conjuntos discretos (fini-
tos ou enumeraveis). A teoria pode ser estendida paravessicom dominios nao enumeraveis,
COmo 0s nUmeros reais; mas esse assunto merece uma deseaiplarte.

13.3 Valor esperado

Um uso importante (e 0 mais antigo) da teoria da probabiidadvaliar o ganho ou perda que
pode decorrer de uma escolha ou acontecimento cujo res@telsconhecido, como por exemplo
uma aposta ou um investimento na bolsa.

Suponha por exemplo que atiramos uma moeda e apostamos RfR0RS$ 10 que o resultado
sera cara. Temos igual chance de ganhar R$ 10 (se sair gaeajler R$ 30 (se sair coroa). Ou
seja,

B} i 1
Pr(“nosso ganho sera R$ 103 Pr(“nosso ganho sera R$30") = >

Intuitivamente, se repetirmos essa apost@zes, em aproximadamente metade das vezes vamos
ganhar 10 e na outra metade perder 30; portanto 0 ganho pstaapm média, sera aproximada-
mente
5(R$10)+ 3(R$ - 30)
n

Para entender melhor este exemplo, suponha que repetiraesvdmes essa aposta. Temos
guatro possibilidades: perder nas duas vezes, s6 na mimséina segunda, ou ganhar nas duas.
Nosso ganho médio por aposta sera respectivamer®,+30)/2 = -30, (-30+ 10)/2 = -10,
(10-30)/2 = -10, e (10+ 10)/2 = +10. Supondo que o resultado de cada lance seja independente

= R$ - 10 (13.8)
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dos anteriores, e denotando [&&(x) o predicado “nosso ganho médio por aposta g&reeremos
entao

PrG(-30)) = 1/4
PrG(-10)) = 1/4+1/4=1/2 (13.9)
PrG(+10)) = 1/4

Ou seja, 0 ganho médio R$10 é duas vezes mais provavel que R$0 ou R$+ 10. Para quatro
apostas seguidas, podemoster 0, 1, 2, 3, ou 4 acertos, ctrosgagdios por aposta &0, -20,
—-10, 0 e+10, respectivamente. As probabilidades sao

4

Pr(G(-30)) = 0 /2t =1/16

Pr(G(-20)) = ‘11 /2" =4/16

Pr(G(-10)) = ‘21 /2" =6/16 (13.10)
Pr(G(0)) = g /2" =4/16

PrG(+10) = j /2t =1/16

Como se pode ver, &€ muito mais provavel que o ganho médiapusta seja R$- 10 do que
gualquer outro valor. A medida que o nimero de apostas aamessa tendéncia permanece: 0
valor mais provavel para o ganho médio por aposta sera R$.

Em geral, suponha que temos uma variavel alea¥ogae pode assumir qualquer valor de um
conjunto de valores numéric@s O valor médio esperadfu simplesmente walor esperadpde
X &, por definicao

EX =" =VPIX=V) (13.11)
veD

Para entender esta formula, suponha que temos uma cagesdde conN variaveis, todas elas
semelhantes ¥ mas tais que o valor de uma delas nao tem influéncia nosagadiais outras. Nesse
caso, o niumero de variaveis que tem valsera aproximadamenbePr(X = v).

Observe que sB tem um numero finitm valores distintos, e todos os valores@lsao igual-
mente provaveis, entao RrE& v) = 1/n, e a formula do valor esperado (13.11) reduz-se a média
aritmética dos elementos @e

Exercicio 13.6: Furar um poc¢o de petroleo em determinada regiao custa@@k®, e tem 30%
de chance de encontrar 6leo. Se isso acontecer, 0 pocospodendido por R$80000. Caso
contrario o investimento é totalmente perdido. Qual chgagsperado por po¢o?

Quando o dominio da variavel € um conjunto infinito, o vakperado pode ser infinito, mesmo
gue todos os seus valores possiveis sejam finitos. Por éxeropsidere a variave{ cujo valor
& um inteiro positivo, tal que PX(= k) = (6/7%)/k? para todok € N\ {0}. Esta distribuicao de
probabilidades € valida, pois verifica-se que a soma distad probabilidades € 1. Entretanto, o
valor esperado d¥ deveria ser a somatoria

= A > 1
&X) = kz(;kF = AKZ:;E
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gue, como sabemos, nao tem valor finito (veja secao 8.6).

O valor esperado pode ser definido para qualquer variayes galores podem ser somados e
multiplicados por um nimero real. Por exemplo, suponhaquador de uma variavel aleatonaé
um par (1, V), ondeu € o resultado de langcar uma moeda=(6ara, 1= coroa), ev € o resultado de
lancar um dado (um inteiro entre 1 e 6); sendo que cada paivebsem a mesma probabilidade
1/12. Note que esses pares podem ser considerados vetoregago®& Portanto podemos
calcular o valor esperado de

EX) = %2((0,1)+(0,2)+---+(1,5)+(1,6)) = (%,;)

13.3.1 Propriedades do valor esperado

SejaX uma variavel aleatéria com dominio numeérico, sejamB dois nimeros reais quaisquer.
Nesse caso, pode-se provar que
EaX+p) =a&(X) +8 (13.12)

Porém, se uma variavel aleatbdadepende d& de maneira nao linear (por exemplo,&& o
quadrado d&), nao existe uma formula geral que relaciongfd) a&(X) (Veja o exercicio 13.8.)

SejamX e Y duas variaveis aleatérias com valores numéricos, eZejaariavel aleatoria,
denotada poK + Y, cujo valor € a soma dos valores ¥e deY. Verifica-se que

&(2) = &(X) + &(Y) (13.13)

Estas formulas valem mesmo que as variaXeesY tenham alguma dependéncia entre si. Note
gue nao ha férmulas analogas para outras operacde® (oroduto, divisao, etc.).

Exercicio 13.7: Um dado vai ser lancado, e a seguinte aposta & oferecida&ntecpaga R$00
ao banqueiro, e recebe em reais 0 dobro do valor que sair o & exemplo, se sair um 4, o
cliente recebe R$80, obtendo um ganho liquido de R$D. Qual é o ganho esperado do cliente?

Exercicio 13.8: Na mesma situagao do exercicio 13.7, uma outra apodtxécma: cliente paga
R$49 00 ao banqueiro, e recebe em reais o dobro do quadrado doguedosair no dado. Por
exemplo, se sair um 6, o cliente recebe & = R$72 00, obtendo um ganho liquido de R$28.
Qual & o ganho esperado do cliente?

13.4 Mediana

O valor esperado de uma variavel aleatoXiggpode em muitos casos ser considerado o “valor
tipico” de X. Por exemplo, s&X € a altura (em metros) de uma pessoa que nao vimos ainda, o
valor esperado d¥ para a populacao brasileira & proximo,Z@m. Podemos entao imaginar o
“brasileiro tipico” como tendo essa altura.

Porém este raciocinio nem sempre & apropriado. Por dgesyponha uma vila com 99 casas
terreas e um prédio de 101 andares, e considere a vaai@atbriaX que & o nUmero de andares
de um edificio arbitrario dessa vila, escolhido com phlidade uniforme. O valor esperado da
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variavel X sera 2, mas obviamente nao é correto dizer que o “edlifipico” dessa vila tem dois
andares.

Devido a exemplos como esse, foram propostas outras maukeirabter o “valor tipico” de
uma variavel aleatéria. O mais comum madiana Idealmente, este &€ um valotal que PrK <
V)>1/2ePrkK>v) > 1/2.

Por exemplo, suponha que a variavel aleatéripode ter qualquer valor inteiro entre 1 e 6,
com as seguintes probabilidades

k |1 2 3 4 5 6
PrX=K % 2 » 2 % 2

Neste caso podemos tomar a medianX @emo sendo 4, pois

PriX<4) = %+2]% %ﬁ% = %—;2%
PI’(XZ4) = X)+X)+Z} = X)ZE

Note que o valor esperado dee

6 2 1 3 7 1 66
1%4'2%4'3%4'4%4‘5%4‘6%— Z)—3,3
Note porém que pode haver diversos valaresie satisfazem a condicao Rrg v) = Pr(X > v).

Por exemplo, se a distribuicao de probabilidadeX dier

k |1 2 3 4 5 6
PrX=K|2% % % = 2
entao, para qualquer valortal que 3< v < 4, teremos P < V) = (6+2+2)/20=1/2 e
Pr(X > v) = (1+8+1)/20=1/2.
Quando isso acontece, pode-se provar que os valoresjake satisfazem a definicao formam
um intervalo finito dos nUmeros reais. Nesses casos, afguoses definem a mediana como sendo
o ponto médio desse intervalo; no exemplo acima, sef43 + 4)/2 = 3, 5.

Exercicio 13.9: SejaX o quadrado de um nimero entre 1 e 6 que sera obtido pelantergo de
um dado. Note que o valor depode ser 1, 4, 9, 16, 25, ou 36. Qual & o valor esperado darehri’
X? E sua mediana?

Exercicio 13.10:SejaX o produtodos dois nUmeros entre 1 e 6 que serao obtidos pelo lam¢ame
de dois dados. Qual € a distribuicao de probabilidadesadavel X? Qual & seu valor esperado?
E sua mediana?

Exercicio 13.11:Prove que qualquer variavel aleatoria com valores imgeiem uma mediana.

13.5 Moda

Outra maneira de definir o “valor tipico” de uma variaveabria &€ tomar @alor mais provavel
também chamado deodada variavel. Por exemplo, se a distribuicao for

k |1 2 3 4 5 6
PrX=K % 2 2 2 2 2
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diremos que a moda @€é 5. Por outro lado, se as probabilidades forem um pouccedifes

k |1 2 3 4 5 6
PrX=K % 2 2 2 2 2

A moda sera 1.

13.6 Variancia e desvio padao

Em muitas situacdes, nao basta saber o valor espg@@fade uma variavel aleatoria; € preciso
também saber até que ponto o valor da variavel pode difesise valor esperado.

Considere por exemplo as variaveis aleatoKasY, que podem assumir valores entre 1 e 5
com as seguintes probabilidades:

Kk |1 2 3 4 5
i 7 4 L
22273

20

20 20 20 20

As duas variaveis tem 0 mesmo valor espenagd3, mas intuitivamente podemos ver dgugaria
mais do queX. Como podemos transformar essa intuicao em numeros?
A maneira mais comum & calculavarianciay’(X) da variavel, definida pela formula

VX) = Y (V- EX)?Pr(X =) (13.14)

veD

Pode-se verificar que este € o valor esperado da vaNaveX — §(X))>.
No exemplo acima, temos

VX) = (1-3P 5+(2-3F 5+ B-3P5+@-3F 5+ (5-3P 5 = 2£=13
AR AL DE-SPAS SO S DS S B

evidenciando assim que os valoresydiendem a estar mais longe de sua média do que os valores
deX.

Observe que as parcelas+{ &(X))? da somatoéria (13.14) nunca sao negativas, portanto a
variancia também nao pode ser negativa. Além dissofian@a so pode ser zero se todas as
parcelas forem zero, ou seja se a variaXedd pode ter um valor — que € portanto seu valor
esperad@(X). Se ela pode assumir dois ou mais valores distintos, cobapitidades diferentes
de zero, entdo a variancia sera estritamente positiva.

Observe que, se o dominibda variavelX & um conjunto infinito, a variéncia pode ser infinita
(mesmo gue o valor esperado exista e seja finito). Por exesgeD = Z \ {0}, e PrX = v) =
B/ |vi°, ondeB & uma constante tal que a soma das probabilidades seja 1or®saerado existe
(&(X) = 0). Porém, temos

D PHX = V)(v - E(X)? = 2Zk:1+°°V—B3v1 = ZBZk:F""\—l/

veD

gue, como sabemos, € infinita.
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13.6.1 Propriedades da va@ncia

SejaX uma variavel aleatéria com valores numéricos. Seja@B dois valores reais arbitrarios.
Verifica-se entao que
V(X +B) = &> V(X) (13.15)

Note que somar uma constapta uma variavel nao altera sua variancia.
SeX eY sao duas variaveis aleatoriaslependentewerifica-se que

VX +Y) =V(X)+ V(YY) (13.16)

Esta formula nao vale se soubermos de alguma dependémiceaas variaveiX e Y (isto €, se
atribuimos a alguma afirmacao do tipa* u) A (Y = v)” uma probabilidade diferente de RrE&
u) Pr(Y = v)). Nesse caso, a variancia Be+ Y pode ser maior ou menor qa&(X) + V(Y).

13.6.2 Desvio padao

Pode-se dizer que, quanto maior a variancia, mais “espall&aa distribuicdo de probabilidade
da variavel. Entretanto, nao é facil interpretar o vadomérico da variancia. Por exemplo, se o
valor deX & uma medida em metros, a variancia € medida em metrosagieesd Uma medida de

“espalhamento” que & mais facil de interpretar @esvio padrapdefinido como a raiz quadrada

da variancia:
DX) = VV(X) = \/Z(V— EX))2Pr(X =v)

veD

O desvio padrao & medido com as mesmas unidades da Vatideemalmente, pode ser inter-
pretado como o valor “tipico” da diferenca entre o valovddavel e seu valor esperado.

Exemplo 13.2: Suponha um lote de parafusos que deveriam ser todos iguaé&ax o compri-
mento real de um desses parafusos, escolhido ao acasos&endis que o valor esperadoXé&
150 mm e o desvio padrao & 1 mm, estamos dizendo que o coeamtardo parafuso dificilmente
sera muito maior que 151 mm ou muito menor que 149 mm.

Esta interpretacao informal do desvio padrao tem poe lmaseguinte resultado, devido ao
matematico russo Pafnuti Chebyshev ou Tchebychev (1&24)1

Teorema 13.1:Para qualquer variavel aleatoXae qualquer nUmero real> 1,
1
PriX - &(X)l > a D(X)) < — (13.17)
a

A demonstracao deste resultado foge do escopo deste Brrooutras palavras, (X) = u e
D(X) = o, entdo o valor deX estara dentro do intervale - @o, u + ao] com probabilidade
1- 1/a?. Para a variaveX do exemplo 13.2, o teorema de Tchebychev diz que o compringent
parafuso (em milimetros) esta

e no intervalo [150- 2 - 1,150+ 2 - 1] = [148,152] com probabilidade maior ou igual a
1-1/2%2 = 75%;
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e no intervalo [150- 3- 1,150+ 3 - 1]
1-1/3% ~ 88%;

e no intervalo [150- 4 - 1,150+ 4 - 1]
1-1/4% ~ 93%;

e assim por diante.
Observe que o resultado de Tchebychev vale qualquer qua dejaibuicao de probabilidade
da variavelX.

[147,153] com probabilidade maior ou igual a

[146,154] com probabilidade maior ou igual a

Exercicio 13.12:SejaX uma variavel aleatéria que pode assumir qualquer vatoe &re 100, com
igual probabilidade. Calcule o valor esperado, a vari@ea desvio padrao d& Calcule a proba-
bilidade deX estar entre 40 e 60 (inclusive ambos). Compare esse rasuivad a probabilidade
obtida pelo teorema de Tchebychev.

13.6.3 Covarancia

SeX eY sao variaveis aleatorias numéricaspaarianciaentre as duas é definda pela féormula

Cc(X.Y) = Z Pr(X=u) A (Y = Vv))(u-&X))(v-&(Y))

A covariancia € uma medida da dependéncia exiteer. A grosso modo, ela tende a ser positiva
guando & muito provavel que os valoresdeY sejam ambos maiores ou ambos menores que suas
médias (caso em que o produto{ E(X))(v — E(Y)) é positivo). Ela tende a ser negativa quando
X eY tendem a variar em direcdes opostas em relacdo a suiagsné quando um esta acima da
média, o outro provavelmente esta abaixo. Observelxg &€ a mesma coisa qu X, X).

E facil provar que, s& eY sdo independentes, entdo sua covariancia é zero.-Bece@nbem
gue, para quaiquer variaveis aleatorias numeércay,

VX+Y) =V(X) + V) +2C(XY)
Note que esta formula implica na formula (13.16) quaKd®Y sao independentes.

Exercicio 13.13:Encontre duas variaveis aleatorid® Y que possuem covariancia nula nme®
sao independentes.

13.6.4 Coeficiente de correlago

O sinal deC(X,Y) revela o sentido geral da dependéncia eXteeY, mas seu valor numérico &
dificil de interpretar. Por essa razao € interessarfteide coeficiente de correlacao

Cc(XY) _ C(X)Y)
YX) V) DX)D(Y)
Prova-se que este nUmero esta sempre efdtee+1. Ele & zero sX eY sao independentes] se
cada variavel & funcao linear crescente da outra @sgeY = aX + g coma > 0) e—-1 se cada
variavel é funcgao linear descrecente da outra (@X +8 coma < 0). Um valor intermediario, por
exemplo 050, significa que o valor de cada variavel & parcialmemeda da outra, mas inclui

um termo que nao depende dela. Neste caso diz-sd&@ugerrelacdo entre X e Ypositivaou
negativa conforme o sinal do coeficiente).

k(X Y) =
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13.7 Probabilidade condicional

SejaX a variavel aleatoria cujo valor & o resultado do langanch dado, e considere as duas
afirmacdes X & par” e ‘X & impar”. Se nao temos nenhuma outra informagao s&b@mo
vimos, € razoavel atribuir a probabilidad¢6la cada um dos possiveis valores 1, 2, ..., 6, e
portanto

PrXépar) = PriX=2)+Pr(X=4)+Pr(X=06) 1/2
PrXéimpar) = PriX=1)+Pr(X=3)+Pr(X=5) = 1/2

Suponha agora que sabemos que o valof déo é 3. Que probabilidade devemos atribuir a essas
duas afirmagdes? Nao podemos simplesmente eliminamm tér(X = 3) na segunda férmula,
pois a soma nao seria 1. Como a probabilidade do valor seeBoétemos que corrigor a proba-
bilidade dos demais valores para que elas tenham soma 1j&@teseos que supor Pt(=3) =0

e PrX = v) = 1/5 para os demais valores. Entao teremos

PrXépar) = PriX=2)+PrX=4)+PrX=6) = 3/5
Pr(Xéimpar) = Pr(X=1)+Pr(X =5) = 2/5

Observe que a informacgao adiciona % 3" afetou n&o apenas a probabilidadeXiser impar,
mas também a probabilidade de ele ser par.

Em casos como este, costuma-se usar a notacRJPgara denotar arobabilidade condi-
cional da afirmacad, sabendo-se qu@u dado qué a afirmacad é verdadeira. Verifica-se que
essa probabilidade pode ser calculada pela formula

PrP A Q)
PrQ)

Aplicando esta formula ao exemplo acima, a afirmaBaseria X € impar” eQ a afirmacao
“X # 3". Temos entao que

Pr(PIQ) = (13.18)

PrPAQ) = Pr(X=1)+Pr(X=05) = 2/6
Pr(@Q = PriX=21)+PrX=2)+PriX=4)+PrX=5)+Pr(X=6) = 5/6
PrPlQ) = %g = 2/5

Exercicio 13.14:SejaX o valor obtido langando um dado. Calcule, pela formula. (88
1. PrX é patX # 3)
2. Pr(X & patX & quadrado perfeito)
3. Pr(X & primdX & maior que 2)

Exercicio 13.15: SejaX a soma dos valores obtidos no langamento de dois dadosul€giela
formula (13.18)

1. Pr(X & patos dois dados deram o mesmo resultado)

2. Pr(X & patos dois dados deram resultados diferentes)

3. Pr(X = 6los dois valores nao sao primos entre si)
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A férmula da probabilidade condicional & também muitadena forma inversa:

Pr(PIQ)
PrQ)

Ou seja, uma vez definida a probabilidadePd#gadoQ, e também a probabilidade @ a proba-
bilidade da afirmacaoP e Q" & simplesmente o produto das duas.

PrP A Q) = (13.19)

Exercicio 13.16: Suponha que a probabilidade de algum hacker tentar violaccemputador
no proximo minuto & 10%, e que a probabilidade de tal teatdér sucesso & 80%. Qual é a
probabilidade de seu computador ser violado por algum haukegroximo minuto? (lgnore a
possibilidade de haver mais de um ataque por minuto.)

Exercicio 13.17:Suponha que atiramos dois dados, um verde e um vermelhoaQrababilidade
de que o dado verde mostre o valor 2, e 0 dado vermelho mosalerd3? E qual € a probabilidade
de que um deles mostre o valor 2, e o outro 3? Agora suponhasqdei®dados sao idénticos,
a tal ponto que nao podemos dizer qual € um e qual & o outral &a probabilidade de que um
deles mostre 2, e o outro 3?

13.8 Inferéncia bayesiana

Combinando as formulas (13.18) e (13.19), obtemos a éguag

Pr(QIP) Pr(P)
PrQQ)

Esta formula & conhecida comiegra de Baye®u teorema de Bayeslesenvolvida pelo ma-
tematico inglés Thomas Bayes1702-1761) e, independentemente, pelo matematicoesanc™
Pierre-Simon Laplace (1749-1827). Ela & geralmente ugadado se quer obter a probabili-
dade PriP|Q) de uma possivel cau$y sabendo-se que uma consequéKZiacorreu, a partir da
probabilidade condicional inversa BIP) (de que essa consequéncia produza essa causa). Este
raciocinio probabilistico & conhecido conméeréncia bayesianau deducao bayesiana

Por exemplo, considere uma colec¢ao de caixas quadraddsmdas, cada uma contendo uma
bola que pode ser azul ou branca. Suponha que ha igual aideeaixas de cada formato, sendo
gue ha bolas azuis em metade das caixas quadradas, mas ress &4p&6 das caixas redondas.
Imagine que alguém escolheu uma caixa ao acaso, e encoeleouma bola azul. Qual a proba-
bilidade de que ele tenha escolhido uma caixa quadrada? Bdae for branca?

Se nao tivéssemos a informacao sobre a bola, seriavakzelpor que a caixa era quadrada
com probabilidade/2. Porém, como bolas brancas sao mais comuns nas caixasles intui-
tivamente, a informacao de que a bola era branca aumeniabalplidade de que a caixa seja
redonda.

Para calcular essas probabilidades, vamos denotd,pRr A e B as afirmacdes “a caixa era

guadrada”, “a caixa era redonda”, “a bola era azul” e “a bodabeanca”, respectivamente. Pelo

Pr(PIQ) = (13.20)
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enunciado do problema, temos

PrQ) = % PIR) = %
PrAIQ) = 15 PrBIQ) = g
PIAR = == PBR) =

O que se pede sao as probabilidade condicionaf@Rre PrQ|B). Para aplicar a formula (13.18),
precisamos determinar B)Ye PrQ A B). Para chegar 14, temos que calcular as probabilidades de
todas as combinacgdes validas dessas afirma¢desafgba formula (13.19) temos

PrQAA) = PrAAQ) = Pr(AQ)Pr@Q %% = %
PrQAB) = PrBAQ) = PrBIQPrQ = 2°3 7 3
PrRAA) = PrAAR) = PrARPrR) = 07 T %
PrRAB) = PrBAR) = PrBRPIR) = 5 = 3%
Dai tiramos
PrA) = PrBAQ)+PrBAR) = %+%) = 3
PrB) = PrAAQ)+PrAAR) = 3+5 = &
portanto
— PrQaA)  _ PrAQPrQ _  1/4 5 4
e i D edfe J D o
PrQB) = 55 = “pE > = 71 = u 0,357

Observe que a informacao adicional “a bola sorteada B ammenta a probabilidade de que a
caixa escolhda seja quadrada, ¢& 8 Q 833

Generalizando este exemplo, suponha que tamafirmacdesAy, A,, ... Ay, 0Santeceden-
tes exaustivas e mutuamente exclusivas, cujo valor logiaepofluir na probabilidade de outras
n afirmacdesBy, B,, ... B,, 0sconsequentedambém exaustivas e mutuamente exclusivas. As
afirmac0ed\; podem ser as alternativas possiveis para um evento-causaxémplo acima, a es-
colha caixa, quadrada ou redonda), e as afirmaBpespossiveis consequéncias do mesmo (a
cor da bola). Suponha que atribuimos probabilidade& Ppéra cada antecedemtg sem levar
em conta as afirmac¢o&; e temos também a probabilidade condicionaBR#j) de cada conse-
quente, dado o antecedente. Uma vez sabido que um detemiipaderdadeiro, a probabilidade
de cadaA passa a ser

Pr(z AB) Pr(A A B)) _ PrBjIA) Pr(a)
Pr@;))  Xk=1"PrBjAA) X PrBjlA) Pr(A)

Note que para aplicar a formula (13.21) precisamos atribuia probabilidade PK) a cada ante-
cedente, independente de qual consequente & verdaddatnr®r@;) nesta formula &€ chamado
de probabilidade a priorido antecedenté;, enquanto que o resultado RiiB;) & suaprobabili-
dade a posteriori

A influéncia das probabilidades priori Pr(A)) € uma caracteristica essencial da inferéncia
bayesiana. Elas podem ser vistas como “preconceitos” questa respeito das afirmacogsan-
tes de olharmos para as evidendasA formula portanto explicita quantitativamente a cotestao
comum, de que nossos preconceitos sempre afetam nosgadtdedio dos fatos.

Pr(A|B;) =

(13.21)
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Exercicio 13.18: Suponha que ha duas gavetas em uma mesa de jogo. Uma defas con
dado “honesto”, que da cada valor de 1 a 6 com igual prolabié ¥6; a outra contem um dado
“viciado”, que da o valor 6 com probabilidadg2l e os valores de 1 a 5 com probabilidagé
cada.

1. Uma pessoa escolhe (sem vocé ver) um desses dois daddaltaNde informacdes, vocé
atribui a probabilidada priori 1/2 de que esse dado seja viciado. O dado é entao langado e
o resultado & 6. Como fica a probabilidade de que o dado segaloP

2. Suponha agora que a pessoa seja um notorio vigaristagdie gque, mesmo antes de lancar,
vocé da 90% de chance de que ele tenha escolhido o daddovictamo fica essa probabi-
lidade depois que o dado foi lan¢cado, com resultado 6?

3. Finalmente suponha que vocé confia na pessoa e portasttitacjue ela escolheu o dado
honesto, com 90% de probabilidade. Como fica sua confiargsa gpbtese depois que o
dado deu 6?

Exercicio 13.19: Uma moeda € lancada 10 vezes seguidas, e o resultado eesesnp. Talvez
a moeda seja normal, e esse resultado seja coincidénciajvea ela seja uma moeda anormal,
com cara dos dois lados. Suponha que a probabilidaoléori da moeda ser anormal@ Qual

€ a probabilidada posteriorj depois desses 10 lances? Faca um grafico dessa probdbikian
funcao dep.

13.9 Teoria da informag@o

Hoje em dia todos conhecem o conceitoliiee outras unidades derivadas, cobyde (8 bits),
megabyt€10° ou 20 bytes, conforme o contexta)igabyte(10° ou 20 bytes) etc. Em geral esses
conceitos sao usados para descrever tamanhos de arqaipasidade de memoria, taxas de trans-
missao, etc. Porém & necessario distinguir entapacidade de armazenamento de informacao
de tais sistemas, equantidade de informacacontida neles em determinado momento. Este se-
gundo conceito & o centro deoria da informacapdesenvolvida principalmente em meados do
século 20 pelo matematico e engenheiro americano Clauaensn (1916—2001).

13.9.1 Capacidade de informago

Considere um sistema fisico (real ou imaginario) que ealgquer momento pode assumir um
Unico estado dentre uma colecao finita de estados miss$endo que esse estado pode ser identi-
ficado com precisao por algum tipo de teste ou medida. Pongwe uma moeda sobre uma mesa,
gue pode estar na posicao ‘cara’ ou ‘coroa’; um dado de joge pode estar virado com qualquer
face para cima, de 1 a 6; uma chave elétrica, que pode estdigada’ ou ‘ligada’; um fio elétrico,
gue pode estar a zero volts ou-a volts; uma barra de ferro, que pode estar magnetizada esm doi
sentidos diferentes; e assim por diante. Tal objeto & ditgigtema discreto

Suponha que o sistema tem apenas dois estados possivegggp@ unsistema binarig. Por
definicio, a capacidade de informacao de tal sistentzité $e o sistema tenP2stados possiveis,
sua capacidadelebits. Observe que podemos numerar os estados de tal sigtebsse 2 usando
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b algarismos, cada qual O ou 1. —000=0,0---01=1,0---10=2,0---11 = 3, ...
1---11=2°—1. Dai o nome “bit”, que & abreviacao do inglisary digit

Mais geralmente, se 0 numero de estados possiyei€apacidade de informacao é definida
como logn = (Inn)/(In2), o logaritmo den na base 2. Assim, por exemplo, a capacidade de
informacao de um dado de jogar, em repouso sobre a mesg, & + 2,5849625007.. bits.
Note que, s nao & uma poténcia de 2, a capacidade em bits nao & uraralineiro (e, na
verdade, € um numero irracional). Note também que saensistem apenas um estado possivel,
sua capacidade de armazenar informacao € (como se puelagsero bits.

Esta definicao implica na seguinte propriedade:

Teorema 13.2:Se um sistem& consiste de dois sub-sistemas discrétasB indepen-
dentes (no sentido de que cada estado possiv&lmele co-existir com qualquer estado

possivel deB, e vice-versa), entao a capacidadesde a soma das capacidadesAde de
B.

Exercicio 13.20: Determine a capacidade de informagao dos seguintemsiste

1. Um oddmetro (mostrador de quilometragem) de autom@wel 6 algarismos decimais.
2. Um dado em forma de octaedro, com faces numeradas de 1 a@&spouso sobre a mesa.

3. Uma cadeia de DNA com 100 elementoadleotideos cada qual podendo ter quatro estru-
turas quimicas possiveis — adenosina (A), timina (T)nin&(G), ou citosina (C).

Exercicio 13.21:Determine a capacidade de informacao dos seguintemsisteonstituidos de 4
moedas, cada qual podendo ser de 5, 10, 25, ou 50 centavasymeate podem ser distinguidas
pelo seu valor:

. Uma pilha, em qualquer ordem.

. Uma pilha, em ordem crescente de valor.

1
2
3. Uma cole¢cao em um saco.
4

. Uma pilha onde todas as moedas tem o mesmo valor.

Exercicio 13.22: Refaga o exercicio 13.21, supondo que todas as moedassieonvalor estao
marcadas com letras distintas entre ‘A’ e ‘D’. Assim, porrapé, na alternativa 1, as moedas pode-
riam ser, na ordem, (10), (25, C), (10, B), (10, C) mas nao poderiam ser (D), (25, C), (10, B), (10, D).

Exercicio 13.23: Qual & a capacidade de informacao de uma carta retiradandgaralho com
13 cartas? E de um baralho com 52 cartas? Se acrescentarnmmsinga ao baralho, de quanto
aumenta a capacidade, em cada caso?
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13.9.2 Quantidade de informaéo

A capacidade de informacgao de um sistema discreto dizaaelimite maximo de informacao que
pode ser armazenada nele. Porem, dependendo de comamesistisado, nem toda a capacidade
pode ser utilizada.

Por exemplo, considere uma lampada que, ao meio-dia, pbaleaeesa ou apagada conforme
o sol tenha nascido ou nao naquele dia. Embora a capaciéadéodnacao desse sistema seja
1 bit, intuitivamente a noticia de que essa lampada estéaanao traz muita informacao. Por
outro lado, uma lampada que indica se esta chovendo ofor&édo prédio parece fornecer mais
informacao — muito embora seapacidadele informacao seja exatamente a mesma.

A diferenca estes dois exemplos esta na probabilidadatbeiimos aos dois estados do sis-
tema. No primeiro caso, € natural atribuir probabilidagmiproxima a 1 a afirmacao “a lampada
esta acesa”. (A menos que sejamos extremamente pessiiniBta isso, a noticia de que essa
informacao é verdadeira nao muda muito nosso estadordecimento. Ja, no segundo exemplo,
faz sentido atribuir probabilidade bem menor que 1 a essaaf@o. (A menos que estejamos na
Bolivia, onde nunca chove!)

Para tornar esta intuicao mais precisa, suponh&duema variavel aleatoria que pode assumir
um certo valorv. A quantidade de informacétrazida pela noticia “o valor dX & v’ &, por
definicao,

QX =V) =log, = —log, Pr(X = v)

1
PriX =v)
Este valor, como a capacidade de informacao, & medidatspelmunca é negativo. Em particular,
se X pode assumin valores distintos com igual probabilidade ®r€ v) = 1/n, a quantidade de
informacao que recebemos quando ficamos sabendo o vaki(gigalquer valor deX) é exata-
menteQ(X = v) = log, n bits — ou seja, a capacidade da variaxel

Porém, se as probabilidades dos valoreX @éo sao iguais, a quantidade de informacao pode
ser menor ou maior, dependendo do valor. Por exemplo:

Exemplo 13.3: Suponha que um dado esta para ser lancadce @ma variavel que vale 100 se o

resultado do dado € 1, e 200 caso contrario. Entao adamtX = 100" e “X = 200" carregam as
seguintes quantidades de informacao:

2,5849625..

X

Q(X =100) —I0921

—log, Pr(X = 100)
0,2630344 ..

Il
X

Q(X = 200) —log, Pr(X = 200) —Iogzé

Neste exemplo, observe que a noticka= 200" traz muito menos informacgao do que a noticia
“X = 100", porque tem probabilidade maior —4®bem vez de 16.

13.9.3 Quantidade esperada de informaip

No exemplo 13.3, observe também que a noti&ia="100" traz mais que 1 bit de informacao —
muito embora a variaveX tenha apenas dois valores possiveis, e portanto tenhasafdit de
capacidade.
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Este paradoxo é resolvido se considerarmmpsamtidade esperada de informag@oientropia
da variavelX. Ou seja, a quantia

H(X) = D PrX =v)QX =V) = > = Pr(X = v)log, Pr(X = v) (13.22)

"

Nesta formula, o indice do somatbrio assume todos os valores possiveis da ghkavbserve
gue, como na formula (13.11), cada termo desta soma € dida@e de informacao trazida pela
noticia “X = Vv’, vezes a probabilidade de recebermos essa noticia. $ouerificar querH(X),
assim como cada tern@(X = v), € um valor real nao negativo.

No exemplo 13.3, a quantidade esperada de informacaceqgabeamos ao conhecer o valor de
Xé

tlog, 2 + 2log, 2

22, 5849625 .. + 20,2630344 ..

0,65002241..

Observe que, embora a noticid = 100" forneca mais de 2,5 bits de informacao, ela & muito
menos provavel que a noticiX‘'= 200", que fornece menos que 0,27 bits de informacao. Assim
a quantidade esperada de informacao que ganhamos amsailer deX é cerca de 0,65 bits, ou

seja abaixo da capacidade ¥€1 bit). Esta Gltima observacao & um resultado impaetan

H(X) = Pr(X = 100)Q(X = 100)+ Pr(X = 200)Q(X = 200)

Y

Teorema 13.3: Se uma variavel aleatorid pode assumin valores distintos, entao a
quantidade esperada de informacao que ganhamos codbez&alor deX € no maximo

a capacidade d¥, log, n; e & exatamente lgg apenas quando todos esses valores podem
ocorrer com igual probabilidade'ii.

Devido a este teorema, a formula (13.22) & muito usada padir a “uniformidade” da
distribuicado de probabilidades de uma variavel alead. O valor de(X) varia entre O e logn,
onden & o numero de valores possiveisXleQuanto maiorH(X), mais uniforme a distribuicao.
Na verdade, a formula (13.22) pode ser usada com qualgteedin valores reaigo, p1, . . . Pn-1
nao negativos cuja soma é 1.

Observe que s¥ tem uma distribuicdo degenerada — comXP#v) = 1 para um Unico valor
Vv, e zero para os demais valores — ent@(X) € zero. Ou seja, se temos certeza de qual vai ser 0
valor deX, nossa expectativa &€ que a revelacao desse valor neos/iazer nenhuma informacao.
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